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@ L'espérance conditionelle d'un couple de variables aléatoires
@ Espace de probabilités
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Espace de probabilités (2, F,P)

e Un univers Q : Ensemble événements-élémentaires w (résultats
possibles) de I'expérience considérée.
Exemple : Jeter un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}; Observer la durée de vie
d'une ampoule : Q = [0, +o].
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Espace de probabilités (2, F,P)

e Un univers Q : Ensemble événements-élémentaires w (résultats
possibles) de I'expérience considérée.
Exemple : Jeter un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}; Observer la durée de vie
d'une ampoule : Q = [0, +o].

@ Des événements F : Sous ensemble F de |'univers .
On ne considére pas tous les sous-ensemble de Q2 comme événement,
mais seulement ceux qui ont un sens.
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Espace de probabilités (2, F,P)

e Un univers Q : Ensemble événements-élémentaires w (résultats
possibles) de I'expérience considérée.
Exemple : Jeter un dé : Q = {1,2,3,4,5,6}; Observer la durée de vie
d'une ampoule : Q = [0, +o].

@ Des événements F : Sous ensemble F de |'univers .
On ne considére pas tous les sous-ensemble de Q2 comme événement,
mais seulement ceux qui ont un sens.

@ Une /oi de probabilité PP : qui est une application de F dans dans [0, 1]

telle que :
@ L’événement certain est de probabilite 1 : P(Q2) =1
@ P est additive, pour toute famille finie ou dénombrable Fi, F>, ..., F,

d’événements disjoints de F (i.e. F,NFj =0 si k #j)ona:

P(ULLF) = > B(F)

k=1
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Propriétés de I'espace de probabilités (2, F,P)
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Propriétés de I'espace de probabilités (2, F,P)
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@ L'espérance conditionelle d'un couple de variables aléatoires
@ Variables aléatoires
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Variables aléatoires

Exemple : Une urne contenant des boules blanches et des boules rouges,
ces derniéres en proportion A. On tire, au hasard, une boule dans l'urne, et
on considére les deux événements élémentaires :

w1 = {"la boule est blanche"}, wp, = {"la boule est rouge"}.

Pour calculer les probabilités des divers résultats, on introduit une variable
aléatoire X qui prend la valeur 0 si wq est réalisé, et la valeur 1 si c’'est wo.
OnaalorsP(X=1)=XetP(X=0)=1- )\
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Variables aléatoires

Exemple : Une urne contenant des boules blanches et des boules rouges,
ces derniéres en proportion A. On tire, au hasard, une boule dans l'urne, et
on considére les deux événements élémentaires :

w1 = {"la boule est blanche"}, wp, = {"la boule est rouge"}.

Pour calculer les probabilités des divers résultats, on introduit une variable
aléatoire X qui prend la valeur 0 si wq est réalisé, et la valeur 1 si c’'est wo.
OnaalorsP(X=1)=AetP(X=0)=1- X
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Variables aléatoires continues

Remarque : Pour une variable aléatoire continue, la probabilité associée a
I'événement {X = a} est nulle, car il est impossible d'observer exactement
cette valeur. On considére alors la probabilité que la variable aléatoire X

prenne des valeurs comprises dans un intervalle [a, b] tel que P(a < X < b).
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Variables aléatoires discrétes

On associe & chacune des valeurs possibles de la variable aléatoire la
probabilité qui lui correspond. Pour calculer la probabilité que la variable X
soit égale a x;, on cherche tous les événements élémentaires w; pour
lesquels X(w;) = x;, et on a :

k

Xj) = ZIP’({wJ-}) si X = x; sur les évts élémentaires wy, ..., wk
j=1

P(X =
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@ L'espérance conditionelle d'un couple de variables aléatoires

@ Couple de variables aléatoires

© Rappels d’optimisation
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Le cas discret
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Couple aléatoire discret

On appelle couple aléatoire discret un couple (X, Y) de deux variables
aléatoires discrétes définies sur le méme espace de probabilité (2, F,P).

On note X(Q) = {x;,i € I'} et Y(Q) = {yj,j € J}, I'ensemble des valeurs
ordonnées prises respectivement par X et Y.

= Etude de ce qui se passe simultanément pour X et Y.
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Couple aléatoire discret

On appelle couple aléatoire discret un couple (X, Y) de deux variables
aléatoires discrétes définies sur le méme espace de probabilité (2, F,P).
On note X(Q) = {x;,i € I'} et Y(Q) = {yj,j € J}, I'ensemble des valeurs
ordonnées prises respectivement par X et Y.

= Etude de ce qui se passe simultanément pour X et Y.

Exemple : On tire n fois une boule avec remise dans une urne contenant
une boule rouge, une boule blanche et une boule verte. X est le nombre de
boules rouges obtenues et Y le rang d’apparition de la premiére boule
rouge. (Y = n+ 1 si aucune boule rouge tirée).

Pour n > 2, on ne peut pas avoir X =net Y =n,etsi Y =n+1, alors
X =0.

Amélie Lambert (Cnam) MPRO - Mise a niveau 12 /57



Loi conjointe ou loi du couple aléatoire discret (X, Y)
Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes définies sur le méme
espace de probabilité (2, F,P).

On note X(Q) = {x;,i € I'} et Y(Q) = {yj,j € J}, I'ensemble des valeurs
ordonnées prises respectivement par X et Y, et P(X =x;NY = y;) la
probabilité de tomber sur le couple (x;, yj).

Il est clair que :

0<p;<1

> Pi=
iel,jed
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Exemple : loi jointe d'un couple aléatoire discret
On tire deux chiffres au hasard, indépendamment et de facon équiprobable
entre 1 et 3. Soient :
@ X la variable aléatoire qui représente le maximum des chiffres obtenus
@ Y la variable aléatoire qui représente la somme des chiffres obtenus
La loi jointe du couple (X, Y) pour le maximum et la somme se représente
sous forme du tableau suivant :

choix probabilité

(3.3)
Amélie Lambert (Cnam) MPRO - Mise a niveau 14 /57
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Lois marginales

Soit (X, Y) un couple aléatoire. Les variables aléatoires X et Y sont
appelées variables marginales du couple (X, Y).
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Exemple (suite)
On tire deux chiffres au hasard, indépendamment et de facon équiprobable
entre 1 et 3.
@ X la variable aléatoire qui représente le maximum des chiffres obtenus
@ Y la variable aléatoire qui représente la somme des chiffres obtenus
On calcule aisément les lois marginales de X et Y : sur le tableau de la loi
jointe du couple (X, Y) pour le max et la somme, il suffit de sommer sur
chaque ligne pour la loi de X et sur chaque colonne pour la loi de Y :

choix  probabilité

(1,1) : Y

(1.2) g y 23| 4|56 p
(1,3) 9 1 0000 |p L
(21 g 2 o0 Z [ Lo 0 m 3
(2,2) g I 5
(2,3) 1 3 0 0 9 9 9 I[P3 |3
(3.1) g P, b2 b5 | palbs | ps

(3,2) 9 9 9 9 9 9

(3.3) 3

mélie Lambert (Cnam) MPRO - Mise a niveau 16 /57

>



Loi marginale et indépendance
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Exemple (suite)

On tire deux chiffres au hasard, indépendamment et de facon équiprobable
entre 1 et 3.

@ X la variable aléatoire qui représente le maximum des chiffres obtenus

@ Y la variable aléatoire qui représente la somme des chiffres obtenus

Il est clair que X et Y ne sont pas indépendantes puisque par exemple :

X

| =
Ol
(o]
—

1
P12=§75P1.><P.2=
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Exemple : Jeu de cartes

On tire une carte au hasard dans un jeu de 32 cartes. Le résultat de ce
tirage est représenté par le couple aléatoire (X, Y), ol :

@ X est la variable aléatoire représentant la couleur : X appartient a
I'ensemble {Pique, Coeur, Carreau, Tréfle},

@ Y est la variable aléatoire représentant la valeur : Y appartient a
I'ensemble {7, 8, 9, 10, Valet, Dame, Roi, As }

Nous avons que :
V(i,j)elxd PX=xiNY=y)=-—==

donc X et Y sont indépendantes.
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Remarque

Soit i € | fixé. Notons qu’on peut avoir p; = 0, c’est-a-dire que
I'événement {X = x; N Y = y;} ne se réalise jamais.

Par contre, on exclut le cas ol p;, = 0 : ceci signifierait que X ne prend
jamais la valeur x; , auquel cas cette valeur n'aurait rien a faire dans X(Q).
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Probabilité conditionnelle

Puisque chacune des probabilités p; est non nulle, on peut définir la
probabilité conditionnelle de Y = y; sachant X = x;
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Espérance conditionnelle
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Le cas continu
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Fonction de densité jointe

La fonction f(x,y) est appelée fonction de densité jointe du couple (X, Y).
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Fonction de repartition jointe

La fonction F(X, Y) est appelée fonction de répartition du couple (X, Y).
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Lois de densité marginales

Si I'on s'intéresse a un événement sur X quelle que soit la valeur prise par
Y, on obtient la loi de densité marginale de la variable aléatoire X :
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Indépendance
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Probabilité conditionnelle

Soit (X, Y) un couple aléatoire absolument continu, de densité de
probabilité f(x, y). Soit fx la densité de probabilité de X et un réel a tel
que fx(a) # 0.
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Espérance conditionnelle
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© Rappels d’optimisation
@ Optimisation sans contraintes
@ Optimisation sous contraintes
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|dée generale

D’un point de vue mathématique, I'optimisation consiste a rechercher le
minimum ou le maximum d'une fonction avec ou sans contraintes.

Cependant, on limite souvent |'optimisation a une recherche de minimum.
En effet, maximiser une fonction f revient a3 minimiser la fonction —f.

On ne parlera donc ici que de minimisation.
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@ L'espérance conditionelle d'un couple de variables aléatoires

© Rappels d’optimisation
@ Optimisation sans contraintes
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Optimisation sans contraintes
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Définition du probléme

Afin de pouvoir calculer ou approcher facilement la solution de notre

probléme, il est intéressant de connaitre les hypothéses garantissant
I'existence et |'unicité de cette solution.
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Définitions : Minimum local ou global
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Existence d'un minimum

Idée de démonstration :

Un espace est compact s'il peut &tre couvert par un nombre fini d'ouvert, il

est donc borné. f étant continue et X étant compact, f atteint ses bornes

et x* = min f(x) existe.
xeX
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Unicité du minimum

Idée de démonstration

On suppose qu'il existe deux minima u et v distincts et on démontre avec
la convexité que cela est impossible
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Conditions nécessaires d'optimalité
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Conditions nécessaires d'optimalité
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Conditions nécessaires d'optimalité
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Exemple 1 (1/2)
Soit la fonction f(x,y) = 100(y — x?)? + (1 — x)?, avec —1 < x <2 et
-1<y<2:

flxy) ——

200

E DA
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Exemple 1 (2/2)

Soit (x*,y*) = (1,1) un min. local de

f(x,y) =100(y —x?)> 4+ (1 —x)? sur —1 < x,y <2
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Exemple 1 (2/2)

Soit (x*,y*) = (1,1) un min. local de
f(x,y) =100(y —x®)> + (1 —x)? sur —1 < x,y <2 oo™

o Conditions nécessaires du 1€ ordre :

_{ 400x® — 400xy + 2x — 2
Vi(x,y) = ( 200y — 200x° )

et VF(1,1) =0
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Exemple 1 (2/2)

Soit (x*,y*) = (1,1) un min. local de
f(x,y) =100(y — x?)2 + (1 —x)?sur —1 < x,y <2 oo

o Conditions nécessaires du 1€ ordre :

_{ 400x® — 400xy + 2x — 2
Vi) = < 200y — 200x2 )

et VF(1,1) =0

o Conditions nécessaires du 2" ordre :

5 [ 1200x2 — 400y +2 —400x
Vi (x.y) = ( —400x 200
802 —400
2 _ .
et V2f(1,1) = ( 400 200 ) > 0 (Val prop. : 0.39936 et 1001.6)
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Exemple 2 (2/2)

Soit la fonction f(x,y) = —x* —y*, avec —20 < x <20 et —20 <y < 20:

fixy) ——

0

50000

-100001

0 -15000(

50000 -20000(

-100000 250001

2150000 300001
-200000

-35000(
-250000

-300000

ul
i
<
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Exemple 2 (2/2)

(9)=00)

Soient f(x,y) = —x* — y* et (x*,y*) = (0,0)

qui vérifie les conditions nécessaires d’optimalité

o ) - QR
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Exemple 2 (2/2)

Soient f(x,y) = —x* — y* et (x*,y*) = (0,0)
qui vérifie les conditions nécessaires d’optimalité
@ Conditions nécessaires du 1°" ordre :

VF(xy) = < :jji )

et V£(0,0) =0
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Exemple 2 (2/2)

Soient f(x,y) = —x* — y* et (x*,y*) = (0,0)
qui vérifie les conditions nécessaires d’optimalité
@ Conditions nécessaires du 1°" ordre :

VF(x,y) = < :jji )

et VF(0,0) =0
o Conditions nécessaires du 2" ordre :

) ([ -12x* 0
\ f(X7y) - ( 0 _12y2

) /(00
etVf(O,O)—<0 0

Amélie Lambert (Cnam)
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Exemple 2 (2/2) ] Q\ﬂ

Soient f(x,y) = —x* — y* et (x*,y*) = (0,0)
qui vérifie les conditions nécessaires d’optimalité
@ Conditions nécessaires du 1°" ordre :

—4x3
Vf(x.y) =
(X .y) < _4y3 )
et V£(0,0) =0

o Conditions nécessaires du 2" ordre :

—12x2 0
vzf(x7y) = ( 0 _12y2 >
et V2£(0,0) = ( 8 g ) est semi-définie positif.

mais (0,0) n’est pas un minimum local
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Conditions nécessaires et suffisantes d optimalité

Dans le cas ol f est une fonction convexe, les conditions nécessaires
deviennent nécessaires et suffisantes.
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@ L'espérance conditionelle d'un couple de variables aléatoires

© Rappels d’optimisation

@ Optimisation sous contraintes
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Optimisation sous contraintes
d'égalité
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Optimisation sous contraintes d'égalité
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Forme géométrique de I'optimalité au premier ordre
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Forme géométrique de I'optimalité au premier ordre
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Optimisation locale sous contraintes d'égalité

\\ f(x,y) > f(xo,yo)
\\\ i?quvd
. ///
[ )
D ={(xy) | &(x.y) =0} o
. \\\
— \\
VBlxoyo)

f(x,y) < f(xo,yo)

Amélie Lambert (Cnam)
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\ £(x,y) > f(xo,y0)

\ H(xo,y0)
7

\\ - /

Talxoye)
S

fx,y) < f(xo,y0)
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Optimisation locale sous contraintes d'égalité

\\ (%,y) > f(Xo,yo) \ f(x,y) > f(xo,y0)
\\ @f%xv.vv) \ | xovo)
_— \\\\ // P A \\\ //
i = —
Pt et =0 o o o) e =0) 7\\\\\
Tg(xo yo)\\ z O
\ A . £ N
N VB (xo,y0)
f(x,y) < f(xo,yo0) f(x,y) < f(xo,yo)

Comme N(x*) est |'espace vectoriel engendré par les vecteurs
Vgi(x*),...,Vgm(x*), il existe des coefficients réels i, ..., an tels que
Vi(x*) =aaVgi(x*) + ...+ amVgm(x*).

En posant \y = —aq,..., A\m = —aum,, on déduit le théoréme suivant :
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Optimisation locale sous contraintes d'égalité

\\ (%,y) > f(Xo,yo) N\ fx,y) > f(xo,yo)
\\ @g*xo.yo) \\ ﬁf({qn,va)
™ / /// \\ /

- . ~ S~ Y,

T o~ — /T = —=
D ={(xy) | gxy) =0} \\\ - ?;‘; 1) | gboy) = 0} \/7\‘\\\\\
N \\\

v)8()(““’“)\‘\ Ve(xo,y0) \\\\
N\

f(x,y) < f(xo,yo) f(x,y) < f(xo,yo)

Comme N(x*) est I'espace vectoriel engendré par les vecteurs
Vgi(x*),...,Vgm(x*), il existe des coefficients réels i, ..., an tels que
Vi(x*) =aaVgi(x*) + ...+ amVgm(x*).

En posant \y = —aq,..., A\m = —aum,, on déduit le théoréme suivant :
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Fonction de lagrange (ou Lagrangien)
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Conditions nécessaires d'optimalité globale du 1" ordre
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Conditions nécessaires d'optimalité globale du 1" ordre

Démonstration : OnaVi=1,...,n

OL(x*,\*) _ 8

m
ogi
f(* * i
) = O (x )+;)\,8—X’_( ) et
Vj=1,...,m aL(X*f‘*) = gj(x*), donc on a bien
VL(x,\) =0 {

Vi(x*)+MVa(x*)+ ...+ AnVan(x*) =0
g(x*) =0

o = = = DA
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Conditions suffisantes d’optimalité globale du 1* ordre
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Exemple

Soit le probléme

(P){ min f(x,y) = x> +2y?

s.c. gi(x,y)=x+y—-b=0

o = = = DA
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Exemple

Soit le probléme

(P) min f(x,y) = x> +2y?
s.c. gi(x,y)=x+y—-b=0

Son lagrangien est L(\, x,y) = (x* +2y?) + A(x + y — b)
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Exemple

Soit le probléme

min f(x,y) = x> +2y?
(P) z e
s.c. gi(x,y)=x+y—-b=0

Son lagrangien est L(\, x,y) = (x® +2y?) + A(x + y — b)

L convexe en (x,y). Donc minimum atteint lorsque V, , L(\,x,y) =0

2x+ A = —2x _
VayL(A x,y) = [4y+)\] [ ] { :_4y}<:>x—2y
D’aprés la contrainte, onax+y —b=2y+y—b=3y—b=0
Donc le minimum est atteint quand y = g X = 2b et A= —-2x= —%b
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Optimisation sous contraintes
d’inégalité
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Optimisation sous contraintes d'inégalité

o = = = DA
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Conditions de Karush-Kuhn-Tucker du premier odre

Hypothéses :
Si X est convexe, si f et g; sont différentiables et convexes dans le
probléme :

Trouver x* = mi)r} f(x) sous les contraintes gi(x) <0i=1,....,m
x€
etsi\;>0,i=1,...,m, alors le lagrangien :

L(x,\) = f(x) + ZA,g,(x

est aussi une fonction convexe sur X
( puisque \; > 0 et gi(x) convexe = \;gj(x) convexe, et qu'une somme
de fonctions convexes est convexe)
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Conditions de Karush-Kuhn-Tucker du premier odre

Si f et g; sont differentiables et convexes et si A > 0, alors le lagrangien
L(X, x) est une fonction différentiable et convexe en x, et il s’ensuit qu’il
posséde un minimum global en x* sur X lorsque A = A* si

Vil (x, ) = VF(x)+ > A\ Vai(x) =0
i=1

Amélie Lambert (Cnam)



Exemple

Soit le probléme

P { min F(x) = x°

s.c. gi(x)=2x+5<0

o = = = DA
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Exemple
Soit le probléme

(P){ min F(x) = x°

s.c. gi(x)=2x+5<0

Son lagrangien est L(\, x) = x% + A\(2x + 5)
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Exemple
Soit le probléme

(P){ min f(x) = x?

s.c. g(x)=2x+5<0

Son lagrangien est L(\, x) = x% + A\(2x + 5)
L convexe en (x). Donc minimum atteint lorsque V,L(\, x) =0
Vil(Ax) =2x+2XA=0<= x= -\

A I'optimum, il faut que (2x + 5)\ = 0, comme gi(x) est une contrainte
d’'inégalité, on a A > 0, de plus pour que gi(x) soit satisfaite il faut que
x #0,onadonc A >0et2x+5=0.

5

5
2x+5:—2)\—|—5:0<:>)\:§etxz—§
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