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La solution x; = 2, x» = 3, x3 = 4.5 Vérifie les contraintes. Elle
est dite admissible ou réalisable.

Cette solution donne la valeur 4 a la fonction économique,
mais elle n'est pas optimale

Il existe d'autres solutions de valeur supérieure, par ex.
x1 = 2,x0 = 3,x3 =6 de valeur 7.

La solution x; = 3.75,xp = 0, x3 = 6 de valeur 19.5 est
optimale.
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Rappels de Programmation Linéaire (P.L.)
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Programmation linéaire : optimisation d’une forme linéaire de n
variables réelles x1, xo, ..., x, soumises a m contraintes linéaires.
La forme linéaire a optimiser (maximiser ou minimiser) est appelée
objectif, fonction objectif ou fonction économique

Exemple de programme linéaire a n = 3 variableset m =3
contraintes :

(maximiser f(x1,x2,x3) = 2x1 —3x2 +2x3
sous les contraintes
( P) 4-X1 — X2 — 2X3 S 3
X1 — X +x3 = 2
X3 S 6
L X1 , X0 ,x3 > 0

MPRO : REVISIONS EN PROGRAMMATION LINEAIRE

Forme générale d'un programme linéaire
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La forme générale d’un programme linéaire est la suivante :

[ max ou min f(x) = ZJ’,’ZI o
s.c 2}121 ajxj = b i=1,...,k
(P) diapxi < b i=k4+1,..,1
Sipapxg = b i=I+1,...,m
Xj e R j=1...,p
\ Xj > 0 j=p+1,...,n

Les données du probleme sont : les coefficients réels c;
UG=1,...,n),a;(i=1,....mj=1,....,n)etb; (i=1,...,m).
Les variables (xi, xo, ..., x,) doivent satisfaire I'ensemble des
contraintes et ne peuvent prendre que des valeurs réelles. On
cherche a optimiser la fonction linéaire f(x1,x2,...,Xp).

On note v(P), la valeur d'une solution optimale et réalisable du
programme linéaire (P).
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Résolution graphique dans R? (1/2)

Considérons le programme linéaire :

max z= 120x; +40x>

S.C. X1 + X < 100
(Pex) 4x; +x < 160
20x; + 10x» < 1100

X1 y X2 > 0

Domaine des solutions admissibles : polygone convexe délimité par
les 2 axes et par les droites (A1),(Az) et (A3z).

Résoudre (Pex) revient a déterminer la plus grande valeur z t.q. la
droite d'équation 120x; + 40x, = z ait un point commun avec

I'ensemble des points admissibles.

équation de la droite (Dg) : 120x; + 40x; =0

équation de la droite (D]) : 120x; + 40x; = 2400

équation de la droite (D) : 120x; + 40x2 = 5400 = solution optimale de (Pex) :

5 /67 x{ =25,x5 =60 et f(x;,x3) = 5400 (Point D du domaine des solutions admissibles)
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Formes canonique et standard

Tout programme linéaire peut s'écrire aussi sous les 2 formes
suivantes :

» forme canonique :

max Y1 Cix;
(P1)q sc > /ljapx < b i=1....m
Xj > 0 j=1,....n
» forme standard :
n
(PQ) S.C Z}’Zla;jxj = b; iZl,. ., m
X; > 0 j=1,....n

Un programme linéaire peut étre posé sous |'une de ses 3 formes

générale, canonique ou standard.
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Résolution graphique dans R? (2/2)
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Passer d'une forme générale a une forme canonique ou
standard

> min < max :
le min d’une fonction f est égal a I'opposé du max de la
fonction -f : min(f) = —max(—f)

» Une variable réelle sans condition de signe est remplacée par 2
variables réelles positives ou nulles comme suit :

12
5=
xi € R — X > 0
x2 > 0
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équation <> inéquation

» équation — inéquation

- Zr]—l ajjXj < b;
ajix; = by — =
; " { >ima(=ag)x < (=bj)

» inéquation — équation : introduction des nouvelles variables
positives ou nulles dites variables d’écart comme suit :

° S aixi+ Xpri = bj
Xn+i 0

v

j=1

Vv
o

Xn+-i

n 2E:{7 30X — Xt i = b
S apy 2 s { Tt s = 0
j=1
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Rappels sur les égalités linéaires (1/2)

» Matrice A de rang m : A comporte m colonnes linéairement
indépendantes

» On appelle matrice de base ou base du probleme, toute
sous-matrice carrée (de dimension m x m), réguliere
(inversible) extraite de A

» Soit B une matrice de base, A peut s'écrire A = (B, N) avec

N, sous-matrice de A formée des colonnes qui ne sont pas
dans B.
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Soit un programme linéaire (PL) écrit sous forme standard

max Y1, Cix;
n .
(PL) S.C Zj:l ajjXj = b,' I = 1,. <
Xj > 0 j=1,...,n

avecVi b; > 0etm<n

NB : ici, plus de distinction entre les variables structurelles ou variables
de décision (qui ont servi a construire le modéle) et les variables d'écart
(PL) peut s'écrire sous forme matricielle comme suit :

max c¢x
(PL){ s.c Ax = b
x > 0
X (an a1n) by
avec c = (c1,¢2,...,¢Cn), X = A= - oo o], b=
. aml  c 3mm b
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Rappels sur les égalités linéaires (1/2)

» De méme, x = (xg, xy)", ¢ = (¢s, cn)
B : ensemble des indices des colonnes de la base B.
N={1,....,n} - B
On appelle variables de base, les variables de xz
On appelle variables hors-base, les variables de xys
Ax = b s'écrit alors Bxg + Nxyr = b

VVvVVYyVvYVvYyyYy

On appelle solution de base associée a la base B, la solution
du systéme d’'équations Bxg + Nxn = b obtenue en annulant
toutes les variables hors-base.

v

B réguliere = solution de base unique : xg = B™1b, xr =0
» x solution de base réalisable si toutes ses composantes sont
positives ou nulles (B=1b > 0) (B est dite base réalisable)

» Une solution de base est dégénérée si certaines des variables
de base sont nulles.
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LConvexité et solutions de base

Plan
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Convexité et solutions de base
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LConvexité et solutions de base
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Etant donnés

» p points xq,x2,...,x, de R”

» p nombres A1, Ao, ..., A, tels que Mg, Ao, ..., A, >0 et
P oAi=1
i=1""

on dira que x = Y _©_, A\ix; est une combinaison convexe de
X1, X2y ..., Xp.

Théoreme 1

Un ensemble C est convexe si et seulement si toute combinaison
convexe de points de C appartient a C.
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LConve><ité et solutions de base

Polyedres convexes

14/67

» Notons X = {x: Ax = b,x > 0}

» X, intersection de la variété affine {x : Ax = b} avec I'orthant

positif {x : x > 0} est un ensemble convexe appelé polyedre.

Définition 1
Un ensemble C € R" est convexe si

X,y e C
AL, >0 = Mx+XyeC
M+ = 1

En d’'autres termes,
pour tout x et y distincts dans C, on a [x,y] C C
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LConvexité et solutions de base

Points extrémes
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> x € X est appelé point extréme du polyedre s'il n'existe pas
de points x; et xp de X avec x1 # x2 t.q. x = Ax1 + (1 — A)x2
oul0< A<l

» autrement dit, x est un point extréme de X si on ne peut

I'exprimer comme combinaison convexe de 2 points différents
de X.

Hypotheése : X = {x: Ax = b,x > 0} est un polyédre non vide

Théoreme 2

Tout point extréme du polyédre X correspond a une solution de
base réalisable

Le polyedre X possede un nombre fini de points extrémes.
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LCon\/exité et solutions de base
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Un polyedre de R" non vide et borné est appelé polytope

Corollaire 1

Tout point d'un polytope X peut s'exprimer comme combinaison
convexe de points extrémes de X.

Théoreme 3

En supposant le polyédre X = {x : Ax = b,x > 0} non vide et
borné (X est un polytope),

I'optimum de la fonction linéaire f(x) = cx sur le polytope X est
atteint en au moins un point extréme de X.

S'il est atteint en au moins deux points extrémes alors il est atteint
en tout point combinaison convexe de ces points extrémes.

On déduit des 2 théorémes précédents que lorsqu’un PL admet
un optimum fini alors il existe une base réalisable B* telle
que la solution de base associée x* est optimale
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LCaractérisation des bases et solutions de base optimales

Plan
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Caractérisation des bases et solutions de base optimales
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LConvexité et solutions de base

Il existe 2 classes de méthodes de détermination d'une solution
réalisable et optimale. La méthode du simplexe traitée dans ce
cours et les méthodes de points intérieurs.

» La méthode du simplexe de Dantzig est une procédure
itérative qui permet d’effectuer une exploration dirigée de
I'ensemble des solutions de base réalisables.

» [’application de la méthode nécessite de connaitre une
solution de base réalisable initiale.

> A chaque itération, calcul d’une solution de base réalisable
voisine et au moins aussi bonne que celle qui vient d'étre
calculée . Il est possible de garantir que la méme base
n'apparait pas deux fois, ce qui assure la convergence du
procédé.

» Ce parcours reste périphérique (sans jamais pénétrer a
I'intérieur du polyedre).

18/67
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LCaractérisation des bases et solutions de base optimales

max f(x) = cx
(PL){ s.c Ax = b
X > 0

Soit B une base réalisable de (PL).
(PL) peut se formuler de maniére équivalente comme suit.

max f(x) = cgxg + XN

s.c Bxs + Nxp = b
XB > 0
XN > 0
max  f(x) = cgB71b+ (cn — csB7IN)xy
o s.c x5 + B~ Nxy = B7'b
XB > 0
XN > 0
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I—Caractérisation des bases et solutions de base optimales
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I—Caractérisation des bases et solutions de base optimales

Notations :

> 3 : terme général de la matrice B~ N
» b, : terme général du vecteur B~1h

Nouvelle réécriture de (PL)

max £(x) = 0, 6
s.c Xi+2jeN5inj = b; ieB

X > 0 je{1,...,
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n}

Théoreme 4

Soit B une base réalisable, extraite de A.
Une condition suffisante pour que B soit une base optimale de
(PL) est que :

VieN Aj=¢-) ca; <0
ieB

A; : coiit réduit ou coiit marginal de la variable x;
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I—Caractéris;ation des bases et solutions de base optimales
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I—Caractéris;ation des bases et solutions de base optimales

(PL) associé a la base B peut ainsi s'écrire comme suit :

max  f(x) =Y ez Cibi+ Y jen Ajxj ~
s.c X; + ZJGNE,-J-XJ- = b;
Xj > 0

» f(x) et les variables de base sont exprimées en fonction des

variables hors-base.

i€eB

jed{l,....n}

. X —
» La solution de base x = (xﬁ) de valeur ZieB c;b; est :

VieBxi=bietVje N x;=0

23/67

» S'il existe e € N t.q. A > 0 alors il existe une solution de
base de valeur strictement supérieure a ) ;g cib; avec xe > 0

» On note B’ la base adjacente a B associée a cette solution de
base strictement meilleure.

P> x. est appelée variable entrante
» Critere de choix pour la colonne d’'indice e :

Ae = max{Aj:jeN}
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I—Changement de base B — B’ I—Changement de base B — B’

Chaque pas du parcours est réalisé en passant d'une base B a une
Plan . S , N

base adjacente B’ c'est-a-dire une base possédant les mémes

éléments que B a |'exception d'un élément e qui remplace un

élément s de B :

B =B-—{s}+ {e}

Changement de base B — B’
phase 1 : détermination de la colonne sortante
phase 2 : opération de pivotage
Formules de changement de base B — B’ (B = B+ {e} — {s})

25/67 26/67
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I—Changement de base B — B’ I—Changement de base B — B’
L phase 1 : détermination de la colonne sortante

_ On pose xe = © > 0 et on maintient XN —fe} = 0
B et N sont modifiés en échangeant les colonnes e et s. R R —
On cherche la plus grande valeur a donner a x. qui satisfasse
B I'ensemble des contraintes du PL :
F(x) = 2ies cibi + 2 jen 8% _ _
et (Vi € B) xi + Y jen 355 = bi vieBxi=bi—-a.0 >0

> si§,-e>0alors@§é’—f'

On veut obtenir:_ » sinon © non borné
f(X) = ZiGBI Cib,,' + ZJGN/ AjXJ
; AW o adax = b . L\
et (Vi € B) xi+ X jenr @ijxj = b » si la colonne entrante Vvérifie Vi € B 3j. < 0 alors la valeur de
avec B+ Bu{e} —{s}; N «NU{s} —{e} (PL) est infinie.
> sinon _ _

Xs est appelée variable sortante bs min{ﬂ Li€Betae >0}

—_ - —_— e

dse dje
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|—Changement de base B — B’
|—phase 2 : opération de pivotage
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|—Changement de base B — B’
L Formules de changement de base B — B’ (B’ = B + {e} — {s})

» Expression de x. dans la nouvelle base B’
(B"=B+{e} —{s}) :
Xs = Es - Zje./\/—{e} asjXj — AseXe
_ -

On obtient x. = sb_:e — 2 jeNt 32X

» En remplacant x. par son expression en fonction des variables
de N dans les autres équations associées a B, on obtient :

Vie B—{s} xi+ Zje/\/" xj(aj — 5ie§—i) = b - 5ie§72
F(x) = Yjen 6ibi + D2 + 3 cpr (D) — AeZ2)

» Formules de passage BN a B'~1N\/

ij
_ .=l dsj = _
i=e :3,;=32 (=3, =1)

> Formules de passage b= B-1b3 b = B1p

Vie B—{s} : Ef-zéij-—éieg—i (=73,

o & - = z 9ace = E = Dac
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I—Changement de base B — B’ I—Algorithme du SIMPLEXE
L Formules de changement de base B — B' (B’ = B + {e} — {s})
Plan
» Formules de passage A = ¢y — cgB7IN a
A = CNt — CB/B/_IN/
; _ . I AN._ A 29
Vie N —{e} AAj = A, Aeﬁse
C_ . I Ae
e BT Algorithme du SIMPLEXE
7 _ N _ orithme du
» Formules de passage f = cgB~'ba f = cgB' b &
_/ — N
f=F+Ac2
dse
o = = E = wvao o E = wae
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L Algorithme du SIMPLEXE

Soit (P) = max{x : Ax = b,x > 0} un PL mis sous forme standard

Algorithme 1 : Algorithme du simplexe

Trouver une solution de base réalisable.
Si elle existe alors

> Déterminer B et N et les ensembles d'indices B et N associés.

Calculer B71N, de terme général a; (i € B,j € N)
Calculer Aj = ¢ — Y ;cpcag (j€N)
VI < FAUX {Viprend la valeur VRAIsi v(P)est infinie}
Tant que (3 € N :Aj>0) et (VI = FAUX) Faire
» { critére d’entrée dans la base}
» Choix de I'indice e € N : A = max{A; : j e N'}
> SivieB 3. <O alors VI < VRAI
» Sinon {3 x; € B : 3. >0}
1. { critére de sortie de la base}
2. Détermination de s € B t.q.

>
>
>
>

,b—S:min{,b—;:ieBetE,-e>0}
ase die

3. { changement de base}
4. B+ Bu{e} —{s}; N« NU{s} —{e}
5. Calculer A; VjeN
»> Fin Si
» FinTantque
> Si VI = FAUX alors calculer v(P) Sinon v(P) est infinie
FinSi
Sinon Dom(P) = () : PAS DE SOLUTION FinSi
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Synthese

L'algorithme primal du simplexe construit une séquence de bases
adjacentes réalisables et non optimales avec une progression des
valeurs des solutions engendrées jusqu'a |'obtention de B* ou la
détection d'une valeur infinie pour le PL traité.
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I—Représentation des calculs dans des tableaux

Plan

Représentation des calculs dans des tableaux
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Les données du PL sont réorganisées pour automatiser les calculs
et alléger la méthode algébrique. On économise les écritures en
représentant uniquement les coefficients des équations dans un
tableau comme suit.

var. du PL _

var. de base XL | een | Xe | oo | X b
Xj an dje EU Bi

Xs as1 Ase asj Bs

A Ay A A, —f

36/67




MPRO : REVISIONS EN PROGRAMMATION LINEAIRE

I—Représentation des calculs dans des tableaux

MPRO : REVISIONS EN PROGRAMMATION LINEAIRE

I—Problémes soulevés par la dégénérescence
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Reprenons la base réalisable initiale de notre exemple illustratif :
Les variables de base sont les variables d'écart : x3, x4, x5. On
choisit la variable entrante : x; (A1 = max{120,40} ) = variable

sortante : xs (3% = min{¥, ¥, % )
X1 | Xo | X3 | X4 | X5 b
Xa 4 11 0| 1] 0 160
X5 20010 0| O] 1] 1100
A|120[40] 0] 0] O 0

Pivot : 341 = 4.

Pour obtenir le tableau associé a la nouvelle base, division de la
ligne du pivot par le pivot et pour les autres lignes, application des
formules de changement de base.

Plan

Problemes soulevés par la dégénérescence
Dégénérescence de premiere espece
Dégénérescence de deuxieme espece

38/67
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I—Problémes soulevés par la dégénérescence

LDégénérescence de premiére espece

MPRO : REVISIONS EN PROGRAMMATION LINEAIRE
I—Problémes soulevés par la dégénérescence

LDégénérescence de premiére espece
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L'optimum est réalisé en plusieurs points de la frontiere du
polyedre des contraintes.

ex : une aréte (ou une face) du polyédre des contraintes peut étre
optimale.

Algébriquement, cela se traduit par I'existence de variable(s)
hors-base avec un coiit réduit nul a 'optimum : 3j e N A; =

Illustration numérique :

max z= 6x3 +4x
s.c —3x1 + 2x
(P ) 3x1  + 2x
X1
X1 y X2

40/67
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|—Probl‘emes soulevés par la dégénérescence |—Probl‘emes soulevés par la dégénérescence

I—Dégénérescence de premiere espéce I—Dégénérescence de premiere espéce

Tableau optimal :

[llustration numérique = mise sous forme standard :

X1 | X2 | X3 | Xa | X5
x| 1] 0] 0 0] 1 3
max z= 6x;y +4x x| 0] 1] 0 % —% %
s.c —3x1 4+ 2xp +x3 = 4 x3| 0] O] 1|-1| 6 6
(P) 31 + 2x +Xg = 16 0 0| O|-2] 0]-32
X1 +Xx5 = 3
x1 0 .x3 .xa x5 > 0 L'optimum est atteint au sommet D = (3, %) avec As = 0 ou
X5 € N
Si on fait entrer x5 dans I'ensemble des variables de base, la
variable sortante est x3 et le nouveau tableau est le suivant :
= = = E z ©aco = = = T ©ac
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L Problemes soulevés par la dégénérescence L Problemes soulevés par la dégénérescence
L Dégénérescence de premitre espece L Dégénérescence de premire espice
[llustration d'un cas de dégénérescence de premiere espece
6 d2 di
X1 | X2 Xf X:f X5 a3 dl: —3x; + 2x0 — 4
x| 1) 0f-51 g 0F 2 5 Gy
x| 0] 1 7|1 0 5
xs| 0] 0] 2|-g]1 1 :
0| 0 0(-2| 0]-32 .
L'optimum est atteint en un autre sommet du polyedre des
contraintes : sommet C = (2,5). /
Ainsi, I'ensemble des solutions optimales est le segment [C, D] )
A 1
- = = = = onao ! o = = E z ©ac
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LDégénérescence de deuxiéme espece
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I—Problémes soulevés par la dégénérescence

LDégénérescence de deuxiéme espece

Une (ou plusieurs) variable(s) de base a (ont) une valeur nulle dans

la solution qui caractérise le point extréme courant.
di € Bt.q.bj =0et 3je >0alorsi=s

Alors la valeur de la fonction économique ne varie pas apres le

changement de base :

Ce cas particulier signifie qu'a un point extréme du polyedre des

contraintes correspondent plusieurs solutions de bases.
= possible probleme de cyclage
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[llustration numérique :

((maxz= xi

s.c —3x1
3x1
X1
X1
X1

(P) 4
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+Xo
—+ 2X2
+ 2x0

+ 4x2
y X2
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I—Problémes soulevés par la dégénérescence

LDégénérescence de deuxieéme espece
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I—Problémes soulevés par la dégénérescence

LDégénérescence de deuxieme espece

[llustration numérique = mise sous forme standard :

((maxz= xq +x
s.c —3x1 4+ 2x0 +x3
(P) 3x1  + 2xo +Xx4
X1 +X5
X1 + 4x +Xg
\ X1 , X2 , X3 , X4 , X5 , X6
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Tableau obtenu au bout de 2 itérations de I'algorithme du

simplexe :
X1 | Xo | X3 | Xa | X5 X6
x| 0| 1|5 ] 0] 0 % 5
x| 0] 0 % 1] 0 7 0
xs| 0 0 7 0] 1 7 1
xx| 1] 0|-2] 0] 0| 2| 2
o[ o[ | o] 0f-&|-7

Le sommet C = (2,5) courant est caractérisé par les
B = {x1,x,x4,x5} et N' = {x3, x5}

48/67
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I—Problémes soulevés par la dégénérescence
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I—Probl‘emes soulevés par la dégénérescence

LDégénérescence de deuxiéme espece LDégénérescence de deuxiéme espece

[llustration d'un cas de dégénérescence de deuxieme espece A I'itération suivante, le nouveau tableau est :

- . X1 | x| x3| x4 | x5 X6
) Vol e AEREETEEIE
jiigiiq:m X3 0 0 1 g 0 _1§ 0
xs | 0] O O g 1 % 1
4 x| 1] 0l o] 2/ 0| 1] 2
N o o[ o[-2] o] -5 -7

Le sommet C = (2,5) est caractérisé par trois solutions de base
’ définies par les ensembles suivants :

> Bi = {x1,x, X, x5} et N1 = {x3, X6}
> Bz = {X17X27X37X5} et N2 = {X4,X6}.
> B3 = {X17X27X5aX6} et N3 = {X3,X4}.
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I—Initialisation de I'algorithme du simplexe : résolution en 2 phases I—Initialisation de I'algorithme du simplexe : résolution en 2 phases

Plan Résolution en 2 phases :

» Phase 1 : trouver une solution de base réalisable initiale et
écrire le PL sous sa forme standard relativement a cette base

» Phase 2 : trouver une solution de base optimale a partir de la
solution de base initiale trouvée dans la phase 1.

Soit un PL a p variables structurelles et m contraintes de forme
générale suivante :

max f(x) = Zf:l CjX;
s.c Zj’-’zl ajxj < b i=1,...,1
(P)< Jl-)zla,'ij > b i=I1+1...,u
Ji-)zla,'ij = by i=u+1l....,m
Xj > 0 j=1....p

Initialisation de I'algorithme du simplexe : résolution en 2 phases .
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Mise sous forme standard

53/67

Introduction de u variables d'écart x,4; >0 i=1,...,u:
— p 3
max f(x) = Zj:l GjXj
P _
P _ P
Zj:l ajjX;j —Xp+i = b i=1+1, ,u
P _ P
> i1 X = b i=u+1l,....m
Xj > 0 Jj=1...,p
Xp+i > 0 i=1,...,/
\ Xpri > 0 i=/1+1,...,u
On note p + u = n — Obtention d'un PL a n variables
MPRO : REVISIONS EN PROGRAMMATION LINEAIRE
LInitialisation de I'algorithme du simplexe : résolution en 2 phases
L'objectif de la phase 1 est d'éliminer ces variables artificielles (qui
changent la nature du PL) en remplagant la fonction économique a
maximiser par une fonction a minimiser exprimant la somme des
variables artificielles.
On considere alors le nouveau PL suivant noté (P) :
min f(x) = ZZ’;I’ Xntk
s.c Doro1 3% FXpti b; i=1,...,1
Zle ajjx; —Xpti  AXpyimt = b i=I14+1,...,u
ZJ’.’ZI ajjx; +Xprimg = b i=u4+1,....m
X > 0 J=1...,p
Xpti > 0 i=1,...,1
Xp+i > 0 =1+ 1, ,u
Xpti—1 > 0 i=14+1,...,m
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LInitialisation de I'algorithme du simplexe : résolution en 2 phases

» Base partielle composée des / colonnes unités associées aux
variables d'écart xp; i =1,...,/

» Pour déterminer une base initiale, on compléete les colonnes
unités associées aux / variables d'écart avec m — / colonnes
unités

» Cela revient a ajouter au membre gauche de chaque
contrainte / (i = /+ 1,..., m) initialement en inégalité > ou
en = une variable x,;_; > 0 dite variable artificielle.
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LInitialisation de I'algorithme du simplexe : résolution en 2 phases

On démontre que (P) admet une solution réalisable si et seulement

si (P) admet une solution de valeur nulle (solution optimale de ce
probléme).

Théoréme 5

Si (P) admet une solution réalisable alors (P) admet une base
optimale qui est une base réalisable de (P).
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[llustration numérique :

((max z= 2x1 +3x
s.c X1 + X < 4
X1 —Xx +x3 > 2
(P) » > 1
X1 +x +x3 = 5
| xx1  ,x ,x3 > 0

57/67

Plan

58/67

Notion de dualité
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L Notion de dualité

Dual d'un programme linéaire sous forme standard

Considérons le programme linéaire (P)
oiceR" xeR}, AcR™" becR™:

max  cx
(P)X sc Ax = b
x >0

On associe a chaque ligne i de A une variable u; € R appelée
variable duale.

Ainsi u = (u1,...,um) € R™.

Considérons le programme linéaire (D) :

min btu
(D) sc Alu > ¢
u € RM

59/67
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(D) et (P) sont tres liés. On remarque que

» la matrice des contraintes de (D) est la transposée de la
matrice des contraintes de (P)

> le vecteur des colits de (P) est le vecteur des seconds
membres de (D) et vice-versa.

(D) est le dual du programme linéaire (P).
Par opposition au dual, le programme (P) est appelé primal
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I—Notion de dualité

Regles pour écrire le Dual d'un P.L. en maximisation sans

passer par la forme standard (1/2)

61/67

R1 : A toute contrainte d'inégalité du Primal, associer une variable
duale de signe contraire au sens de |'inégalité.
(ex : a la iéme contrainte primale en < est associée la variable
duale u; > 0
a la iéme contrainte primale en > est associée la variable
duale u; <0 )

R2 : A toute contrainte d'égalité du primal, associer une variable
duale sans condition de signe.

(ex : a la iéme contrainte primale en = est associée la variable
duale uj € R)

Regles pour écrire le Dual d'un P.L. en maximisation sans
passer par la forme standard (2/2)

R3 : A toute variable non négative du Primal, associer une
contrainte du Dual en inégalité >.

R4 : A toute variable sans condition de signe du Primal, associer
une contrainte du Dual en égalité.
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L Notion de dualité

Relations Primal /Dual

63/67

Théoreme de la dualité faible en Programmation Linéaire :
Soient X = (X1, ...,X,) une solution réalisable de (P) et
i = (dy,...,0dn) une solution réalisable de (D).

m n
E b,'ﬁ,' Z E Cj)?j
i=1 j=1

Corollaire :
Si le Primal (resp. le Dual) a une valeur infinie, alors le Dual
(resp. le Primal) a un domaine vide.

Théoreme de la dualité forte en Programmation Linéaire

Si le Primal (resp. le Dual) a une valeur finie alors le Dual (resp. le
Primal) également et leurs valeurs sont identiques.
Ainsi v(P) = v(D).
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Théoréme des écarts complémentaires (1/2)

Etant données x* = (x{,...,x;) et u* = (uf, ..., u},) les solutions
optimales et réalisables de (P) et (D) respectivement avec

max z= 37X
(P) s.c diiapx < bioi=1,...,
Xj > 0 j=1,...,n
min z2' = > biu;
(D) s.c Somiajui > ¢ j=1,...,n
i > 0 i=1,
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L Notion de dualité

Autrement dit :

> Xjk > 0 = la contrainte duale associée est saturée :
m .. * — .
doil1 AUl = ¢
» Si la jeme contrainte primale est non saturée alors la variable
duale associée est nulle = u7 =0

» u7 > 0= la contrainte primale associée est saturée :
m e * —_— .
D j=125X] = bi
» Si la jeme contrainte duale est non saturée alors la variable
primale associée est nulle = xjf" =0

67/67

Théoréme des écarts complémentaires (2/2)

A I'optimum de (P) et (D), le produit variable primale x
variable d’écart de la contrainte duale associée est nul et
vice-versa.

Ce qui implique les n + m relations d'exclusion suivantes :

m
Vi xx (O ajuf —¢) =0
i=1

n
Viouf x (bj— ) axi)=0
j=1
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