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Chapitre 1

Préambule

Ce polycopié concerne les deux unités d’enseignement (UE) suivantes du CNAM : NFP119 (program-
mation fonctionnelle, niveau Licence 2) et NFP209 (programmation rigoureuse, niveau master 1). Plus
exactement il traite de la partie de ces deux cours qui concerne la preuve de programme. Le polycopié
est divisé en deux parties correspondant a ces deux UE : preuve de programmes fonctionnels et preuve de
programmes impératifs.

Il nécessite, pour une lecture sereine, d’avoir des notions de base en logique qui peuvent tre acquises
en suivant au préalable I'UE NFP108 (logique niveau Licence 2). En particulier dans la deuxieme partie
le chapitre 1.1 < Rappels de logique > est un rapide survol du contenu de NFP108. Bien entendu il est
également indispensable d’avoir des notions solides en programmation pour suivre ces deux cours.

Priere d’envoyer vos remarques a 1’adresse suivante : Pierre (pt) Courtieu(at) cnam(pt) fr.

1.1 Rappels de logique

Rappels de logique p = q Attention !
> true, false
> —p<NON P>
P p p=q < p implique g =.
> pAg=petq>
> pvg<pouq> Attention piége !
> p= q < pimplique g =. > soit p est fausse,
> Vx, P < pour tout x, P(x) est vrai . » soit p et q sont toutes les deux vraies.

» Jx, P signifie « il existe au moins un x tel que P(x) est
vraie >.

Nous ferons appel a des notations logiques simples et usuelles, dont voici un récapitulatif :
true est la propriété vraie

false est la propriété fausse

— —p signifie < non p >

p\q signifie < p et g >

pV g signifie < p ou g »



1.1. RAPPELS DE LOGIQUE PREAMBULE

— p = g signifie < p implique g >. Attention piege ! c’est-a-dire que soit p est fausse, soit p et g sont
vraies aussi.

— Vx, P signifie < pour tout x, P est vrai >. En général x apparait dans P et on note P(x). Il est fréquent
d’écrire Vx € E, P(x) pour Vx, (x € E — P(x))

— dx, P signifie « il existe au moins un x tel que P est vraie >. En général x apparait dans P et on note
P(x). On écrit souvent 3x € E, P(x) pour 3x, (x € E AP(x)).

Cette liste respecte I’ordre standard de précédence, du symbole le plus fort (—) au symbole le plus faible

(d et V). Par conséquent I’expression suivante :

VxeNx>3Ax<4V—x>12=x=3

se parenthese implicitement comme ceci :

A\

vxeN,(r>3/x <6 V(x> 12)) = 5= 3)

Remarque : x > 3, x = 3... sont des propriétés atomiques.
Dans ce cours, nous effectuerons implicitement les simplifications suivantes :
— pV false = p,
— pAtrue = p,
true = p = p,
false = p = true,
— p=true = true, c’est-a-dire que p = true ne contient aucune information sur p,
— p= false = —p.

Dans la deuxieme partie (chapitre 7) de ce polycopié nous introduirons la notions de systeme logique et
de regle d’inférence.



Premiere partie

Preuve de programmes fonctionnels
(NFP119)






Chapitre 2

Introduction

2.1 Motivations

Cette partie est une introduction a la programmation raisonnée. La programmation de qualité passe par
la compréhension rigoureuse (mathématique) des objets informatiques. Le cours comporte deux parties : La
programmation fonctionnelle et les mathématiques pour 1’informatique.

Buts du cours

But : Approche mathématique de la
programmation

» Pourquoi ? Bon programmeur comprends que :
» Programme = objet mathématique
» Bon programme = "bon” objet mathématique
(s"arréte, calcul le bon résultat etc)

» Comment ? A travers deux thémes intéressants par
ailleurs :

» Programmation Fonctionnelle
> Mathématique pour I'informatique

Le cours commence par aborder le paradigme de la programmation fonctionnelle. Ceci présente deux
intéreéts.

Premicrement la programmation fonctionnelle possede des bases mathématiques plus rigoureuses et plus
simples que la programmation impérative classique.

Deuxiemement ¢’est un paradigme de programmation trés puissant lorsqu’il est utilisé avec un langage
adapté (nous utiliserons Objective Caml (ocaml)). Il permet de développer des algorithmes complexes
tres aisément. Le transparent ci-dessous donne un apercu (en ocaml) d’une des particularités des langages
fonctionnels : les fonctions sont des données comme les autres. Elles peuvent étre passées en parametre
d’autres fonctions, étre retournées comme résultat d’autres fonctions etc.
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2.2. RAPPELS DE PROGRAMMATION FONCTIONNELLE CHAPITRE 2

. INTRODUCTION

Programmation Fonctionnelle

» Origine : meilleure compréhension de la programmation

» = programmation impérative

» Possible avec les langages classiques (objets, voidx)

» Langage dédié(ocaml) + simple + puissant (que C ou
Java)

» Fonction = fonction mathématique = objet du langage

let f = fun x —> x+1;;
let g=funy —> vy 8;;

g fi; —9
g (fun x —> x%2);; — 16
g (fun x -> (fun z -> x/z));; —>fun z -> 8/z

La deuxieme partie du cours aborde les outils de base pour 1’étude des objets informatiques. En ef-
fet, pour de raisonner sur les structures de données et sur les programmes, il est nécessaire d’utiliser des
techniques mathématiques spécifiques : la récurrence, le raisonnement par induction etc. Cette partie sera

illustrée par des exemples de programmes fonctionnels. Le présent document aborde c

ette deuxieme partie

du cours : la preuve de programmes fonctionnels. Il contient des extraits du polycopié de mathématiques
pour I'informatique d’Arnaud Lallouet [4]. Il n’est pas inutile d’avoir des notions de logique (NFP108)

pour comprendre le contenu de cette premiere partie.
L’ étude des programmes impératifs, plus difficile, fait I’objet d’autres cours (NFP2
un pré-requis et est présentée dans la deuxieme partie de ce document.

Mathématique pour I'informatique

Raisonner sur les objets informatiques :
» Structures de données (dans ce cours)
» Programmes fonctionnels (dans ce cours)
» Programmes impératifs (+ difficile : NFP108, NFP209...)

Outils utiles :
» Notions mathématiques
ensembles définis par induction, ordre bien fondé etc
» Techniques de démonstration
récurrence, induction etc

2.2 Rappels de programmation fonctionnelle

09) dont celui-ci est

Programmation fonctionnelle Programmation fonctionnelle : syntaxe

Java syntax

public static int f(int i) {

» Pas d'effets de bord : programme p retourne toujours le if (i<=0) { return 1; }
méme résultat. else { return (ixf(i-1)); }
» Pas de variable mutable (modifiable) }
» Stocker des valeurs immutables en mémoire pour les
utiliser plusieurs fois Ocaml syntax
let £ 1=

if i<0 then 1
else 1 + f£(i-1);;

10



CHAPITRE 2. INTRODUCTION 2.2. RAPPELS DE PROGRAMMATION FONCTIONNELLE

La programmation fonctionnelle désigne un style de programmation dans lequel on n’utilise pas d’effet
de bord, c’est-a-dire dans lequel un programme p appliqué a un paramétre a retourne toujours le méme
résultat. En d’autre termes [’état de la machine sur lequel p (a) est exécuté n’a pas d’influence sur le
résultat de p (a) . En particulier la caractéristique principale d’un programme fonctionnel est qu’il n’utilise
pas de variable (ni de tableau) mutable (c’est-a-dire modifiable). Une valeur peut étre stockée en mémoire
afin d’€étre utilisée plusieurs fois, mais cette valeur n’est pas modifiable. Nous verrons dans la suite que ceci
rend I’analyse des programmes fonctionnels beaucoup plus simple que les programmes a effets de bord car
une programme peut €tre considéré indépendemment du contexte dans lequel il est appelé, seule la valeur
de ses arguments détermine son comportement.

La programmation fonctionnelle étant un style de programmation, elle peut étre mise en ceuvre avec tout
langage de programmation. Néanmoins pour &étre suffisamment puissante il est préférable de I’utiliser avec
un langage permettant [’ordre supérieur et le polymorphisme. Ces deux caractéristiques, décrites plus bas,
sont en général considérées comme indispensables a la programmation fonctionnelle. A tel point qu’on les
inclue souvent dans la définition méme de la programmation fonctionnelle.

Les deux sections suivantes, tout en présentant succinctement 1’ordre supérieur et le polymorphisme,
sont une présentation de la syntaxe d’un langage qui possede ces caractéristiques : Objective Caml
(ocaml). Nous en recommandons donc la lecture car les programmes que nous analyserons dans la suite
seront écrits dans cette syntaxe, méme si ils ne seront ni polymorphes ni d’ordre supérieur.

Pour plus de détail sur ces notions, se reporter a la partie du cours de NFP 119 concernant la program-
mation fonctionnelle et ocaml.

2.2.1 Ordre supérieure : < Les fonctions sont des valeurs comme les autres >

Dans les langages d’ordre supérieur, les fonctions sont considérées comme des valeurs normales, au
méme titre que les entiers ou les booléens, et peuvent donc étre mises dans des variables, passées en pa-
rametres d’une fonction, étre retournées comme résultat d’une fonction etc.

Par exemple voici la définition de la valeur 1, de la chaine de caractere "toto" et de la fonction
plusdeux qui retourne la valeur de son argument plus deux. Chacune de ces valeurs est stockée dans une
variable (non mutable) :

let un =1
let s = "toto"
let plusdeux = fun X —> X + 2

Notez que le type de I’argument de plusdeux (ici int) est inféré automatiquement par ocaml. On peut
également utiliser la syntaxe suivante, plus pratique dans certains cas, ot I’argument n’est pas introduit par
le mot-clé £un mais déclaré apres le nom de la fonction :

let plusdeux x = x + 2

Pour utiliser une fonction, il faut [’appliquer a (tout ou partie de) ces arguments. Pour cela, on écrit les
arguments apres le nom de la fonction, sans virgule et sans parenthése ! (dans la suite on indique la valeur
des expressions a I’aide du symbole ~», il s’agit du résultat du calcul des expressions) :

plusdeux 3 ~ 5
plusdeux (plusdeux 2) ~ 6

Mais il est possible d’utiliser la fonction plusdeux en tant que valeur, par exemple comme valeur pour
une autre variable, auquel cas cette nouvelle variable peut étre utilisée comme plusdeux :

1. En ocaml, les parentheses ne servent qu’a résoudre d’éventuelles ambiguités. Par exemple I’expression £ g vy signifie < £
appliquée a g et a y >. Si au contraire on désire écrire < £ appliquée a g y > il faut écrire £ (g y).
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2.2. RAPPELS DE PROGRAMMATION FONCTIONNELLE CHAPITRE 2. INTRODUCTION

let mafonction = plusdeux

mafonction 3 ~ 5
mafonction (plusdeux 2) ~ 6
mafonction (mafonction 2) ~ 6

Les fonctions peuvent aussi étre retournées comme résultat d’une autre fonction, ici les deux fonctions
plusdeux et fun a —-> a+3 sont les deux résultats possibles de f :

let £ x = if x=0 then plusdeux else (fun a —> at3)
Dans ce cas le résultat de £ peut donc étre utilisé comme une fonction, c’est-a-dire appliqué a un entier :

(£ 0) 7 ~ 9
(£ 3) 7 ~ 10

Enfin on peut écrire une fonction qui prend une autre fonction en argument :

letgh=h2+h3
g mafonction ~ 9
g (fun a —> at3) ~ 11

2.2.2 Polymorphisme : < Ne pas restreindre les type des fonctions inutilement >

Soit £1 Ia fonction suivante qui prend un argument booléen et deux arguments entiers (notez au passage
comment spécifier explicitement le type d’un argument et le type de retour de la fonction) :

let f1 (b:bool) (n:int) (m:int) : int = if b then n else m
Cette fonction retourne la valeur de son premier argument si b est vrai, et la valeur du second sinon.

fl true 3 4 ~ 3
fl false 3 4 ~ 4

Supposons maintenant qu’on désire écrire une fonction £2 ayant le méme comportement mais ot n et m
sontdes float :

let £f2 (b:bool) (n:float) (m:float) : float = if b then n else m

On voit bien que les deux fonctions sont identiques, aux informations de type pres. Il semble naturel de
n’écrire qu’une seule fonction dans laquelle on ne restreint pas le type de n et m. La seule restriction est que
n et m doivent avoir le méme type, et que ce type sera aussi celui du résultat.

Le polymorphisme des langages comme ocaml permet cela trés facilement car d’une part il est permis
de ne pas donner de type particulier a n et m, et d’autre part le compilateur calcule dans tous les cas lui-méme
les restrictions minimales, mé&me lorsque les types sont beaucoup plus complexes.

let £ (b:bool) nm = if b then n else m

On peut ensuite appliquer au type que I’on veut :

f true 3 5 ~» 3
f true 3.2 5.6 ~ 3.2
f false "titi" "toto" ~ "toto"

f false "titi" 5 Ne compile pas

On voit que le compilateur permet I’utilisation de £ sur plusieurs types différents, mais vérifie que les types
des arguments sont cohérents entre eux. Pour étre plus précis, les types inférés par ocaml pour n, m et la
valeur de retour de f sont les suivants :

12



CHAPITRE 2. INTRODUCTION 2.3. PROPRIETES SUR LES PROGRAMMES FONCTIONNELS

let £ (b:bool) (n:’a) (m:’a) : "a = if b then n else m

Autrement dit la fonction f est de type : bool —> 'a —-> "a -> ’a.Ou’a est une variable de type
qui peut étre remplacée par n’importe quel autre type. A chaque utilisation de £ tous les ’/ a doivent étre
remplacés par le méme type. On voit donc que la cohérence des types de n, m et du résultat est maintenue.

Pour plus de simplicité, dans la suite du cours les démonstrations se feront systématiquement sur des
fonction non polymorphes.

2.3 Propriétés sur les programmes fonctionnels

Les programmes fonctionnels sont des fonctions, ce qui rend simple 1’expression de propriétés sur ces
programmes. Une propriété de fonction s’écrit en général de la maniere suivante : pour une fonction de type
F1 — --- — F, — E (on suppose donc les fonctions non polymorphes), on veut démontrer une propriété de
la forme :

Vx1 € Flyeo Xy € Fy Q(X1 oy Xy (f X1 -vv X))

pour toute propriété Q reliant les parametres (x| ... x,) de la fonctions a la valeur de retour (f x| ... x,) de
cette fonction. Soit par exemple le programme fonctionnel suivant :

Programme 2.1 — premier programme

let £ x=1 1

11 est possible de démontrer la propriété suivante : Vx € N, f x = 1.
Il est souvent nécessaire de restreindre le domaine sur lequel la fonction vérifie Q. Pour cela on décompose
Q en deux : la pré-condition P sur les arguments, et la post-condition Q qui relie le résultat aux parametres.

Vxi € Fiy..o Xy € Fyy, P(X1, ..y x0) = QX1 ooy Xy (f X1 2t X))

Par exemple, si on veut exprimer qu’une fonction retourne une valeur plus grande ou égale a son argument
quand ce dernier est lui-méme plus grand ou égal a 1, on écrira la propriété de la fagon suivante : Vx,x >
l=hx>=x

2.4 Valeurs définies, valeurs indéfinies

I1 semble aisé de démontrer que Vx € N, f x = 1. C’est en effet trivial, mais il faut néanmoins relativiser
cette propriété. En effet que se passe-t-il par exemple dans 1’appel suivant ?

let rec g x = g (x+1);;
£ (g1

L’appel a g ne termine pas, donc £ (g 1) ne rend pas de résultat, alors que le type de g 1 est bien int.
Donc la propriété Vx € N, fx = 1 semble fausse. La raison de ce paradoxe apparent est que étre de type int
et appartenir a N ne signifient pas la méme chose. En particulier il existe des valeurs de type int qui sont
indéfinies, comme g 1 ci-dessus. Si on suppose que x est une valeur définie, la propriété Vx € N, fx =1 est
vraie. Dans la suite, quand on écrira Vx € E, ... cela signifiera que x est une valeur définie appartenant a E.

13



2.5. EQUATION DE PROGRAMME CHAPITRE 2. INTRODUCTION

2.5 Equation de programme

Pour démontrer un programme écrit en CAML, la premiere chose a faire est d’écrire son <« équation >.
Par exemple 1’équation du programme 2.1 ci-dessus est la suivante :

fx=1 2.1
Prenons un programme plus complexe :

Programme 2.2 — une conditionnelle

let rec h n = if n<=0 then 0 else n + h (n-1)

I’équation est la suivante :

0 sin <0,
hn—{ n+h(n—1) sinon. (2.2)

Remarquez que 1’équation d’une fonction récursive contient des appels a la fonction des deux cotés de
I’équation.

Remarquez également qu’on ne peut pas vraiment démontrer cette équation, en effet il faudrait pour
cela démontrer entre autre que 1’expression CAML n<=0 est bien compilé vers le test n < 0, mais aussi
que le if est bien compilé vers une structure de test etc. Il existe des recherches visant a démontrer qu’un
compilateur est correct, ¢’est-a-dire qu’il produit un code assembleur ayant bien la méme sémantique que le
code source. Nous ne nous intéressons pas ici a ce sujet et nous admettrons dorénavant que le compilateur
est correct. L’équation d’un programme fonctionnel est donc la traduction <« mot a mot > du code source du
programme en écriture mathématique. Nous ne nous soucierons pas non plus des éventuels dépassements
de capacité de la machine sur laquelle s’exécutent nos programmes.

Nous utiliserons 1’équation (2.2) plus tard dans la section 5 lorsque nous utiliserons les démonstration
par récurrence et induction. Pour la propriété sur la fonction triviale f : Vx € N, fx = 1, la preuve de cette
propriété est immédiate car il s’agit de I’équation de la fonction.

2.6 Premieres preuves de programmes

Lorsque les programmes sont suffisamment simples, en particulier si ils ne sont pas récursifs et n’uti-
lisent pas de types autres que les types de base, les démonstrations ne nécessitent pas d’outils mathématique
particulier, comme le montre cet exemple :

Exemple 2.6.1. Soit la fonction caml suivante :
let g x = if (x/2)#2 = x then x else x + 1

On désire montrer la propriété suivante : Vx € N, g x est paire. Pour cela, on commence par exhiber
I’équation de la fonction g :

| x si(x/2)x2=x
gx_{x—i—l sinon 2:3)

Or (x/2) 2 = x est vrai ssi x est paire, donc finalement on a I’équation suivante :

X Si x est paire
8§X= .
x+1 sinon

La démonstration se fait par cas :

14



CHAPITRE 2. INTRODUCTION PREMIERES PREUVES

— Soit x est paire, et alors f x = x est paire aussi. OK.
— Soit x est impaire, et alors f x =x+ 1 est paire. OK.

En revanche I’étude de programmes plus complexes nécessite un outil mathématique simple : la récurrence
et ses généralisations a 1’induction et aux ordres bien fondés. Les chapitres suivants (3 et 4) définissent ces
notions.

Exercice 2.1 Démontrez que le programme suivant retourne toujours un nombre positif ou nul :

let pos x = if x >= 0 then x else (—x)

15
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Chapitre 3

Ensembles, relations, fonctions, ordres

Traditionnellement I’objet mathématique de base est I’ensemble. Par définition un ensemble est la col-
lection de ces éléments. Le but de ce chapitre est d’effectuer un rapide survol de la notion d’ensemble et
des notions immédiatement associées : les relations entre ensembles et les fonction des ensemble vers les
ensembles. On commence par un rapide rappel des notation logiques usuelles.

3.1 Notations logiques

On note les opérations logiques selon le tableau suivant :

PANg | petq
pPVq |poug
=p non p

a — b | aimplique b
Vx,p | pour tout x, p

dx,p | il existe un x tel que p

3.2 Ensembles

Définition 3.2.1 (Ensemble). Soit E un ensemble, on note e € E la propriété <e appartient A E >, et e ¢ E
la propriété <e n’appartient pas a E >.

11 existe différente fagcon de définir un ensemble a partir de ces éléments :

— Par extension, c’est-a-dire en donnant la liste compléte de ces éléments. On note alors I’ensemble
entre accolade. Par exemple : E = {1,2,3}.

— Par intention, c’est-a-dire a partir d’un autre ensemble U en se restreignant aux éléments vérifiant une
propriété P. On note également entre accolade. Par exemple : F = {x € E|x < 3}.

— Par induction, c’est-a-dire a partir d’un ensemble d’éléments de base et de regles permettant de
construire les autres éléments. Cette méthode de définition des ensembles fera 1’objet d’un chapitre
plus loin dans ce document.

— Par des opérations ensemblistes, comme ’union ou 1’intersection, permettant de construire des en-
sembles a partir d’autres ensembles. Nous définissons certaines de ces opérations ci-dessous.

Définition 3.2.2 (Union). A U B est ’ensemble contenant les éléments de A et les éléments de B. Plus
formellement :
AUB={x|lx€AVxe€B}

17



3.3. RELATIONS CHAPITRE 3. ENSEMBLES, RELATIONS, FONCTIONS, ORDRES

Définition 3.2.3 (Intersection). AN B est [’ensemble contenant les éléments appartenant a la fois a A et a B.
ANB={x[xe AAx € B}
Définition 3.2.4 (Soustraction). A\B est [’ensemble contenant les éléments de A qui ne sont pas dans B.
A\B={x|x € AANx ¢ B}
Définition 3.2.5 (Produit cartésien). A X B est [’ensemble des paires d’éléments de A et B.
AxB={(x,y)lxe ANy € B}

On généralise le produit cartésien a n ensembles : Ay X ... x Ay = {(x1,...,x,)|V1 <i<n,x; € A;}.
Onnote A" =A x ... xA.
———

n fois

3.3 Relations

Une relation est un ensemble de couple (a,b) olt a € A et b € B. Plus formellement :

Définition 3.3.1. Soit A et B deux ensembles, une relation R de A dans B est un sous-ensemble de A X B.
Lorsque (a,b) € A x B, on note R(a,b) et parfois aRb.

Exemple : est_double(4,2),x=y...

Définition 3.3.2 (Réflexivité). Une relation R est réflexive si pour tout a, R(a,a).

Définition 3.3.3 (Irréflexivité). Une relation R est irréflexive si pour tout a, =R (a, a).

Définition 3.3.4 (Symétrie). Une relation R est symétrique si pour tout a, b, si R(a,b) alors R(b,a).

Définition 3.3.5 (Antisymétrie). Une relation R est antisymétrique si pour tout a, b, si R(a,b) et R(b,a)
alors a=b..

Définition 3.3.6 (Transitivité). Une relation R est transitive si pour tout a, b, c, si R(a,b) et R(b,c) alors
R(a,c).

Définition 3.3.7 (irreflexivité). Une relation R est irreflexive si pour tout a, R(a,a) est faux. Autrement dit
siVa,—R(a,a).

3.4 Fonctions

Une fonction de A dans B est une relation qui a une propriété supplémentaire : a chaque a € A correspond
au plus un b € B. Plus formellement :

Définition 3.4.1 (Fonction). Une fonction f de A vers B (on note f : A — B) est une relation de A dans B
dans laquelle pour tout a € A, il existe au plus un b € B tel que (a,b) € f. On note f(a) = b la propriété

(a,b) € f.

Définition 3.4.2 (Fonction totale ou application). Une fonction f : A — B est totale si pour tout a € A, il
existe un b € B tel que f(a) = b. Dans le cas contraire elle est dite partielle.
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Définition 3.4.3 (Injection). Une fonction f : A — B est une injection si pour tout a et d’ € A, si f(a) = f(d’)
alors a = d'. On parle également de fonction injective.

Définition 3.4.4 (Surjection). Une fonction f : A — B est une surjection si pour tout b € B il existe un a € A
tel que f(a) = b. On parle également de fonction surjective.

Définition 3.4.5 (Bijection). Une fonction est une bijection si elle est totale, bijective et surjective. On parle
également de fonction bijective.

Notez que ces propriétés dépendent des ensembles A et B. Par exemple une fonction f : A — B peut
étre totale alors que la "méme” fonction f : A’ — B’ est partielle. En toute rigueur il faut toujours citer les
ensembles A et B lorsqu’on énonce une propriété de ce type. En pratique on omettra cette précision si elle
peut étre déduite du contexte sans ambiguité.

3.5 Ordres

3.5.1 Définitions

Une relation d’ordre, souvent notée <, est un type particulier de relation :

Définition 3.5.1 (Relation d’ordre (large)). Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation binaire
sur E réflexive, transitive et antisymétrique.

Définition 3.5.2 (Relation d’ordre stricte). Une relation d’ordre strict est une relation binaire irréflexive, et
transitive.

Définition 3.5.3 (Relation d’ordre totale). Une relation d’ordre est totale ssi Vx,y € E,x <yVy <ux. Elle
est partielle sinon.

Propriété 3.5.4. Une relation d’ordre stricte < est fortement antisymétrique, c’est-a-dire ¥x,y € E, x <
y— =y <x).

Notez qu’une relation d’ordre totale est forcément réflexive, donc un ordre strict ne peut pas étre total.
Par abus de langage on dira cependant qu’un ordre strict > est total si son extension (< U =) est un ordre
totale.

Une relation d’ordre stricte peut-étre construite a partir d’une relation d’ordre large en restreignant la
relation aux couples d’éléments distincts et non ordonnés pour I’ordre large dans I’autre sens.

Propriété 3.5.5. Soit < une relation d’ordre large. On peut définir la relation d’ordre stricte associée a <,
notée <, comme suit Vx,y € E, x <y <> x < yAx#yA—-x >y. Si < est un ordre total, alors la condition
x #£y est inutile.

Inversement :

Propriété 3.5.6. Soir < une relation d’ordre stricte. On peut définir la relation d’ordre large associée a <,
notée < comme suitVx,y € E, x <y x<yVx=y.
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3.5.2 Ordres bien fondés

Un ordre est bien fondé si il n’existe pas de suite infinie décroissante. Cette notion est centrale pour les
démonstrations de terminaison de programme.

Définition 3.5.7 (Ordre bien-fondé). Soit < une ordre. On dit que < est bien fondé si il n’existe pas de suite
infinie décroissante (x,) d’éléments de E (c’est-a-dire telle qu’on ait Vn, x,+1 < xy).

Remarquez qu’un ordre bien-fondé est nécessairement strict car si a < a, alors la suite (x, = a) est infinie
et décroissante.

Exemple 3.5.8. L’ordre strict standard sur N est bien fondé.

Exemple 3.5.9. L’ordre strict standard sur 7. n’est pas bien fondé. En effet, la suite suivante est infinie
décroissante : (xg = 0,x,11 = —Xy).

Exemple 3.5.10. L’ordre strict standard sur Z* est bien fondé.

Exemple 3.5.11. L’ordre strict standard sur R n’est pas bien fondé. En effet, la suite suivante est infinie
décroissante : (xg = 0,X,11 = —Xy).

Exemple 3.5.12. L’ordre standard sur R n’est pas bien fondé. En effet, la suite suivante est infinie

décroissante : (xo = 1,%,41 = 7).

Théoreme 3.5.13 (Ordre bien fondé par image inverse). Soit E et F deux ensembles et f : E — F une
fonction de E vers F. Soient >g et > deux ordres tels que Vx,y € E,x > y ssi f(x) >p f(y). Si >F est
bien fondé alors > est bien fondé. (Notez la direction de I’implication, qui va de F vers E).

Définition 3.5.14 (Composition lexicographique d’ordre). Soit <| et <, deux relations d’ordre. On appelle
composition lexicographique de < et <, noté <p.(<, <, la relation suivante :

x<1y V (lexy)

X SLex(<i,<z) ¥ 51 { x=yAx <3y (lexy)
Théoreme 3.5.15. La composition lexicographique de deux ordres bien-fondés est bien-fondée.

Démonstration. Nous utilisons une démonstration par I’absurde : Soit <; et <, deux relations d’ordre bien
fondées et < sa composition lexicographique (<p.x(<,,<,)). Supposons que < n’est pas bien-fondée. Il existe
alors une suite infinie décroissante (x,) sur cet ordre :

X0 >X]>Xp> ... >X > ...

On distingue 2 cas :

1. Il existe un k a partir duquel toutes les étapes sont de type (lexy). Alors cela signifie que la suite (x,>x)
est infinie décroissante pour <;. Or <, est bien-fondée donc c¢’est une contradiction.

2. Un tel k n’existe pas. Alors (x,) contient une infinité d’étapes de type (/ex;). Comme <; est bien-
fondé, la suite (x,) contient une alternance infinie d’étapes (lex;) et d’étapes (lex;) :

X0 >2...22 X >1 Xij+1 >2 Xij+2 >2...22 X >1 Xip+1 ...

Or les x; sont de la forme (a,b) et les étapes de type (lex;) ne modifient pas les a;, donc la suite est de
la forme :

(a0,bo) >2 ... >2 (a0,bi;) >1 (Aiy41,bi,41) >2 (@i +1,bi,42) >2 ... >2 (A 41,biy) >1 (A1 11, by 41) - 00
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Donc on peut construire la suite infinie suivante, composée des a; et décroissante pour < :
a0 >1 aj4+1 >1 Ajy41 ... ©

Ce qui est une contradiction car < est bien-fondé.

Exemple 3.5.16. L’ordre <p.,(< <,+) est bien fondé car <y et <g * sont bien fondés.

Exemple 3.5.17. Soit £ la fonction suivante sur N :
let f n =if n=0 then 0 else n + £ (n-1)

Uappel récursif £ (n—1) se fait sur n—1, qui est plus petit que I’argument n pour ’ordre bien fondé <y .
Donc il ne peut pas y avoir une suite infinie d’appels récursifs car cela signifierait qu’il existe une suite
infinie décroissante pour <y . Donc la fonction £ termine sur N.

En revanche, si f est définie sur Z, il n’existe pas d’ordre bien fondé < sur Z tel que n—1 < n. Donc
on ne peut pas démontrer que la fonction termine (et de fait elle ne termine pas si on lui passe un argument

négatif).

Exercice 3.2 Soit ack la fonction suivante :

let rec ack x y =
if x = 0 then y + 1
else if y = 0 then (ack (x-1) 1)
else (ack (x-1) (ack x (y-1)))

Cette fonction termine pour tout x,y € N, démontrez le. O

Exercice 3.3 Démontrez que la fonction f suivante termine.

f(x,0) = x 3.1
f0,5(0) = f(s(y)*10"%  y) 3.2)
fls(x),5(y)) = 10" f(x,5(y)) (3.3)
O

Théoréme 3.5.18. Soit > et > deux ordres sur les ensembles E et F. Soit f : E — F telle que Ve,e' €
E.e >p e — f(e) > f(€). Alors > est bien fondé si > Iest.
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Chapitre 4

Récurrence et induction

4.1 Récurrence <faible>

La récurrence classique, dite faible, est celle qu’on voit a 1’école, elle permet de démontrer une pro-
priété de la forme Vn € N, P(n) en montrant qu’elle est vraie pour 0 et qu’elle est héréditaire, ¢’ est-a-dire
que si P(n) est vraie pour un n donné (éventuellement n = 0), alors elle est aussi vraie pour n + 1. Plus
formellement, on exprime le princie de raisonnement par récurrence de la facon suivante :

P(0) A
vR( Vn e€N,P(n) — P(n+1) ) — Vn e N,P(n) 4.1)

P(0) est appelé le cas de base et Vn € N, P(n) — P(n+ 1) est appelé le cas de récurrence (faible).

4.2 Récurrence <forte>

La récurrence forte est en fait équivalente a la version faible, mais s’avere plus agréable dans certains
cas. la notion d’hérédité y est différente : si on suppose P(k) est vraie pour tout k strictement plus petit qu’un
n donné (éventuellement n = 0), alors elle est vraie pour n. Plus formellement :

VP, ( VneN,( ( Yk < n, P(k) ) ~ P(n) ) ) —Vn € N,P(n) 4.2)

Remarquez que le cas de base a disparu. En fait il est contenu dans 1’autre cas (le cas de récurrence
(forte)). Nous montrons ce résultat maintenant :

Propriété 4.2.1. Si la propriété ( Vn € N, ((Vk < n,P(k)) — P(n)) ) est vraie, alors P(0) aussi.
Démonstration. Si cette propriété est vraie alors en particulier elle est vraie pour n =0 :
(Vk < 0,P(k)) — P(0).
Comme il n’y a pas de k < 0 dans N, Vk < 0, P(k) est équivalent a vrai, on a donc :
vrai — P(0).

qui est équivalent a P(0). O
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4.3 Induction

Le raisonnement par induction est une généralisation de la récurrence faible a d’autres ensemble que
N. Les ensembles sur lesquels s’applique se principe (ce < schéma ») de raisonnement sont les ensembles
définis par induction.

4.3.1 Ensemble défini par induction - intuition

La définition d’ensemble E par induction comporte 3 parties :

— La base, qui est un ensemble d’éléments appartenant a £ par définition.

— L’induction, qui est un ensemble de regles (d’opérateurs) permettant de construire (récursivement) de
nouveaux éléments de E a partir d’éléments de E. Donc en partant de la base, puis par itération.

— La fermeture qui signifie que E est I’ensemble de tous les éléments que 1’on peut construire a partir
de la base en appliquant les opérateurs du point précédent. La fermeture signifie également que E ne
contient aucun autre éléments.

Par exemple voici une définition de I’ensemble N :

Exemple 4.3.1 (Définition inductive de N).
— Base: B={0};
— Induction : Q = {S} oi S est d’arité 1 et prend son argument dans N(noté S : N — N);
— fermeture : N est la fermeture de B par Q.

On peut faire plusieurs remarques :

— On voit que les termes de la forme 0, S(0), S(S(0))... appartiennent a N.

— N apparait dans sa propre définition (ici dans le type de S). Il s’agit d’une définition récursive : en fait
dans la définition N représente n’importe quel ensemble E vérifiant B C E et Vx € E,S(x) € E. C’est
I’opération de fermeture qui permet de préciser ensuite que parmi les E possibles, on en prend un en
particulier (voir section suivante).

— L’opérateur S est un constructeur, pas une fonction. Ce qui signifie que S(0) est un élément de N,
et qu’il ne se calcule pas vers une autre valeur (il n’est pas égal a 1, qui n’est d’ailleurs pas défini
ici). Cette notion de constructeur est bien évidemment a rapprocher de celle de constructeur de type
dans les langages fonctionnels. En fait dans les langages fonctionnels, on appelle constructeurs les
éléments de la base et les opérateurs. Par exemple on peut définir le type nat en Caml comme suit :

type nat =
| Zero
| S of nat;;

Cependant on peut parfois associer un calcul aux opérateurs dans une définition inductive.
Suivant cette derniere remarque, pour N on peut par exemple remplacer S par la fonction succ, définie
par exemple sur R, qui ajoute 1 a son argument. Dans ce cas N est défini comme un sous-ensemble de R :

Exemple 4.3.2 (Définition inductive de N a I’aide d’un opérateur fonction).
— Base: B={0} C R;
— Induction : Q = {succ} out succ : R — R telle que succ :n+—n+1
— Fermeture : N est la fermeture de B par Q.

On voit que les réels 0, 1, 2,... appartiennent a N.

On retiendra donc que lorsqu’on définit un ensemble par induction, si on associe des fonctions aux
opérateurs, alors 1’ensemble est défini comme un sous-ensemble d’un ensemble défini précédemment (N

24



CHAPITRE 4. RECURRENCE ET INDUCTION 4.3. INDUCTION

comme sous-ensemble de R). En revanche lorsque les opérateurs sont des constructeurs, les éléments de
I’ensemble défini inductivement sont nouveaux (S(0) est une nouvelle valeur, égale seulement a elle-méme).

4.3.2 Ensemble défini par induction - définition

Nous pouvons maintenant définir la notion de définition inductive d’un ensemble E. Avant cela il est
nécessaire de préciser la notion d’opérateur et de stabilité d’un ensemble par rapport a un opérateur :

Définition 4.3.3 (opérateur, arité, application définie).
— Un opérateur f est un symbole muni d’une signature F| X ... X F,, ou les F; sont des ensembles
quelconques.
— On appelle n arité de f.
— Ondit que I'application de f a des arguments xy, . .., X, notée f(xi,...,xp,) estdéfinisix; € Fy,...,x, €
F,.

Reprenons I’exemple 4.3.1, on voit que S a bien pour signature F; X ... X F, avecn=1et F =N.

La stabilité d’un ensemble E par rapport a un opérateur permet de définir formellemement la notion
de fermeture. La définition en toute généralité étant complexe, nous donnons 3 définitions successives de
plus en plus générales : la stabilité pour un opérateur d’arité 1 dont I’argument appartient a £, puis pour un
opérateur d’arité quelconque prenant tous ses arguments dans E, puis pour un opérateur d’arité quelconque
ne prenant pas tous ses arguments dans E.

Définition 4.3.4 (Stabilité d’un ensemble par rapport a un opérateur d’arité 1).
Un ensemble E est dit stable par rapport a I’opérateur f de signature E si Vx € E, f(x) € E. On écrit aussi
f(E) CE.

On généralise a f : E" — U :

Définition 4.3.5 (Stabilité d’un ensemble par rapport a un opérateur sur E").
Un ensemble E est dit stable par rapport a I’opérateur f de signature E" si Ve, ...e, € E, f(ey,...,e,) €EE.
On écrit aussi f(E") CE.

On généralise a la signature Fy X ... X F,, X E™, qui couvre tous les opérateurs possibles modulo permu-
tation des arguments :

Définition 4.3.6 (Stabilité d’un ensemble par rapport a un opérateur).
Etant donné les ensembles Fj . ..F,, un ensemble E est dit stable par rapport a un opérateur f de signature
Fi x ... x F, x E" et par rapport aux ensembles Fj ...F,, si

Vx; € F,...,Yxn € Fy,Vey,...,e, €E, f(X1,...,Xm,e1,...,65) EE.
On écrit aussi f(Fi,...,F,,E") CE.

Définition 4.3.7 (Définition inductive).
Soient :
— B un ensemble appelé base ;
— Q un ensemble d’opérateurs { f; }.
On appelle fermeture inductive de B par Q ou ensemble inductivement défini par (B, Q) I’ensemble E défini
par le schéma suivant :
E est la plus petite partie de U telle que :
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1. BCE;

2. E est stable par rapport aux opérateurs de Q.

On voit que la définition de E fait appel a E lui-méme dans le point 2 ci-dessus. Pour cette raison, la
fermeture inductive est parfois appelée fermeture récursive.

Exemple 4.3.8 (Définition inductive des listes d’entiers Zn).
- B={Nil};
— Q= {Cons} ou Cons a pour signature N x L.

Exemples d’élément de . : Nil, Cons(S(0),Nil), Cons(0,Cons(S(0),Nil))...On notera Cons(x,l) parfois
dans la suite x :: /.

Exemple 4.3.9 (Définition inductive des arbres binaires d’entiers 2/%y).
— B={Vide};
— Q = {Noeud} oit Noeud a pour signature PBy x N X ARBy.

Exemples d’élément de /% : Vide, Noeud(Vide,S(0), Vide), Noeud(Vide,S(0), Noeud(Vide,0, Vide)). ..

4.3.3 Raisonnement par induction

Le raisonnement d’induction permet de montrer des propriétés de le forme Vx € E, P(x) pour un en-
semble E défini par induction. Par exemple sur I’ensemble N défini dans 1’exemple 4.3.1, on retrouve un
principe d’induction semblable au principe de récurrence faible :

P(0) A
vE, < v e N, P(x) = P(S()) ) VX EN,P)

Le principe est le suivant : pour prouver qu’une propriété est vraie pour tout élément d’un ensemble E
défini par induction, il faut démontrer :
— Que P est vrai pour chaque élément de la base Bg (ici : P(0));
— Les opérateurs préservent P (ici S préserve P : Vx € N, P(x) — P(S(x))). On dit aussi que P est une
propriété héréditaire pour les opérateurs.
Plus généralement voici la forme du principe de raisonnement par induction sur un ensemble quelconque
défini par induction :

Théoreme 4.3.10 (Principe d’induction structurelle).
Soit E =< B,Q > un ensemble défini par induction et P une propriété. Pour montrer Vx € E,P(x) il suffit
de démontrer :

1. base : ¥x € B,P(x);

2. regles : pour chaque opérateur f € Q de signature F\ x ... X F,, X E", f préserve P, c’est-a-dire :
ey
Vey,...,en € E,P(e1)N...\AP(ey) = Vx; € F;, P(f(x1,...,Xm,€1,...,€n)).

Exemple 4.3.11 (Principe de raisonnement par induction sur les listes d’entiers). D’aprés Le théoreme 4.3.10,
le principe d’induction sur les listes d’entiers £ de I’exemple 4.3.8 est le suivant :

P(Nil) A
" < vl € Ly, P(I) = Vn € N,P(Cons(n,1)) > V€ LN, P()
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Exemple 4.3.12 (Principe de raisonnement par induction sur les arbres binaires d’entiers). D’aprés Le
théoreme 4.3.10, le principe d’induction sur les arbres binaires d’entiers /9 de I’exemple 4.3.9 est le
suivant :

P(Vide) N
VB < Vc(ll,az)e BN, P(ar) NP(az) — Vn € N,P(Noeud(ay,n,az)) > —Va € 4%, Pla)

Avant d’utiliser ces principes de raisonnements, il est nécessaire de pouvoir exprimer des propriétés
sur les ensembles inductif. Ceci nécessite de pouvoir définir des fonctions sur les type inductifs, c’est-a-
dire des programmes fonctionnels. Nous utiliserons ici la syntaxe des langage fonctionnels pour exprimer
ces fonctions. Nous ne détaillerons pas les bases mathématiques associées a cette syntaxe, ceci n’étant pas
I’objet de ce cours. Nous nous attacherons en revanche a démontrer des propriétés sur ces programmes.

4.3.4 Raisonnement par induction bien fondée

On aura noté que le principe d’induction correspond a la récurrence faible transposée aux ensembles
définis par induction. Il nous reste a définir 1’équivalent de la récurrence forte transposée aux mémes en-
sembles. En fait I’induction ne se généralise pas uniquement sur les ensembles définis par induction mais
sur les ensembles munis d’un ordre bien fondé. Sans entrer dans les détails ces deux notions sont en réalité
assez proches.

Théoreme 4.3.13 (Principe d’induction bien fondée).
Soit E un ensemble et < un ordre bien fondé total sur E. Soit P une propriété sur les éléments de E. Pour
montrer N¥x € E, P(x) il suffit de démontrer que la propriété est héréditaire pour <, plus précisément :

VP,(VeEE,( (Vx<e, P(x) )—>P(e) > >—>Vx€E,P(x)

Ce principe se révele bien adapté au raisonnement sur les fonctions récursives < non structurelles >,
c’est-a-dire dans lesquelles les appels récursifs se font sur des arguments plus petits selon un ordre ne
correspondant pas a l’ordre inductif.

Exemple 4.3.14. D’aprés le théoréme 4.3.13 ci-dessus, on peut définir un principe d’induction sur les listes
d’entiers naturels a partir de I’ordre suivant bien fondé sur les listes :

[ <1l ssi sum(l) <y sum(l').

ou sum(l) est la somme des éléments de la liste 1. On obtient le principe suivant sur les listes d’entiers :

VP, ( Vi EEN,< ( VI € Ln, t.q. sum(l") < sum(l), P(l') ) — P(I) > ) — Vil e Zn,P(I)
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Chapitre 5

Preuves de programmes fonctionnels

5.1 Exemple

Maintenant que nous avons les outils théoriques adéquats, nous allons démontrer des propriétés sur des
programmes fonctionnels. Reprenons le programme 2.2 de la section 2.5 :

let f n = if n<=0 then 0 else n + £ (n-1)

I’équation est la suivante :

0 sin <0,
fn_{ n+£f(n—1) sinon. SR

La premiere propriété que nous allons démontrer sur le programme £ est que son résultat est toujours positif
ounul :

Propriété 5.1.1. Vn e Z, £ n >0

Démonstration. Soit n un entier relatif quelconque, démontrons que £ n > 0.
Pour démontrer cela nous procédons premierement par cas :
— Soit n est négatif et d’apres I’équation 5.1 : £ n = 0 et la propriété est vraie ;
— Soit n € N et on procéde par récurrence sur n :

Base : Par5.1: £ 0 =0 et la propriété est vraie ;

Réc : Soit i € N, supposons que £ i > 0, alors i+ 1 > 0 donc d’apres 1’équation 5.1, £ (i+ 1) =
(i+1)+£f(i+1—1)=(i+ 1)+ £(i). Comme par hypothése de récurrence £ i > 0. £ (i+ 1) est
donc positif. La propriété est donc vraie.

Par récurrence, Vn € N, f n > 0.

Conclusion la propriété est vraie pour tout n € Z.

5.2 Exercices

Exercice 5.4 Prouvez la propriété suivante : ¥\n € Z,f n < £ (n+1) O
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Exercice 5.5 Soit filtrez la fonction récursive suivante :

1. Démontrez la propriété suivante : VI,Vx € filtrez l,x > 0.

2. Quelle(s) propriété(s) faut-il prouver pour spécifier complétement £iltrez ? Démontrez les.

O

Exercice 5.6 Soir filtren la fonction récursive suivante :

O

Démontrez la propriété suivante : Yn,¥Il,¥x € filtrenln,x > n.

Exercice 5.7 Soit max1ist la fonction récursive suivante :

Démontrez la propriété suivante : V1,Vx € [, x <maxlist (x::1). O
Exercice 5.8 Soit la fonction f suivante définie par I’équation :
fxuyzl) = xufl (5.2)
f(x:Nil) = Nil (5.3)
F(Nil) = Nil (5.4)
1. Ecrivez un programme ocaml correspondant a cette équation.
2. Démontrez que pour toute liste 1, | f(I)| < |I]/2.
(rappel : |l| et |f(1)| désignent les longueurs des listes [ et f(I)).
a



CHAPITRE 5. PREUVES DE PROGRAMMES FONCTIONNELS

5.2. EXERCICES

Exercice 5.9 Soit les fonctions fst, snd, f, g et h définies par :

fst(x,y) = x
snd(x,y) =y
g(Nil) = (Nil,Nil)
g((xy) =) = ((xufsr(gl)), (visnd(gl)))
(Nll Nil) = Nil
h(x:l,y:=l) = (xy):h(ll)

1. Démontrez que pour tout couple c, (fst(c),snd(c)) =c
2. Démontrez que pour toute liste de couples I, h(g 1) = L.

Exercice 5.10 Soit g la fonction suivante :

let rec g 1 =
match I with

[ [] =[]
| n::1” => (n+l) :: (g 1’7)

Démontrez la propriété suivante : V1,|g 1| = |l|.
(Rappel : |g 1| et |l| représentent respectivement la longueur des listes gl et l).

Exercice 5.11 Soit div la fonction récursive suivante :
let rec div a b = if a < b then 0 else 1 + div (a-b) b
Démontrez les propriétés suivantes :
1. VaeN,Vb>0€eN, 0<(divab)xb<a.
2.YaeNVb>0eN, 0<(divab)x(b+1)>a

(5.5)
(5.6)
(5.7)
(5.8)
(5.9
(5.10)

(A)
(B)

Exercice 5.12 Soir modulo la fonction suivante, qui retourne le reste de la division entiére de ces deux

arguments :

let rec modulo a b = if (a<b) then a else (modulo (a-b) b);;

1. Donnez I’équation de modulo.

2. Démontrez que Vx € N, (Yy >0, 3¢ >0, x = qy+ (moduloxy)).

a

On définit une version <7, des arbres binaires différente de celle définie précédemment, ot les feuilles

contiennent également une valeur entiere :
— B = {Feuille(n)|n € N};
— Q= {Node} , ousifg,fd € /A et n € N alors Node(fg,n,fd) € AAY.
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Exercice 5.13 Démontrez que la fonction g suivante termine.

g(Feuille(n)) = n (5.11)

g(Node(Feuille(ny),n,fd)) = n+g(fd) (5.12)

g(Node(fg,n, Feuille(ny))) = n+g(fg) (5.13)
g(Node(Node(fgy,n1.fd,),n,Node(fgy,n2.fdy))) = n+g(fg)+2(fs) (5.14)
O

Exercice 5.14 On travaille sur un petit langage de programmation imaginaire Prog, qui contient pour
Uinstant seulement I’ affectation de variable {=). On définit inductivement Prog comme [’ensemble des pro-
grammes suivants :

— Bpyg = =} ousixe{a,b}* etn e Nalorsx=n € Prog.
— Qpyg ={/ , begin...end} oil
— Sii€ Prog alors beginiy end € Prog
— Siiy,ip € Prog alors i,; i € Prog
Rappel : {a,b}* désigne I’ensemble des mots sur l’alphabet {a,b} (par exemple aab).

1. Montrez que les deux programmes suivants appartiennent a Prog :

begin begin
a=21 ac=2;
end; ba=3
h=3 end
2. Démontrez que les deux programmes suivants ne sont pas dans Prog :
begin begin
end aa=2

3. Démontrez que tout programme appartenant a Prog, contient le méme nombre de begin et de end.

4. On désire ajouter le 1if au langage. Pour cela il faut définir les expressions conditionnelles. Une
expression conditionnelle est
— Soit true, soit false,
— Soit un test d’égalité entre deux variables, ex : aa = ab,
— Soit un and entre deux expressions conditionnelles,
— Soit un or entre deux expressions conditionnelles.

Définissez inductivement I’ensemble Cond des expressions conditionnelles.
5. Redéfinissez inductivement [’ensemble Prog afin qu’il posséde le i f. Par exemple le programme sui-
vant devra appartenir a Prog :
begin
ifa=bandbb=athena=bbelseca=>b;
ak = aab
end
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Exercice 5.15 On considere les équations suivantes :

— let f(x, y) = if x = y then 0 else 1 + f(x + 1, y + 2)

— let g(x, y) = if x < y then x else g (f(x, y), V)

— let h(x, y) = if y = 0 then x else h(y, g(x, Vv))

On déterminera les fonctions bien connues qui se cachent dans ces définitions. En se limitant a des ar-
guments dans N, on précisera les domaines de définitions. On prouvera pour chacune, par induction bien
fondée, qu’elle calcule bien la fonction bien connue qu’on aura reconnue. O
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Deuxieme partie

Preuve de programmes impératifs
(NFP209)
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Chapitre 6

Introduction

Introduction

» Logiciels critiques : éviter les bugs
» Correction des algorithmes = Toute exécution conforme
dans tous les cas non exclus

» Conforme & quoi ?
» A la spécification (formelle)
» Implantation des algorithmes respecte le spécification ?

Ce cours cherche a poser les bases de I’activité qui consiste a s’assurer formellement de la correction
d’un algorithme ou d’un programme. Informellement, on dira qu'un programme est correct si il effectue
sans se tromper la tiche qui lui est confiée dans tous les cas permis possibles. Pour s’assurer de cela il est
évidemment nécessaire de décrire précisément et sans ambiguité la tiche en question et les cas permis. C’est
ce qu’on appelle la spécification du programme. Si celle-ci est exprimée dans un langage mathématique non
ambigué, on qualifiera cette spécification de formelle. UML[1] ne fait par exemple pas partie des langages
acceptables (du moins pas dans sa globalité) pour une spécification formelle car il n’est pas pourvue de
sémantique rigoureuse, il est parfois qualifié de semi-formel. La spécification décrit a la fois les cas pour
lesquels le programme doit se comporter correctement, et le comportement correct lui-méme.

Il n’est pas ici question de siireté de fonctionnement, qui s’intéresse plus spécifiquement au comporte-
ment des programmes lorsque des dysfonctionnements (physiques ou logiques) ont lieu.

Une spécification ne décrit pas nécessairement tous les détails de fonctionnement du programme, on par-
lerait alors plutot d’une implantation '. On y décrit au contraire uniquement les propriétés que doit satisfaire
le programme pour répondre au probleme posé. En général on exprime ces propriétés comme une relation
entre les entrées (ce que 'utilisateur tape au clavier, le contenu d’un fichier, la valeur des variables avant
I’exécution, la valeur des arguments d’une fonction. ..) et les sorties du programme (ce qu’il y a a I’écran,
la valeur des variable ou le contenu d’un fichier apres 1’exécution, la valeur de retour d’une fonction). Par
exemple dans un programme calculant le quotient g et le reste r de la division entiére de x et y (x, y, g et
r étant des variables du programme), une des propriétés voulues a la fin du programme est la suivante :
g X y—+r = x. La plupart du temps, les entrées seront les variables du programme au début du programme

1. On utilise a tord I’anglicisme implémentation.
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et/ou les valeurs des arguments d’une fonction et les sorties seront les variables du programme a la fin de
I’exécution du programme et/ou la valeur de retour d’une fonction.

Spécification Spécification

a :=0;
P(E) Q(E,S) _ while b >= y do
Ef{x,yéab}—) bi-b -y
y# a::=a+1l
done

— S={x,y.a,b}
axy+b=x

> Spécification : .7 (E,S) = P(E) = Q(S).
» P : Pré-condition, Q : Post-condition.

> P(x.y)=y#0

» Q(x,y.a,b)=(axy+b=x) A x,y inchangés

Une fois la spécification formelle écrite et acceptée par une instance compétente (des spécialistes du
domaine concerné, les clients du programmeur...), il s’agit de vérifier que le programme est correct par
rapport a cette spécification. On utilise pour cela plusieurs techniques : la relecture, le test, la publication du
code source etc. Nous nous intéressons a une méthode en particulier : la démonstration.

L’objet de ce cours est d’aborder des techniques permettant de démontrer mathématiquement qu’un
programme respecte sa spécification. Les démonstrations de correction et de complétude de ces techniques
(qui de toutes fagons reposent sur la correction d’autres techniques et ainsi de suite) existent et se basent
sur la sémantique du langage utilisé 2. Nous verrons que ces techniques nécessitent de la part du vérificateur
d’effectuer de vraies démonstrations mathématiques dans lesquelles on ne peut pas tolérer d’erreur. Un outil
pour aider le vérificateur a faire des démonstrations sans erreur devient alors nécessaire. C’est le domaine de
Iassistance a la preuve et de la preuve automatique, que nous n’aborderons pas dans ce cours, méme si lors
des TP nous serons peut-étre amenés a utiliser Cog[2] comme format de lecture des obligations de preuve.

Nous étudierons la technique la plus connue de vérification de programme : la logique de Hoare, puis
nous expérimenterons ces notions a 1’aide des outils de vérification de programme Why et Jessie.

2. La sémantique des langage n’est pas abordée dans ce polycopié, mais fait I’objet d’une partie du cours NFP209.
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Chapitre 7
Systemes logiques

La logique de Hoare étant un systéme logique formel, le présent chapitre est un rapide survol de cette
notion. On y trouvera les définitions de regle d’inférence, d’arbre d’inférence et de jugement prouvable,
dont nous aurons besoin pour définir la logique de Hoare plus loin. Pour plus de précision sur les systemes
logiques, voir le cours NFP108.

7.1 Les regles d’inférence

Un systeme logique est un couple (_#,%), ou _Z est un ensemble de jugements, et % un ensemble
de régles de déduction ou régles d’inférence permettant de définir le sous-ensemble Z(_#) C _Z des ju-
gements dits valides. La forme des jugements est trés variable, dans certains systémes logiques il s’agit de
formules logiques. Dans d’autres cas il s’agit de séquents de la forme I' - F ou I est un ensemble de for-
mules et F une formule !. Dans la logique de Hoare il s’agira de triplets de Hoare (voir section 8.1) ou de
formules logiques. Une regle de déduction, ou régle d’inférence, est une fraction de la forme :

J1 ..o
J

ou les J; et J sont des jugements. Les J; sont les prémisses et J est la conclusion. 11 existe des regles parti-
culiere, appelées axiomes, qui n’ont aucune prémisse :

J

La signification de ce type de regle est ’le jugement J est toujours vrai”.
Voici un exemple de systeme logique (7., %xr) dont les jugements (_#) sont de la forme i < j ou
i,j €N, etoules regles de déduction (Znr) nommées INFO et INF+ sont les suivantes :

x>y

—— INF+
xX>x x+1>y

INFXX

Si, comme dans la régle INF+, les jugements contiennent des variables, alors on peut appliquer la regle
a toute valeur des variables. Par exemple les régles suivantes sont des instances de INFXX et INF+ :

3>2 5>1

+ INF+
4>72 6>1

INFXX

1. Voir le cours NFP108.
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Dans la premiere x vaut 3 et y vaut 2, dans la deuxiéme x vaut 5 et y vaut 1.

7.2 Arbre de déduction

Un arbre de déduction dans un systeme logique (_¢ ,#) est une combinaison finie de régles de la forme :

Ji o Jig Tt Tk,
7 7
J

ol chaque regle appliquée est une instance d’une regle de Z. J est la racine de 1’arbre, les jugements n’ayant
pas de prémisses sont les feuilles. Plus précisément :

Définition 7.2.1 (Arbre de déduction). L’ensemble des arbres de déduction d’un systeme X est défini
récursivement comme Suit :

— Si r est une instance d’une regle de %, alors r est un arbre de déduction ;

— Sity...1p sont des arbres de déduction dont les racines sont J;. . .J,, et

J1 ..o
J

est une instance de regle de % alors I’arbre suivant est un arbre de déduction :

... 1,
J

Par exemple I’arbre suivant est un arbre de déduction dans le systeme (_#., %) défini plus haut :

2>2

INF+

4>2

INF+

Définition 7.2.2 (Arbre de déduction complet). Un arbre de déduction complet est un arbre dans laquelle
toutes les feuilles sont des (instances d’) axiomes.

Par exemple I’arbre suivant est un arbre de déduction complet dans le systeme (_Z, %) défini plus haut :

INFXX
2>2
INF+
3>2
INF+
4>72

Le principe des systemes de déduction est que les regles définissent I’ensemble des jugement prouvables
comme I’ensemble des jugement pour lesquels il existe un arbre complet :

Définition 7.2.3 (Jugement prouvable). Soit (_7 , %) un systéme logique, un jugement J est prouvable dans
(7, %) si il existe un arbre de déduction complet avec J a la racine. On parle alors d’arbre de preuve pour

J.
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Donc pour prouver un jugement J dans un systeme de déduction (_#, %), il faut et il suffit d’exhiber un
arbre de preuve complet pour J dans Z. Notez que ceci est la définition de “étre prouvable” dans (_¢,Z).
Le fait que I’ensemble des jugements prouvables est < intéressant > ou < utile > est un autre probleme. Dans
le cas de la logique de Hoare, ol les jugements sont des triplets de Hoare, il existe un théoreme (voir plus
bas le théoreme 8.5.1) qui établit que si un triplet est prouvable, alors il est < vrai >.
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Chapitre 8

La logique de Hoare

Dans la logique de Hoare [3], un programme est considéré comme un transformateur d’états. Un état
représente ici les valeurs de toutes les variables d’un programme !. L’exécution d’un programme a pour effet,
si elle se termine, de transformer un état initial en un état final. La spécification d’un programme s’effectuera
en formulant des propriétés sur ces deux états.

8.1 Les triplets de Hoare

Les jugements de la logique de Hoare sont des triplets de Hoare. Un triplet { P} prog {Q} est com-
posé du programme prog, de la pré-condition P et de la post-condition Q. P et Q sont des formules logiques
représentant des propriétés sur les variables du programme. En général il s’agit de formules de la logique
des prédicats”.

Soit le programme divide suivant :

a :=0;

b := x;

while (b >= y) do
b:=b-y;
a:=a-+1

done

Voici un premier exemple de triplet de Hoare :
{y>0Ax>0 }divide faxy+tb=xAb<y} (8.1)

1l faut lire ce triplet comme suit :

1. Silapropriété y > 0 A x > 0 estvraie avant I’exécution de divide (c’est-a-dire que I’état initial
vérifiey > 0 A x > 0)

2. Et I’exécution de divide se termine,

3. Alors lapropriété a X yv + b = x A b < y estvraie apres I’exécution de divide.

1. En toute rigueur ceci n’est pas suffisant : il faut aussi considérer la place mémoire disponible, le taux de remplissage des
unités de stockage, la qualité du compilateur utilisé... Il n’est pas question ici de gérer tous ces parametres.
2. Voir le cours NFP108.
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11 faut comprendre qu’un triplet peut étre vrai ou faux, exactement comme une formule logique *. On donne
une définition précise de la notion de triplet vrai a la section 8.2. Par exemple le triplet ci-dessous n’est pas
vrai car il existe des états initiaux pour lesquels 1’état final ne sera pastel que b = 0. :

{ y#0 } divide {a Xy +b =x Ab = 0} (8.2)

En revanche le triplet (8.1) semble vrai.

Remarque 8.1.1. Lorsque la pré-condition est vide, cela signifie qu’on ne suppose rien avant l’exécution
du programme, donc que la post-condition est toujours vraie apres I’exécution. On peut toujours remplacer
la pré-condition vide par true.

De la méme maniere on peut remplacer la post-condition vide par true. Cela signifie qu’aucune pro-
priété particuliere n’est vraie apres [’exécution du programme (sauf true qui est toujours vraie de toute
facon).

8.2 Correction d’un triplet de Hoare

{y#0 }divide {axy+b=xAb<y} (8.3)

Le triplet (8.3) ci-dessus est problématique car, bien que vrai selon notre description intuitive ci-dessus,
il implique des cas ou le programme divide ne se termine pas. Par exemple si x est négatif et y positif.
On est donc amené a considérer deux formes de correction pour les programme.

Définition 8.2.1 (correction partielle). Le triplet de Hoare suivant {P} prog {Q} est vrai si pour tout
état initial vérifiant P, si [’exécution de prog se termine, alors Q est vraie apres [’exécution de prog. On
dit que le programme prog est partiellement correct par rapport a P et Q.

La correction totale s’écrit avec des () (parfois avec des [ ]) :

Définition 8.2.2 (correction totale). Le triplet de Hoare suivant (P) prog (Q) est vrai si pour tout état
initial de prog vérifiant P, prog se termine et Q est vraie apres [’exécution de prog. On dit que le
programme prog est totalement correct par rapport a P et Q.

Nous verrons plus loin qu’il existe des regles pour prouver qu’un triplets est vrai pour chacune de ces
deux définitions. Avant cela nous allons préciser le langage de programmation que nous considérons et le
langage des prémisses.

8.3 Les instructions

Il n’est pas impossible — ¢’est un domaine de recherche actuel — de vérifier des programmes utilisant des
fonctionnalités comme I’arithmétique sur les pointeurs, le partage de structures, le parallélisme etc, mais il
n’en est pas question ici. On se fixe I’ensemble d’instructions autorisées suivant :

3. Voir le cours NFP108.
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I:= I;I
| begin I end
| x := E
| if B then [ else [
| while B do [ end
E:= x|y|..|E+E|E+E|E-E|...|f(E,E...)|B

B:= BandB|BorB|notB...|E<E|E<=E |E=E...

Ceci est une version simplifiée de ce que Why et Jessie autorisent. E correspond aux expressions, /
aux programmes. Notons que malgré le faible nombre d’instructions on peut exprimer de nombreux pro-
grammes.

Remarque 8.3.1. On ne considérera que les programmes bien typés. En particulier on ne cherchera pas
a démontrer des triplets dans lesquels le programme provoquerait des erreurs de type a l’exécution. En
pratique on supposera que le programme a été accepté par un compilateur correct.

8.4 Les assertions

Dans les triplets ci-dessus (8.1) {y # 0}, {x<0Ay<0} et {axy+b=xA0<b<y} sont des asser-
tions. Plus précisément dans un triplet de la forme {P}prog{Q} les assertions P et Q sont en général
des formules de la logiques de prédicats ol les prédicats portent sur les variables du programme et sur des
variables supplémentaires (souvent notées avec des indices x;, yo,...).

Notez que les expression booléennes (B ci-dessus) du programme, parexemple x <= 0 and y <= 0
ont un équivalent immédiat dans les assertions, ici x < 0Ay <0, ot < est un prédicat binaire. Les premieres
sont des expressions du programme, ayant a I’exécution la valeur vrai ou faux, alors que les deuxiemes
sont des formules logiques décrivant des propriétés sur les variables du programme.

Les assertions servent a écrire :

— Des pré- et post-conditions,

— Des assertions spéciales pour les boucles :

— Les invariants de boucle sont des formules logiques destinées a établir qu’une propriété est vraie a
chaque itération d’une boucle. Voir la section 8.5.5.

— Les variants de boucle ne sont pas des formules, mais des expressions (E ci-dessus), dont la valeur
doit diminuer a chaque itération, permettant ainsi de démontrer que 1’itération s’arrétera toujours.
Voir la section 8.5.6.

8.5 Les regles de Hoare

Une regle de Hoare est une regle de déduction comme évoqué a la section 7.1, c’est-a-dire une fraction
de la forme :
triplet; ... triplet,

triplet

Les prémisses et la conséquence (c’est-a-dire les jugements) sont des triplets de Hoare. Une telle fraction
se lit de la maniere suivante : Si les triplets prémisses sont prouvables, alors le triplet conclusion aussi”.
Dans un premier temps on n’étudiera que la correction partielle des triplets, puis on verra comment s’ assurer
de la terminaison des programme en modifiant certaines regles.
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Toute la technique de la logique de Hoare repose sur le théoréme suivant, que nous ne démontrons pas
ici mais qui est démontrable par rapport a la sémantique du langage présenté en section 8.3.

Théoréme 8.5.1 (Correction des régles de Hoare). Etant donné un triplet de Hoare t, si il existe un arbre
de déduction de Hoare complet ayant t a sa racine, alors le triplet est vrai au sens de la section 8.2.

Nous allons définir et illustrer ce qu’est un arbre de déduction de Hoare dans la suite en détaillant chaque
regle. Démontrer cette propriété nécessite de définir la sémantique mathématique de chaque instruction, de
vérifier cette sémantique dans le compilateur utilisé pour compiler ce programme et enfin d’en déduire la
correction des regles de Hoare une par une. Nous ne chercherons pas a le faire, nous admettrons simplement
que si il est possible de construire un arbre de dérivation complet (c’est-a-dire dont toutes les branches se
terminent par un axiome) dont la racine est un triplet T, alors T est vrai.

8.5.1 Affectation

L’exemple suivant illustre la regle d’affectation, dont la premiere formulation ci-dessous est peu intui-
tive. Soit le triplet, manifestement vrai, {z—y>0} x:=z-y {x>0}.Laregle de déduction de I’affectation
doit permettre de prouver ce triplet donc la reégle de 1’affectation doit pouvoir s’appliquer comme suit :

{z-y>0} x:=z-y {x>0}

On voit que x > 0 est vrai apres I’exécution du programme seulement si la méme propriété est vraie pour
z-y avant le programme. La régle de 1’affectation exprime ceci de la maniere suivante :

AFF1

{P[x «<E]}x:=E{P}

ou la notation P[x < E| signifie < P dans laquelle x a été remplacé par E >. Si on lit cette régle de la maniére
suivante elle devient claire : Pour que P soit vraie pour x apres le programme x : =F, il fallait qu’elle soit
vraie pour E avant le programme. On peut trouver une forme plus intuitive pour cette régle en essayant
d’avoir la pré-condition P et une expression en fonction de P dans la post-condition. Soit une regle de cette
forme :

{P} x:=E {727}

Malheureusement ce n’est pas simple car I’affectation entraine les deux choses suivantes :
— Si x apparait dans E, il s’agit de I’ancienne valeur de x. Cette ancienne valeur de x, qu’on notera xq *
est donc telle que aprés 1’affectation on a : x = E[x < xg|.
— Si x apparait dans P, alors P n’est plus vraie car x a changé, en revanche P[x <— x¢| est encore vraie
car xq est I’ancienne valeur de x.
On exprime ces deux propriétés dans la régle de hoare de I’affectation (deuxieme version), dans laquelle
plx < v] signifie p < dans lequel on remplace > x par v :

AFF

{P} :=F {P[x < x9] N x=E[x <+ x¢0]}

4. le nom xq de cette variable importe peu, il suffit qu’il soit < frais » c’est-a-dire qu’aucune autre variable ne possede déja ce
nom.
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On gagnera en compréhension en voyant que le x( est en fait une variable existentielle :

AFF

(P} x:=F {3xg, Plx+x0] N x=F[x<x0]}

Dans I’exemple, on applique la régle comme suit :

AF

F
{ x-y >0} i=x-y {x0—-y =20 A x =%~ v}

Ce qui permet de déduire que x > 0 apres I’exécution de cette instruction (voir la regle CONSEQ pour
I’insertion de déductions logique dans un arbre de déduction de Hoare).

Si on désire comparer la valeur de x avant et aprés un programme, alors on fait apparaitre une autre
version de x, par exemple x;, dans la pré-condition :

{x =xi} x:=x+1 {x90=x3 N x = xot+ 1}

d’ou I’on peut déduire que la valeur de x est plus grande apres le programme qu’avant (de méme, voir la
regle CONSEQ les déductions logique).

Exercice 8.16 Ecrivez un arbre de dérivation ayant a sa racine un triplet de la forme :
{y=>2 }y:=2xy {272 }. O

8.5.2 Séquence

Pour la « séquence » d’instructions, la régle est relativement simple a construire :

{P}C1{Q} {Q}C2{R}
SEQ
{P}C1 ; C2{R}

On applique cette régle sur un exemple (notez que les deux prémisses sont prouvées avec la régle AFF1) :

AFF1 AFF1
{0+x>0} a:=0 {a+x>0} {a+x>0} b:=x {a+b>0}

{0+x>0} a:=0;b:=x {a+b>0}

SEQ

Exercice 8.17 Ecrivez un arbre de dérivation ayant & sa racine un triplet de la forme :
{ x = xiN\x-y>0 }x:=x-y;y:=y+x {?? } d
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Exercice 8.18 Démontrez la correction des triplets suivants :

l. {x=0} x:=x+1; x:=x+1 {x=2)}

X
2. (x>0} x:=x+1; x:=x+1 {x>2)}
3. {(x=0} x:=x+1; x:=x+1 {x>2}
4 (x>0} x:=x+1; x:=x+1 {x>2}
5. {P} swap {Q} oit swap est le programme qui intervertit deux variables et P et Q la spécification
naturelle pour swap (utilisant x; et yi).
Od
Exercice 8.19 Démontrez la regle suivante :
{P}C1{Q} {Q}C1{R} {R}C{S}
SEQ3
{P}C1 ; C{S}
Od

8.5.3 Conséquence

Les propriétés que 1’on peut prouver directement a partir des regles vues jusqu’ici sont d’une forme tres
contrainte, or il faut pouvoir déduire de ces propriétés celles qui nous intéressent. Ceci se fait par simple
déduction logique a partir des propriétés prouvées par les regles précédentes. Pour cela on ajoute la regle
suivante (notez que les deux implications ne sont pas dans le méme sens) :

P=P {(P')}C{Q"} Q" =0

CONSEQ
{P}C{0O}

Ce qui permet de déduire dans I’exercice ci-dessus que le triplet de Hoare suivant est valide (car 0+x =

X) :

AFF1 AFF1
{0+x>0}a:=0{a+x>0} {a+x>0}b:=x{a+b>0}

SE
x20:>0+x2% {0+x>0}a:=0;b:=x{a+b>0} a+b>0=a>-b

CONSEQ

{x>0}a:=0;b:=x{a >-b}

Exercice 8.20 Prouvez le triplet suivant a I’aide des régle AFF et SEQ (mais pas AFF1) :

{0+x>0} a:=0; b:=x {a+b>0}
Od

Exercice 8.21 Complétez la dérivation de I’exercice 8.17 pour en déduire une post-condition plus com-
pacte. a
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Les preuves des implications sont a prouver aussi, On peut ajouter des régles de déduction logique
pour les vérifier en méme temps que les triplets de Hoare. Dans le cadre de Why les preuves logiques sont
laissées a I’utilisateur sous la forme d’obligations de preuves dans le format d’un assistant de preuve (Cogq,
PVS, Simplify etc). Ces implications ne sont en général pas prouvables automatiquement. En particulier,
il peut arriver que la correction d’un algorithme repose sur des résultats mathématiques difficiles, dont la
démonstration est hors de portée des outils de preuve.

Lors de 'utilisation de Jessie en TP, nous nous contenterons de lire les obligations de preuve (voire
de les simplifier a I’aide de commandes basiques) dans le format Coq afin de nous persuader qu’elles sont
justes.

8.5.4 Conditionnelle

On ajoute ensuite la regle de la conditionnelle, qui exprime que la post-condition doit &tre vérifiée dans
les deux branches du if, chacune sous la condition que le résultat du test correspond a la branche (true
pour le then, false pour le else).

{{PAB} I {Q} {PA\-B} L {Q}

COND
{P} if B then I| else I, {0}
Exemple :
(y#0)=(0=0) {0=0} x:=0 {x=0}
AFF CONSEQ
{ y=0} x:=y {x=0} { y#0 } x:=0 {x=0}

COND
{} if y=0 then x:=y else x:=0 {x=0}

En particulier si une des branches est impossible, alors la prémisse correspondante est juste grace a la
régle CONSEQ, (voir I’exercice ci-dessous).

* Exercice 8.22 Prouvez que le triplet suivant est vrai :
{x >0 }if x >= (0 then y:=8 else y:=9 {y=8 }. a

Exercice 8.23 Prouvez le triplet suivant {x > 0} if x<>0 then x:=x-1 else x:=x+1 {x>0}
O

8.5.5 While

Le corps d’une boucle sera exécuté un nombre arbitraire de fois a 1’exécution du programme. En
conséquence pour démontrer qu’une propriété P est vraie en sortant de la boucle il est nécessaire de
démontrer que P est vraie quelque soit le nombre d’itération(s), en particulier :

— si le nombre d’itérations est zéro, P doit donc étre vraie avant d’exécuter la boucle ;

— si le nombre d’itérations est au moins un, P doit donc rester vrai a chaque itération.

C’est ce qu’exprime La regle suivante, dans laquelle P est appelée invariant de la boucle. Notez que P doit
étre vraie avant la boucle, et que le corps de la boucle doit maintenir P vraie (sous la condition du while).
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Notez également qu’on sait qu’a la sortie de la boucle, le test est faux. Notez enfin que rien ne garantit dans
cette regle que la boucle s’arrétera effectivement. Il s’agit bien de correction partielle.

{PA\B} C {P}
{P} while B do C done {PA—B}

WHILE

Exemple 8.5.2. Exemple d’application de la régle WHILE :

AFF
(x>0 Ax<b)=x+1>0 {x+1>0}x:=x+1{x>0}

{x>0Ax<b}x:=x+1{x>0}
{x>0} while x<b do x:=x+1 done {x>0A-(x<Db)}

CONSEQ
WHILE

Exercice 8.24 {} while x<>0 do x:=x-1 done {x=0} O

8.5.6 While avec variant (correction totale)

Pour prouver la correction totale d’un programme, il faut d’une part prouver sa correction partielle,
d’autre part s’assurer que les boucles (et les fonctions récursives, ce que nous ne considérons pas dans ce
cours) s’arrétent nécessairement lorsque les pré-conditions sont vérifiées. On modifie donc la régle du while
afin d’exhiber une expression, qu’on appellera le variant, qui doit :

— é&tre une fonction des variables du programme ;

— é&tre positive lorsqu’on entre dans la boucle (c’est-a-dire lorsque la condition de la boucle est vérifiée

et (donc) lorsque I’invariant de la boucle est vérifié ;

— décroitre strictement a chaque itération de la boucle.

Voici la regle modifiée dans laquelle le variant est noté E. la variable n est une variable ajoutée, qui
n’apparait pas dans le programme (comme x; et y; plus haut) :

(PANBAN(E=n)C{(PNE < nANE >0)

WHILET
(P) while B do C done (PA—B)

Exercice 8.25 Que faut-il faire pour prouver la correction totale des triplets de I’exercice 8.18 ? O
Exercice 8.26 Démontrez la correction de ces triplets (la syntaxe ( ) indique qu’on doit prouver la

correction totale) : (x>0) while x>0 do x:=x-1 end (x=0)
d

Exercice 8.27 Méme question :

(y>0) while y <= r do r:=r-y; g=g+1 done (?)
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8.5.7 Les tableaux

On s’intéresse maintenant aux programmes utilisant les tableaux. Dans le cas des tableaux de taille
prédéfinie et en 1’absence d’aliasing (partage par plusieurs entité d’un méme espace mémoire, par exemple
par superposition de tableaux) on peut considérer chaque case de chaque tableau comme une nouvelle va-
riable.

Comme pour les variables nous posons que le compilateur est correct et qu’il effectuera les vérifications
de typage des instructions : les éléments des tableaux sont donc utilisés conformément a leur type. En
revanche le typage ne garantit pas que les acces aux tableaux se font toujours a I’intérieur des bornes de
ces tableaux. Or un acces a 'extérieur d’un tableau est une opération incorrecte. Un programme ne peut
donc étre correct au sens de la logique de Hoare que si quand la pré-condition est vraie avant 1’exécution du
programme alors tous les acces aux tableaux pendant I’exécution sont valides.

Il faut donc démontrer pour chaque acceés t [1] contenu dans le programme qu’a I’exécution i sera
compris entre 0 et taille de t — 1. En conséquence on ajoute des obligations de preuves supplémentaires
concernant les acces aux tableaux. Par exemple, dans le triplet de Hoare suivant :

Il y a un certain nombre d’obligations de preuve supplémentaires a démontrer, correspondant aux asser-
tions implicites suivantes :

Lors des TP Jessie, ces assertions supplémentaires apparaitront sous la forme d’obligations de preuves
supplémentaires utilisant le prédicat \valid_range (t, i) qui signifie que i est un numéro de case va-
lide pour le tableau t :
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Exercice 8.28 Prouvez I’algorithme de la recherche dans un tableau d’entiers. O
Exercice 8.29 Prouvez un algorithme qui inverse ’ordre des éléments d’un tableau d’entiers. O
Exercice 8.30 Prouvez un algorithme de tri sur un tableau d’entiers. O
Exercice 8.31 Prouvez un algorithme qui calcul la moyenne des éléments d’un tableau d’entiers. O
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Conclusion

9.1 Les difficultés

En général ce qui est difficile lors de la preuve d’un programme se situent a deux endroits : (a) L’écriture
de assertions, en particulier les variants et invariants de boucles sont parfois durs a trouver, ils nécessitent une
compréhension profonde le I’algorithme. (b) les preuves des étapes de déduction (régle CONSEQ) peuvent
étre arbitrairement difficiles (ex : théoréme de Bertrand).

9.2 Programme annoté

Un programme annoté est un programme dans lequel des assertions sont insérées. On peut insérer des
annotations avant et apres chaque instruction. On peut méme introduire plusieurs annotations entre deux
instructions. On considere cependant en général qu’un programme est suffisamment (ce qui ne veut pas dire
correctement) annoté si il y a des assertions aux endroits suivants :

— Avant et apres le programme,

— avant chaque instruction qui n’est pas une affectation,

— apres le mot-clé do dans les boucles while, c’est 1a qu’on insere 1’invariant et le variant de la boucle.

Exemple :

{ x=n}

y:=1;

{y=1Ax=n}

while x !=0do { y » x! =n! } (x x! représente la factorielle au sens mathématique x)

Y=Y * X

x:=x-1
done
{y=n!}

En théorie il n’y a pas besoin de mettre autant d’annotations, il suffit de préciser les variants et invariants
de boucle. L’ajout d’annotation supplémentaire permet en fait de déclencher la régle de conséquence, afin de
déduire des propriétés sur certains points intermédiaires du programme. Dans cet exemple, on voit que 1’an-
notation {y = 1 Ax = n} n’est en fait pas nécessaire car elle est exactement identique a ce que la régle AFF
permet de déduire a partir du triplet incomplet suivant : {x=n} x:=1 {?}.L’ajout d’annotations en de-
hors des (in)variants de boucles est toutefois utile pour simplifier les propriétés en des points intermédiaires
du programme, grace a la régle de conséquence, afin de garder des formules de taille raisonnable.
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9.3 exercices

Exercice 9.32 Vérifiez la correction partielle du programme annoté de la section 9.2. Quelle annotation
faut—il ajouter pour la correction totale ? Vérifiez. O

Exercice 9.33 Ecrivez et annotez le programme divide pour la correction partielle. Attention, Les an-
notations doivent assurer que le dividende et le diviseur n’ont pas changer. Recommencez pour la correction
fotale. O
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Jessie

Exercice 10.34 Traduisez en Jessie le triplet suivant :

Les obligations de preuve générées sont-elles démontrables ?

10.1 max

Exercice 10.35 Ecrivez et spécifiez le programme max qui retourne le maximum de ces deux arguments.
a

10.2 swap

Exercice 10.36 Ecrivez et spécifiez le programme swap qui échange les valeurs de deux variables glo-
bales. Les obligations de preuve générées sont-elles démontrables ?
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10.3 divide

Exercice 10.37 Ecrivez et prouvez le programme divide. Les obligations de preuve générées sont-elles
démontrables ? Le quotient q et le reste r seront stockés dans des variables globales. O

10.4 Autres exemples

Autres exemple a faire en TP :
La valeur absolue, deux version :

kefile coq.dep

La factorielle.
La recherche dans un tableau (il faut avoir vu les tableaux) :
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ch. makefile ¢
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SOLUTIONS DES EXERCICES

Solution de I’Exercice 2.1

On veut démontrer la propriété suivante : Vx € N,pos x > 0. L’équation de la fonction pos est la

{x six>0
pos x=

suivante :

x+1 sinon

La démonstration se fait par cas :
— Soit x est positif ou nul, et alors pos x = x I’est aussi. OK.
— Soit x est négatif, et alors pos x = (—x) est positif. OK.

Solution de I’Exercice 3.2

Il y a trois appels récursifs dans cette fonction. le premier se fait sur (x — 1, 1), le deuxi¢me sur (x —
1,(ack x (y—1))) et le troisieéme se fait sur (x,y — 1). On prend la composition lexicographique suivante :

x <y X' ou bien :
x=xety<y)y

(x3) < ()i {

Les appels récursifs sont tous décroissants pour cet ordre. Comme il s’agit d’une composition lexicogra-
phique de deux ordres bien fondés, c’est un ordre bien fondé. Conclusion ack termine. O

Solution de I’Exercice 3.3

On prend la composition lexicographique de I’ordre standard sur N sur chacun des deux arguments, en
prenant I’ordre sur le second argument en premier. Soit finalement :

y < Y ou,

(x,y) <1 (/,2) ssi { -

= Yyetx<x

Solution de I’Exercice 5.4

Comme on a déja démontré que Vn € Z,f n > 0, on sait que si £ n < 0 alors la propriété est vraie (car
il n’y a pas d’entier positif strictement inférieur a 0). Il reste a prouver cela pour £ n # 0, ¢’est-a-dire pour
n > 0. On se place donc sur N*, et on prouve la propriété sans récurrence :

Pour tout i > 0,onapar5.1: £((i+1)) =i+ 14£(i),ori+1>0donc £((i+1)) > £(i). O

Solution de I’Exercice 5.5

1. Par induction sur /.
Base: /[=[].filtrezl= [] etlapropriété est vérifiée (cariln’y apas d’élémentdans filtrez I).
Induction : Soit I une liste, supposons que Vx € filtrez [,x > 0. Alors pour tout y :

yifiltrezl siy>0

fil 2l = .
iltrez (yul) { filtrezl sinon

On distingue donc deux cas :

(@) y>0etfiltrezy::l=y: filtrezlcomme par hypothése d’inductionVx € filtrez l,x >
O,onabienqueVx e (y:: filtrezl),x > 0.

(b) y<Oetfiltrezy:l=filtrez [, par hypothe¢se d’induction, Vx € (filtrez l),x > 0.
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2. 1l faut spécifier que fous les éléments du résultats appartienne a I’argument :
ViNxeZ,x>0—xe€ filtrezl

VIi,Vx € filtrezl,x€ |

Par récurrence sur / également.

Solution de I’Exercice 5.6

Méme preuve que I’exercice 5.5. o
Solution de I’Exercice 5.8

1. let £ 1=
match 1 with
[ [1 —=> []
| x::[1 => []
| xsey::l” —> xi:f 17

2. Montrons cette propriété par récurrence forte sur la longueur de Ia liste.
— Base : |I| =0donc [ = Nil. | f(Nil)| = |Nil| =0 < |Nil|/2=0OK.
i i i Ff(D)| <!|/2, montrons

qu’alors pour toute liste L de longueur n+ 1, |f(L)| < |L|/2.

L est nécessairement de la forme e :: [ ot [ est de longueur n. On distingue 2 cas :

— L=e:: Nil, alors |f(L)| = |nil| =0 < |L|/2 OK.

—L=exzé :l'donc|f(L)|=|f(e::e 1) =l|e: f(I)|=1+]|f(")].
Or I’ est de longueur inférieure a n donc par hypotheése de récurrence : |f(I')| < |I'|/2.
Donc |f(L)| <1+ |I'|/2=(2+]|'|)/2=]|L|/2. OK.

Solution de I’Exercice 5.9

1. Facile, on utilise les équations. ¢ est un couple, donc ¢ = (x,y), et donc

(fst(c),snd(c)) = (fst(x,y),snd(x,y))
= (x,y) = ¢ OK.

2. On montre cette propriété par induction.
— Base : h(g(Nil)) = Nil OK.
— Soit [ une liste telle que /(g (!)) = I, alors pour tout couple (x,y) :

h(g((x,y) ::1)) h((x = fsr(g(D))) 5 (v: ((l)))) par (5.8)
(x,y) == (h(fst(g(1))) , Snd( 1)) par(5.10)

(26,y) (()) par (A)
= (xy): par hypothése d’induction, OK.
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O
Solution de I’Exercice 5.10
Par induction sur L.
Base: [=[],alorsg/=[].OK.
Induction: [ =n::l',alors gl = (n+1) :: g I’ et par hypothese d’induction |g I'| = |I'|, donc |g I| =
|(n+1):gl'|=1+|gl'| =1+|'|. Comme |/| = 1+|I'|, 1a propriété et bien vérifiée.
Par induction la propriété est vérifiée pour toute liste /. O

Solution de I’Exercice 5.11
0 sia<b
l1+div (a—b) b sinon
La partie 0 < (div a b) x b se montre par récurrence trés facilement. La partie (div a b) x b < a se
démontre par récurrence forte sur a comme suit :
Soit b > 0 un entier naturel non nul quelconque,
Base : Sia =0, alors a < b et par I’équation : (divab) xb =0 <a. OK.
Récurrence : Supposons que pour tout i < a,(div i b) x b < i. On procede par cas :
— Sia < b, alors (divab)xb=0<a.OK.
— Sinondivab=1+div (a—b)b.Or a—b < a et donc par hypothese de récurrence (div (a—
b) b) xb < (a—b).Donc (divab)xb=(1+div (a—b)b)xb=(div (a—b)b)xb+b <
(a—b)+b=a.OK.

L’équationde divest: divab = {

a

Solution de I’Exercice 5.12

a sia<b
I moduloab= { modulo (a—b) b sinon
2. Par récurrence forte sur x également. Soit x un entier, supposons que (Vy >0, 3¢ > 0, x = gy +
(modulo xy)). Deux cas :
(a) x <y, alors modulo xy = x, la propriété est vérifié¢ avec ¢ = 0 (x = Oy +modulo x y).
(b) x>y, Alors modulo x y =modulo (x—y) y or x—y < x donc par hypotheése de récurrence
il existe ¢ tel que x —y = gy + modulo (x—y) y. Donc x = y+ gy +modulo (x—y) y =
(g+1)y+modulo (x—y)y. Donc la propriété est vérifiée pour x.

Od
Solution de I’Exercice 5.13
Od
Solution de I’Exercice 5.14
— Beopng = 1true,false,=}ousix,y € {a,b}" alorsx =y € Cond.
— Q‘Cond: { & ,OI} ou
— Sicy,cr € Cond alors ¢; & ¢y € Cond
— Sicy,cy € Cond alors ¢y or ¢y € Cond
Od

Solution de I’Exercice 8.16
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AFF
{y 22 } y:=2xy {yo =22 Ay = 2 * yo}
Od
Solution de I’Exercice 8.17
AFF
AFF { x0=xi A x0-y 20 Ax=xo-y }
{ x=x;Ax-y>0 } x:=x-y yi=y+x
S { x=xi\ %0~y 20 Ax=x0-Vy} { x0=x3i N\ X0~y0=>0Ax=x0-yoAY=y0+X}
EQ
{ x=x3;Ax-y20 } x:=x-y;y:=y+x { x0=xi/A\ X0-y20Ax=x0-yoAy=yo+x }
Od
Solution de I’Exercice 8.18
Facile. O

Solution de I’Exercice 8.19

Pour cela on exhibe un arbre de déduction dont la racine est la racine voulue et les feuilles les prémisses

voulues :
F{P }ip {Q} {Q } ix {R}

AF : . .
{P} 1i2; 12 {R} {R} 13 {S}
SEQ : : :
{P} ip; 1p; 13 {S}
Od
Solution de I’Exercice 8.20
éAEFF {0+x>0}a:=0; {a=0A0+x>0} {a=0A0+x>0}b:=x{b=xANa=0A0+x>0} AFF
Q {0+x>0}a:=0; b:=x{b=xAa=0A0+x>0}
CONSEQ
{0+x>0}a:=0; b:=x{a+b>0}
Od
Solution de I’Exercice 8.21
AFF
AFF { x0=xiA%0-y 20 Ax=xp-y }
{ x=x3Ax-y>0 } x:=x-y yi=y+x
S { xo=x3 A\ x0—y 20 Ax=x0-y} { x0=%i/A\ x0—y0=0Ax=x0-yoAy=yo+x}
EQ
{ x=x; A x-y>0 } x:=x-y;y:=y+x { xX0=x;/N\ x0—-y=>0Ax=x0-yoAy=yo+x }
x0=%i \ X0~y 2> 0AX=X0—yoAYy=yo+xX = V=X;AX = Xi— Vi
CONSEQ

{ y=yiANx=x;Ax-y>0 } x:=x-y;y:=y+x { y=x;AX = Xi— Vi}
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g
Solution de I’Exercice 8.22
AFF {y>0Ay>0} x20Ax<0= false {false} x:=9 {false} false= x =38 o
= = ONSE
o x:=8 {x=28} {x>0Ax%x<0}x:=0{x =8} ©
OND
{x>0} if x >= 0 then y:=8 else y:=9 {y=38}
a
Solution de I’Exercice 8.23
Facile. O

Solution de I’Exercice 8.24

La boucle ne terminera que si x est positif ou nul au départ. Ce qui n’empéche pas de prouver la correc-
tion partielle : x sera nul si la boucle s’arréte.

AFF

{} x:=x-1 {x=x0-1} x=x9—1=true

CONSEQ -
{} x:=x-1 {}(ouenleve letrue)

WHILE
{} while x<>0 do x:=x-1 done {x=0}

Od
Solution de I’Exercice 8.25
Rien car il n’y a pas de while ni de fonction récursive. O
Solution de I’Exercice 8.26
On prend E =x
AFF
(x>0Ax>0Ax=n)
x:=x—1
(x> 0Ax0>0Axg=nAx=xp—1)
CONSEQ
W x>0Ax>0Ax=n)x:=x—1x>0Ax<n) x>0Ax>0=x>0
HILE
(x> 0) while x >0dox:=x—1end (x=0)
O

Solution de I’Exercice 8.27

On prend :
- P=y>0
- B=y<r
- FE=r
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— C=r:=r-y; g=g+l

Solution de ’Exercice 8.28

Premiere solution, sans tester les bornes (on considere juste les t [1] comme des variables).

AFF

{i<n A n=|t| A V0<x<i,t[i]#m A i<n} 1i:=i+1
{i=1p+1 A ig<n A n=|t| A V0<x<ig,t[x]#m A ip<n}

{n=|t| A V0<x<i,t[x]#m A i<n} while i<n and t[i]<>m do i:=i+1 done
{(i>n V t[i]l=m) A i<n A n=|t]| A V0§x<i,t[x]7$m A 1i<n}

...{n=1t|Ai=0}while i<n and t[i]<>m do i:=i+1 done{t[i]=m V i=n A V3, t[j]#m}

{n=]t]} 1:=0; while i<n and t[i]<>m do i:=i+1; done
{t[i]=m V i=n A V3, t[j]l#m}

WHILE

CONSEQ
SEQ

Solution de ’Exercice 10.34
Facile. =

Solution de ’Exercice 10.35

kefile coq.dep

Solution de ’Exercice 10.36

Solution de ’Exercice 10.37
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e.makefile c
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