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Plan du cours

Régression linéaire
m Définition, illustration
m Estimation du modéle : une seule variable explicative
m Validation du modéle
m Prédiction avec le modéle
m Estimation du modéle : plusieurs variables explicatives

= Validation et diagnostic du modéle

Contrdle de la complexité du modele



Régression : données, objectifs

m Statistique inférentielle, construction de modéle prédictif

= Données : n observations {(xi,y:)},1 < i < n, caractérisées par m > 1 variables
quantitatives explicatives X et une variable quantitative expliquée Y

m Objectif : prédire la valeur de la variable expliquée Y a partir des valeurs prises par
les variables explicatives X

Données et droite de régression

Fia. 1 — lllustration de la régression linéaire : variable explicative X, variable expliquée Y



[NEEESSCHRIGEETCI  Définition, illustration

Régression : dans quelles situations est-ce utile

<>

La variable expliquée est difficile/coliteuse a mesurer alors que les variables
explicatives peuvent étre mesurées facilement

m Ex. : estimer la résistance 2 la traction d'un polymére (dont la mesure destructive est

coliteuse) a partir de variables caractérisant le monomeére et la polymérisation

Les valeurs des variables explicatives peuvent étre connues avant celle de la variable
expliquée et une estimation en avance de cette derniére est utile

m Ex. : prédire le volume d'algues vertes sur des plages a partir de la quantité d’engrais
utilisés dans le bassin hydrographique correspondant et de la température moyenne de

I'eau lors du trimestre précédent

On souhaite contréler les variables explicatives pour obtenir une valeur désirée pour
la variable expliquée

m Ex. : contréler la concentration d'un produit d'une réaction chimique a partir des
quantités initiales de réactifs, de la température et de la pression
Remarque : une relation causale entre variable(s) explicative(s) et variable expliquée

n'est pas nécessaire, la simple corrélation suffit
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[(EACSWESISl  Estimation du modgle : une seule variable explicative 4/17

Régression linéaire simple

m Variables aléatoires : variable explicative X, variable expliquée Y

m Régression : le modeéle recherché fait dépendre un indicateur de Y (en général

I'espérance) de la valeur prise par X a travers une fonction f :
E(Y|X =x)=1f(x), ou Y =1f(x)+e¢

€ étant une variable aléatoire d'espérance nulle

= Régression linéaire : f est une fonction affine f(x) = wo + w1x

Y=wo+wiX+e e~N(007)

m «simple» : une seule variable explicative
m Intérét de la régression linéaire :

m Simplicité d'estimation et d'utilisation

m Méthodes bien fondées de validation

m Lisibilité : la forme additive rend explicite la dépendance de chaque variable explicative
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Estimation du modele

= Revient a estimer les paramétres wo, w1 a partir d'observations {(x;,yi)},1 <i<n

m Soit wy |'estimation de wgp et wy |'estimation de w1y, nous avons alors
vi=wo+ wix; + €, € étant les résidus

m Méthode d'estimation : critére des moindres carrés

2
arg min E e,, c'est a dire arg min E — wo — wiX;)

wo,w1 wo,w1

Données et droite de régression
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Estimation du modéle (2)

= Résultats pour w; (pente de la droite) et wy (ordonnée pour x = 0 ou intercept) :

Sy _ 2= (=X (i=Y)

MT 2T TR 02
wo = y — w1 X
m Estimation de o2 : Ly — wo — wix;)?
€ * n— 2 i=1 0 1Xi

m Propriétés des estimateurs :

m Sans biais pour wg et wi

= Sans biais pour o2

2
= Variance de 'estimateur de wy : s2 = ———&——
BRI S ok
2
. _— 2 _g2(1
= Variance de I'estimateur de wo : 55 = o ( + s l(x,—X)2>



La relation trouvée est-elle significative ?

m Les paramétres estimés a partir de I'échantillon {(x/, yi) }1<i<n peuvent-ils &tre
assimilés a 0, ce qui voudrait dire que Y ne dépend pas de X ?

— Tests sur les parameétres individuels :
m Test sur la pente (w1) : test sur la liaison entre X et Y

m Hp : wy = 0 (absence de liaison entre X et Y), Hy : w1 # 0

m Statistique de test : tw, = SWTl ; Ho vraie = ty,; suit une loi de Student de paramétre n — 2
1

— Si |t | > t1_ g i(n—2) ON rejette Hp au risque «
— Si on ne peut pas rejeter Hp, on ne peut pas se servir du modéle

m Test sur I'ordonnée pour x = 0 (wg) :

u Ho:wOIO,Hlle#O
m Statistique de test : twy = %‘l ; Ho vraie = ty, suit une loi de Student de paramétre n — 2
0

— Si |twg | > t1_ g i(n—2) ON rejette Hyp au risque
— Si on ne peut pas rejeter Hp, on cherche un modéle Y = w1 X + €



Le modele trouvé est-il utile?

u Objectif de la modélisation : prédire les valeurs de Y a partir de X, y = wp + wix

m Décomposition de la variance :

n n n

—\2 N —\2 A2
> =V = Y G-y +) -7
i=1 i=1 i=1
variabilité totale expliquée par le modéle résiduelle

» Qualité prédictive d'un modele : coefficient de détermination R défini par

R2 — 27:1()7" _Y)z
Y (i = y)?
ou
variabilité de y expliquée par le modéle

R® =
variabilité totale de y

m R? > 0 (<= rapport de sommes de carrés), R* < 1 (< décomposition de la variance)



Le modéle trouvé est-il utile ? (2)

m Plus R? est proche de 1, meilleur est le modéle
m lllustration : 4 modéles estimés a partir d’échantillons (n = 100) correspondant a une
méme pente w; = 0.8 et intercept wp = 0, mais obtenus avec des valeurs croissantes

pour o :

Données et drote de régression Données et drote ge régression

R? =0.98 R? =0.88 R? =0.37 R2 =0.19
wy = 0.79 wy = 0.81 wy = 0.72 wi = 0.69

= Observation : pour o élevé, la pente estimée (w;) s'éloigne de la vraie pente (w1)



Prédiction avec le modele linéaire

= Modeéle (wp, w;) = pour une valeur x de la variable explicative X on peut estimer

m Sources de variation :

Vv =wo+ wix

Variabilité de I'estimation de (wo,w1) par (wp, wy) issus de I'échantillon

{(xi, ¥i)}1<i<n — intervalles de confiance pour E[Y|X = x]
B Variabilité de € ~ N(0,02) — intervalles de prédiction pour y

=20

=30

Intervalles de confiance et de prédiction pour a = 0.95

--- Intervalles de confiance
----- Intervalles de prédiction




Régression linéaire multiple

m Prédire la valeur de la variable expliquée Y a partir des valeurs de plusieurs (m > 1)

variables explicatives X :
m
Y=w+Y wXj+e 1<j<m, e~N(©007)
=1
= Soit w; I'estimation de wj, 1 < j < m, nous avons alors les relations suivantes :
m
yi=wo + Z wixij+e€, 1<i<n1l<j<m, ¢ étant les résidus (inconnus)
j=1
m Estimation des w; a partir de {(x;,y:)},1 < i < n, sur la base du méme critére des
moindres carrés :

n

. z : 2

arg min €;
wQ ... Wm 1

i=



ISl Estimation du modgle : plusieurs variables explicatives

Régression linéaire multiple : expression matricielle

= On introduit une variable constante Xo = 1 que multiplie wo

— L'expression de Y devient

m
Y=> wX+e 0<j<m, e~N(0,07)
j=0
u Le modéle estimé s'écrit alors y = Xw + €

y est le vecteur des y; (n composantes)
X est la matrice des xj; (matrice n x (m+ 1))
w est le vecteur des w; (m + 1 composantes)

€ est le vecteur des ¢; (n composantes)

m Le critére des moindres carrés devient

: 2
arg min ||€||
w
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ISl Estimation du modgle : plusieurs variables explicatives

Régression linéaire multiple : les parametres estimés

= La solution obtenue par la minimisation de ||€||* est

13/17

w=X"y

ot Xt (matrice (m+ 1) x n) est la pseudo-inverse Moore-Penrose de la matrice X

Si XTX est inversible et bien conditionnée (‘l’;’“"_‘x‘l pas trés élevé), alors
+ T 1xT
Xt = (X7x) X

Si X TX est inversible mais mal conditionnée (‘ max| trés élevé — l'inversion introduit

[Amin |
, . . . -1
de fortes erreurs d’arrondi) alors on régularise : Xt = (XTXJr rIm+1) XT, avec

r > 0 la constante de régularisation et I,41 la matrice identité d’ordre m+ 1
XTX n'est pas inversible dans les cas de multicolinéarité (dépendance linéaire entre
plusieurs variables explicatives) — on vérifie les données (par exemple variables
redondantes ?), on applique d’autres méthodes : régression sur composantes

principales, moindres carrés partiels (Partial Least Squares), etc.



Hypotheses et vérifications

m Estimation du modéle et prédiction avec le modeéle reposent sur des hypotheses :

m Relation linéaire (ou affine) entre variable expliquée Y et variable(s) explicative(s) X
m Résidus ¢; = y; — y; : suivent une loi normale, ¢ ~ N (0, 02)

m Résidus : de méme variance o2 sur tout le domaine de variation de Y

m Vérifications : tests possibles, mais la vérification graphique des résidus est usuelle
= Graphique 2D des observations (uniquement avec une seule variable explicative) :
linéarité de la relation entre variables, variance des résidus
m Aspect de I'histogramme des résidus : loi normale, valeurs extrémes
= Diagramme quantile-quantile (Q-Q plot) des résidus : comparaison 2 la loi A/(0, 1)
m Résidu en fonction de la valeur prédite : linéarité relation entre variables, variance

constante (homoscédasticité)



[CWl Validation et diagnostic du modeéle

Diagnostic du modele : illustration cas normal

Données et droite de régression
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Régression lin

[CWl Validation et diagnostic du modeéle

Diagnostic du modele : illustration cas pathologiques

Diagramme quantile-quantile des résidus

Résidus versus valeur prédite
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Régularisation de la régression linéaire

= Moindres carrés : minimisation de la somme des carrés des résidus argminy ||€||?

u Fragilités : mauvais conditionnement de X T X, sensibilité aux valeurs extrémes dans les

données, certaines variables peu explicatives, etc.

— L'inclusion d’un terme de régularisation peut améliorer la robustesse :
. 2
argmin (||€]|* + R(w))
w

Régularisation L; ou LASSO : R(w) = r||w]|1 (]| - ||1 : somme des valeurs absolues)

— Annule les coefficients w des variables trop peu explicatives (suivant la valeur de r)

= |l n'y a pas de solution explicite pour régression linéaire multiple (sauf cas particuliers)

Régularisation Lo ou ridge : R(w) = r||wl||3, r > 0 est la pondération

. L. . T . -1
— Solution explicite pour régression linéaire multiple : Xt = (XTX + rIm+1) X7

Régularisation elastic-net : combinaison de ridge et LASSO
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