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Série Temporelle

Une série temporelle est une ensemble d’observations x; associées & un

ensemble d’indices ordonné 7

Généralement ’ensemble des indices est a valeur discréte : 7 C N
ou Z

x; peut étre scalaire ou multidimensionnel

ment Rambour
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Analyse de séries temporelles

Objectifs

m Visualiser et décomposer les composantes de la série :

m Comprendre le comportement temporel des données
m Identifier la distribution et la nature du processus générant
les données

m Estimer les éléments z; d’une séries

= Filtrage
= Prédiction

m Classifier différentes séries
m Détecter des anomalies

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Exemple

Une série temporelle simple peut étre de la forme :

Ty = S¢ + Ny
ol s; est déterministe = signal et n; est aléatoire
Peut étre estimé par moindres carrées si les caractéristiques du
bruit sont constantes :

8¢ = argmin||h; — s¢||3
St

ment Rambour
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Exemple

Une série temporelle simple peut étre de la forme :

Ty = S¢ + Ny
ol s; est déterministe = signal et n; est aléatoire
Peut étre estimé par moindres carrées si les caractéristiques du
bruit sont constantes :

8¢ = argmin||h; — s¢||3
St

Si s; varie "lentement" — tendance
Si s; périodique — composante saisonniére
n; — bruit

ment Rambour
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Analyse de séries temporelles vs. régression

Particularités

= Les méme données peuvent étre présentées différemment selon le
lieu et I’époque
= Les données sont (trés) corrélées

m Le passé permet de prédire le future
m Les données ne sont pas iid

m Les structures peuvent étre visibles sur des axes temporelles trés
différents : hautes/basses fréquences, changement de régime...

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Stationnarité

Comment estimer un signal qui varie dans le temps ?
m Nécessité d’une hypothése sur la distribution

m La distribution des z; est la méme pour tout V¢ —
stationnarité forte

= La moyenne et la variance sont invariants dans le temps —
stationnarité au sens large

ment Rambour
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Stationnarité

Définition

{4+ }1ez est fortement stationnaire si Vh € Z,n € N, (zy,, -+ , 2, ) et

(Tt +hs -+ »@t,+p) sont distribués selon la méme loi.

Cette contrainte est trés (trop!) forte, on lui préfére souvent la
stationnarité au sens large :

Définition

{zt}+ez est stationnaire (au sens large) si sa moyenne et sa fonction

d’autocovariance sont invariante dans le temps.

ment Rambour



Introduction
0000000000000 00000

Moyenne et covariance

Moyenne

La moyenne de {2}z en t € Z est donnée par

ta(t) = E(2¢)

Covariance et Autocovariance

La covariance de {x;}iez et {y: }tez est donnée par

Yay(s,t) = B((zs — E(2:))(y: — E(y:)))

L’autocovariance d’un processus stationnaire {x; }1cz est donnée par

Yoz (h) = E((z¢ — E(2¢))(@t4n — E(e1n)))

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Moyenne et covariance

Estimation

La moyenne et la covariance sont généralement estimées sur un
ensemble de N échantillons. On note :

— 1 N
U xZNZn:lxn
— 1 N
BY=5Du1Yn

La covariance empirique est calculée comme :

N

Aoy(R) = > (@0 — T) Ynsn — ).

n=1

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Exemples
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Exemples
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Exemples
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Corrélation

Soit la cross-corrélation entre deux times series x et y de moyenne

respectives i, et p, :

o () = E{(z: — pt2) (Yetn — ty)] _ Yy (P)
T VEw — )P Bly - )7 V70007, 0

Cgy(h) donne une information de dépendance linéaire entre x et y :
B Sicyy(h) =1, alors 3 a, 5 € R tels que x; = ayn, + 0
m Sicgy(h) = —1, alors 3 o, B € R tels que z¢ = a(py — yevn) + 5
m Siczy(h) =0, les deux séries sont indépendantes pour un lag de h

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Corrélation

Est ion

La cross-corrélation est généralement estimée par la cross-corrélation

empirique sur un ensemble de N échantillons :

> ne1(@n = F) (Yn+n = )]

éxy(h) = = N .
VEN (@0 22 S, (@ — 2

La cross-corrélation est généralement estimée par la cross-corrélation
empirique {é;,(h)} sur un ensemble de N échantillons compris dans
des fenétres glissantes décallée d’un lag de h.

ment Rambour
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Prédiction linéaire

Temporelles (cours 1)



Prédicteur linéaire optimal

Idée : régression locale ?
= Estimations des paramétres de la série localement par régression
m Utiliser le passé pour prédire le futur

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)



Prédiction linéaire

[e] Jele]e]e]e]e]

Prédicteur linéaire optimal

Idée : régression locale ?
= Estimations des paramétres de la série localement par régression
m Utiliser le passé pour prédire le futur

Prédiction progressive

i =@plx avec ¢ =argmin E [(2: — <pT;v)2]
2

OU T = [Ty_1, - , T4—p)

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Prédicteur linéaire optimal

Idée : régression locale ?
= Estimations des paramétres de la série localement par régression
m Utiliser le passé pour prédire le futur

Prédiction progressive

i =@plx avec ¢ =argmin E [(2: — <pT;v)2]
2

OU T = [Ty_1, - , T4—p)
& = projection orthogonale de z sur vec{z;_1,--- ,Zi_p}

Ici on suppose {z;}+cz est de moyenne nulle (ne pas oublier de la
soustraire sinon)

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Prédicteur linéaire optimal

Equation de Yule-Walker
Pour @ = [x4_1,- -+, Tt—p),
I‘P‘Pp = ’Yp

avec Fpi,j = Yz (i — ]) et Yp = ['Yaca:(l)v te 7'wa(p)]T'

Mean Square Error

L’erreur d’approximation est donnée par

MSE = E||z; — ¢" |5 = 7(0) — ¢, Tpep,

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)



Estimation récursive

Algorithme de Gram-Schmidt ou des innovations

Intuition : si on connait une base orthonormale décrivant I’ensemble
des observations rencontrées, une nouvelle observation peut se

décomposer simplement sur cette base

Clément Rambour ies Temporelles (cours 1)
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Estimation récursive

Algorithme de Gram-Schmidt ou des innovations

Intuition : si on connait une base orthonormale décrivant I’ensemble
des observations rencontrées, une nouvelle observation peut se
décomposer simplement sur cette base.

On considére pour cela le produit scalaire :

< z,y >= E(ay)

attention & soustraire la norme, si E(z) et E(y) # 0

ent Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Estimation récursive

Z2

T3 - proj(zz2, Ha)

proj(zz, Ha)

ies Temporelles (cours 1)
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Estimation récursive

€2
T3 - proj(zz2, Ha)

proj(zz, Ha)

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Estimation récursive

Algorithme de Gram-Schmidt ou des innovations

Motivation : décomposer x,, 1 sur la base orthogonale H,, donnée

par la récurrence : [z1, 73 — proj(x1,z2), "+ , Tn — proj(zy, Hn_1)] ot
proj(y, z) = E(yz)z
On a alors :
n
V21, &np1=) Onk(@niik — Eny1-k)
k=1

Y+ 1,k +1) = Y50 Ok ke jOnn—jo?

2
O

en,n—k -

o2 =qy(n+1,n+1)— Zem o

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Estimation récursive

Algorithme de Gram-Schmidt ou des innovations

Motivation : décomposer x,, 1 sur la base orthogonale H,, donnée

par la récurrence : [z1, 73 — proj(x1,z2), "+ , Tn — proj(zy, Hn_1)] ot
proj(y, z) = E(yz)z
On a alors :
n
V21, &np1=) Onk(@niik — Eny1-k)
k=1

Y+ 1,k +1) = Y50 Ok ke jOnmjo?
0.2
k

en,n—k -

n—1
-2 POVSSEEE BT Y \ " n2 2

Lorsque, {z;}icz est stationnaire et inversible, on peut également
utiliser I'algorithme de Levinson-Durbin.

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Processus auto-régressifs (AR) et moving average (MA)

ment Rambour
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Processus Auto-Régressifs (AR)

Formalisation de la récurrence locale vu précédemment 7
m Mode¢le linéaire d’estimation en fonction du passé
m Le choix de se porte sur la mémoire utilisée

ment Rambour
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Processus Auto-Régressifs (AR)

Formalisation de la récurrence locale vu précédemment 7
m Mode¢le linéaire d’estimation en fonction du passé
m Le choix de se porte sur la mémoire utilisée

Modéle Auto-Régressif

Un processus est auto-régressif d’ordre 0 < p s’il est du stationnaire

au sens large et solution de 1’équation de récurrence

p
X =2 + Z(PkXt—k
k=1

ot Zy ~ N(0,02) et Vk, pr, € R.

ent Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Exemple : AR(1)
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Ficure — ¢ <1
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Exemple : AR(1)
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Exemple : AR(1)
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Moving Average ou Moyenne Mobile (MA)

Que fait on des erreurs des erreurs d’estimation ?
m On les propage dans l'estimation du futur
m =~ intégrer le bruit dans le temps

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Moving Average ou Moyenne Mobile (MA)

Que fait on des erreurs des erreurs d’estimation ?
m On les propage dans l'estimation du futur
m =~ intégrer le bruit dans le temps

Processus Moving Average (MA)

Un processus est auto-régressif d’ordre 0 < ¢ s’il est du stationnaire

au sens large et solution de I’équation de récurrence

q
Xy =Z; + Z A
k=1

ol Vt, Z; ~ N(0,02) et Vk,0; € R.

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Auto Regressif Moving Average Processus (ARMA)

Un processus est ARMA d’ordre (p, q) € N? s’il est du stationnaire au
sens large et solution de I’équation de récurrence

p q
Xe=Z+ Y oxXek+ > 0Zi i
k=1 k=1

o Vt, Zy ~ N(0,0?) et Vi, j,p; and 0; € R.

ent Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Existence, causalité et inversibilité

Existence

Si le polynome ®(z) = Y-F_, 2" n’a pas de racine de module 1 alors

ARMA (p,q) posséde une unique solution stationnaire <= {z;}icz

peut s’écrire comme une combinaison linéaire de {z; }iez :

Tt = E QpZt—k

kEZ

ent Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Existence, causalité et inversibilité

Existence

Si le polynome ®(z) = Y-F_, 2" n’a pas de racine de module 1 alors
ARMA (p,q) posséde une unique solution stationnaire <= {z;}icz

peut s’écrire comme une combinaison linéaire de {z; }iez :

Tt = E QpZt—k

kEZ

Causalité

Si ®(z) n’a pas de racine |z| < 1 alors la solution est causale ie ne
dépend que du passé : {k|lay 0} C N

Inversibilité

Si ©(z) n’a pas de racine |z| < 1 alors la solution est inversible ie

{2t }+cz admet une décomposition causale de {x; }1ez

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Esstimation des parameétres

Pour un processus AR, les modéles de prédiction linéaires
s’appliquent et 'algorithme de Yule-Walker peut étre utilisé pour
estimer {¢1, -+ ,¢p}

Maximum de vraisemblance

Estimation par Gram-Schmidt de {Z1,-- ,Z,}. On a alors la
vraisemblance :
1 — (2(0,0) — &;)°
0 — J ’ J
L:((P, ’U) (27_‘_0_2)nexp( — 20_2 )

j=1

On a donc,

(#,6,6) = argminL(, 0, 0)
©,0,0

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Filtre de Kalma
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Principe

m Estimer I'état d’un systéme & partir de mesures incomplétes

m Dans une problématique de prédiction : état = valeurs suivantes
du processus

m Pouvoir estimer 'erreur
m Pouvoir générer des estimation online (de fagon récursive)

ment Rambour
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Intuition

L’idée a la base du filtre de Kalman se décompose en deux étapes

Prédiction
D’aprés un modéle (physique, statistique, signal...), on émet une
prédiction

Correction

Une fois la mesure disponible, on régle un paramétre de d’ajustement

ent Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Pré-requis (rappel)

Estimateur linéaire non biaisé

Soit x et y, deux vecteurs aléatoires. Il existe un unique estimateur

linéaire non biaisé & & partir de y donné par :
@ =E(z) + K(y —E(y))

K=T,T,"

ent Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Equations d’état

Tir1 = Axy +up + wy
Yt+1 = C’mt + o

m w; et n; : bruits blanc gaussiens

m x; : état du systéme (position, vitesse, valeur boursiére,
potentiel...)

m y, : mesure du systéme (capteurs, vidéos...)

m Les matrices A et C peuvent également varier dans le temps
mais sont supposées connues

ment Rambour
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Filtre de Kalman

Objectif : obtenir la meilleure fagon d’estimer x; & partir de
I’estimation précédente ;1 et de la mesure courante y,

Intuition

En prenant ; ; comme un estimateur de la moyenne de x;, on peut
faire I’estimation suivante :

&= &1+ Ki(y — CZpjn_1)

ou la notation n|n — 1 correspond & ’estimation de n sachant

[X1, - 2, —1].

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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Filtre de Kalman

Tyjp—1 = AZy_1p—1 + Uy

Typ—1 = ATy 1,1 AT + Ty,

Zyjp = Tep—1 + Ki(y — E(yy))
ft|t = (I - KtC)Ftlt—l
S;=CT;;_1C" +T,

Kt = I‘tlt_lcTSt_l

Séries Temporelles (cours 1)
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Travaux pratiques
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m Implémenter le 1-step forecasting a ’aide des équations
Yule-Walker

= Implémenter 'algorithme des innovations pour le forecasting
online

= Analyse de processus ARMA
m Développement d’un filtre de Kalman

Clément Rambour Séries Temporelles (cours 1)
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