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Objectif

“La raison d'étre des statistiques, c'est de vous donner raison.” — Abe Burrows

Méthodes a noyaux :
m Ingénierie des noyaux
m Définitions
m Noyaux valides, noyaux positif définis
Condition de Mercer
Transformer et combiner des noyaux
Noyaux structurés (noyaux pour ensembles)

m Le truc a noyaux (the kernel trick)

= SVM non linéaire
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Ingénierie des noyaux
Qu’est-ce qu’un noyau ? (intuition)

= Noyau &~ mesure de similarité

m Définition d'une mesure de similarité :
x,yeX s(xy) >0 s(xy) =s(yx)
Vye X,y#x s(xy) > s(x,x)
s(x,y) =s(x,x) & x=y

m A comparer avec la définition d’une distance

Noyau gaussien Noyau exponentiel

Exemples noyaux
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Ingénierie des noyaux

Théoréme de Mercer :
X compact dans R? et K: X x X — R symétrique
De plus, Vfe Ly(X) :

/ K(x, y)A(x)f(y)dxdy > 0 (condition de Mercer)
X

Alors : il existe un espace de Hilbert H et ¢ : X — H tel que Vx,y € X :

K(x,y) = (¢(x), #(y)) (produit scalaire)

m K(x,y) s’appelle noyau positif défini
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Ingénierie des noyaux

Condition équivalente (noyau positif défini) :
Vne Net {x}i=1,.,» C X la matrice de Gramm

K= [Kf,j}izl,...,n = [K(Xh Xj)}i:l,...,n
est définie positive, c.t.d :

Vee R",c#0, onac Kc>0

m Un noyau valide garantit donc |'existence de H et peut s'exprimer donc comme un
produit scalaire dans ‘H
m Un noyau valide garantit aussi la convexité du probleme d'optimisation quadratique

sous contraintes des SVM
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Ingénierie des noyaux

Un noyau est conditionnellement défini positif si
Vne Net {x}i=1,.,» C X la matrice de Gramm

K= [Kf,j}izl,...,n = [K(Xh Xj)}i:l,...,n

est conditionnellement définie positive, c.t.d :

Vc € R, c # 0 tel que Zc,—zO, onac Kc>0

i=1

6/32
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Noyau conditionnellement défini positif (CDP)

Etant donné un noyau symétrique conditionnellement défini positif, il existe
m Un espace vectoriel V;
m Une transformation ¢ : X — V
m Une forme bilindaire Q: V xV — R

Tel que :

K(xy) = Q(o(x), 4(¥))

m Si K n’est pas défini positif alors Q n'est pas un produit scalaire

= Un noyau CDP peut étre utilisé pour les SVM en discrimination car les contraintes du

probléme d’optimisation quadratique incluent la condition > 7, aiyi = 0 (¢ = auyi)
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Construction des noyaux définis positif

m Construction directe : Définition de H, ¢ : X — H et ensuite construction du noyau

K: X x X — Rpar K(x,y) = (¢(x), d(y)) (produit scalaire)
mSif: X — R, alors K(x,y) = f(x) - ly) (K: X Xx X - R, X compact dans R) est
défini positif (conformal kernel).

Attention : ces noyaux conformes ne peuvent pas étre interprétés comme des similarités.

Exemples :
mf: R— R fix)=x:
mf:R— R fix)=¢ Kixy) =&t

K(x,y) = x- y (le noyau linéaire)
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Transformer des noyaux

Si K: X X X — R est défini positif alors exp(K) est défini positif aussi

noyau gaussien exp(noyau gaussien)

0.eq
0.4
079
069
059
0.6
03]
02] 1.4
0.4 127
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Transformer des noyaux

Si K: X x X — [—1, 1] est défini positif alors cosh(K) est défini positif aussi

noyau gaussien cosh(noyau gaussien)

5 “+ 3 2 1 [ 1 2 3 4 5 -4 3 2 A 0 1 2 3 4 5

cosh(K) = exp(K) +2€XP( —K)
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Combiner des noyaux définis positifs

Si Ki, K2 : X x X — R sont définis positifs et a1, az > 0 alors sont également défini

positifs les noyaux suivants :
= Combinaison linéaire : K(x,y) = a1 K1(x,y) + aaKa(x, y)
= Produit simple : K(x,y) = a1Ki(x,y) - a2Ka(x, y)

ou K: X xX —R.

Si Ki: X1 x X1 — Ret Ky : X2 x X2 — R sont définis positifs alors sont également
défini positifs :

m Somme directe : K1 ® K2 = K1 + K2

m Produit tensoriel : K1 ® K2 = K1 - Kz

= Construction des noyaux hybrides
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Noyaux d'appariement intermédiaire

Nature des données (exemple issu de [Boughorbel 2005]) : ensembles de descripteurs
locaux d'images.

L'espace X : ensemble des parties finies mais de cardinalité variable de R? : X = PR

Objectif : évaluer la similarité entre ensembles de vecteurs £,£" € P« R%) a travers les

proximités entre vecteurs similaires de £, " (noyaux d'appariement intermédiaire)

Probléme : le noyau d’appariement direct :

1
K(E, &N = 3 max K(xi, x;) E maxK X;)
x;esx x; eS’

ou K(x;, x;) est un noyau classique entre les vecteurs x; et X, n’est pas défini positif |
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Noyaux d'appariement intermédiaire

Principe du noyau d'appariement intermédiaire : faire |'appariement par rapport a des
vecteurs pivots, fixés pour un ensemble d’apprentissage donné (ne dépendant donc pas de
Eeté&.

Soit m vecteurs pivot pi,..., pm € RY. Pour chaque vecteur p; on défini une fonction
P X = REOY(E) = x = argmin . ||x — pi|

Le noyau d’appariement intermédiaire construit a partir des pivots p1, ..., pm est défini

par :

m
E K(xi, X,
=1

et on peut montrer qu'il est positif défini.



Construction des noyaux définis positif 14 /32

Noyaux d'appariement intermédiaire

Choix possible des vecteurs pivots : prototypes des groupes de vecteurs obtenus par
classification automatique des données d'apprentissage.

p
+1@ 0

(6]
+ O
+50 '
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+
+ + 0 (0]

“%p.

Calcul du noyau d'appariement intermédiaire
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L'astuce a noyaux

SVM est un séparateur linéaire (avantages : pb. d’optimisation convexe, algorithmes
efficaces)

Question : Comment étendre ces résultats a des séparateurs non linéaires?

Principe : transposer les données dans un autre espace (en général de plus grande
dimension) dans lequel elles sont linéairement séparables (ou presque) et ensuite

appliquer I'algorithme SVM sur les données transposées.

Transformation ¢ : RY — H,x — ¢(x), H espace de Hilbert.
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L'astuce a noyaux

Chercher une transformation ¢ : RY — H, x — ¢(x), H espace de Hilbert.

Si K est un noyau défini positif (K: R? x R — R), alors I'existence de ¢ et H est

garantie (condition de Mercer) et :

K(xy) = (6(x), ¢())

espace

espace _ *
0 4 s
d’arrivée

de départ  +
+ +
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L'astuce a noyaux

= On n'a pas besoin de trouver la fonction ¢

= Tout algorithme qui utilise seulement des produits scalaires entres les échantillons de
données peuvent toute suite étre appliqué dans I'espace H, car le produit scalaire
dans cet espace se calcule directement via le noyau (K(x, y) = (¢(x), ¢(y))), sans

avoir besoin d'expliciter la projection.
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Exemples de noyaux

Noyaux linéaire : K(x;, x)) = x/ xj = (xi, x})

1.07
0.97
0.87
0.7:
0.67
0.5:
0.41
0.37
0.21
0.15

5 4 83 2 1 0 1t 2 3 4 5

Noyau exponentiel : K(x;, x;) = exp(—~||xi — xj||)
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Exemples de noyaux

1.07
0.9
0.8
07]
0.6
0.57
0.4:
0.37
0.21
o]
00— 7T — 1 T T T T

Noyau gaussien : K(x;, x;) = exp(—7||xi — x;||?)
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Exemples de noyaux

1.0
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0.8
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0.4
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Noyau hyperbolique : K(x;, x;) =

et Ixi—xjl|
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Exemples de noyaux

0.07
—0.5:
-1.07
-1.57
-2.07
-2.57
—3.0j
-3.57
-4.07
]

50F———m————— 77—
5 4 3. 2 14 0 1t 2 .3 4 5

Noyau angulaire : K(x;, x;) = —||xi — xjl|

Noyau puissance : K(x;, xj) = —||xi — xj||®,0 < 8 < 2
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Exemples : noyau polynomial

Noyau polynomial de degré 2 : K(xi,x;) = (14 x'x;)?
X =R xi = (xiy1), % = (%))

En développant on obtient :

~ - T - -
1 1
V2xi V2x;
V2yi V2y;

K(xi, x5) = 2

\ﬁxi}/i \/§)<j_yj
72 I 7

On obtient un produit scalaire en dimension 6 (et I'expression analytique de la fonction

9)-
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SVM non-linéaire

espace * o . + , espace
de départ + d'arrivée
+ (0] + +

Astuce a noyaux : K(x;, x;) = (®(x;), ®(x;))
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SVM non-linéaire

Input Space Feature Space

Astuce a noyaux : K(x;, x;) = (®(x;), ®(x;))
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SVM non-linéaire

SVM : probléeme d’optimisation dans le cas des données non-séparable :

ming|wil* + CYL, &

t.q.
y,-(w~x,-+b)21—{,-,i=1,..‘7n
£&>0,i=1,...,n

m La séparation entre les classes étant non linéaire, un séparateur linéaire n'est pas
adapté (produira beaucoup d’erreurs de classification)

m Les données x; sont projetées dans |'espace H de trés grande dimension, x; — ¢(x;).
Dans H les projections ¢(x;) ont plus de chance d'étre séparables linéairement.

m Le probleme d'optimisation dans I'espace H est :

ming ||wll* + €31, &

t.q.
y;(<W,¢(Xi)>+b)21—5,’7[:1,.”,"
£ >0,i=1,...,n
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SVM non-linéaire

SVM : probléme dual est donc :

m3X2L1 Qj — % Z:"Zj:l aicyyiyi((xi), #(x;))

t.q.
C>a;>0,i=1,...,n
Y iyi=0

Mais par I'astuce a noyau (¢(xi), #(x;)) = K(xi, x;) et le probléme peut &tre résolu sans
expliciter la projection ¢ (ce qui est souvent trés difficile).

max 377 ) o — 5 307 aioyyiyiK(xi, x)

t.q.
C>a;i>0,i=1,...,n

Yoy =0
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SVM non-linéaire

La fonction de décision est donnée par :

x) = Za,-y,-K(x,», x) + b
=1

m « sont issus du probléme dual

m Pour une meilleure stabilité numérique, b est obtenu a partir de la moyenne sur

I'ensemble [ des vecteurs pour lesquels 0 < a; < C:

|I| Z <yj Zalyl X'7XJ >

XEI

m Paramétres : C et les paramétres du noyau (souvent le paramétre d'échelle )
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Effet de I'échelle le noyau Gaussien (RBF)

5 °*°..@

. »
s ®
" e
f2""
ot 1
1/y=0.001, 27 SV 1/y=0.01,26 SV 1/y=0.1, 12 SV 1/y=1.0, 10 SV
Sur-apprentissage : Sous-apprentissage :
mauvaise mauvaise
généralisation, généralisation,
apprentissage du frontiére imprécise

bruit
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SVM a noyaux : le probleme de I'échelle

Noyau Gaussien

2
Noyaux classiques: K(x,y)=exp(—y[x—y|")
= parameétres d’échelle
= difficile a adapter en ligne

Noyaux non sensibles a I'échelle des
données

Noyau triangulaire Noyau hyperbolique

K(x,y)=—|x-y| K(x,y)= g+}/HX y \h

Tuning a kernel involves adapting its parameters to fit best
the characteristics of the database. This is possible only for

databases with a ground truth. . .
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Effet de I'échelle et de C pour le noyau Gaussien (RBF) et angulaire

3 . E ' 4
—— 7 I Y e ) 5 S ) [ I = e
Noyau angulaire : C=100 (gauche) et10(dr0|te) Noyau RBF y=100 : C=100 (gauche) et10(dr0|te)

[ I = () Mo (e ) = [ iom ﬁf—mﬁﬁm w1 a1 —]/T\[T/%ﬁ (ECARE
Noyau RBF avec comme valeurs pour y\ C : 20 \ 100, puis 100 \ 100, puis 1000 \ 100, puis 1000\ 0,7
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SVM a noyaux

Implémentations software : Torch, LibSVM, LibLinear, Scikit-Learn
m LibSVM, https ://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvm/
m LibLinear, https ://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/liblinear/
m Scikit-Learn, http ://scikit-learn.org/

Pratiquement tous les grands environnement de modélisation mathématique possédent
implémentations performantes pour les SVM et méthodes a noyaux (R, Matlab,

Mathematica, Scipy, Torch, Scikit-learn, etc.)
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