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1. Graphes et réeseaux de transport

Qu’est-ce qu’un graphe ?
« Des points et des traits ou des fleches »
e Point de vue mathématique : une relation binaire

e Point de vue pratigue : représentation abstrali
d’'un réseau (de telecommunication par exemple)

Les graphes, un outil magique, pour visualiser de
échanges, pour la modélisation des systemes reéels,
...pour jouer.

Les graphes sont utilisés dans des domaines tres vari
économie, informatique, industrie, chimie, sociologie.




Un graphe orienté G=(X,U)=(X,/)

X: {sommet$
(ounceuds

U: {arcg

[+ X—P(X)
application

multivoque
« Successeus

X={a,b,c,d,e,f,h

U={(a,c),(a,d),(b,h),...,(f,e),(f,h)
[eF{abg 7(eF{cft (/:prédécesseyr ¢




Un graphe orienté

Chemin: suite d'arcs
telle que I'extrémite
terminale d'un arc
coincide avec
I'extrémité initiale de
I'arc suivant

Exemple
H#=((a,9),(c,9),(e,b),(b,n)=(a,c,e,b,h




Un graphe orienté

Chaine suite d'arcs
telle que tout arc a une
extrémité commune ave
I'arc précedent (sauf
éventuellement le
premier) et l'autre avec
I'arc suivant (sauf
éventuellement le
dernier)

Exemple

w=((a,0),(f,c),(t,h) = [a,c,t,H
Remarqgue: un chemin est une chaine.




Réseau de transport

GrapheR=(X,U,C) orienté dans lequel
1. Il existe unesourcestel quel -(s)=L]
2. |l existe urpuits t tel quel *(t)=0L
3. On associe a chaque ard(i,j) deU unecapacitec; >0
4

. Sur ce reseau, on trace un arc (fictif} des (arc de
retour)




Un réseau de transport

R=(X,U,Q
[6]

[4]

(6] capacités

source |
capacités




Un réseau de transport

R=(X,U,Q
[6]

[4]
[6]

« Arc de retour » fictif  (de tres grande capacitqp




2. Le probleme du flot maximal

Comment transférer une quantité
maximale de « matiere » @&t sans
déepasser la capacité de chaque arc ?




Le probleme du flot maximal
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Un réseau de distribution de I'eau
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Le probleme du flot maximal

« Comment transférer une gquantité maximale de
« matiere » des at sans depasser la capacité de
chaque arc ?

* Hypotheses:

— On peut décomposer/recomposer la matiere
transféree en chaque nceud.

— Il y a conservation de la matiere en chaque
noeud.




Un réseau de transport

flux sur un arc




Décomposition/recomposition des flux

&; designe ldlux sur l'arc (, ), qui correspond a la
guantite de « matiere » circulant sur l'arc.
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Flot desat sur un réseau de transport

0 Le vecteurd = (@; )iouoes €St appeléot surR.

o Les flux sur R doivent veérifier laontrainte de
capacite: 0 < ¢; < ¢;

o Lorsqueg; = ¢; , I'arc (I, J) est ditsature.

o Les flux sur R doivent egalement respectdoilae
conservation(=loi de Kirchhoff en électricité 1845)

Vi€X, Dier- Pij = Dier+ Pji




Flot sur un réseau de transport

 La lol de conservation est également vérifiee
ensett grace a l'adjonction de I'arc de retour.

* Un flot ¢ est ditréalisable (ou admissibleou
compatible) si et seulement si :
— il respecte les contraintes de capacité sur chague arc
— Il respecte la lol de conservation en chaque sommet

* Un flot ¢ est ditcomplet si et seulement si
tout chemin des at comporte au moins un arc

sature.




Un réseau de transport

[6]

[3]
[6]




Un réseau de transport

[6]

[3]




Un réseau de transport

Le flot est
complet et

v(@)=71

[6]




Chaine améliorante

i est une chaine améliorante (ou
augmentante) deat pour un flot@ admissible
donne si :

— @; < C; pour tout arc i, ) de # dans le "bon
sens” (desverst)

— ¢; > 0pour tout arci(]) dex dans le "mauvais
sens" (de verss)




Chaine améliorante

o

4

Amélioration de: min (2-1,6-0,4, 3,4-1)=1




Chaine améliorante




Chaine améliorante

6] 3




Chaine améliorante

On note :
— u* ={arcs deu dans le bon sens}
— 1~ ={arcs dey dans le mauvais sens}

Augmentation de la valeur du flot de

a=min [Min jq,4+(Cj-@;) , MINjyo,. Pl

Dansu *: on augmente les flux de
Dansy/~: on diminue les flux der




3. Un algorithme simple (FordFulkerson)

ldees de I'algorithme FF de recherche d’un flot maximal:
- Trouver un flot initial (complet)
- Tant que c’est possible:

- chercher une chaine améliorante

- ameéeliorer le flot le long de cette chaine

Il 'y a plus de chaine améliorante: le flot ainsi obten
est optimal . (preuve plus loip




L’algorithme de Ford-Fulkerson: une procédure degumage

1. Etablir, au jugé, un flot admissible, si possitenplet

2. Marquersd’un +, puis, au fur et a mesure, marquer :

a) L’extrémité terminalede tout arci(j) non saturé tel queest
marqué (on marque i+le sommef), puis quand ces
marquages sont acheves,

b) L’extrémite initialei de tout arci(j) de flux non nul tel qug
est marqué (on marque ‘e sommet).
Cc) Retour en a) jusgu’a ce que :

I.  Le marguage ne peut se poursuivre et on n'a pasgrquet : le flot
maximal a alors été trouve : STOP

ii.  Ou bien on a marqui& choisir une chaine améliorante, augmenter le
flux le long de cette chaine et retour en 2.

31




Chaine améliorante

6] 3




Chaine améliorante

o

4
1

6] Amelioration
2 de +2 le long
de la chaine

U s— s &2 & d> ot 4




Chaine améliorante

Amelioration
de +2 le long
de la chaine







t non marqué: flot maximal




4. Flot maximal et coupe minimale
Preuve de l'algorithme

Comment séparer la source du puitst en
supprimant un ensemble d’arcs de valeur totals
minimale ?

« Seéparer » veut dire gu’il n'existe plus de
chemin desat apres la suppression des arcs.

Remarque: les valeurs sur les arcs peuvent étrg
des capacites, des colts, des poids,...

37




Unecoupe(S, T) est une partition d¥ en deux sous-
ensembleSetT t.g. sl Sett T

On note :
w(T) = {arcs entrant dank} = {(1,)) O U t.g.1 LI Set] LT}
w*(T)={arcs sortantdé} ={(1,)) JUtg.i0Tetj 0

Par définition: (,9)0 w*(T)

Soit (§ T) une coupe. Laapacitec(S, T) de la coupe
est definie par :




Coupe et réseau de transport
0O
4] [6]

I

<

C=w(T)={(b.t),(a,e),(c.e),(s,d)}

S={s,a,b,c}
T={t,d,e,f}

Exemple

Une coupe
de valeur 15

39




Flot / coupe

Propriété : SoiR=(X,U) un réseau de transport.
[1 ¢ flot admissible suR, [ (ST) coupe dd&Ron a:

V(@) <c(ST)

Preuve fondée sur la relation « flexcapacité » et sur la loi
de conservation des flux.

Z(i,j)Doo'(T) ¢ij = Z(i,j)Doo*(T) ¢ij + P et V(@)=¢s
v(®) :Z(i,j)Doo'(T) ¢ij - Z(i,j)Duf’(T) ¢ij = Z(i,j)Doo‘(T) Cij:C(SvT)
40




t non marqué: flot maximal Coupe minimale
sépare les somme

S*={s,a,b,c,d}
T*={t,e,f}
V(¢*):10zv(c*) C*={( b,?),(a,9,(c.8),(d,}




Théoreme de Ford-Fulkerson

Théoreme (Ford-Fulkerson, 1962) :

La valeur d’'un flot maximal est egale a la capaditane
coupe minimale.

Proprieté CNS d’optimalité : un flgt desat est maximal
si et seulement s’il n’existe pas de chaine anaalita des
at.




Preuve du théoreme et de I'algorithme de Ford-Fatke

Soit ¢* le flot obtenu par I'algorithme et soff* (resp. T*)
'ensemble des sommets marqués (resp. non marques)
fin de l'algorithme (v(¢*)=¢*(t,9) et par définition: {,90 w*(T))

Toute coupe$,T) et tout flot @ vérifient: v(@) < c(S,T)
La loi de conservation des flux impligue:

V(@)= Z(i,j)Dw‘(T) ¢q 'Z(i,j)Dw+(T) ¢q
= 2 howm N - 0 = =50

Donc ¢* est un flot maximal et &, T*) est une coupe
minimale.

43




Convergence de l'algorithme

Theoreme des valeurs entieres : Dans un réseau d
transport a capacités entieres, Il existe un flot
maximal dont tous les flux sont entiers.

Convergence de l'algorithme : Sous I'hypothese de
capacites entieres, I'algorithme de Ford-Fulkerson
converge en un nombre fini d’itérations :

— La valeur du flot max est bornée par la capacitaal
coupe quelconque

— A chaque itération de I'algorithme, on augmentioie
d’'une valeura > O et entiere

44




Complexité de I'algorithme (nombre d’itérations

Si I'on ne prend pas garde au choix de la chai
ameliorante, on peut avoir un nombre
d’itéerations égal a la valeur du flot maximal.




Complexité de I'algorithme (nombre d’itérations

Si I'on ne prend pas garde au choix de la chai
ameliorante, on peut avoir un nombre
d’itéerations égal a la valeur du flot maximal.







Complexité de I'algorithmgnombre d’'«opérations »)

Théoreme : SiI chaque augmentation du flot est fe
suivant une chaine améeéliorante de longueur minime
alors le flot maximal est obtenu apres moins h&/'2
itérations, et au plugn essais de marquage a chaq
itération, soit de I'ordre de¥n/2 « opérations ».

(n=nombre de sommetsr=nombre d’arcs)

Remarque : il existe des algorithmes plus efficaces




5. Des modeles mathématiques
« Programmation linéaire »

max ¢,

§ < ¢ 060U (1)

Z g, — Z¢ji =0 Hjyox (2)

iar=(j) ior™(j)

#, =0 A(i,j) OU

(1): contraintes de capacites
(2): Contraintes de conservation des flux

49




Programme linéaire
J Max Ax

(P) Bx <C
x=0

A: vecteum C. vecteum B matricemx n
L'ensemble des points admissibles (tels dxe< C) est

défini par un polyédraon peut avoir aussi = o)

Propriéte

Si (P) admet une solution finie, alors le programme ad
un optimumen un point extréme du polyedre.




Programme linéaire: R)

Bx < C
x =0

L'optimumd'un programme linéaire en variables continues peut ét
obtenu en temps polynomial (fonction aeetn).

On peut resoudre un PL avec Excel et il existe des logiciels tr
performants, libres ou commercialises mais gratuits pour I
academiques, qui traitent des problemes ayant des dizaines
milliers de variables et contraintes en quelques minutes.

Si les variables sont entieres, les problemes sont nettement
difficiles a résoudre.




Flot maximal
Un modele mathématique« Programme linéaire »

max ¢,
¢ < G (@1, U (1)
Z g, — Z¢ji =0 Hjox (2)
ior(j) ior*(j)

¢, =20, L(1,)) LU

Ajout de variables d’écart fictives: transformatio
des inégalites en égalites.




Un modele mathématique« Programme linéaire »

max ¢,

¢, = G 1(,)) OU (1)

|

g, — Z¢ji =0 Hjox (2)

iar-(j) ior=(j)

#, =0 A(i,j) OU

max @,

¢ *+ § - tay)ou (1)
Z ¢ij B Z¢ji Hyox (2)

iar-(j) iore(j)

4,20 =0 A(i,j) OU




Programme linéaire :

Propriéte

Si (P) admet une solution finie e€ est entier etB est
totalement unimodulaire (TU) alors

(P) admet une solution optimale entiere.

Définition:; une matriceM est TUsI tout déterminant d’'une

sous-matrice carrée dévaut 0, 1 ou -1. o




Programme de flot max:

Toute matrice de flot est totalement unimodulairg

Conséquence: un logiciel de Plournit une
solution entiere (si le probleme admet une soluti
finie). e




Une colonne par variablg, Une colonne par variabte,?

matrices
identité

\ 4

un 1 et
un -1
par
colonne

max g,

: g t+ § = ¢ U@)ou (1)
B:0,1o0u-1 : ’ ’
Z ¢; - Z¢ji =0 /NP (2)
Best T.U.

4,20 ¢ =0 0(,j) OU




Dualité flot/coupe
Deux nouveaux programmes mathématigues

Données: G=(X,E)
C., eLIE capacite de l'are (e=(i,}))
Chemins desat numérotés de 1 &l (M peut étre trés grand)

Variables:
f., 1=1,...M f. >0 flot circulant sur le chemip,

Y., eLIE y.=1 sil'arce est coupéy.=0 sinon
e e e

Flot total: - 57




0,=(s,a,b) f,=1
D,=(s,a,eJ f,=3
0,=(s,a,e,d,fxf;=0
n,=(s,a,e,f} f,=0
0:=(s,c,b,} f=2
D—(s,c,.ey f=0
0,=(s,d,c,byf,=1
0g=(s,d,f,) fg=2
Dy=(s,d,c,ex f;=1

Yor=Yac™Yos™Yar 1 P10=(5:2,,d,C.b)=
0,.=(s,c,ef}...

f,=f1=...=0

v(¢)=10 58

y;;=0 pour les autres arcs.




Dualité flot/coupe
Deux nouveaux programmes mathématigues

e Flot

Contraintes de capacites

sur chaque arc

(flot sur I'arc = somme des flots sur
les chemins qui passent par cet arc)

f >0 Oi=1.,M

Remarque: st=1, on cherche des chemins disjoints.




Dualité flot/coupe
Deux nouveaux programmes mathématigues

Contraintes de coupe

(Il faut au moins un arc coupé sur
chaque chemimp, des at, donc au
moins uny, qui vaut 1 sur chaque
cheminp, ).

y.0{01} OeOE




Dualité flot/coupe
Deux nouveaux programmes mathématigues

Max

> fi<c,

|tq

f 20 Oi=1.,M y.0{01} OeOE




Deux programmes mathematiques « duaux »

matrice des coeB B

e @)

f >0 Oi=1.,M




Deux programmes mathematiques « duaux »




Deux PL BTU « B TU
« duaux » BTUO 'B Matrice de « chaine »: TU

e Flot




6. Maximisation d’'une fonction
pseudobooléenne négative-positive
Méthode montrée sur un exemple mais generalisabl

toute fonction de ce type (et méme plus, aux fonctions
modulaires). xJ{0,1} x=1-% 1{0,1}"—>Z

Maximiser
f = -2X-3X,-2X5-3X,+2X, X+ 3X, X3+ 6X5X

f = -10+2X;+3 X,+2 X543 X, +2X; X,+3X X3 H06X X,
65




Maximisation d’'une fonction negative-positi

Graphe de conflit x=0oul /[l
Max 2X;+3 X,+2 X5+ 3 X, +2XX,+3X Xq+06X5X,

Recherche d’'un ensemble
stable de poids maximal
daIns un graphe biparti

Stable: sous-ensemble de sommet
non adjacents 2 a 2

Partition des sommets en 2 stable




Maximisation d’'une fonction negative-positi

Graphe de conflit x=0oul /[l
Max 2X;+3 X,+2 X5+ 3 X, +2XX,+3X Xq+06X5X,

Recherche d’'un ensemble
stable de poids maximal
dans un graphe biparti

non adjacents 2 a 2

ExempleXg, X, , XX, =7




Maximisation d’une fonction négative-positive

Max 2X;+3 X,+2 X5+ 3 X, +2XX,+3X Xq+06X5X,

Recherche d’un ensemble stable de poids maximal G bipa
flot maximal




Maximisation d’une fonction négative-positive

Max 2X;+3 X,+2 X5+ 3 X, +2XX,+3X Xq+06X5X,

flot maximal / coupe minimale




Maximisation d’une fonction négative-positive

Max 2X;+3 X,+2 X5+ 3 X, +2XX,+3X Xq+06X5X,

XaXy

Xy 3
[o0]
poids du stableX,, X;X3, X3X,} =
somme de tous les poids (arcs incidea t) — valeur de la coupe

et coupe min= stable max




Maximisation d’une fonction négative-positive

Max 2X;+3 X,+2 X5+ 3 X, +2XX,+3X Xq+06X5X,

valeur de la coupe =
somme de tous les poids — poids du stak}ex{X;, X:X,}
et coupe min= stable max




Maximisation d’une fonction négative-positive

Max 2X;+3 X,+2 X;+3 X, +2XX,+3X X5+06X5X,

X

X1X2 2]

315 )—(2 A
2 X1 X3

X3
)_(4

stable max %,, X;X3, X;X,} de poids 3+3+6=12

[3

Solution: f =12 avecx,= 0,X;, =X; =X, =1




Maximisation d’une fonction négative-positive

Max 2X;+3 X,+2 X5+ 3 X, +2XX,+3X Xq+06X5X,

X

X1X2 2]

315 )—(2 A
2 X1 X3

X3
)_(4

stable max %,, X;X3, X;X,} de poids 3+3+6=12

[3

Solution: f =12 avecx,= 0,X;, =X; =X, =1




Cas genéral de maximisation d’'une
fonction
pseudobooléenneégativepositive

Une fonction pseudobooléenrest une fonction réelle de
variables binaires qui peut s’ecire:

(X0 X0 - X)) = 242g

[k b réel,N. indices des variables dif™ monomeK cste

Maximiserf: probleme difficile en général

probleme de flot si « négative-positive »
74




Maximisation d’'une fonction negative-positi

Définition
Unefonction pseudobooléenne négative-posisiéxrit:
f(Xp, o X0)= -2y




Maximisation d’une fonction négative-positive

2.1 G X2

= J

Solution: stable de poids max obtenu en sélectioinea
sommets adjacents aux arcs non satures incidemsta




/. Pistes d'approfondissement

Flot maximal de colt minimal (probleme "facile")
Flot avec multiplicateurs
Multiflots et multicoupes (problemes "difficiles")

Matrice totalement unimodulaire et programmation
Inéaire en nombres entiers

Programmation linéaire et dualité

Recherche d'applications (reseaux de transport, de
telecommunications...)
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