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Introdu
tionJ'ai grandi dans une période de révolution te
hnologique dont l'informatique fut laprin
ipale a
tri
e. Enfant, j'é
rivais des textes sur une vieille ma
hine à é
rire, pré-
ieux outil sur lequel je n'ose imaginer rédiger ma thèse aujourd'hui. Les ordinateursn'étaient pas monnaie 
ourante dans les ménages à 
ette époque. Cha
un de mes pas-sages hebdomadaires au 
entre 
ommer
ial était l'o

asion de jeter un regard envieux à
es merveilleuses ma
hines. Je me surprenais souvent à rêver d'en posséder une. Puis,peu à peu, avoir un ordinateur est devenu envisageable, possible, 
ommun. Aujourd'hui,l'informatique est partout. Tout 
e qu'elle apporte, fa
ilité, 
onfort, rapidité, en ont faitune alliée pré
ieuse de notre so
iété, jusque dans les domaines les plus 
ritiques, mettanten jeu vies humaines ou données 
on�dentielles. L'avionique, le nu
léaire, et la méde
ineen sont des exemples phares.De l'importan
e des enjeux mis en 
ause est naturellement apparue la volonté de se
onvain
re du bien fondé de la 
on�an
e a

ordée aux appli
ations informatiques. Cespréo

upations ont donné naissan
e à des méthodes de développement et de véri�
ation :les méthodes formelles. Celles-
i reposent sur des théories et des notations mathématiquespermettant à la fois de spé
i�er formellement le programme à véri�er et de prouver à l'aidede l'ordinateur que son implantation respe
te bien toutes les propriétés dé
rites par saspé
i�
ation. On parle alors d'implantation 
orre
te vis-à-vis de la spé
i�
ation et deprogramme véri�é formellement.Les méthodes formelles sont re
onnues par des standards de référen
e, si bien quele septième et dernier niveau de 
on�an
e des Critères Communs [Gro06℄ n'est a

ordéqu'aux appli
ations 
onçues grâ
e à elles. En avionique, la norme DO178B, et plus en
orela future norme DO178C, font également la part belle aux méthodes formelles [RTC09℄.La prise de 
ons
ien
e générale de l'importan
e de véri�er plus s
rupuleusement les pro-grammes et la maturité des outils voués à 
ette tâ
he ont engendré une 
roissan
e 
onsi-dérable des e�orts de véri�
ation formelle de programme durant 
ette dernière dé
ennie.Les programmes sont aujourd'hui prin
ipalement é
rits dans des langages de hautniveau qui 
onfèrent aux développeurs 
onfort et portabilité : le développeur peut é
rireson programme dans un langage donné, sans se préo

uper des 
ara
téristiques matériellesde la ma
hine sur laquelle le programme sera exé
uté. Néanmoins, le 
ode qu'exé
ute l'or-dinateur, ou 
ode exé
utable, n'est pas le 
ode é
rit par le développeur, ou 
ode sour
e.La tradu
tion du programme sour
e en programme exé
utable, nommée 
ompilation, doiten e�et a

omplir de nombreuses tâ
hes telles que traduire les instru
tions du langagesour
e (
elui du développeur) par des instru
tions du langage 
ible (
elui du pro
esseur)ou dé�nir la gestion des données en mémoire. Par 
onséquent, la 
ompilation peut elle1



2 Introdu
tionaussi introduire de nouveaux bogues, invalidant ainsi toute démar
he de véri�
ation réali-sée sur le 
ode sour
e. La revue de 
ode manuelle a longtemps été, et reste en
ore parfois,la parade pour se protéger de 
es mena
es : des programmeurs relisent le 
ode assem-bleur a�n de s'assurer de son adéquation ave
 le 
ode sour
e. Cette pratique possède unse
ond intérêt majeur. Un seul 
ompilateur est 
apable de 
ompiler, via une 
haîne de
ompilation 
ommune vers di�érentes ar
hite
tures 
ibles. La revue de 
ode permet d'im-planter au niveau assembleur 
ertaines optimisations dépendantes de l'ar
hite
ture 
iblequi ne sont pas prises en 
harge par le 
ompilateur. Cependant, 
ette appro
he reste troprudimentaire pour pouvoir assurer la sûreté du 
ompilateur. En revan
he, le programmequi a

omplit la 
ompilation, le 
ompilateur, peut tout à fait être soumis à une véri�
a-tion formelle, 
omplétant ainsi la 
haîne de véri�
ation formelle du 
ode sour
e jusqu'au
ode exé
utable. En 
e sens, la véri�
ation formelle de 
ompilateurs apparaît 
omme un
omplément indispensable à la véri�
ation de 
ode sour
e.La 
ompilation est un pro
essus si 
omplexe qu'elle est 
lassiquement dé
omposée enune séquen
e de transformations, appelées passes de 
ompilation, a�n d'évoluer progres-sivement du langage sour
e au langage 
ible. Cette dé
omposition en une su

ession depasses permet de voir un 
ompilateur 
omme un en
haînement de mini-
ompilateurs quiréalisent 
ha
un une passe. Véri�er formellement un 
ompilateur peut alors se réduire àvéri�er formellement individuellement ses passes : si toutes les passes préservent la sé-mantique du programme, alors, par transitivité, le 
ompilateur la préserve également.Néanmoins, véri�er formellement les passes d'un 
ompilateur réaliste demeure un pro-blème déli
at et titanesque, bien qu'identi�é et étudié depuis plus de quarante ans. Ill'est d'autant plus que les 
ompilateurs dits optimisants utilisés aujourd'hui 
omprennentde nombreuses passes d'optimisation, le plus souvent dépendantes de l'ar
hite
ture 
ible,destinées à améliorer les performan
es du 
ode produit. Ainsi, un 
ompilateur tel queGCC intègre plus de 
ent passes pour transformer un programme sour
e en programmeexé
utable.Les 
ritères d'optimisation d'un 
ompilateur peuvent en outre varier d'un système àun autre. On distingue en parti
ulier la 
ompilation statique de la 
ompilation dynamique.La 
ompilation statique 
onsiste à 
ompiler un programme une fois pour toutes, puisl'exé
uter autant de fois que voulu. C'est la forme de 
ompilation la plus 
lassique. Deplus, 
'est la forme qui peut atteindre les meilleurs résultats qualitatifs puisqu'au
une
ontrainte théorique de temps ou de 
apa
ité ne la limite. Ainsi, 
ertains systèmes em-barqués né
essiteux de posséder du 
ode très optimisé peuvent utiliser des te
hniquespoussées et 
oûteuses sans in
onvénient autre que le temps pris par la 
ompilation. C'estpar exemple le 
as de 
ertaines appli
ations utilisées dans l'avionique. La 
ompilationdynamique 
onsiste à 
ompiler l'exé
utable juste avant son utilisation. Cette forme de
ompilation, souvent appelée 
ompilation à la volée (ou JIT-
ompilation) est intimementliée à l'usage de byte
ode. Le byte
ode est une représentation intermédiaire des pro-grammes, non exé
utable mais pouvant être interprétée par une ma
hine virtuelle. Nefaire qu'interpréter le 
ode permet de s'a�ran
hir des parti
ularités des di�érentes ar
hi-te
tures 
ibles sur lesquelles le programme est sus
eptible d'être exé
uté. Des langages
omme PHP ou Python utilisent largement 
e prin
ipe. Le byte
ode peut également être
ompilé vers du 
ode exé
utable, juste avant son exé
ution, en fon
tion de l'ar
hite
ture
ible et du programme à 
ompiler : 
'est la 
ompilation à la volée. Les appli
ations é
rites



1. L'allo
ation de registres 3en Java font généralement usage de 
e pro
édé ; 
ertaines appli
ations embarquées égale-ment. Dans 
e dernier 
adre d'appli
ation, la 
ompilation à la volée est soumise à des
ontraintes algorithmiques fortes, en parti
ulier en termes d'énergie et d'espa
e, lesquelssont très souvent limités sur des 
omposants embarqués.L'une des passes de 
ompilation 
ontenant le plus d'optimisations et les plus 
ru
ialeset 
omplexes est l'allo
ation de registres. C'est lors de 
elle-
i que le 
ompilateur dé
ide dela façon dont les variables d'un programme seront sto
kées en mémoire durant son exé
u-tion. La mémoire 
omporte deux types de 
onteneurs : les registres, zones d'a

ès rapide,présents en nombre limité, et la pile, de 
apa
ité supposée su�samment importante pourhéberger toutes les variables d'un programme, mais à laquelle l'a

ès est bien plus lent. Lebut de l'allo
ation de registres est de tirer au mieux parti de la rapidité des registres, 
arune allo
ation de registres de bonne qualité peut 
onduire à une amélioration signi�
ativedu temps d'exé
ution du programme 
ompilé. Un 
ompilateur désireux de produire du
ode e�
a
e doit don
 intégrer un algorithme d'allo
ation de registres performant, enparti
ulier 
apable quand 
'est possible d'a�e
ter à un même registre plusieurs variables.En outre, 
e problème est soumis à des 
ontraintes, dont la plus essentielle de toutes :préserver la sémantique du programme. La 
onjon
tion de 
es 
ontraintes, des 
ritèresd'optimisation et de la 
ombinatoire élevée des solutions possibles rend l'allo
ation de re-gistres si 
omplexe que 
ette passe est généralement résolue de façon heuristique. La voiede la résolution optimale de l'allo
ation de registres, notamment via la programmationlinéaire, a également été ouverte et mérite d'être explorée au vu des performan
es toujoursgrandissantes des solveurs de programmation linéaire.L'obje
tif de 
ette thèse est double : véri�er formellement des heuristiques et dé�nir desalgorithmes optimaux d'allo
ation de registres performants pour 
ompilateurs statiques.1 L'allo
ation de registres1.1 L'allo
ation de registres en quelques motsL'une des fon
tionnalités qui rendent désormais indispensable le développement dansles langages de haut niveau est l'existen
e de variables en lieu et pla
e des zones mémoires.Avant l'allo
ation de registres, le 
ompilateur suppose disposer d'un nombre in�ni de re-gistres appelés pseudo-registres. Usuellement, 
ha
un de 
es pseudo-registres 
ontient unevariable du programme sour
e. L'allo
ation de registres doit réaliser 
es pseudo-registres,
'est-à-dire leur asso
ier un empla
ement mémoire réel : un registre ou un empla
ementde pile.L'allo
ation de registres dépend grandement de l'ar
hite
ture sur laquelle le 
ode estdestiné à être exé
uté. Il est don
 naturel qu'elle fasse partie des dernières passes e�e
tuéespar un 
ompilateur avant la génération de 
ode, d'autant plus que les passes de 
ompilatione�e
tuées avant elle peuvent pour la plupart 
réer du 
ode, lequel doit évidemment êtretraité par l'allo
ation de registres. Le séquen
ement des passes de 
ompilation liées àl'allo
ation de registres peut 
ependant diverger d'un 
ompilateur à un autre, en fon
tiondes optimisations intégrées par le 
ompilateur et des ar
hite
tures 
ibles. La passe deplani�
ation des instru
tions (ou instru
tion s
heduling), qui dé
ide dans quel ordre les



4 Introdu
tioninstru
tions sont e�e
tuées par le pro
esseur, peut par exemple être traitée en mêmetemps que l'allo
ation de registres a�n d'optimiser à la fois la gestion de la mémoireet les temps de laten
e du pro
esseur, mais la pré
ède généralement. Cette disso
iationpermet de ne pas 
onsidérer les problèmes liés à l'interdépendan
e de 
es deux passesqu'il est déjà di�
ile de résoudre séparément. Nous 
onsidérons don
 dans 
e manus
ritune séquen
e d'instru
tions �gée, 
'est-à-dire que la plani�
ation des instru
tions a étéétablie préalablement à l'allo
ation de registres. De même, a�n de bien 
ir
ons
rire notrepérimètre d'étude, nous 
onsidérons une allo
ation de registres non interpro
édurale, 
'est-à-dire où 
haque programme n'est qu'une fon
tion.Plus pré
isément, l'allo
ation de registres prend en entrée un programme é
rit en lan-gage de transfert de registres (où RTL pour Register Transfer Language). Les opérations de
e langage sont de bas niveau, pro
hes de l'assembleur. Le résultat de l'allo
ation de regis-tres est un programme é
rit en pseudo-assembleur où les pseudo-registres du programmeRTL ont été réalisés. La �gure 1 présente 
inq instru
tions de 
e langage de sortie. Les troisinstru
tions load, store et move, permettent de dépla
er les variables d'un empla
ementmémoire à un autre. Les instru
tions li et add, permettant respe
tivement d'é
rire unevaleur entière dans un registre et d'additionner des valeurs présentes en registres, serventà illustrer nos propos par quelques exemples.Instru
tion E�etload Rx �p 
harge dans le registre Rx la valeur présente à l'adresse de pile �pstore Rx �p é
rit à l'adresse de pile �p la valeur présente dans le registre Rxmove Rx Ry é
rit dans le registre Rx la valeur présente dans le registre Ryli Rx i é
rit dans le registre Rx l'entier iadd Rx Ry é
rit dans le registre Rx la somme des valeurs présentes dans Rx et RyFig. 1 � Quelques instru
tions du langage de sortie de l'allo
ation de registres.L'exemple présenté �gure 2 illustre un programme C et deux allo
ations de registrespotentielles de 
elui-
i. La première allo
ation de registres se 
ontente d'a�e
ter à 
haquevariable un registre di�érent. Cette solution est en pratique insatisfaisante, puisque lenombre de variables sto
kées en registres ne peut jamais ex
éder le nombre de registres.Autrement dit, 
ette heuristique pla
e des variables en pile dès lors que le nombre deregistres de l'ar
hite
ture sur laquelle le programme vient à être exé
uté est plus petitque le nombre de variables. Sur des ar
hite
tures ne disposant que de six ou huit registres,
ette solution est inappropriée. Cependant, 
ertains registres ne sont utilisés qu'une foispuis délaissés. Il est judi
ieux de réutiliser 
eux-
i dès que possible a�n de sto
ker d'autresvariables, 
omme opéré dans la se
onde allo
ation de registres.Bien qu'une utilisation intelligente des registres permette de diminuer le nombre deregistres né
essaire pour sto
ker toutes les variables d'un programme, il est parfois im-possible de ne pas re
ourir à la pile. Par exemple, si l'on suppose disposer de deux regis-tres seulement, l'allo
ation de registres du programme pré
édent requiert des instru
tionsd'é
riture en pile, store, et de le
ture de la pile, load, 
omme illustré �gure 3.



1. L'allo
ation de registres 5programme C une allo
ation de registres une autre allo
ation depossible pour le programme registres possibleint a = 9 ; li R1 9 li R1 9int b = 5 ; li R2 5 li R2 5int 
 = a + b ; move R3 R1 move R3 R1add R3 R2 add R3 R2int d = b + 
 ; move R4 R2 add R2 R3add R4 R3int e = 
 + d ; move R5 R3 add R3 R2add R5 R4int res = a + e ; move R6 R1 add R1 R3add R6 R5Fig. 2 � Deux exemples d'allo
ation de registres. La première se 
ontente de faire 
orres-pondre un registre à 
haque variable. Ainsi, a, b, 
, d et e sont respe
tivement a�e
téesaux registres R1, R2, R3, R4, R5 et R6. La se
onde allo
ation de registres réutilise les re-gistres R1, R2 et R3 et n'utilise que 
es trois registres. Ainsi R1 
ontient a puis res, R2
ontient b puis d et R3 
ontient 
 puis e.programme C allo
ation de registres possible allo
ation de registres possiblepour trois registres ou plus pour deux registresint a = 9 ; li R1 9 li R1 9int b = 5 ; li R2 5 li R2 5store R1 �aint 
 = a + b ; move R3 R1 add R1 R2add R3 R2int d = b + 
 ; add R2 R3 add R2 R1int e = 
 + d ; add R3 R2 add R2 R1load R1 �aint res = a + e ; add R1 R3 add R1 R2Fig. 3 � Un programme et deux allo
ations de registres de 
elui-
i selon que le nombrede registres est supérieur ou inférieur à trois. Dans le premier 
as, les registres su�sent àsto
ker les valeurs de toutes les variables, dans le se
ond 
as il est né
essaire de sto
ker lavaleur d'une des variables en pile, i
i la variable a, puis de la 
harger depuis la pile plustard.1.2 Quatre 
omposantes de l'allo
ation de registresL'on distingue 
ommunément quatre 
omposantes de l'allo
ation de registres : le vidage(ou spilling), la fusion (ou 
oales
ing), l'a�e
tation des registres (ou register assignment)et l'insertion des instru
tions load et store (ou insertion de spill 
ode).



6 Introdu
tionLe vidageLe vidage est la phase qui détermine quelles variables sont sto
kées en registres à toutmoment de l'exé
ution du programme, ainsi que les instru
tions load et store devantêtre générées, sans pour autant dé
ider dans quel registre sera sto
kée 
haque variable.Le but est de générer le moins d'instru
tions load et store possible, eu égard au 
oût de
elles-
i.La fusionLa fusion se fo
alise sur les instru
tions move. Ces instru
tions jouent un r�le pré-dominant au 
ours de l'allo
ation de registres. Une instru
tion move Rx Rx est inutile etpeut être supprimée du 
ode sour
e, réduisant ainsi le nombre d'instru
tions du 
ode, et,par là même, le temps d'exé
ution de 
elui-
i. La fusion a pour but d'exploiter 
ette pro-priété pour supprimer un maximum d'instru
tions move en a�e
tant le même empla
ementmémoire aux deux opérandes de 
es instru
tions. Supprimer des instru
tions move peutparaître ane
dotique, 
ar les instru
tions de type x := y (dont elles sont la tradu
tionpseudo-assembleur dire
te) sont relativement rares dans le 
ode sour
e, mais ne l'est pasdu tout puisque de nombreuses instru
tions move sont générées par les di�érentes passesde 
ompilation, en parti
ulier les optimisations. L'importan
e de la fusion se ressent don
nettement sur l'e�
a
ité du 
ode produit. La fusion de deux variables n'est 
ependantpas toujours pro�table. Imposer que deux variables partagent un même registre peut ene�et impliquer de vider en pile plus de variables, 
e qui est en général plus néfaste pour le
ode produit. Jusqu'au début des années 2000, le vidage et la fusion étaient systématique-ment traités simultanément ; la tendan
e a
tuelle sépare 
es deux étapes a�n de traiterplus �nement 
ha
une d'entre elles en raison de la faible perte qualitative imputée à 
etteséparation observée empiriquement et de la fa
ilité d'intégration et de maintenan
e desalgorithmes d'allo
ation de registres qui en dé
oule.L'a�e
tation des registresL'a�e
tation des registres dé
ide à quels empla
ements, 
'est-à-dire registres ou zonesde pile, sont pla
ées les variables in �ne. Celle-
i s'appuie sur les dé
isions du vidage etde la fusion et est généralement opérée en même temps que la fusion.L'insertion de spill 
odeL'insertion de spill 
ode matérialise les dé
isions prises durant les phases de vidage, defusion et d'a�e
tation des registres. Celles-
i sont traduites en ajouts d'instru
tions loadet store pour 
haque a

ès à une variable vidée en pile. L'allo
ation de registres n'est don
pas seulement une opération de dé
ision, mais également une opération de modi�
ationdu 
ode sour
e qui doit à 
e titre préserver la sémantique du programme. L'ajout de
es instru
tions peut d'ailleurs invalider l'allo
ation de registres pré
édemment 
al
ulée.En e�et, la plupart des instru
tions du langage 
ible exigent de leurs opérandes d'êtreprésentes en registres (voire dans des registres spé
i�ques). Une variable vidée en piledoit don
 être 
hargée en registre avant son utilisation. Si au moment de 
e 
hargement



1. L'allo
ation de registres 7au
un registre n'est disponible pour l'héberger alors l'allo
ation de registres est 
onsidérée
omme invalide. Deux solutions existent pour résoudre 
e problème.La première est de pro
éder à une allo
ation de registres itérative. Les variables vidéesen pile sont 
opiées dans des variables temporaires juste avant 
ha
une de leurs utilisa-tions. Ces variables temporaires sont marquées a�n de ne jamais pouvoir être pla
ées enmémoire, et l'allo
ation de registres re
ommen
e ave
 
ette 
ontrainte supplémentaire.Cette méthode, appelée re
onstru
tion fon
tionne plut�t bien en pratique, mais la façonexa
te de gérer 
es 
ontraintes et des questions plus théoriques, telles que la terminaisonde tels pro
édés, restent très peu détaillées dans la littérature.La se
onde option est de 
onserver deux registres servant de zone de transfert entreles registres et la pile. Les variables vidées en pile sont 
hargées dans 
es registres, etuniquement dans 
es registres, au moment de leurs utilisations. Cette appro
he est moinse�
a
e que la première. En e�et, la première méthode essaie de trouver à 
haque fois quebesoin est un registre disponible pour sto
ker temporairement une variable pla
ée en pile(don
 au plus deux simultanément, puisque les opérations du langage pseudo-assembleurde sortie sont unaires ou binaires) tandis que la deuxième monopolise deux registres pourle même usage. La deuxième est 
ependant plus simple à mettre en pla
e et assure qu'unseul 
al
ul d'allo
ation de registres est su�sant.Un fa
teur important à prendre en 
ompte est le nombre de registres présents sur lepro
esseur. Deux types d'ar
hite
tures sont alors à di�éren
ier. Les ar
hite
tures CISC(ou Complex Instru
tion Set Computer) possèdent un large nombre d'instru
tions, parfois
omplexes, et peu de registres. L'ar
hite
ture x86, par exemple, ne dispose que de huitregistres. Sur de telles ar
hite
tures, seule la première appro
he est viable. Les ar
hite
-tures RISC (ou Redu
ed Instru
tion Set Computer) possèdent quant à elles un nombred'instru
tions réduit et un plus grand nombre de registres. Les ar
hite
tures PowerPC ouARM, par exemple, disposent respe
tivement de seize et trente-deux registres. Sur 
es ar-
hite
tures, la se
onde appro
he peut amplement su�re. Les travaux présentés dans 
ettethèse se 
on
entrent sur les ar
hite
tures RISC, même si la plupart des résultats peuventêtre étendus à des ar
hite
tures CISC.1.3 Allo
ation de registres par 
oloration de grapheRaisonner dire
tement sur le programme RTL pour 
onstruire une allo
ation de regis-tres est déli
at en raison des nombreux fa
teurs à 
onsidérer. Il est don
 naturel d'avoirre
ours à des modèles plus 
ondensés et intuitifs. De toutes les modélisations existantes,
elle reposant sur la 
oloration de graphes est la plus 
onnue et la plus étudiée.Le modèle d'allo
ation de registres par 
oloration de graphe d'interféren
e a été una-nimement adopté pour la 
ompilation statique depuis les arti
les fondateurs de Chaitinau début des années 80 [CAC+81, Cha82℄. Ces arti
les, en plus de montrer 
ommentmodéliser l'allo
ation de registres via la 
oloration de graphe d'interféren
e et proposerun algorithme de résolution, prouvent que tout graphe peut être le graphe d'interféren
ed'un programme. Ce
i implique en parti
ulier que le problème d'allo
ation de registresest NP-di�
ile. Il n'existe don
 pas d'algorithme polynomial permettant de trouver unesolution optimale pour tout graphe, sauf si P = NP. Une résolution heuristique, 
omme
elle proposée par Chaitin, apparaissait don
 
omme la seule solution viable à l'époque.



8 Introdu
tionCette preuve sera ensuite reprise en détail dans [BDGR06℄. Les auteurs reviennent sur leshypothèses trop restri
tives e�e
tuées par Chaitin. En relâ
hant 
es hypothèses, le pro-blème d'allo
ation de registres reste NP-
omplet dans quasiment tous les 
as. Cependant,les 
auses de 
omplexité apparaissent plus 
lairement et, 
ontrairement à 
e que laisseentendre la preuve de Chaitin, trouver une quel
onque 
oloration valide du graphe n'estpas né
essairement la sour
e prin
ipale de 
ette 
omplexité.Le problème de 
oloration de graphe d'interféren
e permet fa
ilement d'en
oder les
ontraintes de l'allo
ation de registres. Les sommets du graphe sont les variables du pro-gramme, les 
ouleurs sont les registres, et deux sommets sont liés par une arête, appeléeinterféren
e, si les variables qu'ils représentent ne peuvent être a�e
tées à un même regis-tre. Deux sommets liés par une interféren
e ne doivent don
 pas être 
olorés de la même
ouleur. Ce modèle a par la suite évolué a�n de modéliser également les instru
tions moveprésentes dans le programme. Celles-
i sont représentées par un se
ond type d'arête, ap-pelées a�nités. Ces a�nités peuvent de plus être pondérées de sorte à représenter parexemple le nombre d'instru
tions move liant les deux variables. Si les deux sommets liéspar une a�nité se voient attribuer la même 
ouleur, alors toute instru
tion move les liantpourra être supprimée du 
ode sour
e. On dit dans 
e 
as que 
ette a�nité est satisfaite.En outre, 
e modèle permet de prendre en 
ompte les éventuelles 
ontraintes liées à l'ar-
hite
ture pro
esseur forçant 
ertaines variables à être présentes dans un registre donné.Il su�t pour 
ela de pré
olorer le sommet représentatif de la variable 
ontrainte ave
 la
ouleur qui représente le registre dans lequel 
elle-
i doit être pla
ée.Le problème d'allo
ation de registres revient alors à 
her
her la K-
oloration du grapherespe
tant la pré
oloration qui maximise la somme des poids des a�nités satisfaites, où Kdésigne dans tout 
e manus
rit le nombre de registres allouables. Interféren
es et a�nitésobéissent don
 à des obje
tifs antagonistes qu'il faut 
on
ilier. Nous ne parlons alors plusde graphe d'interféren
e, mais de graphe d'interféren
e-a�nité. La �gure 1.5 présente unexemple de graphe d'interféren
e-a�nité, ainsi qu'une allo
ation de registres valide pourtrois registres.
A

E
B

F
C

D
23
4

Fig. 4 � Un exemple de graphe d'interféren
e-a�nité. Les arêtes en trait plein sont lesinterféren
es, 
elles en pointillés sont les a�nités. La 3-
oloration du graphe 
orrespondà une allo
ation de registres satisfaisant les deux a�nités de plus grands poids.



1. L'allo
ation de registres 9Si le nombre de registres disponibles est insu�sant, 
ertaines variables ne peuvent êtrelogées en registres ; les sommets 
orrespondants ne sont pas 
olorés. Le vidage 
orresponddon
 à déterminer le plus grand ensemble de sommets possiblement 
olorable ave
 K
ouleurs. La fusion 
onsiste quant à elle à fusionner autant que possible des sommets liéspar une a�nité a�n que toute 
oloration leur a�e
te la même 
ouleur. L'a�e
tation desregistres est déterminée par une 
oloration du graphe.La simpli
ité et l'élégan
e de 
e modèle ont engendré de nombreux travaux autourde 
elui-
i. Certains de 
es travaux ont permis de pallier quelques imperfe
tions dumodèle, notamment via l'introdu
tion du dé
oupage des durées de vie (ou live-rangesplitting) [BDEO97, CS98℄, d'autres de dé�nir de nouveaux algorithmes plus �ns que
elui proposé par Chaitin [CH84, BCT94, GA96, PM98, ONI+10℄, de gérer des 
on-traintes matérielles spé
i�ques à 
ertaines ar
hite
tures [SE02, SRH04℄, ou en
ore deprendre en 
ompte la stru
ture du programme et les fragments de 
ode les plus exé-
utés [CK91, CDE05, GGP03℄.1.4 La 
inquième 
omposante : le dé
oupage des durées de vieLe modèle par 
oloration de graphe dé�ni par Chaitin sur-approxime les 
ontraintesréelles qui pèsent sur l'allo
ation de registres. Cette vérité é
late dès que l'on remarqueque 
haque variable est assignée à un et un seul empla
ement mémoire durant toutel'exé
ution. Les méthodes ont don
 évolué a�n de supprimer 
ette la
une, notammentgrâ
e au dé
oupage des durées de vie [BDEO97, CS98℄. Cette te
hnique 
onsiste à 
opierune variable v en une variable v′ a�n de les 
onsidérer ensuite 
omme deux variablesdi�érentes plut�t qu'une seule. Il s'agit don
 d'une modi�
ation du programme et non dupro
édé de 
onstru
tion du graphe d'interféren
e-a�nité. Plus la stratégie de dé
oupageest agressive, 
'est-à-dire plus elle introduit de 
opies, et plus la sur-approximation des
ontraintes est �ne [CS98, AG01℄. Il est d'ailleurs possible de 
omplètement 
ontre
arrer ledéfaut du modèle en ajoutant des 
opies de toutes les variables après 
haque instru
tion, 
equi revient à autoriser 
haque variable à 
hanger d'empla
ement après 
haque instru
tion.La �gure 5 illustre un exemple de dé
oupage des durées de vie dans un programme etl'impa
t de 
elui-
i sur le graphe d'interféren
e-a�nité. Le dé
oupage permet dans 
e 
asde n'utiliser que deux registres au lieu de trois pour héberger les variables du programme.L'utilisation du dé
oupage est pro�table à l'allo
ation de registres mais possède deuxfaiblesses. La première réside dans le fait qu'ajouter des 
opies de variables rend en
oreplus di�
ile l'étape de fusion. La se
onde est que 
hoisir 
omment dé
ouper les duréesde vie pour pro�ter des bienfaits du dé
oupage est en
ore une question sans réponsedé�nitive, bien que diverses stratégies ont déjà été proposées.1.5 Allo
ation de registres et forme SSALe 
on
ept de dé
oupage souligne l'impa
t fondamental de la représentation du pro-gramme sur la qualité du modèle graphique d'allo
ation de registres. La représentationintermédiaire sous forme SSA est 
elle qui a été le plus 
ouronnée de su

ès pour l'allo-
ation de registres.
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tionx := 3 ;y := x + x ;x := x + y ;z := x*x ;y := x - 3 ;x := y*z ; z
x

y

x := 3 ;y := x + x ;x := x + y ;x' := x ;z := x'*x' ;y := x' - 3 ;x' := y*z ; z
x
x'

y

Fig. 5 � Un programme et son graphe d'interféren
e-a�nité avant et après dé
oupagede la durée de vie de la variable x. Avant dé
oupage, le modèle impose de disposer detrois empla
ements pour les variables du programme. Si seulement deux registres sontdisponibles, l'une des trois variables est vidée en pile. Après dé
oupage, il est tout àfait possible de sto
ker les trois variables dans seulement deux registres, au prix d'uneinstru
tion move supplémentaire.Un programme est en forme SSA (ou Single State Assignment Form) [RWZ88, AWZ88,CFR+91, App98b℄ si 
haque variable est dé�nie textuellement (ou en
ore, statiquement)une seule fois. Ce
i n'interdit 
ependant pas qu'une variable soit dynamiquement dé�nieplus d'une fois, 
omme 
e peut être le 
as dans le 
orps d'une bou
le. Une telle formede programme permet à des variables qui partagent le même nom mais ne 
ontiennentjamais les mêmes valeurs d'être 
lairement identi�ées 
omme des entités distin
tes.Nombre de 
ompilateurs optimisants intègrent depuis quelques années une représen-tation SSA de leur programme, laquelle est propi
e aux analyses et aux optimisations
lassiques, 
omme la propagation de 
onstantes par exemple. Cette forme a don
 faitl'objet d'un intérêt parti
ulier 
es dernières années et s'est révélée avoir un impa
t 
on-séquent sur l'allo
ation de registres. Le premier avantage par rapport à la forme originaledu programme est le gain de pré
ision. En e�et, si {v1, . . . , vn} sont des variables duprogramme sous forme SSA qui partageaient un même nom dans le programme orig-inal, alors la forme SSA permet à 
es variables d'être a�e
tées à di�érents empla
e-ments mémoire, 
ontrairement à la forme originale. Plus important en
ore, le graphed'interféren
e d'un programme sous forme SSA appartient à la famille des graphes tri-



1. L'allo
ation de registres 11angulés [HGG06, HG06, Bou08, Ha
07, BVI07℄, 
e qui rend possible la 
oloration desgraphes d'interféren
e-a�nité de tels programme ave
 un nombre minimal de 
ouleurs entemps linéaire [Wes00℄. Il devient don
 possible de 
olorer le graphe d'interféren
e-a�nitéave
 K 
ouleurs si une K-
oloration existe. Le vidage demeure néanmoins NP-di�
ile,mais 
ette dé
ouverte a permis de 
on
evoir des heuristiques dédiées aux programmes sousforme SSA plus e�
a
es pour le vidage [HGG06, HG06, Ha
07℄ et a mené la re
her
he enallo
ation de registres à se 
on
entrer sur l'étape de fusion [And03, GH07, BDR08, BVI07℄.1.6 Allo
ation de registres et dé
oupage extrêmeUne autre forme de programme intéressante pour l'allo
ation de registres est la formeélémentaire. Celle-
i 
onsiste à réaliser un dé
oupage des durées de vie après 
haqueinstru
tion, permettant ainsi de dé
ider de l'empla
ement de 
haque variable à 
haque in-stant. Cette démar
he a pour la première fois été introduite par Appel et George au sein deleur pro
essus d'optimisation du vidage et de la fusion par programmation linéaire [AG01℄.Les auteurs proposent de résoudre le vidage de façon optimale via un programme linéaireet de résoudre ensuite la fusion. Leur appro
he pour le vidage est instru
tionnelle, au sensoù ils 
onsidèrent quelles instru
tions load et store doivent être générées avant 
haqueinstru
tion du programme. Ce pro
essus fon
tionne bien pour le vidage mais se heurteà la 
ombinatoire du problème de fusion : l'introdu
tion d'un empla
ement mémoire etd'une 
opie par variable et par instru
tion rend le problème gigantesque. Leurs résultatssont ainsi peu satisfaisants pour la fusion par programmation linéaire et 
ette dernièreest �nalement traitée par une heuristique de 
oloration de graphe. Cependant les graphesqu'ils doivent 
onsidérer sont immenses, en raison de la stratégie de dé
oupage extrêmeque les auteurs ont adoptée.Ce sont 
es travaux qui permettent à Appel et George de déduire que la séparationdes phases de vidage et de fusion, alors une nouveauté, ne dépré
ie que très peu la qualitéglobale de l'allo
ation de registres bien qu'une perte de qualité théorique existe, puisquela fusion dépend d'un vidage �xé. Ainsi, résoudre de façon optimale la fusion dans lesgraphes issus de leur méthode de vidage permettrait de 
onstruire des allo
ations deregistres d'ex
ellente qualité, en raison de la pré
ision du modèle. C'est en 
e sens qu'ils
réent l'Optimal Coales
ing Challenge [AG00℄, un jeu de 474 instan
es de fusion trèsparti
ulières dont le nombre de sommets varie entre quelques dizaines et près de trentemille, issus de l'intégration de leur algorithme dans le 
ompilateur SML. Les premiersrésultats optimaux pour 
es instan
es furent produits par Grund et Ha
k en 2007 [GH07℄,via la programmation linéaire. Ils résolvent ainsi 471 des 474 instan
es, non sans mal pour
ertaines d'entre elles, et 
on
luent qu'à l'instar des résultats obtenus sur la forme SSA,exploiter les propriétés des instan
es de l'OCC semble la voie la plus adaptée pour lesrésoudre plus e�
a
ement.1.7 Trois problèmes, trois solutionsL'impa
t de la forme du programme sur la résolution de l'allo
ation suggère deuxidées qui sont à la genèse de nos appro
hes de résolution de l'allo
ation de registres par
oloration de graphe. La première est que la méthode de résolution employée doit être
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tionorientée par la forme du programme et ses propriétés, puisque la pré
ision du modèledépend grandement de la forme du programme. Aussi, il est primordial que l'e�ort derésolution soit en a

ord ave
 la représentation du programme : résoudre un problèmegrossièrement modélisé par des méthodes exponentielles exa
tes telles que la programma-tion linéaire est un gâ
his ; résoudre grossièrement un modèle très pré
is en est un autre.Nous n'aborderons don
 dans 
e manus
rit non pas un problème, 
elui de l'allo
ationde registres, mais trois : un pour les programmes quel
onques, un pour les programmessous forme SSA et un pour les programmes sous forme élémentaire. L'étude de 
es deuxdernières formes est guidée par la se
onde idée, laquelle soutient que les a�nités doiventêtre 
onsidérées plus globalement qu'elles ne le sont a
tuellement dans la littérature pourarriver à des solutions de meilleure qualité, 
omme l'ont été les interféren
es lors desavan
ées liées à la forme SSA.2 Véri�
ation formelle et allo
ation de registres2.1 Quelques méthodes formellesLes méthodes formelles regroupent diverses te
hniques permettant d'assurer des pro-priétés sur les programmes ayant pour point 
ommun de reposer sur des théories mathé-matiques.Le model-
he
king [Cla08, QS08℄ 
onsiste à abstraire le système a�n d'en modéliser etvéri�er toutes les exé
utions possibles. C'est une te
hnique énumérative dont la prin
ipalelimitation est la taille du modèle. Un 
ompromis doit être trouvé entre la qualité del'abstra
tion et son nombre d'états possibles. Plus l'abstra
tion est �ne et plus il y ad'états, 
e qui rend di�
ile la véri�
ation exhaustive des exé
utions ; moins l'abstra
tionest �ne et plus il y a de 
han
es que 
elle-
i introduise des 
omportements qui ne véri�entpas la propriété désirée.L'analyse statique [CC77℄ abstrait également le système mais 
ette fois a�n de 
al
ulerune sur-approximation des exé
utions possibles par 
al
ul symbolique. Il est par exemplesimple de véri�er grâ
e à l'analyse statique si un programme est sus
eptible de réaliserun dépassement de tableau, 
'est-à-dire de demander la valeur d'une 
ase qui n'existe pasdans un tableau, en 
al
ulant une sur-approximation des indi
es de tableau 
onsultés.La véri�
ation formelle apporte des démonstrations mathématiques, automatiques ouassistées par l'utilisateur, du respe
t de l'implantation vis-à-vis de la spé
i�
ation. Parexemple, pour un algorithme de tri de liste, la véri�
ation formelle 
onsiste à é
rire l'al-gorithme de tri et à montrer que la liste retournée est une permutation triée de la listeparamètre. Cette méthode 
onfère un niveau de 
on�an
e inégalé mais est parfois lourdeà mettre en pla
e. Les di�
ultés que l'on peut ren
ontrer lors de la véri�
ation formelled'algorithmes se situent sur trois plans : la spé
i�
ation, qui doit être �dèle au systèmedé
rit et peut don
 se révéler 
omplexe, l'implantation, qui peut soulever des problèmesd'e�
a
ité algorithmique ou de terminaison, et la preuve, qui doit lier spé
i�
ation etimplantation. Ce tryptique spé
i�
ation, implantation, preuve, doit être 
onçu 
ommeune seule entité, en fon
tion des obje
tifs que l'on se �xe. Désirer une grande e�
a
ité del'implantation induit en général une preuve 
omplexe. Vouloir simpli�er la preuve 
onduit



2. Véri�
ation formelle et allo
ation de registres 13à perdre l'e�
a
ité algorithmique. Un 
ompromis entre la qualité algorithmique du pro-gramme et la di�
ulté de sa preuve est don
 à dé�nir avant toute démar
he de véri�
ationformelle.2.2 Le système CoqDans 
ette thèse, nous ne parlerons que de véri�
ation formelle au sein du systèmeCoq [Coq, BC04℄. Pour un exposé plus large sur les di�érents assistants à la preuve, telsque Isabelle/HOL [NPW02℄, Mizar [Muz93℄, ACL2 [KMM00℄ ou Twelf [PS99a℄, et une
omparaison de 
eux-
i, le le
teur pourra se référer à [Wie06℄.Le système Coq est un assistant à la preuve intera
tif qui permet de dé
rire à lafois des programmes et des propriétés mathématiques. Cette double fon
tion est en faitle re�et de l'isomorphisme de Curry-Howard qui établit le lien existant entre logiqueintuitionniste et 
al
ul. Ce système peut être utilisé à deux �ns, souvent 
onfondues maispourtant très di�érentes : soit en tant qu'environnement de preuve de théorème, soit entant qu'environnement de développement et de véri�
ation formelle. C'est 
ette dernièreutilisation que nous faisons du système Coq.Nous allons maintenant dé�nir les aspe
ts de 
e système les plus utilisés dans la suite de
e manus
rit. A�n de ne pas alourdir le manus
rit, nous nous 
ontentons i
i de dé�nitionsinformelles et intuitives. Une des
ription plus 
omplète des prin
ipaux rouages de 
esystème est fournie en annexe. Nous invitons les le
teurs qui ne sont pas familiers ave
 
esystème à se référer à 
ette des
ription si le besoin s'en fait ressentir.Le système Coq dispose d'un langage fon
tionnel, fondé sur le 
al
ul des 
onstru
tionsindu
tives [CH88, PM93℄, permettant de dé�nir de façon indu
tive à la fois des stru
turesde données et des propriétés. D'un point de vue 
al
ulatoire, le langage dont disposele système Coq est très pro
he du langage O
aml. Dans un but de vulgarisation, nouspourrions même dé
rire un développement Coq 
omme le produit d'un développementO
aml et de propriétés portant sur 
e développement. Il est ainsi possible de dé�nir desdonnées, des propriétés, des fon
tions de 
al
ul sur 
es données ou 
es propriétés, ouen
ore d'ar
hite
turer des développements grâ
e au système de modules de Coq, lequelpermet aussi bien de dé�nir des interfa
es abstraites que des implantations 
on
rètes. Cesmodules 
ontiennent eux aussi des données et des propriétés.La 
ohabitation des données et des propriétés au sein d'un même formalisme permet dedé�nir des stru
tures de données 
omplexes 
omprenant à la fois des données et des pro-priétés portant sur 
es données. Ces données sont dites de type dépendant. Par exemple,le type des listes ne 
ontenant que des entiers pairs est un type dépendant, 
ontenant uneliste et la propriété de parité des éléments de la liste, 
ar le type de l'un de ses éléments
onstitutifs, i
i la preuve, dépend de l'un des autres, i
i la liste. Pour 
onstruire une listede 
e type, il faut dé�nir la liste, puis prouver qu'elle ne 
ontient e�e
tivement que desentiers pairs. Raisonner sur de telles stru
tures est don
 plus naturel, 
ar elles modélisentplus pré
isément les données que l'on souhaite implanter, mais également plus di�
ile.Les dé�nitions indu
tives des données permettent de raisonner sur 
es données ou 
espropriétés par indu
tion, grâ
e à des prin
ipes d'indu
tion automatiquement générés aumoment de leurs dé�nitions. Pour reprendre l'exemple des listes d'entiers, prouver parindu
tion qu'une propriété P est vraie pour toute liste revient à prouver que la propriété
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tionest vraie pour la liste vide, et que pour toute liste l qui véri�e P, la liste a :: l résultant del'ajout d'un élément a à l véri�e P. Ces preuves sont réalisées via des s
ripts de 
ommandesappelées ta
tiques [Del00℄, 
e qui simpli�e l'implantation des preuves et leur 
onfère unelisibilité a

rue.L'une des autres for
es du système Coq est un mé
anisme, appelé extra
tion [PM89,Let04℄, permettant de générer du 
ode 
erti�é à partir des développements Coq. L'extra
-tion produit, à partir d'un programme é
rit en Coq, un programme équivalent. Les preuvesne sont pas extraites, 
ar elles font partie du monde logique, et non du monde 
al
ula-toire. Cette extra
tion peut être e�e
tuée vers di�érents langages, mais nous utiliserons
e mé
anisme seulement a�n de générer le 
ode O
aml de nos implantations.2.3 Validation a posterioriLa validation a posteriori [Sam75, PSS98, Ne
00℄ est une méthode de véri�
ationformelle 
onsistant à véri�er 
ha
une des exé
utions d'un programme. Cette véri�
a-tion est 
on�ée à un autre programme, le validateur. Cette méthode pallie le prin
ipaldésagrément que peut ren
ontrer un développeur lors de la véri�
ation formelle d'un pro-gramme : rester bloqué sur un problème trop di�
ile pour être prouvé formellement entemps raisonnable. En revan
he, un déni du validateur implique un arrêt de l'exé
utiondu programme au sein duquel l'algorithme est intégré. La validation a posteriori est par-ti
ulièrement adaptée à deux situations fréquemment ren
ontrées.La première situation est 
elle dans laquelle l'e�ort à produire pour valider le pro-gramme est largement moindre que 
elui à produire pour le prouver. Dans 
e 
as, uneé
onomie non négligeable peut être e�e
tuée grâ
e à la validation a posteriori. Il ne faut
ependant pas 
éder de façon abusive à l'attrait de 
ette simpli
ité, sans quoi il devienttentant de n'e�e
tuer que de la validation et de multiplier ainsi les sour
es d'é
he
 poten-tiel du programme.La se
onde est le re
ours à un mor
eau de programme externe. La plupart du temps,les algorithmes validés sont é
rits par le même développeur dans des langages de pro-grammation très expressifs a�n de s'a

order davantage de 
onfort. Dans d'autres 
as, ils'agit de l'utilisation de 
ode é
rit par un tiers. Un solveur de programmation linéaireest, par exemple, un outil trop gros pour être redéveloppé, mais auquel il est tentant defaire appel. La seule méthode de véri�
ation formelle envisageable est alors la validationa posteriori.Ses for
es ont permis à la validation a posteriori de s'imposer 
es dernières années
omme un outil pré
ieux de véri�
ation. Pour résumer, la validation simpli�e le travailde véri�
ation formelle au détriment de trois autres points. Tout d'abord, le validateurpeut déte
ter des faux positifs, des programmes qu'il refuse à tort de valider. Autrementdit, il n'est pas né
essairement 
omplet. Ensuite, le programme qui 
al
ule la solutionpeut 
ontenir un bogue 
e qui entraîne un travail supplémentaire de débogage le 
asé
héant. En�n, le validateur doit être exé
uté à 
haque fois que l'algorithme non prouvé estappelé, 
e qui peut avoir un 
oût en terme de temps d'exé
ution, alors que la véri�
ationformelle apporte un tampon dé�nitif. En outre, il est parfois aussi di�
ile de prouverun validateur que de prouver 
orre
te l'implantation de l'algorithme. En 
ontrepartie,la validation permet d'aborder des algorithmes qu'il serait très ambitieux de prouver
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ation formelle et allo
ation de registres 15formellement. Les travaux de Tristan [Tri09℄ portant sur la validation d'optimisationspoussées de 
ompilation 
omme la plani�
ation des instru
tions en sont des exemples.Les validateurs dé
rits dans 
es travaux sont eux-mêmes des programmes 
ompliqués,si bien que 
eux-
i ont été soumis à une véri�
ation formelle. Ainsi, l'exé
ution d'unprogramme n'est validée que si le résultat qu'il renvoie est prouvé 
orre
te.En 
on
lusion, le 
hoix de la méthode la plus appropriée est don
 laissé à l'appré
iationdu développeur en fon
tion du niveau de sûreté désiré et de l'e�ort estimé pour y a

éder.C'est pourquoi durant 
ette thèse nous avons appliqué la preuve de programme à 
ertainsalgorithmes et pré
onisé la validation a posteriori pour d'autres.2.4 Comparaison véri�
ation/validation par l'exempleA�n d'illustrer 
omment fon
tionne 
ha
une de 
es appro
hes, prenons 
omme exemplele problème de véri�
ation formelle d'un algorithme de division eu
lidienne.La véri�
ation formelle 
onsiste dans 
e 
as à é
rire une fon
tion divide et à prou-ver que 
elle-
i respe
te la spé
i�
ation attendue, 
'est-à-dire la véra
ité des théorèmessuivants :
∀(a, b, q, r) ∈ Z

4, b 6= 0 ∧ divide(a, b) = (q, r)⇒ a = b · q + r ∧ |r| < |b|où |n| est la valeur absolue de l'entier relatif n.La validation 
onsiste quant à elle à é
rire une fon
tion check division qui prend enparamètre un quadruplet d'entiers relatifs (a, b, c, d) et à prouver les théorèmes suivants :
∀(a, b, q, r) ∈ Z

4, b 6= 0 ∧ check division(a, b, q, r) = true⇒ a = b · q + r ∧ |r| < |b|Dans le 
adre de la preuve de programme, le problème 
onsiste à é
rire l'algorithmeet prouver sa 
orre
tion. Ce n'est pas di�
ile 
ar l'algorithme n'est pas 
ompliqué, maisre
ourir à la validation a posteriori est en
ore plus simple : le validateur ne fait que réaliserune multipli
ation, une addition et deux 
omparaisons, l'une pour l'égalité a = b · q + ret l'autre pour la relation |r| < |b|.2.5 Le projet CompCertLa véri�
ation formelle de 
ompilateurs 
onsiste à établir un théorème de préservationsémantique. Plusieurs théorèmes sont envisageables. Dans CompCert, le théorème est :Pour tout programme sour
e, si le programme sour
e a une sémantique bien dé�nieet si la 
ompilation ne signale pas d'erreur, alors le programme 
ible produit a le même
omportement que le programme sour
e [Ler06℄.Notons que le théorème de préservation sémantique insiste sur l'absen
e d'erreur sig-nalée par le 
ompilateur. En e�et, une 
ompilation de �
hier qui é
houe est fâ
heuse maisin
omparablement moins dommageable qu'une erreur de 
ompilation non diagnostiquée.
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tionC'est 
e dernier type de 
omportement qui doit être banni et qui est don
 naturellementvisé par le théorème. Autrement dit, le théorème de préservation sémantique ne garantitrien pour les faux positifs. Bien entendu, il faut autant que possible que le 
ompilateur nerefuse de 
ompiler un programme que si 
e programme n'est pas syntaxiquement 
orre
t.Di�érentes méthodes de véri�
ation formelle ont été appliquées à des 
ompilateursde langages plus ou moins simples, voire des langages jouets. La bibliographie [Dav03℄regroupe la plupart des travaux e�e
tués dans 
e domaine avant 2003.Le projet CompCert [Com, Ler09, BDL06, Ler06℄, au sein duquel prend pla
e mathèse, 
onsiste à spé
i�er, développer et véri�er formellement un 
ompilateur réaliste dulangage C vers les ar
hite
tures PowerPC et ARM dans le système Coq. Ce langage et 
esar
hite
tures ont été 
hoisis 
ar le 
ompilateur a pour but d'être utilisé dans les systèmesembarqués 
ritiques qui reposent souvent sur des ar
hite
tures PowerPC ou ARM. Autourde 
ette épine dorsale peuvent se gre�er des extensions, permettant de prendre de nou-veaux langages d'entrée 
omme 
ela a été fait pour mini-ML [Dar09℄, ou est en 
ours pourCon
urrent Cminor [Hob08℄. Le 
ode O
aml du 
ompilateur est généré automatiquementà partir des 60 000 lignes de développement Coq grâ
e au mé
anisme d'extra
tion. Ce
ompilateur est aujourd'hui opérationnel et in
orpore la plupart des optimisations 
las-siques de 
ompilation, 
e qui lui permet de produire du 
ode exé
utable dont l'e�
a
itéest pro
he de 
elle du 
ompilateur GCC au premier niveau d'optimisation. Le s
hémagénéral de 
e 
ompilateur est présenté �gure 6.
Programme sour
e C Clight C#minor

CminorRTLLTL
Linear Ma
h Assembleur

tradu
tion tradu
tion
allo
ation pilesele
t. instr.

dé
omposition des expr.
onventions d'appel
expli
itation des génération de

Optimisations :

initiale

onstru
tion du GFCallo
ation de registres

linéarisationdu GFC
blo
s d'a
tivation 
ode PowerPC

propagation des 
onst.sous-expr. 
ommunes

Fig. 6 � Pro
essus de 
ompilation de CompCert.



2. Véri�
ation formelle et allo
ation de registres 172.6 Véri�
ation formelle d'algorithmes d'allo
ation de registresL'allo
ation de registres du 
ompilateur CompCert repose sur la 
oloration de graphe.Celle-
i est opérée par une heuristique 
lassique et avan
ée d'allo
ation de registres,l'Iterated Register Coales
ing (IRC) [GA96℄, dont une implantation impérative é
rite enO
aml est véri�ée par validation a posteriori. Cette heuristique est en e�et parti
ulière-ment adaptée au nombre important de registres dont sont munies les ar
hite
tures RISC,telles que les pro
esseurs pour PowerPC et ARM (plus de seize), et aux 
ourtes fon
tionsdes systèmes embarqués 
ritiques [GA96℄. En revan
he, 
ette heuristique est peu adaptéepour les ar
hite
tures de type CISC, lesquelles disposent don
 de peu de registres (huit oumoins), et que le dé
oupage des durées de vie est poussé. En e�et, l'heuristique a tendan
eà vider trop de variables en pile et ne pas satisfaire assez d'a�nités.L'allo
ation de registres est l'une des rares passes de CompCert qui sont seulementvalidées. L'immense majorité des autres passes sont en e�et prouvées 
orre
tes dire
te-ment au sein du système Coq. En outre, la validation ne 
on
erne pas toute l'allo
ationde registres, mais seulement la 
oloration du graphe d'interféren
e-a�nité. La �gure 7expli
ite 
e qui est prouvé et 
e qui est validé au sein de l'allo
ation de registres.RTLConstru
tion du graphe d'interféren
eColoration du graphe d'interféren
e Validateur pour la 
olorationGénération du spill 
odeLTLDéveloppé et prouvé dans le système CoqDéveloppé en O
aml et non prouvéFig. 7 � S
héma de l'allo
ation de registres de CompCert.Le re
ours à la validation pour la 
oloration du graphe permet de minimiser les raison-nements né
essaires sur les graphes d'interféren
e-a�nité. La formalisation des graphesd'interféren
e-a�nité de CompCert est don
 beau
oup plus simple que 
elle proposéedans 
e manus
rit. Ceux-
i sont dé�nis uniquement à partir d'ensembles d'interféren
eset d'a�nités. Chaque fon
tion possède un seul graphe d'interféren
e-a�nité modélisant à
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tionla fois l'allo
ation de registres pour les variables entières et les variables �ottantes. Après
onstru
tion de 
e graphe, la main est donnée à l'implantation impérative O
aml de l'IRC.Le résultat de l'exé
ution de 
ette heuristique est soumis au validateur. Celui-
i 
ontr�ledeux propriétés :1. la 
oloration est valide, 
'est-à-dire asso
ie bien aux extrémités de 
haque inter-féren
e des empla
ements mémoire di�érents ;2. les empla
ements mémoire assignés aux extrémités de toutes les arêtes du graphesont légaux, 
'est-à-dire sont des registres allouables ou des zones de pile allouables.Si la validation du résultat é
houe, la 
ompilation é
houe. Sinon, l'allo
ation de registresest 
onstruite. Pour 
e faire, deux registres sont destinés à servir de temporaires pourl'insertion du spill 
ode. Ce
i implique d'une part qu'il n'est né
essaire de n'appeler qu'unefois l'IRC, et d'autre part que la preuve de 
orre
tion de la génération du spill 
ode estindépendante de la véri�
ation de l'algorithme de 
oloration de graphe. Autrement dit,CompCert possède un algorithme de génération de spill 
ode qui est prouvé 
orre
t si une
oloration (validée) du graphe lui est passée en paramètre.Le travail présenté dans 
ette thèse utilise l'algorithme d'insertion de spill 
ode deCompCert a�n de se 
on
entrer uniquement sur la véri�
ation formelle d'algorithmes de
oloration de graphe d'interféren
e-a�nité, puisque la 
orre
tion de l'allo
ation de regis-tres en dé
oule. Prouver 
orre
t un algorithme d'allo
ation de registres revient don
 àprouver le théorème suivant.Pour tout graphe d'interféren
e-a�nité G, si la pré
oloration des sommets de G estune K-
oloration partielle de G, alors l'algorithme renvoie une K-
oloration partielle de
G qui ne modi�e pas les 
ouleurs attribuées aux sommets pré
olorés.Cette année, Rideau et Leroy [RL10℄ ont proposé un validateur pour l'allo
ation deregistres 
omplète de CompCert, 
'est-à-dire jusqu'à l'insertion du spill 
ode. Leur vali-dateur opère dire
tement sur les programmes avant et après l'allo
ation de registres etvéri�e une 
ertaine 
orrespondan
e entre 
eux-
i permettant d'établir la préservation dela sémantique au 
ours de l'allo
ation de registres.Hormis l'allo
ateur de registres de CompCert, peu de travaux se sont intéressés à la
orre
tion de l'allo
ation de registres.Le premier travail qui nous est 
onnu propose un système de types dédié à l'allo
a-tion de registres, ainsi qu'un algorithme d'allo
ation de registres 
orre
t par 
onstru
-tion [Oho04℄, mais les instru
tions 
onsidérées sont 
elles d'un petit langage, et 
ettedémar
he semble di�
ilement appli
able pour un 
ompilateur réaliste tel que CompCert.Une autre appro
he 
onsiste à utiliser l'analyse statique pour dé�nir une analyse de�ot de données 
apable de véri�er statiquement l'allo
ation de registres [HCS06℄. Cetteméthode s'appuie sur des analyses de dépendan
es des données avant et après allo
ationde registres et permet ainsi de véri�er la validité des empla
ements mémoire alloués.En�n, il existe un langage dédié à l'allo
ation de registres, ainsi qu'un système detypes [NPP07℄. La sûreté du typage de 
e système de types a ré
emment été prouvéeen Twelf. Le but de 
e travail est de fournir un 
adre général permettant de 
omparer
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ation formelle et allo
ation de registres 19di�érentes stratégies d'allo
ation de registres. Néanmoins 
e travail n'a, à notre 
onnais-san
e, pas donné suite à la véri�
ation formelle d'algorithmes e�
a
es d'allo
ation deregistres.2.7 Véri�
ation formelle d'algorithmes de théorie des graphesLes problèmes les plus pro
hes de 
elui de la véri�
ation formelle d'algorithmes d'allo-
ation de registres par 
oloration de graphe sont �nalement plut�t à 
her
her du 
�té desformalisations de notions de théorie des graphes. Toutefois, malgré leur usage plus quefréquent en informatique et la maturité de leur théorie, la véri�
ation formelle de pro-grammes ou théorèmes reposant sur les graphes n'a fait l'objet que de très peu de travaux.Seule une in�me partie de la théorie des graphes a été dé
rite au sein d'assistants à lapreuve et soumise à la véri�
ation.Quelques trop rares travaux sont dévolus à la spé
i�
ation des 
on
epts de base dethéorie des graphes. En 1994, Chou formalise en HOL quelques notions simples et usuellesde théorie des graphes [Cho94℄ telles que les graphes non orientés, les 
haînes ou lesarbres. Ces travaux s'ensuivent de la formalisation des graphes planaires [YNHT95℄ etd'algorithmes de re
her
he en profondeur et en largeur [YTH+98℄, toujours en HOL.En 2001, Duprat spé
i�e les mêmes notions que Chou pour les graphes orientés et nonorientés. Cette formalisation permet de raisonner sur les graphes, mais pas de 
al
ulersur les graphes, puisque 
eux-
i sont implantés 
omme des relations indu
tives. Mizarest probablement l'assistant à la preuve au sein duquel les travaux sur les graphes sontles plus aboutis. En plus des 
on
epts déjà évoqués, la bibliothèque de graphes de 
etassistant à la preuve in
lut des formalisations plus 
omplexes, telles que 
elle des graphestriangulés.Les travaux pré
ités se fo
alisent prin
ipalement sur la formalisation des graphes etnon sur l'algorithmique de graphes. D'autres re
her
hes portent naturellement sur 
ettealgorithmique et les problèmes polynomiaux de théorie des graphes. Le problème le plusétudié est le plus que 
lassique problème de plus 
ourt 
hemin. En 1990, Fleury prouveles algorithmes de Dijsktra et de Floyd [Fle90℄. Par la suite, Parent reprend 
es travauxlorsqu'elle 
onçoit la première version de la 
onstru
tion Program [Par95℄. En 1998, Fil-liâtre et Paulin prouvent l'algorithme de Floyd dans le système Coq grâ
e à l'an
être deWhy [Fil℄, une ta
tique appelée Corre
tness. Leur implantation suit un style impératif ;les graphes sont représentés par des matri
es. Un autre algorithme pour 
e même pro-blème, l'algorithme de Dijkstra, est formalisé et prouvé 
orre
t à la fois dans Mizar [Che03℄et dans ACL2 [MZ05℄. Une fois de plus, Mizar devan
e ses 
on
urrents ave
 la formalisationd'autres algorithmes tels que l'algorithme de Ford-Fulkerson de re
her
he de �ot maxi-mal, de l'algorithme LexBFS de re
onnaissan
e des graphes triangulés ou l'algorithmede Prim de re
her
he d'arbre 
ouvrant minimum. Ce dernier algorithme est égalementprouvé 
orre
t en B [JRA03℄.En�n, les assistants à la preuve ont été utilisés pour dé
rire des preuves de théorèmesimportants et 
omplexes de théorie des graphes, en parti
ulier autour de la 
oloration etdu fameux théorème des quatre 
ouleurs. En 1879, Kempe [Kem79℄ prouve le théorèmedes quatre 
ouleurs en utilisant un algorithme pro
he de 
elui dé�ni par Chaitin un siè
leplus tard. Hélas, son raisonnement est erroné ; il faudra onze ans aux mathémati
iens



20 Introdu
tionpour dé
eler 
ette faille. Près d'un siè
le plus tard, en 1976, Appel et Haken utilisent unordinateur pour fournir la première preuve de 
e théorème [AH76℄. Ce travail marque lapremière utilisation d'une ma
hine pour 
lore un problème ouvert. Cependant, des partiesmajeures de la preuve restent uniquement é
rites à la main.Plus ré
emment, les problèmes de 
oloration de graphe planaire ont été formalisésdans des assistants à la preuve modernes, 
omme Isabelle/HOL ou Coq. Bauer et Nipkowformalisent les graphes planaires et prouvent le théorème des 
inq 
ouleurs [BN02℄, dontla preuve est éminemment plus simple que 
elle du théorème des quatre 
ouleurs. En e�et,la preuve erronée du théorème des quatre 
ouleurs de Kempe est de fait une preuve validedu théorème des 
inq 
ouleurs. Gonthier et Werner proposent quant à eux la premièrepreuve entièrement mé
anisée du théorème des quatre 
ouleurs grâ
e à une formalisationdes hyper
artes, une généralisation des graphes [Gon05, Gon08℄. Leur preuve de prèsde 60 0000 lignes in
lut des algorithmes implantés dans le système Coq sur lesquels ilsraisonnent. Cependant, 
eux-
i utilisent l'assistant Coq 
omme un prouveur de théorèmeet non 
omme un environnement de développement, dans le sens où leur seul but est deprouver un théorème.3 ContributionsLe modèle d'allo
ation de registres le plus largement répandu pour la 
ompilationstatique, et auquel est largement 
onsa
rée 
ette thèse, repose sur la 
oloration du graphed'interféren
e-a�nité. Nous abordons en réalité trois problèmes d'allo
ation de registrestrès di�érents : le problème d'allo
ation de registres d'un programme quel
onque, d'unprogramme sous forme SSA et d'un programme sous forme élémentaire.Le 
hapitre 1 dé
rit un aperçu de l'état de l'art en allo
ation de registres par 
olorationde graphe. Les trois 
hapitres suivants abordent la véri�
ation formelle de l'allo
ation deregistres par 
oloration de graphe de programmes quel
onques. Les deux derniers 
hapitresse 
on
entrent sur le problème de fusion pour les programmes sous forme SSA et sous formeélémentaire. Plus pré
isément :Le 
hapitre 2 présente la formalisation des graphes d'interféren
e-a�nité utilisée dansles 
hapitres 3 et 4 pour implanter et véri�er formellement les algorithmes de 
oloration.Cette spé
i�
ation est présentée via une interfa
e, laquelle a également été implantée enCoq, prouvant ainsi sa 
ohéren
e. Le tout pro
ure une bibliothèque 
orre
te par 
onstru
-tion des graphes d'interféren
e-a�nité.Le 
hapitre 3 est dévolu à la véri�
ation formelle en Coq de l'IRC et à son intégra-tion au sein d'un prototype du 
ompilateur CompCert. Nous proposons une implantationfon
tionnelle de référen
e de 
et algorithme, initialement publié ave
 quelques erreurs,qui pourra être utilisée pour réaliser des allo
ations de registres de bonne qualité sur desgraphes d'interféren
e-a�nité modélisés 
omme dé
rit par Chaitin [CAC+81℄. En e�et, le
ara
tère NP-di�
ile du problème de 
oloration et le manque de pré
ision des 
ontraintesen
odées par le graphe d'interféren
e-a�nité suggèrent une résolution heuristique, plut�tqu'une résolution exa
te et 
hronophage.Le 
hapitre 4 dépeint la formalisation en Coq d'un algorithme abstrait d'allo
ation deregistres généralisant divers algorithmes de référen
e, 
omme l'algorithme de Chaitin ou



3. Contributions 21l'IRC. Cet algorithme abstrait, inspiré des similitudes existant entre l'expérien
e dé
ritedans le 
hapitre 3 et mes travaux de master, peut simplement être instan
ié par unutilisateur peu familier du système Coq pour 
réer des algorithmes d'allo
ation de registrespar 
oloration de graphe et prouver fa
ilement à la fois leur terminaison et leur 
orre
tion.C'est également un moyen de 
omparer fa
ilement tous 
es algorithmes au sein d'un mêmeenvironnement.Le 
hapitre 5 dé
rit quant à lui des démar
hes d'optimisation plus poussées pour lafusion dans les graphes triangulés et fait apparaître l'importan
e d'un fa
teur global dugraphe d'interféren
e-a�nité jusque là inexploité, la largeur d'arbre. Nous prouvons enparti
ulier que si 
ette largeur d'arbre est bornée par le nombre de registres moins un,alors il est optimal de séparer les phases de fusion et d'a�e
tation des registres, 
e qui n'estpas vrai dans le 
as général. Nous en déduisons une extension pour les programmes sousforme SSA permettant de résoudre la fusion de façon optimale par programmation linéaire.Nous montrons que l'a�e
tation des registres est ensuite équivalente à un problème de 
o-loration 
lassique de graphe triangulé et peut don
 être résolue de façon optimale entemps polynomial par un algorithme 
lassique 
omme la 
oloration gourmande. L'algo-rithme, ses fondements et les stru
tures de données qu'il manipule étant très 
omplexes,nous pré
onisons la validation a posteriori pour véri�er formellement l'algorithme.En�n, le 
hapitre 6 s'intéresse à la plus pré
ise des modélisations par 
oloration degraphe, 
elle reposant sur le dé
oupage extrême. Cette stratégie de dé
oupage engendreaussi bien des résultats de meilleure qualité que des problèmes plus di�
iles, en parti
ulierpour la fusion puisque le nombre de 
opies ajoutées est gigantesque. Nous présentons unenouvelle appro
he optimale permettant de résoudre plus e�
a
ement la fusion dans 
e
ontexte et donnant des indi
es pour déterminer une stratégie de dé
oupage des durées devie idéale, 
'est-à-dire n'introduisant quasi au
une 
opie inutile. Comme pour l'algorithmedu 
hapitre pré
édent, la véri�
ation formelle ne peut raisonnablement être assurée quepar validation.
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Chapitre 1Fondements de l'allo
ation de registresL'allo
ation de registres est une passe de 
ompilation où l'optimisation tient un r�leprimordial. Ce 
hapitre dé
rit plus pré
isément quels sont les problèmes d'optimisationsoulevés durant l'allo
ation de registres et leur in
iden
e sur le programme 
ompilé. Nousy dépeignons tous les tenants de notre étude ainsi que l'état de l'art a
tuel en allo
ationde registres par 
oloration de graphe.1.1 Les 
ontraintes de l'allo
ation de registres1.1.1 Stru
ture des programmes RTLL'allo
ation de registres prend 
omme paramètre un programme RTL. Dans 
e langage,un programme est représenté sous forme de graphe de �ot de 
ontr�le.Dé�nition 1 (Graphe de �ot de 
ontr�le). Le graphe de �ot de 
ontr�le d'un pro-gramme est le graphe orienté dont les sommets sont les instru
tions du programme, et
haque ar
 est une transition possible entre deux instru
tions.A 
haque instru
tion est asso
ié un point, appelé point de programme qui pré
èdeimmédiatement l'instru
tion. Ces points représentent les endroits du programme où il estpossible de raisonner sur les valeurs des variables ; grossièrement, partout sauf durant lesinstru
tions.Ainsi, la �gure 1.1 représente le graphe de �ot de 
ontr�le d'une fon
tion de 
al
ul dela suite de Fibona

i. Pour plus de lisibilité, la syntaxe présentée est 
elle du langage Cet non 
elle d'un pseudo-assembleur.Classiquement, un graphe de �ot de 
ontr�le repose sur trois stru
tures parti
ulières :les bran
hements, les jon
tions, et les blo
s de base.Dé�nition 2 (Bran
hement). Un bran
hement est un sommet du graphe de �ot de
ontr�le possédant au moins deux su

esseurs.Dé�nition 3 (Jon
tion). Une jon
tion est un sommet du graphe de �ot de 
ontr�lepossédant au moins deux prédé
esseurs. 23



24 Chapitre 1. Fondements de l'allo
ation de registresint fib ( int n ){(p1 ) i f (n == 0)(p2 ) return 0 ;else {(p3 ) int a

1 = 0 ;(p4 ) int a

2 = 1 ;(p5 ) int i = 0 ;(p6 ) int tmp = 0 ;(p7 ) while (i < n ){(p8 ) tmp = a

1 + a

2 ;(p9 ) a

1 = a

2 ;(p10 ) a

2 = tmp ;(p11 ) i = i + 1 ;(p12 ) }}(p13 ) return a

2 ;}

n==0 ?int a

1 = 0 ; int a

2 = 1 ; int i = 0 ; int tmp = 0 ;i < n ?tmp = a

1 + a

2 ;a

1 = a

2 ;a

2 = tmp ;i = i+1 ;

return a

2 ;
return 0 ;p3oui p4 p5 p6

p8oui p9p10p11

p2non
p13non p7

p12

p1

Fig. 1.1 � Un programme et son graphe de �ot de 
ontr�le.Dé�nition 4 (Blo
 de base). Un blo
 de base est une suite maximale d'instru
tionssans bran
hement ni jon
tion.Il est possible de 
ondenser un graphe de �ot de 
ontr�le en ne représentant que
es stru
tures. Le graphe de �ot de 
ontr�le de la �gure 1.1 devient alors 
omme dé
rit�gure 1.2.Tout graphe de �ot de 
ontr�le possède également une forme textuelle. A 
haqueinstru
tion sont asso
iés un ou plusieurs points de programmes qui la pré
èdent et luisu

èdent. Pour le programme pré
édent, le graphe de �ot de 
ontr�le devient 
ommedé
rit �gure 1.3.Comme usuellement en allo
ation de registres, nous ne 
onsidérons que des pro-grammes dits stri
ts, 
'est-à-dire des programmes dont les variables sont proprementinitialisées avant d'être utilisées.Dé�nition 5 (Variable tuée par une instru
tion). Une variable v est dite tuée parune instru
tion i si i a�e
te une valeur à v.Dé�nition 6 (Variable engendrée par une instru
tion). Une variable v est engen-drée par une instru
tion i si i utilise la valeur de v.Dé�nition 7 (Programme stri
t). Un programme est dit stri
t si pour toute variable
v, et toute instru
tion i qui engendre v, 
haque 
hemin statique de l'entrée du programmeà i 
omporte (au moins) une instru
tion qui tue v.La �gure 1.4 présente un exemple de programme non stri
t. Toute utilisation est biendynamiquement pré
édée d'une dé�nition, mais pas statiquement. En e�et, le 
hemin
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ation de registres 25int fib ( int n ){(p1 ) i f (n == 0)(p2 ) return 0 ;else {(p3 ) int a

1 = 0 ;(p4 ) int a

2 = 1 ;(p5 ) int i = 0 ;(p6 ) int tmp = 0 ;(p7 ) while (i < n ){(p8 ) tmp = a

1 + a

2 ;(p9 ) a

1 = a

2 ;(p10 ) a

2 = tmp ;(p11 ) i = i + 1 ;(p12 ) }}(p13 ) return a

2 ;}

n==0 ?int a

1 = 0 ;p4int a

2 = 1 ;p5int i = 0 ;p6int tmp = 0 ;i < n ?tmp = a

1 + a

2 ;p9a

1 = a

2 ;p10a

2 = tmp ;p11i = i +1 ;
return a

2 ;

return 0 ;p3
p7p8p12

p2

p13

p1

Fig. 1.2 � Un programme et son graphe de �ot de 
ontr�le 
ondensé. Un sommetreprésente désormais un bran
hement, une jon
tion ou un blo
 de base.passant dans la bran
he gau
he du premier if et dans la bran
he droite du se
ond 
ontientune utilisation de la variable x mais pas de dé�nition de 
elle-
i. Le fait que le 
heminn'est pas exé
utable en pratique n'importe pas dans la dé�nition.1.1.2 Durée de vie et interféren
esUne utilisation �ne des registres né
essite de dé�nir pré
isément 
e qu'il est possible,et surtout 
e qu'il est impossible de faire, durant l'allo
ation de registres. Cette notion
apitale de l'allo
ation de registres est 
aptée par le 
on
ept d'interféren
e.Dé�nition 8 (Interféren
e). Deux variables interfèrent si 
elles-
i ne peuvent être si-multanément sto
kées dans le même registre.En d'autres termes, deux variables interfèrent s'il existe un point de programme oùelles 
oexistent et ont des valeurs distin
tes. Cette relation d'interféren
e étant en pratiqueinexploitable, on lui préfère généralement des sur-approximations simples à 
al
uler.L'appro
he 
lassique 
onsiste à 
onsidérer que deux variables interfèrent si leurs portéessyntaxiques s'interse
tent en des points de programmes où 
es variables sont vivantes,
'est-à-dire où leurs valeurs sont utiles à la suite du programme. Il faut don
 savoir quandune variable est vivante.Dé�nition 9 (Variable vivante). Une variable v est dite vivante en un point de pro-gramme p s'il existe un 
hemin statique de p vers une instru
tion qui engendre v ne
ontenant pas d'instru
tion qui tue v. On appelle durée de vie de v l'ensemble des pointsde programmes où v est vivante.
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ation de registresint fib ( int n ){(p1 ) i f (n == 0)(p2 ) return 0 ;else {(p3 ) int a

1 = 0 ;(p4 ) int a

2 = 1 ;(p5 ) int i = 0 ;(p6 ) int tmp = 0 ;(p7 ) while (i < n ){(p8 ) tmp = a

1 + a

2 ;(p9 ) a

1 = a

2 ;(p10 ) a

2 = tmp ;(p11 ) i = i + 1 ;(p12 ) }}(p13 ) return a

2 ;}

(p1) n == 0 ? → p3, p2

(p2) return 0 ;
(p3) int a

1 = 0 ;
(p4) int a

2 = 1 ;
(p5) int i = 0 ;
(p6) int tmp ;
(p7, p12) i < n ? → p8, p13

(p8) tmp = a

1+a

2 ;
(p9) a

1 = a

2 ;
(p10) a

2 = tmp ;
(p11) i = i + 1 ; → p12

(p13) return a

2 ;
Fig. 1.3 � Un programme et son graphe de �ot de 
ontr�le 
ondensé sous forme textuelle.Les points de programme donnés avant une instru
tion sont 
eux qui la pré
èdent, 
euxdonnés après le symbole → lui su

èdent. Une instru
tion pré
édée de plusieurs pointsde programme est don
 une jon
tion ; une instru
tion suivie de plusieurs points de pro-grammes est un bran
hement. Dans 
e 
as, le premier point de programme qui lui su

èdeest 
elui atteint en 
as de réussite du test de bran
hement, le se
ond est 
elui atteint en
as d'é
he
. Si au
un point de programme n'est spé
i�é 
omme su

esseur, 
'est qu'ils'agit du point de programme de la ligne suivante.Dé�nition 10 (Sur-approximation des interféren
es par interse
tion de duréesde vie). Deux variables interfèrent si leurs durées de vie s'interse
tent.Cette dé�nition est en pratique bien plus utile, puisque les durées de vie de toutesles variables du programme peuvent être 
al
ulées grâ
e, notamment, à un algorithme depoint �xe [App98a℄. Cependant, 
ette sur-approximation est trop brutale, en parti
ulieren présen
e d'instru
tions move. En e�et, les opérandes de 
es instru
tions possèdentla même valeur, au moins pour un temps, et peuvent don
 a priori partager un mêmeempla
ement durant 
ette période. Il est néanmoins possible de tenir 
ompte de 
etteparti
ularité grâ
e au lemme suivant.Proposition 1 (Cara
térisation de l'interse
tion des durées de vie). Dans unprogramme stri
t, les durées de vie de deux variables v1 et v2 s'interse
tent si la durée devie de l'une 
ontient une instru
tion qui tue l'autre.Ainsi, la notion d'interféren
e, telle que dé�nie par Chaitin [CAC+81℄, est �nalementla suivante.
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ond ?x = 0 ; y = 1 ;
ond ?y = x ; x = y ;return x+y ;Fig. 1.4 � Un programme non stri
t.Dé�nition 11 (Interféren
e de Chaitin). Dans un programme stri
t, deux variables

v1 et v2 interfèrent si et seulement si la durée de vie de v1 
ontient une instru
tion quitue v2 autre que move v2 v1 ou bien la durée de vie de v2 
ontient une instru
tion qui tue
v1 autre que move v1 v2.Sauf mention 
ontraire, 
'est 
ette dé�nition de l'interféren
e qui sera utilisée dans lasuite de 
e manus
rit.Rappelons qu'en plus de ne pas interférer, deux variables liées par une instru
tionmove sont liées par une a�nité et doivent don
 préférablement être sto
kées dans unmême registre.En résumé, l'allo
ation de registres obéit à une règle stri
te régie par les interféren
eset à un 
ritère d'optimisation guidé par les a�nités.1.2 Te
hniques d'allo
ation de registresL'allo
ation de registres fut dans un premier temps 
onsidérée lo
alement, 
'est-à-direau niveau des blo
s de base, rendant ainsi le problème plus fa
ilement abordable, mêmesi 
elui-
i reste NP-di�
ile 
omme montré en 2000 [FCL00℄. Cependant, les re
her
hesse sont rapidement tournées vers une allo
ation de registres globale et vers le modèle de
oloration de graphe [AC76, CAC+81℄.1.2.1 Coloration de graphe d'interféren
e-a�nitéLe graphe d'interféren
e-a�nité permet d'en
oder aisément les 
ontraintes de l'allo-
ation de registres d'un programme. Notons que puisque les interféren
es expriment des
ontraintes fortes sur les registres, alors que les a�nités n'expriment qu'une préféren
e,
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ation de registresune interféren
e l'emporte sur une a�nité. Ainsi, deux sommets qui interfèrent ne sontjamais 
onsidérés 
omme étant liés par une a�nité. Plus 
on
rètement, nous formalisonsles graphes d'interféren
e-a�nité 
omme suit.Dé�nition 12 (Graphe d'interféren
e-a�nité et graphe d'interféren
e).Le graphe d'interféren
e-a�nité d'un programme prog est un triplet G = (V, I, A), où :� V (G) est l'ensemble des sommets du graphe. Chaque sommet 
orrespond à une va-riable de prog ;� I(G) est l'ensemble des arêtes d'interféren
e de G. Chaque arête représente uneinterféren
e entre les variables que ses extrémités représentent ;� A(G) est l'ensemble des a�nités de G. Chaque a�nité représente une instru
-tion move dont les opérandes sont les variables que les extrémités de 
ette a�nitéreprésentent.� A(G) ∩ I(G) = ∅A�n d'alléger les notations V (G), I(G) et A(G) seront simplement dénotés par V , I et
A tant que 
ette 
onvention n'est pas sour
e de 
onfusion.De plus, nous appellerons GI = (V, I) graphe d'interféren
e et GA = (V, A) graphed'a�nité.Les 
olorations et K-
olorations de graphe sont quant à elle dé�nies 
omme suit.Dé�nition 13 (Coloration et K-
oloration de graphe). Une 
oloration propre d'ungraphe d'interféren
e-a�nité (simplement désignée par 
oloration par la suite) est unefon
tion qui à 
haque sommet du graphe asso
ie une 
ouleur et telle que les 
ouleursasso
iées aux deux extrémités d'une interféren
e sont di�érentes. Étant donné un entiernaturel K, une K-
oloration d'un graphe d'interféren
e-a�nité est une 
oloration utilisantau plus K 
ouleurs.La �gure 1.5 présente un programme issu de [App98a℄ qui nous servira de programmede référen
e par la suite, ainsi que la durée de vie de 
ha
une de ses variables, son graphed'interféren
e-a�nité et une 
oloration optimale de 
e graphe pour K = 4.Si le nombre de registres disponibles est insu�sant, 
ertaines variables ne peuvent êtrelogées en registres ; les sommets 
orrespondants ne sont pas 
olorés. Le résultat que nousvisons est don
 une K-
oloration partielle et non une K-
oloration.Dé�nition 14 (Coloration et K-
oloration partielle). Une 
oloration partielle d'ungraphe d'interféren
e-a�nité est une fon
tion qui à 
haque sommet du graphe asso
ie auplus une 
ouleur et telle que les 
ouleurs asso
iées aux deux extrémités d'une interféren
esont di�érentes. Étant donné un entier naturel K, une K-
oloration partielle d'un graphed'interféren
e-a�nité est une 
oloration partielle utilisant au plus K 
ouleurs.Le modèle d'allo
ation de registres par 
oloration de graphe permet en outre de fa
ile-ment modéliser des 
ontraintes supplémentaires portant sur l'allo
ation de registres, tellesque les 
onventions d'appels, qui peuvent imposer que les paramètres du programme sontpla
és dans des registres dédiés [App98a℄. Il su�t pour les satisfaire de pré
olorer unsommet représentant un paramètre ave
 la 
ouleur du registre dédié aux paramètres de-vant l'a

ueillir. Ensuite, si plusieurs sommets sont pré
olorés ave
 une même 
ouleur, ilest d'usage de tous les fusionner a�n d'éviter la multipli
ation des sommets pré
olorés,puisque 
es derniers induisent des 
as parti
uliers parfois pénibles et ardus à traiter.
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hniques d'allo
ation de registres 29Entrée : k j
(p0) g := mem[j+12℄
(p1) h := k - 1
(p2) f := g * h
(p3) e := mem[j+8℄
(p4) m := mem[j+16℄
(p5) b := mem[f℄
(p6) 
 := e + 8
(p7) d := 

(p8) k := m + 4
(p9) j := b

(p10)Sortie : d j k

k j g h f emb 
 d


d

e

gh
k mj b

f

Fig. 1.5 � Un programme, les durées de vie de ses variables, et son graphe d'interféren
e-a�nité. Les variables k et j sont supposées vivantes en entrée et les variables d, k et jsont supposées vivantes en sortie. La 
oloration du graphe d'interféren
e-a�nité proposéeest optimale pour quatre registres ou plus, puisque 
haque sommet est 
oloré et que lesdeux a�nités sont satisfaites.1.2.2 Programmation linéaireLe problème d'allo
ation de registres par 
oloration de graphes étant NP-
omplet,tout pro
essus de résolution optimal valable pour tout programme repose sur un algo-rithme exponentiel. Une des méthodes les plus 
onnues, si 
e n'est la plus 
onnue, est laprogrammation linéaire.Dé�nition 15 (Programme linéaire). Un programme linéaire est un problème d'op-timisation 
onsistant à minimiser (ou maximiser) une fon
tion linéaire, dite fon
tionobje
tif, sous des 
ontraintes de ses variables (égalités ou inégalités). Il s'agit don
 deproblèmes de la forme :
(P )

{

Min f(x)
x ∈ X ⊆ R

noù X désigne l'ensemble des solutions admissibles (ou région admissible) et n désignele nombre de variables. Si les variables sont à valeur dans {0,1}, le programme est diten variables bivalentes ; si seulement 
ertaines des variables sont à valeur dans {0,1}, leprogramme est dit en variables mixtes. Les 
ontraintes qui imposent que des variables sontà valeur dans {0,1} sont appelées 
ontraintes d'intégrité.La �gure 1.6 est un exemple de formulation permettant de déterminer une K-
olorationde graphe d'interféren
e-a�nité optimale. Les seules variables du modèle sont les variables
xic qui valent 1 si et seulement si le sommet i est 
oloré ave
 la 
ouleur c. Le poids d'unea�nité (i, j) est donnée par le paramètre wij . L'obje
tif est de maximiser la somme despoids des a�nités qui ont la même 
ouleur, autrement dit la fon
tion ∑

(i,j)∈A

wijxicxjc,ou en
ore, de façon équivalente, de minimiser l'opposé de 
ette fon
tion. Trois séries
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ation de registresde 
ontraintes assurent que la solution est bien une K-
oloration partielle. La série (1)implique que 
haque sommet possède (au plus) une 
ouleur. La série (2) impose le respe
tdes 
ontraintes liées aux interféren
es : deux sommets liés par une interféren
e ne peuventavoir la même 
ouleur. En�n, la série (3) stipule que les variables xic sont des variablesbivalentes.
(PC)











































Min −
∑

(i,j)∈A

wijxicxjc

s.c.

∀i ∈ {1, . . . , n(G)},
K

∑

c=1

xic ≤ 1 (1)

∀(i, j) ∈ I, ∀c ∈ {1, . . . , K}, xic + xjc ≤ 1 (2)
∀i ∈ {1, . . . , n(G)}, ∀c ∈ {1, . . . , K}, xic ∈ {0, 1} (3)Fig. 1.6 � Une formulation par programmation linéaire permettant de 
al
uler une K-
oloration.La première tentative de modélisation de l'allo
ation de registres par la program-mation linéaire fut 
elle de Goodwin et Wilken [GW96℄, plus tard améliorée par Fu etWilken [FW02℄. Les auteurs modélisent dire
tement les instru
tions load et store, ainsique les états de la mémoire en 
haque point de programme. Ce modèle réalise don
 toutel'allo
ation de registres via un seul programme linéaire. Les résultats de 
ette expérien
efurent bons mais pas su�samment pour suppléer les appro
hes plus 
lassiques, en raisondu temps de 
al
ul né
essaire pouvant aller jusqu'à plusieurs heures et don
 jugé troplong.En 2001, Appel et George utilisèrent également la programmation linéaire, mais 
ettefois uniquement pour la phase de vidage, leurs tentatives pour la fusion s'étant avéréespeu fru
tueuses [AG01℄. Ce modèle, inspiré des travaux dé
rits dans [GW96℄ et adaptéà une ar
hite
ture CISC, permet de résoudre e�
a
ement le vidage dans 
e 
ontexte.Pour la fusion, les auteurs proposent d'utiliser le modèle par 
oloration de graphe et deuxpro
essus de résolution : l'utilisation de l'IRC, qui a le défaut de ne pas 
onstruire dessolutions optimales et don
 de 
ontrarier la re
her
he de solutions optimales visée, et unprogramme linéaire qui produit des solutions optimales mais dans des temps beau
ouptrop importants. Il faut noter que si le programme linéaire de résolution du vidage modéliseles instru
tions load et store à ajouter, 
elui de résolution de la fusion a l'originalité demodéliser le problème de 
oloration de graphe.En 2007, Barik et al. ont proposé une nouvelle formulation de l'allo
ation de registrespar programmation linéaire [BGG+07℄. La prin
ipale for
e de 
ette formulation est depouvoir prendre en 
ompte les a

ès bit à bit que peuvent supporter 
ertaines ar
hite
-tures. Le prin
ipal défaut de 
e modèle est en
ore une fois le temps de 
al
ul di�
ilementprévisible que peut prendre le solveur de programmation linéaire.En�n, en 2007, Grund et Ha
k ont proposé un algorithme de 
oupes (une méthodereposant sur la programmation linéaire) pour la fusion [GH07℄, que nous détaillons dans leparagraphe 1.3.6. Ces derniers, 
omme Appel et George [AG01℄ modélisent la 
olorationde graphe. Les résultats qu'ils obtiennent sont très satisfaisants et permettent de résoudre
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hniques d'allo
ation de registres 31de façon optimale 471 des 474 instan
es de l'OCC, le jeu de tests proposé en 2001 parAppel et George [AG00℄.1.2.3 Linear s
anSi les modèles présentés 
i-dessus sont bien adaptés à la 
ompilation statique, l'es-sor de la 
ompilation à la volée dans 
ertains types de systèmes embarqués ou dans lesappli
ations web a 
onduit au développement de nouvelles te
hniques, et en parti
ulierl'inspe
tion linéaire (ou linear s
an) [PEK97, THS98, PS99b℄. Comme l'indique son nom,l'idée est de linéariser le 
ode, 
'est-à-dire de le réduire à un blo
 de base, et d'appliquerune heuristique d'optimisation lo
ale, 
'est-à-dire dédiée à un blo
 de base. Cette appro
heest très rapide et peu 
oûteuse en mémoire, 
ontrairement aux algorithmes reposant sur la
oloration de graphe : la 
onstru
tion du graphe seule est déjà trop onéreuse en mémoirepour 
e type de 
ompilateurs. Cette te
hnique a ensuite évolué a�n de pallier les défautsde sur-approximation qu'elle engendre. Wimmer et Mössenbo
k ont par exemple introduitune te
hnique de dé
oupage des durées de vie a�n de limiter les sur-approximations tropgrossières opérées lors de la linéarisation du 
ode [WM05℄. Ré
emment, Sarkar et Barikont proposé un nouvel algorithme reposant sur le même prin
ipe qu'ils présentent 
ommeune appro
he alternative à l'allo
ation de registres par 
oloration de graphe [SB07℄.1.2.4 Autres travauxCertains travaux sont sortis des sentiers battus pour proposer de nouveaux modèlesd'allo
ation de registres. Parmi 
eux-
i, nous retiendrons parti
ulièrement deux types detravaux.Appro
he par multi�otsLe premier modèle qui mérite d'être 
ité repose sur des problèmes de multi�ot. Lesauteurs modélisent tout d'abord une allo
ation de registres lo
ale [KG05℄ puis étendent 
emodèle à une allo
ation de registres globale [KG06℄. La résolution proposée est heuristique,via un algorithme qui 
onstruit une solution simple puis l'améliore in
rémentalement. Ce
ipermet de moduler la qualité de l'allo
ation de registres 
al
ulée en fon
tion du tempslaissé à l'algorithme. Nous exploiterons par la suite les liens très forts existant entre lesproblèmes de �ots et le problème d'allo
ation de registres, notamment dans le 
hapitre 5.Appro
he par puzzleLa se
onde série de travaux, ré
emment introduite par Palsberg et Pereira, utilise larésolution par puzzle (ou puzzle solving) [QP08, PP10℄. Les auteurs dé
rivent une nouvelleappro
he, dont les deux grandes for
es sont de produire une solution lo
alement optimaleet de gérer l'aliasing de registres, 
'est-à-dire la 
apa
ité de 
ertains registres à 
onteniraussi bien deux variables simple pré
ision (deux �ottants simple pré
ision par exemple)qu'une variable double pré
ision (un �ottant double pré
ision par exemple). Cette solutions'avère générique et fa
ilement instantiable sur di�érentes ar
hite
tures.
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ation de registres1.3 Allo
ation de registres par 
oloration de grapheLa majeure partie de 
e manus
rit est 
onsa
rée à l'allo
ation de registres par 
olo-ration de graphe. Cette partie dé
rit en détails les prin
ipales phases de l'allo
ation deregistres par 
oloration de graphe ainsi que les notions de théorie des graphes liées à l'al-lo
ation de registres. Les prin
ipaux algorithmes utilisés durant la suite de 
ette étude,
omme l'IRC ou l'algorithme de fusion par 
oupes de Grund et Ha
k y sont égalementprésentés.1.3.1 Le vidageLe vidage 
onsiste à partitionner l'ensemble des variables du programme en deux, lesvariables présentes en mémoire et 
elles présentes en registres, et 
e à tout moment del'exé
ution du programme. Cependant, un sommet représentant une variable, vider unevariable en pile revient à la vider en pile partout et à insérer des instru
tions load et storeavant et après 
ha
une de ses utilisations : 
'est le vidage global (ou spill everywhere). Leproblème de vidage par 
oloration de graphe est don
 légèrement dévié de son but initial,lequel est de générer aussi peu d'instru
tions load et store que possible.Comme évoqué pré
édemment, et étant donné un graphe d'interféren
e-a�nité, levidage 
onsiste à trouver un ensemble de sommets de 
ardinal maximal qui peut être
oloré ave
 K 
ouleurs, 
'est-à-dire trouver le plus grand sous-graphe K-
olorable. Lessommets peuvent également être pondérés pour fournir une évaluation de la pénalité subiepar leur vidage. Le problème ramené au graphe est don
 plus généralement un problèmede re
her
he de sous-graphe K-
olorable de poids maximum.Dé�nition 16 (Sous-graphe ou graphe induit). Soit G = (V, E) un graphe. Legraphe induit par S ⊆ V est le graphe G′ = (S, E ′) tel que E ′ est la restri
tion de Eaux arêtes dont les deux extrémités appartiennent à S.Dé�nition 17 (Problème de sous-graphe K-
olorable maximum). Le problèmede sous-graphe K-
olorable maximum 
onsiste à déterminer un ensemble de sommets depoids maximum S tel que le graphe induit par S est K-
olorable.Pour raisonner sur la qualité du vidage, il faut 
onsidérer deux fa
teurs : le nombre desommets n'appartenant pas au sous-graphe K-
olorable 
al
ulé, 
orrespondant 
ha
un àune variable vidée en pile, et la taille du spill 
ode généré en 
onséquen
e. Puisque nousutiliserons toujours le même algorithme de génération de spill 
ode, nous n'optimiseronsque la phase de 
al
ul du sous-graphe K-
olorable maximum. Aussi, un vidage sera ditoptimal si le sous-graphe K-
olorable 
al
ulé est de poids maximum.Proposition 2 (Vidage optimal par 
oloration de graphe). Le problème de vidageoptimal est exa
tement le problème de sous-graphe K-
olorable de poids maximum.Malheureusement, déterminer un vidage optimal de 
ette façon est un problème di�-
ile, puisque le problème de sous-graphe K-
olorable de poids maximum est NP-
omplet.Pire en
ore, déterminer s'il est né
essaire de vider en pile au moins une variable est unproblème NP-
omplet, puisqu'il revient à déterminer le nombre 
hromatique du graphed'interféren
e.
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ation de registres par 
oloration de graphe 33Dé�nition 18 (Nombre 
hromatique d'un graphe). On appelle nombre 
hromatiqued'un graphe G, et on note χ(G), le nombre de 
ouleurs minimal né
essaire pour réaliserune 
oloration de G.Proposition 3 (Né
essité du vidage et nombre 
hromatique). Si K est le nombrede registres allouables, déterminer si le vidage est né
essaire revient à établir si K ≤
χ(Gc).1.3.2 Algorithme de vidage de ChaitinLa di�
ulté du problème sous-graphe K-
olorable maximum poussa Chaitin à dé�nirune heuristique pour le vidage. Celle qu'il proposa repose sur un lemme de Kempe datantde 1879 [Kem79℄ et la notion de sommet trivialement 
olorable.Dé�nition 19 (Voisinage d'un sommet). Le voisinage d'interféren
e (respe
tivementd'a�nité) d'un sommet s dans un graphe G, noté N(s, G) (respe
tivement Na(s, G)), estl'ensemble des sommets liés à s par une interféren
e (respe
tivement une a�nité).Dé�nition 20 (Degré d'un sommet dans un graphe). Le degré d'interféren
e (res-pe
tivement d'a�nité) d'un sommet s dans un graphe G, noté δ(s, G) (respe
tivement
δa(s, G)), est le 
ardinal de N(s, G) (respe
tivement Na(s, G)).Lemme 1 (Sommet trivialement 
olorable). Soit G un graphe d'interféren
e-a�nité.Si s est un sommet de G de degré d'interféren
e stri
tement inférieur à K, alors G est
K-
olorable si et seulement si le graphe induit par V − {s} est K-
olorable. On dit que sest un sommet trivialement 
olorable [Kem79℄.Démonstration. Si s est un sommet de degré d'interféren
e stri
tement inférieur à K, alorstoute K-
oloration du graphe induit par V −{s} peut être augmentée en une 
oloration de
G puisqu'au plus K−1 
ouleurs sont interdites pour s. L'autre impli
ation est immédiatepuisque toute 
oloration d'un graphe est une 
oloration de tous ses graphes induits. Ainsi,le graphe est K-
olorable si et seulement si le graphe induit par V − {s} l'est.L'heuristique de vidage de Chaitin se 
ontente alors de supprimer les sommets trivia-lement 
olorables du graphe d'interféren
e, en les empilant au fur et à mesure dans unepile de 
oloration, jusqu'à 
e que le graphe soit vide ou qu'au
un sommet ne soit trivia-lement 
olorable. Dans le se
ond 
as, une variable 
orrespondant à un sommet restantest désignée pour être vidée en pile (mémoire), puis une nouvelle phase d'empilementdes sommets trivialement 
olorables 
ommen
e. Une fois que le graphe est vide, les som-mets sont 
olorés dans l'ordre inverse de leur élimination ; les sommets marqués pour êtrevidés en pile ne sont pas 
olorés. Cette phase de 
oloration 
orrespond à l'a�e
tation desregistres.La �gure 1.7 illustre l'appli
ation de l'algorithme de Chaitin [CAC+81, Cha82℄ augraphe de référen
e. Plusieurs solutions existent pour dé
ider dans quel ordre les sommetssont empilés et les 
ouleurs attribuées. D'autres 
hoix auraient parfaitement pu mener àune 
oloration qui ne satisfait au
une des deux a�nités, voire à une 
oloration qui laissedeux sommets non 
olorés. Diverses améliorations de l'algorithme de Chaitin ont d'ailleurs



34 Chapitre 1. Fondements de l'allo
ation de registres
m


d

e

gh
k

f
j b

Empilement Coloration

h (2)g (2)
 (2)m (4)f (2)e (2)b (2)j (2)k (1)d (0)

Fig. 1.7 � Illustration de l'heuristique de vidage de Chaitin pour K = 3. Les degrésindiqués à 
�té de la pile sont les degrés d'interféren
e des sommets au moment de leurempilement. Un degré d'interféren
e supérieur ou égal à K signi�e que la variable estvidée en pile.introduit des heuristiques pour 
hoisir les sommets à pla
er en pile ou les 
ouleurs àattribuer [Bri92, BCT94, GA96℄.L'algorithme de Chaitin fut ensuite amélioré par Briggs, via la notion de vidage opti-miste [Bri92, BCT94℄. Ce dernier remarqua que le sommet 
orrespondant à une variabledésignée pour être pla
ée pile peut parfois être 
oloré. Les algorithmes qui véri�ent siune 
ouleur reste disponible pour les sommets marqués 
omme devant être vidés en pileopèrent un vidage dit optimiste tandis que les autres algorithmes opèrent un vidage ditpessimiste. La �gure 1.8 illustre un graphe simple pour lequel l'heuristique de Chaitingénère un sto
kage en mémoire inutile qui peut être évité grâ
e au vidage optimiste.

Fig. 1.8 � Un exemple de graphe simple pour lequel l'heuristique de Chaitin génère unsto
kage en pile inutile, pour K = 2. Au
un sommet n'est trivialement 
olorable puisque
haque sommet est de degré 2. En revan
he l'intégration du vidage optimiste remédie auproblème.



1.3. Allo
ation de registres par 
oloration de graphe 351.3.3 Le dé
oupage des durées de vieLe dialogue ave
 la pile étant très 
oûteux pour le 
ode produit, il est primordialde le limiter autant que possible. L'idée motri
e du dé
oupage des durées de vie est desubdiviser la durée de vie d'une variable en plusieurs plus petites, et d'a�ner ainsi lesinterféren
es et a�nités liant les variables du programme. En pratique, il su�t de 
opierune variable v en une variable v′ ; les 
ontraintes d'interféren
e qui pèsent sur v et v′ sontalors plus faibles que 
elles portant initialement sur v. En 
ontrepartie, v et v′ sont liéespar une a�nité. Ainsi, v et v′ peuvent être a�e
tées à des empla
ements di�érents pourle modique 
oût d'une instru
tion move a�n d'éviter le lourd 
oût d'instru
tions load etstore. Le dé
oupage des durées de vie permet ainsi d'a�ner le modèle par 
oloration degraphe. C'est d'ailleurs pour 
e modèle qu'il a été introduit [CS98℄. Il arrive égalementqu'une même variable ait une durée de vie 
omposée de plusieurs intervalles distin
ts.C'est par exemple le 
as des variables k et j dans l'exemple de référen
e (
f. �gure 1.5,p. 29).Le 
on
ept de dé
oupage des durées de vie est séduisant et puissant mais re
èle unedi�
ulté majeure. Il est très di�
ile de 
lairement dé�nir 
omment subdiviser les duréesde vie de façon e�
a
e. Ainsi, de nombreuses façons de fra
tionner les durées de vieont été proposées [CH84, Bri92, KH93, LG97, BDEO97, CS98, PM98, AG01, QP08℄.Théoriquement, plus les durées de vie sont petites, plus l'approximation des interféren
esréelles est �ne [CS98, AG01℄. Empiriquement, 
e résultat est véri�é, mais le béné�
eengrangé lors du vidage peut être 
ontrebalan
é par le grand nombre d'instru
tions moveajoutées, lesquelles doivent être 
onsidérées durant la fusion [BDEO97, CS98, AG01℄. Unbon équilibre entre la fusion et le dé
oupage des durées de vie, que l'on peut voir 
ommedeux opérations duales, est don
 indispensable.1.3.4 La fusionPour supprimer une instru
tion move du 
ode sour
e, il su�t de satisfaire une a�nité.La fusion a don
 pour but de satisfaire un maximum d'a�nités sans pour autant à nouveau
réer le besoin de vider en pile des variables. En e�et, il faut toujours garder à l'espritqu'une instru
tion load ou store est bien plus 
oûteuse qu'une instru
tion move. Si unea�nité est satisfaite, les sommets liés par 
ette a�nité peuvent être fusionnés, 
e qui atendan
e à faire augmenter les degrés des sommets, mais qui peut également 
ontribuer àrendre de nouveaux sommets trivialement 
olorables [GA96℄. On retrouve en parti
ulierdans la littérature trois types de fusion : la fusion agressive, la fusion 
onservative et lafusion optimiste.La fusion agressive La fusion agressive [Cha82℄ vise à satisfaire autant d'a�nités quepossible. Cette forme de fusion a été la première utilisée. Son prin
ipal défaut est queles opérations su

essives de fusion mènent très souvent à faire augmenter le nombre
hromatique du graphe, et 
ontribuent ainsi à vider en pile des variables supplémentaires.Dé�nition 21 (Problème de fusion agressive). Soit G un graphe d'interféren
e-a�nité. Le problème de fusion agressive 
onsiste à déterminer un ensemble d'a�nités
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ation de registrespouvant toutes être simultanément satisfaites de poids maximal ; autrement dit, un ensem-ble d'a�nités de poids maximal tel qu'il existe une 
oloration de G qui satisfait 
ha
unedes a�nités de 
et ensemble.La fusion optimiste La fusion optimiste [PM98, PM04℄ 
onsiste à e�e
tuer une fusionagressive, puis à annuler 
ertaines étapes de fusion réalisées si le graphe ne parvient pasà être 
oloré ave
 les K 
ouleurs disponibles. En 
e sens, la fusion optimiste est uneamélioration de la fusion agressive. D'un autre point de vue, la fusion optimiste est unmélange de fusion agressive et de dé
oupage des durées de vie. Annuler une fusion revienten e�et à réaliser une étape de dé
oupage.La fusion 
onservative La fusion 
onservative [BCT94℄ est une stratégie qui vise àassurer a priori qu'au
un vidage supplémentaire ne deviendra né
essaire suite à la fusion.C'est la stratégie la plus 
ourante aujourd'hui. Cette méthode n'introduit don
 pas devidage en pile et de dé
oupage supplémentaire, mais a parfois tendan
e à pê
her parson 
ara
tère trop prudent. Ainsi, le problème de fusion 
onservative pour un graphe
K-
olorable est le suivant.Dé�nition 22 (Problème de fusion 
onservative). Soit G un graphe d'interféren
e-a�nité K-
olorable. Le problème de fusion 
onservative 
onsiste à déterminer un ensembled'a�nités de poids maximal tel qu'il existe une K-
oloration de G qui satisfait toutes lesa�nités de 
et ensemble.En pratique, déterminer si une a�nité peut être satisfaite tout en préservant la K-
olorabilité du graphe est en général un problème NP-
omplet [BDR07a℄ et les 
ritèresutilisés sont des 
onditions su�santes qui s'avèrent souvent trop restri
tives. Deux 
ritèressont 
ependant retenus : les 
ritères de Briggs [Bri92, BCT94℄ et de George [GA96℄.Theorème 1 (Critère 
onservatif de Briggs). Si N(x, G)∪N(y, G) 
ontient stri
te-ment moins de K sommets non trivialement 
olorables, alors la fusion de x et y est
onservative [BCT94℄.Theorème 2 (Critère 
onservatif de George). Si N(x) ⊆ N(y) et que x ou y estpré
oloré, alors la fusion de x et y est 
onservative [GA96℄.Au
un de 
es deux 
ritères n'est théoriquement meilleur que l'autre. En e�et, le 
ritèrede Briggs fait intervenir le nombre de registres disponibles tandis que le 
ritère 
onservatifde George n'en dépend pas. L'allian
e des deux 
ritères est généralement adoptée. Uneétude détaillée de 
es 
ritères et de leurs performan
es est e�e
tuée dans [Hai05℄.1.3.5 IRCL'IRC [GA96℄ est une heuristique d'allo
ation de registres largement utilisée aussibien dans le monde a
adémique que dans l'industrie. Cette heuristique est fondée surdes 
on
epts préexistants, prin
ipalement tirés de l'heuristique de vidage de Chaitin et del'heuristique de fusion 
onservative de Briggs [BCT94℄. Les for
es de 
ette heuristique sont
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Const. Simp. Fusion Gel Vidage A�e
t. Spill 
ode

Fig. 1.9 � Représentation s
hématique de l'IRC. Les opérations d'élimination des sommetset des arêtes (simpli�
ation, fusion, gel et vidage) sont d'abord réalisées. Les sommets sontensuite 
olorés selon l'ordre inverse de leur élimination. En�n, le spill 
ode est intégré,le graphe d'interféren
e-a�nité est re
al
ulé et l'algorithme est relan
é si les 
ontraintesd'interféren
e sont violées par l'insertion du spill 
ode.sa simpli
ité, son intelligent séquen
ement des opérations, et la bonne qualité générale desallo
ations qu'elle génère.La première phase de l'IRC repose sur quatre opérations, qu'elle e�e
tue selon l'ordrede priorité suivant :1. la simpli�
ation 
onsiste à empiler un sommet trivialement 
olorable qui n'a au
unea�nité, 
omme dans l'heuristique de vidage de Chaitin ;2. la fusion 
onsiste à fusionner deux sommets x et y liés par une a�nité s'ils satisfontle 
ritère de Briggs ou 
elui de George. Le sommet résultant de 
ette fusion estnommé x et y est empilé dans le but de se voir être 
oloré 
omme x ;3. le gel 
onsiste à abandonner l'espoir de satisfaire les a�nités d'un sommet triviale-ment 
olorable a�n de pouvoir le rendre éligible pour la simpli�
ation. Néanmoins,les a�nités du sommet pourront éventuellement être satisfaites ;4. le vidage 
orrespond au vidage optimiste. Le sommet élu pour 
ette opération estégalement empilé.L'ordre dans lequel les opérations sont e�e
tuées peut être 
onsidéré 
omme un or-dre de béné�
e dé
roissant. La simpli�
ation est algorithmiquement peu 
oûteuse et nedétériore pas la qualité de la solution. L'opération de fusion est un peu plus 
oûteusealgorithmiquement et 
onduit généralement à une bonne allo
ation de registres. Le gelest algorithmiquement peu 
oûteux mais pessimiste pour les a�nités. En�n, le vidage estl'opération à éviter mais parfois inélu
table.Durant la deuxième phase de l'IRC, qui 
orrespond à l'a�e
tation des registres, lessommets empilés sont dépilés en ordre inverse et 
olorés, 
omme dans l'heuristique devidage de Chaitin. Cette étape 
orrespond don
 à l'a�e
tation des registres. En�n, si unvidage est généré, et qu'il n'a pas été dé
idé de garder deux registres pour dialoguer ave
la pile, la re
onstru
tion est lan
ée : le graphe d'interféren
e-a�nité est mis à jour etla pro
édure relan
ée. Le s
héma 
omplet de l'algorithme, tel que dé
rit dans l'arti
leintrodu
tif est dé
rit �gure 1.9.
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ation de registres1.3.6 L'algorithme de 
oupes de Grund et Ha
kL'algorithme de 
oupes de Grund et Ha
k [GH07℄ permet de résoudre de façon optimalela fusion et l'a�e
tation des registres d'un seul tenant. Le vidage est supposé avoir déjàété réalisé, 
e qui implique que le graphe d'interféren
e-a�nité à 
olorer est K-
olorable.Les algorithmes de 
oupesPour dé�nir 
e qu'est un algorithme de 
oupes il faut savoir que la résolution d'unprogramme linéaire repose sur la résolution de sa relaxation 
ontinue, 
'est-à-dire le pro-gramme où les 
ontraintes d'intégrité ne sont pas prises en 
ompte (on dit alors que 
es
ontraintes sont relâ
hées). La région admissible de la relaxation 
ontinue d'un programmelinéaire P est don
 un polyèdre 
ontenant la région admissible de P . Les algorithmes de
oupes ajoutent de nouvelles 
ontraintes à P , appelées 
oupes, dans le but de réduirela région admissible de la relaxation 
ontinue tout en préservant la région admissible de
P , 
omme s
hématisé �gure 1.10. La résolution du problème s'en trouve a

élérée 
ar lesolveur n'ajoute au programme P que les 
oupes qui lui sont utiles.

Fig. 1.10 � S
hématisation de l'e�et des 
oupes (en bleu) sur la région admissible de larelaxation 
ontinue (en vert). La zone rouge 
orrespond à la partie de la région admissiblepour la relaxation 
ontinue ne respe
tant pas les 
oupes.Il faut noter que les 
oupes sont des 
ontraintes additionnelles qui ne sont au
une-ment né
essaires à la 
orre
tion du programme linéaire. Leur seul but est d'a

élérer larésolution.Programmation linéaireLe formulation par programmation linéaire proposée par Grund et Ha
k, donné �-gure 1.11, modélise la fusion par 
oloration de graphe. Les auteurs utilisent pour 
e fairedeux types de variables bivalentes :� les variables xic qui valent 1 si et seulement si le sommet i est de 
ouleur c ;� les variables ye qui valent 1 si et seulement si e est une a�nité dont les extrémitéssont de 
ouleurs di�érentes.La formulation indique qu'il faut minimiser la somme des poids des a�nités non satis-faites sous quatre séries de 
ontraintes. Les séries (1) et (2) stipulent que 
haque sommet
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(i,j)∈A
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s.c.

∀i ∈ {1, . . . , n(G)},
K

∑

c=1

xic = 1 (1)

∀(i, j) ∈ I, ∀c ∈ {1, . . . , K}, xic + xjc ≤ 1 (2)
∀(i, j) ∈ A, ∀c ∈ {1, . . . , K}, xic − xjc ≤ yij (3)
∀i ∈ {1, . . . , n(G)}, ∀c ∈ {1, . . . , K}, xic ∈ {0, 1} (4)
∀(i, j) ∈ A yij ∈ {0, 1} (5)Fig. 1.11 � Programme linéaire de fusion proposé par Grund et Ha
k.doit être 
oloré et que les extrémités de toute interféren
e doivent avoir des 
ouleurs dif-férentes. Ce sont les inégalités 
lassiques de 
oloration. La série (3) spé
i�e le lien entreles variables x et y : une variable yij vaut 0 si et seulement si xic = xjc pour toute 
ouleur

c. En�n les deux dernières séries 
ontiennent les 
ontraintes d'intégrité pour les variables
x et y.Coupes de 
haîneGrund et Ha
k proposent plusieurs séries de 
oupes pour leur programme linéaire.Nous ne détaillons i
i que la série la plus e�
a
e d'après les auteurs, puisqu'elle 
onstitueà elle seule plus de 95% des 
oupes e�e
tivement utilisées par le solveur.Dé�nition 23 (Chaîne). Une 
haîne est une liste d'arêtes 
onsé
utives, 
'est-à-dire telleque la première extrémité de la (n + 1)-ème arête est la se
onde extrémité de la n-ème.Une 
haîne est dite élémentaire si au
un sommet n'y apparaît deux fois.Dé�nition 24 (Coupe de 
haîne). Soient deux sommets s1 et s2 tels que (s1, s2) est uneinterféren
e. Pour toute 
haîne (e1, . . . , el) d'a�nités entre s1 et s2, l'inégalité suivanteest valide :

l
∑

i=1

yei
≥ 1La �gure 1.12 est un exemple de 
oupe de 
haîne.1.4 Stati
 Single Assignment (SSA)Les années 80 ont été marquées par le modèle d'allo
ation de registres par 
olorationde graphe ; les années 90 ont été marquées par l'intégration du dé
oupage des durées devie et le développement des te
hniques de fusion ; les années 2000 ont été marquées par les
onséquen
es émanant de l'utilisation de la forme SSA des programmes sur l'allo
ationde registres.Nous détaillons i
i le théorème le plus important pour l'allo
ation de registres sousforme SSA, lequel montre que le graphe d'interféren
e d'un programme sous forme SSA
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A

B C
D

4
1

3
Fig. 1.12 � Une 
oupe de 
haîne. Les a�nités (A, B),(B, C) et (C, D) ne peuvent êtresimultanément satisfaites puisque sinon l'interféren
e liant A à D serait violée.appartient à la 
lasse des graphes triangulés. Il en résulte que 
e graphe peut être 
oloréave
 K 
ouleurs en temps polynomial s'il est K-
olorable.1.4.1 Forme SSA d'un programmeLa forme SSA naît des travaux de Rosen et Alpern [RWZ88, AWZ88℄ portant sur lesétudes de valeurs redondantes ou égales dans des programmes et les optimisations leurétant liées. Celle-
i n'est 
ependant rendue pratiquement utilisable que trois ans plus tardpar le premier algorithme de mise sous forme SSA de programmes [CFR+91℄.Dé�nition 25 (Forme SSA d'un programme). Un programme est sous forme SSAsi 
haque variable est textuellement dé�nie une seule fois [CFR+91℄.Intuitivement, la forme SSA évite toute redé�nition d'une variable, 
e qui 
orrespondà asso
ier à 
haque variable un r�le unique. Ainsi, les analyses de programme sur uneforme SSA sont souvent plus �nes que sur le programme initial. La �gure 1.13 présenteune forme SSA du programme qui nous sert de �l rouge.L'in
onvénient majeur de la forme SSA est le besoin d'uni�er les noms des variables,à 
ertaines jon
tions par exemple. Cette opération est réalisée par une fon
tion virtuelle,appelée Φ-fon
tion [CFR+91℄.La �gure 1.14 illustre un exemple de programme pour lequel la mise sous forme SSAfait appel à une Φ-fon
tion. Celle-
i permet d'uni�er en une variable v3 la variable v1,
opie de v issue de la bran
he gau
he du programme, et la variable v2, 
opie de v issue labran
he droite.1.4.2 Les graphes triangulésDé�nition 26 (Graphes triangulés). Un graphe est dit triangulé si tout 
y
le delongueur supérieure ou égale à quatre 
ontient une 
orde, 
'est-à-dire une arête liant deuxsommets non adja
ents du 
y
le.
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(p0) g := mem[j+12℄
(p1) h := k - 1
(p2) f := g * h
(p3) e := mem[j+8℄
(p4) m := mem[j+16℄
(p5) b := mem[f℄
(p6) 
 := e + 8
(p7) d := 

(p8) k0 := m + 4
(p9) j0 := b

(p10)Sortie : d j0 k0

k j g h f emb 
 d

k0j0
j k0 m

g
b

f
j0
d

e



k

hFig. 1.13 � Le programme de référen
e sous forme SSA, les durées de vie de ses variableset une 
oloration optimale pour 3 registres ou plus. Il n'est plus né
essaire de disposer de4 registres 
omme initialement 
ar l'utilisation de la forme SSA permet aux variables ket k0 d'une part et j et j0 d'autre part d'être pla
ées dans des registres di�érents.
a← . . .b ← . . .v = . . .

. . .← a v = . . .

. . .← v

. . .← b
a← . . .b ← . . .v1 = . . .

. . .← a v2 = . . .v3=Φ(v1, v2)
. . .← v3
. . .← bFig. 1.14 � Un programme et sa forme SSA. Une Φ-fon
tion est ajoutée à la jon
tion a�nd'uni�er les di�érentes 
opies de la variable v.Cette dé�nition des graphes triangulés n'est pas manipulable en pratique. A 
ontrario,deux importantes 
ara
térisations des graphes triangulés sont largement utilisées. La pre-mière s'appuie sur le 
on
ept d'ordre d'élimination simpli
iale [FG69℄.Dé�nition 27 (Clique, 
lique maximale, 
lique maximum). Une 
lique d'un grapheest un graphe induit tel que toute paire de sommets est liée par une arête. Une 
lique estdite maximale si elle n'est in
luse dans au
une autre 
lique. Une 
lique est dite maximumsi elle possède un nombre de sommets maximal. Étant donné un graphe G, on dénote par

ω(G) le nombre de sommets d'une 
lique maximum.Dé�nition 28 (Sommets simpli
iaux et ordre d'élimination simpli
iale). Soit
G = (V, E) un graphe. Un sommet s est simpli
ial dans G si le graphe induit par les
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ation de registresvoisins de s est une 
lique. Un ordre d'élimination simpli
iale d'un graphe G est unordonnan
ement (v1,. . . ,vn) de V (G) tel que pour tout i de {1,. . . ,n} vi est simpli
ialdans le graphe induit par (vi,. . . ,vn).Proposition 4 (Cara
térisation des graphes triangulés I). Un graphe est triangulési et seulement s'il admet un ordre d'élimination simpli
iale [Gav72℄.La �gure 1.15 présente un exemple de graphe triangulé, ainsi qu'un ordre d'éliminationsimpli
iale de 
elui-
i. Trouver un tel ordre pour un graphe, s'il en existe, est un problèmepolynomial. Ainsi, déterminer si un graphe est triangulé est un problème polynomial, surlequel nous reviendrons ultérieurement. A

A B A B
C

A B
CD

B
CD

CD D
étape 1 : sommet A étape 2 : sommet B

étape 3 : sommet C étape 4 : sommet DFig. 1.15 � Un graphe triangulé et la 
onstru
tion d'un de ses ordres d'élimination sim-pli
iale, l'ordre (A B C D), étape par étape.Les ordres d'élimination simpli
iale ont été utilisés ave
 su

ès pour résoudre desproblèmes NP-
omplets dans le 
as général mais polynomiaux dans les graphes triangulés.Un exemple qui nous intéresse parti
ulièrement est le problème de 
oloration minimaled'un graphe.Dé�nition 29 (Coloration minimale d'un graphe). Le problème de 
oloration mi-nimale d'un graphe G 
onsiste à trouver une 
oloration utilisant un nombre minimal de
ouleurs, 
'est-à-dire χ(G) 
ouleurs.Si le problème de 
oloration minimale est NP-
omplet dans le 
as général, il devientpolynomial dans les graphes triangulés [Gav72℄. En e�et, les graphes triangulés font partiede la 
lasse des graphes parfaits, 
'est-à-dire la 
lasse des graphes pour laquelle le nombre
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hromatique de tout sous-graphe (y 
ompris don
 le graphe lui-même) est égal à la taille dela plus grande 
lique dudit sous-graphe. Or, 
onnaître un ordre d'élimination simpli
ialed'un graphe G permet de trouver en temps polynomial toutes ses 
liques maximales, etdon
 ω(G). Il est même possible de trouver une 
oloration minimale en temps linéaire siun ordre d'élimination simpli
iale est 
onnu.Les graphes triangulés peuvent également être 
ara
térisés en tant que famille degraphes d'interse
tions [RS86℄.Dé�nition 30 (Graphe d'interse
tion d'une famille de graphes). Le graphe d'in-terse
tion d'une famille de graphes F est le graphe tel que les sommets sont les élémentsde F et deux sommets Fi et Fj sont liés par une arête si les graphes Fi et Fj s'interse
tent.Dé�nition 31 (Graphe 
onnexe et arbre). Un graphe est dit 
onnexe si toute pairede sommets peut être reliée par une 
haîne. Un arbre est un graphe 
onnexe sans 
y
le,
'est-à-dire sans 
haîne reliant un sommet à lui-même.Proposition 5 (Cara
térisation des graphes triangulés II). Un graphe est triangulési et seulement s'il est le graphe d'interse
tion d'une famille de sous-arbres d'un arbre.L'exemple de la �gure 5.5 illustre un graphe triangulé ainsi qu'une représentation entant que graphe d'interse
tion de sous-arbres d'un arbre. Cette forme de dé
ompositiona rapidement mené à la dé�nition de nouveaux algorithmes reposant le plus souvent surdes algorithmes de par
ours d'arbre.
AB

C DE F
A B C D

E

F
Fig. 1.16 � Un graphe triangulé et une représentation en tant que graphe d'interse
tiondes sous-arbres d'un arbre.1.4.3 Propriété de dominan
eLe théorème 5 portant sur triangulation des graphes d'interféren
e sous forme SSApasse par une relation 
onnue portant sur les instru
tions du programme appelée ordrede dominan
e [LT79, GT04℄.
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ation de registresDé�nition 32 (Relation de dominan
e). Une instru
tion s domine une instru
tion
s′ si tout 
hemin de l'entrée du programme à s′ passe par s. Cette relation est un ordresur les instru
tions du programme [LT79℄.Dé�nition 33 (Graphe de dominan
e). Le graphe de dominan
e d'un programme estle diagramme de Hasse de la relation de dominan
e, 
'est-à-dire le graphe orienté tel que
(s, s′) appartient au graphe si s domine s′ et tel que les ar
s de transitivité sont supprimés.Dé�nition 34 (Propriété de dominan
e). Un programme satisfait la propriété dedominan
e s'il existe une instru
tion (
orrespondant né
essairement à l'entrée du pro-gramme) qui domine toutes les autres.Theorème 3 (Arbre de dominan
e et forme SSA). Le graphe de dominan
e d'unprogramme stri
t sous forme SSA satisfaisant la propriété de dominan
e est un arbre.Theorème 4 (Arbre de dominan
e et durées de vie). Sous forme SSA, les duréesde vie des variables d'un programme stri
t satisfaisant la propriété de dominan
e sont dessous-arbres de l'arbre de dominan
e.La �gure 1.17 présente l'arbre de dominan
e de la forme SSA du programme présenté�gure 1.14.

a← . . .b ← . . .v1 = . . .

. . .← a v2 = . . .v3=Φ(v1, v2)
. . .← v3
. . .← b

ab
v1 v2

v3
Fig. 1.17 � Un programme sous forme SSA et les durées de vie de ses variables. Cesderniers forment des sous-arbres de l'arbre de dominan
e.1.4.4 Forme SSA et graphes triangulésL'intérêt majeur de la forme SSA pour l'allo
ation de registres réside dans le théorèmesuivant, indépendamment publié par Bou
hez, Darte, Guillon et Rastello d'une part etGoos et Ha
k d'autre part en 2005 [BDGR05, Ha
05℄, mais dont la première preuve estréalisée par Darte dès 2002.
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e sous forme SSA). Si un programme stri
tsatisfaisant la propriété de dominan
e est sous forme SSA, alors son graphe d'interféren
eest triangulé.Démonstration. Le graphe d'interféren
e est le graphe d'interse
tion des durées de vie desvariables. Or, d'après le théorème 4 
es durées de vie sont des sous-arbres de l'arbre dedominan
e du programme. Le graphe d'interféren
e est don
 triangulé.Le théorème implique en parti
ulier qu'il est possible de 
onnaître le nombre minimalde registres né
essaires pour sto
ker toutes les variables du programme, puisque 
elui-
in'est autre que le nombre 
hromatique d'un graphe triangulé. En outre, il devient fa
ilede 
ara
tériser toutes les 
liques maximales du graphe d'interféren
e : 
ha
une 
orrespondà l'ensemble des variables vivantes en un point de programme [Bou08℄.Ce résultat a eu des 
onséquen
es fondamentales sur la façon d'aborder l'allo
ation deregistres. En premier lieu, nombre de résultats 
onsidérés 
omme immuables sont devenusobsolètes. La preuve de NP-
omplétude de Chaitin en est un exemple : dé
ider si viderau moins une variable est né
essaire devient un problème polynomial en forme SSA, maisdé
ider quelles variables vider en mémoire reste NP-di�
ile [BDR07b, YG87℄.En se
ond lieu, de nouveaux algorithmes s'appuyant sur les graphes triangulés ont puêtre dé�nis.Le premier algorithme d'allo
ation de registres dédié aux graphes d'interféren
e par-faits, une sur
lasse des graphes triangulés, est apparu en 2003 [And03℄, avant même lapremière publi
ation du théorème 5. En e�et, Andersson remarque empiriquement quenombre de programmes ont un graphe d'interféren
e parfait et utilise don
 pour la pre-mière fois un algorithme 
apable de 
al
uler une 
oloration minimale. Deux ans plustard, deux algorithmes d'allo
ation de registres apparaissent [PP05, BPM05℄. Cha
und'eux réalise une 
oloration minimale grâ
e à un algorithme optimal 
onnu de 
olora-tion puis résout la fusion de façon heuristique. Cependant, les appro
hes di�èrent par lefait que Palsberg et Pereira font l'observation du 
ara
tère triangulé des graphes d'in-terféren
e, tandis que Brisk prouve que les graphes d'interféren
e de programmes sousforme SSA sont parfaits. De leur 
�té, Bou
hez, Darte et Rastello prouvent que lesgraphes d'interféren
e de programme sous forme SSA sont triangulés, remettant ainsien question tous les a
quis jusqu'alors établis, en parti
ulier les résultats de 
omple-xité [BDGR05, BDGR06, BDR07b, BDR07a℄. En parallèle, Ha
k et Goos prouvent lemême résultat et s'en servent d'appui pour dé�nir une nouvelle heuristique [HGG06℄. En
ontinuant sur 
ette voie, Ha
k dé�nit une nouvelle heuristique de fusion plus perfor-mante [HG08℄, tandis que Bou
hez, Darte et Rastello établissent un nouveau 
ritère defusion 
onservatif spé
i�que aux graphes d'interféren
e triangulés ainsi qu'une heuristiquereposant sur 
elui-
i [BDR07a, BDR08℄. Ce dernier résultat améliore la qualité de la fusiondans les graphes de programmes sous forme SSA mais ne peut être appliqué itérativementpuisqu'une fusion peut briser le 
ara
tère triangulé du graphe d'interféren
e.Une 
onstante se dégage de 
es travaux dédiés aux graphes d'interféren
e triangulés : laséparation du vidage et de la fusion. Cette séparation en deux phases permet de simpli�erl'allo
ation de registres de programmes sous forme SSA. En e�et, le vidage est plus pré
isdans 
es graphes en vertu de la triangulation du graphe d'interféren
e, puisque 
al
uler le
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ation de registresnombre 
hromatique et une 
oloration minimale (en terme de nombre de 
ouleurs) sontdes problèmes polynomiaux. De plus, 
ha
une des deux phases seule reste NP-di�
ileà résoudre dans les graphes triangulés [BDR07b, BDR07a, Bou08℄. Ainsi, les dé
ouplerapparaît 
omme une né
essité pour aller vers des solutions de meilleure qualité. Cetteintuition est d'ailleurs 
on�rmée par les expérimentations pratiques puisque les résultatsobtenus via 
ette séparation sont meilleurs que 
eux reposant sur un algorithme mêlantles deux phases [KG09℄.1.5 Dé
oupage extrêmeLa stratégie de dé
oupage extrême est apparue dans divers travaux sans for
émentêtre mise en avant : les méthodes de résolution par programmation linéaire de Good-win et Wilken [GW96℄ et Appel et George [AG01℄ en font en e�et usage puisque 
este
hniques déterminent l'empla
ement mémoire de 
haque variable en 
haque point deprogramme. Les travaux de Palsberg et Pereira par résolution de puzzle en font quant àeux nommément usage [QP08, PP10℄.1.5.1 Graphes élémentairesLes méthodes de dé
oupage extrême dé
rites par Appel et George d'une part, etPereira d'autre part, di�èrent légèrement. Les graphes élémentaires ont été introduits parPereira [QP08℄. Leur pro
essus de 
onstru
tion est simple : toutes les variables vivantesen un point de programme y sont 
opiées en parallèle. Les 
opies parallèles permettentd'éviter de 
réer de fausses interféren
es dues à la sur-approximation des 
ontraintes parle graphe d'interféren
e-a�nité. La dé�nition des graphes élémentaires est la suivante.Dé�nition 35 (Graphe élémentaire d'un programme). Soit un programme prog etla transformation suivante, qui transforme prog en prog′.Soient p1 et p2 deux points de programme séparés par une instru
tion i et v1
0, . . . , v

1
n lesvariables vivantes en p1. Si l'instru
tion i est de la forme v = v1

j op v1
k alors i est rempla
ée
omme suit :

•p1

v2
0 ← v1

0 ‖ v2
1 ← v1

1 ‖ . . . ‖ v2
n ← v1

n

v := v2
j op v2

k

•p2Le graphe élémentaire de prog est le graphe d'interféren
e-a�nité de prog′.La �gure 1.18 présente le graphe élémentaire du programme de référen
e. Dans ungraphe élémentaire, 
haque instru
tion est représentée par l'interse
tion de deux 
liques.La première de 
es 
liques représente les variables vivantes au point de programme quipré
ède l'instru
tion, la se
onde les variables vivantes au point de programme qui suit
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oupage extrême 47l'instru
tion. Prenons 
omme exemple l'instru
tion h := k1-1, présente entre les pointsde programme p1 et p2. Les variables vivantes j1, g0 et k1 sont vivantes avant l'instru
-tion (et forment une 
lique d'interféren
es) et les variables h, g0 et j1 sont vivantes après
ette instru
tion (et forment elles aussi une 
lique d'interféren
es). L'enjeu est aujour-d'hui d'exploiter 
ette stru
ture spé
i�que a�n de dé�nir des algorithmes appropriés à 
esgraphes de taille parfois gigantesque.1.5.2 Graphes é
latésLes graphes 
onstruits selon le pro
édé dé
rit par Appel et George [AG01℄ sont quantà eux nommés graphes é
latés et 
onstruits de la manière suivante.Dé�nition 36 (Graphe é
laté d'un programme). Soit un programme prog et latransformation de programme suivante, qui transforme prog en prog′.Soient p1 et p2 deux points de programme de prog séparés par une instru
tion i et
v1
0, . . . , v

1
n les variables vivantes en p1.1. Si au
une nouvelle variable n'est dé�nie et si l'instru
tion i est de la forme v1

j =
v1

j op v1
k alors toutes les variables vivantes en p1 sont 
opiées en parallèle et la nou-velle variable est 
al
ulée à partir des valeurs des 
opies. L'instru
tion i est don
rempla
ée 
omme suit.

•p1

v2
0 ← v1

0 ‖ v2
1 ← v1

1 ‖ . . . ‖ v2
n ← v1

n

v2
j := v2

j op v2
k

•p22. Sinon, une nouvelle variable v est dé�nie. Dans 
e 
as, la dé�nition de la nouvellevariable et les 
opies de toutes les variables vivantes en p1 et p2 sont e�e
tuées enparallèle a�n de ne pas introduire de fausse interféren
e entre la nouvelle variable etles variables vivantes en p1 qui ne sont plus vivantes en p2. L'instru
tion i est don
rempla
ée 
omme suit.
•p1

v2
0 ← v1

0 ‖ v2
1 ← v1

1 ‖ . . . ‖ v2
n ← v1

n ‖ v := v1
j op v1

k

•p2Le graphe é
laté de prog est le graphe d'interféren
e-a�nité de prog′.La �gure 1.19 présente le graphe é
laté du programme de référen
e. Cette fois, 
haqueinstru
tion est représentée par une 
lique d'interféren
e (
e qui est prouvé plus tard dans
e manus
rit, 
hapitre 6) regroupant les variables vivantes en sortie de 
ette instru
tion.
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ation de registresEntrée : k j
(p0) g := mem[j+12℄
(p1) h := k - 1
(p2) f := g * h
(p3) e := mem[j+8℄
(p4) m := mem[j+16℄
(p5) b := mem[f℄
(p6) 
 := e + 8
(p7) d := 

(p8) k := m + 4
(p9) j := b

(p10)Sortie : d j k 
d

e

gh
k mj b

f

Entrée : k j
(p0) k0 := k ‖ j0 := jg := mem[j0+12℄
(p1) j1 := j0 ‖ g0 := g ‖ k1 := k0h := k1 - 1
(p2) j2 := j1 ‖ g1 := g0 ‖ h0 := hf := g1 * h0
(p3) f0 := f ‖ j3 := j2e := mem[j3+8℄
(p4) e0 := e ‖ f1 := f0 ‖ j4 :=j3m :=mem[j4+16℄
(p5) e1 := e0 ‖ m0 := m ‖ f2 := f1b :=mem[f2℄
(p6) b0 := b ‖ m1 := m0 ‖ e2 := e1
 := e2 + 8
(p7) b1 := b0 ‖ m2 := m1 ‖ 
0 := 
d := 
0
(p8) b2 := b1 ‖ d0 := d ‖ m3 :=m2k2 := m3 + 4
(p9) d1 := d0 ‖ k3 := k2 ‖ b3 :=b2j5 := b3

(p10)Sortie : d1 j5 k3

k
j

k0
j0 g k1g0 h

j1
h0g1 f j2

ef0 j3 j4
e0f1 mf2 m0b e1e2

m1 b0

0
m2b1d

m3k2 b2d0b3k3 j5d1

(p0) (p1) (p2) (p3) (p4) (p5)

(p6)(p7)(p8)(p9)(p10)

Fig. 1.18 � Le programme de référen
e, son graphe d'interféren
e-a�nité, sa forme élé-mentaire telle que dé�nie par Palsberg et Pereira et son graphe é
laté.



1.6. Bilan 49Entrée : k j
(p0) g := mem[j+12℄
(p1) h := k - 1
(p2) f := g * h
(p3) e := mem[j+8℄
(p4) m := mem[j+16℄
(p5) b := mem[f℄
(p6) 
 := e + 8
(p7) d := 

(p8) k := m + 4
(p9) j := b

(p10)Sortie : d j k 
d

e

gh
k mj b

f

Entrée : k j
(p0) k0 := k ‖ j0 := j ‖ g := mem[j+12℄
(p1) j1 := j0 ‖ g0 := g ‖ h := k0 - 1
(p2) j2 := j1 ‖ f := g0 * h
(p3) f0 := f ‖ j3 := j2 ‖ e := mem[j2+8℄
(p4) e0 := e ‖ f1 := f0 ‖ m :=mem[j3+16℄
(p5) e1 := e0 ‖ m0 := m ‖ b :=mem[f1℄
(p6) b0 := b ‖ m1 := m0 ‖ 
 := e1 + 8
(p7) b1 := b0 ‖ m2 := m1 ‖ d := 

(p8) b2 := b1 ‖ d0 := d ‖ k1 := m2 + 4
(p9) d1 := d0 ‖ k2 := k1 ‖ j4 := b2

(p10)Sortie : d1 j4 k2

k
j

k0
j0 g g0 h

j1 fj2
ef0 j3

e0f1 m
m0b e1

m1 b0

m2b1 d

k1 b2d0
k2 j4d1

(p0) (p1) (p2) (p3) (p4) (p5)

(p6)(p7)(p8)(p9)(p10)Fig. 1.19 � Le programme de référen
e, son graphe d'interféren
e-a�nité, sa forme élé-mentaire telle que dé�nie par Appel et George et son graphe é
laté.La dé�nition du graphe est don
 plus 
omplexe que pour les graphes élémentaires, mais sastru
ture est également plus simple. L'enjeu est le même que pour les graphes élémentaires,à 
e
i près qu'il est 
ertainement un peu plus fa
ile de raisonner dans un premier tempssur les graphes é
latés. C'est d'ailleurs le leitmotiv du 
hapitre 6.1.6 BilanCe 
hapitre introduit toutes les 
onnaissan
es a
tuelles sur lesquelles sont fondées nosdémar
hes d'allo
ation de registres. Les prin
ipaux paradigmes algorithmiques utiliséspour résoudre 
e problème y sont présentés avant de se 
on
entrer sur 
elui auquel estlargement 
onsa
rée 
ette thèse : la 
oloration de graphe d'interféren
e-a�nité. Nous dé-taillons pour 
e dernier modèle en quoi 
onsistent les étapes fondamentales de l'allo
ationde registres, à savoir le vidage, le dé
oupage des durées de vie, la fusion, l'a�e
tationdes registres et l'insertion de spill 
ode. Nous illustrons 
omment 
elles-
i peuvent être



50 Chapitre 1. Fondements de l'allo
ation de registrestraitées au travers de la des
ription de trois algorithmes : l'algorithme de Chaitin, l'IRC etl'algorithme de 
oupes de Grund et Ha
k. Vient ensuite une introdu
tion à la forme SSAet aux propriétés que possèdent les graphes d'interféren
e-a�nité de programmes sousforme SSA. La plus importante de toutes réside dans le 
ara
tère triangulé des graphessous forme SSA. Cette propriété ré
emment dé
ouverte a 
omplètement fait évoluer lesproblématiques d'allo
ation de registres, rendant obsolètes 
ertains résultats 
onsidérésjusqu'alors immuables. En�n, 
e 
hapitre illustre une autre forme de programme, laforme élémentaire, 
onduisant à un modèle d'allo
ation de registres en
ore plus pré
is quela forme SSA mais également plus déli
at à résoudre. Cette dernière forme, issue d'unestratégie de dé
oupage extrême, induit des propriétés sur les graphes d'interféren
e-a�nitéque nous pensons important d'exploiter à l'image de 
e qui se fait a
tuellement grâ
e àl'utilisation de la forme SSA.



Chapitre 2Formalisation des graphesd'interféren
e-a�nitéFormaliser en Coq des algorithmes d'allo
ation de registres par 
oloration de grapherequiert de formaliser les graphes d'interféren
e-a�nité. Les graphes font partie de 
esstru
tures de données 
entrales à l'informatique pour lesquelles nombre de représentationsexistent, 
ha
une ayant ses for
es et ses in
onvénients, mais dont la manipulation estloin d'être aisée. Cependant, au
une bibliothèque de graphes extra
tible n'existe dans labibliothèque standard du système Coq, puisque les graphes sont généralement représentés
omme des relations mathématiques et non 
omme des stru
tures de données.Ce 
hapitre introduit la formalisation des graphes d'interféren
e-a�nité utilisée pourspé
i�er les algorithmes d'allo
ation de registres par la suite. Nous en dé�nissons toutd'abord une axiomatisation, sous forme d'une interfa
e 
ontenant à la fois les données
onstitutives des graphes et leurs propriétés, dédiée à simpli�er l'utilisation de 
es graphespuis présentons une implantation de 
ette interfa
e représentant les graphes d'interféren
e-a�nité non pondérés 
omme le sont 
eux de CompCert. Cette implantation permet devalider la 
ohéren
e de l'interfa
e et de disposer d'une bibliothèque e�
a
e, 
orre
te et ex-tra
tible des graphes d'interféren
e-a�nité. Ce tout pro
ure deux bibliothèques de graphesd'interféren
e-a�nité : une bibliothèque Coq qui nous a permis de spé
i�er et prouver 
or-re
ts des algorithmes d'allo
ation de registres par 
oloration de graphe, et une bibliothèqueO
aml, extraite à partir de la première, utilisable pour les développements et 
orre
te par
onstru
tion.Le développement Coq des graphes d'interféren
e-a�nité est 
onsultable en ligne àl'adresse http://www.ensiie.fr/~robillard/CoqInterferen
eGraphs/.2.1 La stru
ture de donnéesNous dé�nissons les graphes d'interféren
e-a�nité dans le système Coq 
omme untype de module Interferen
eGraph. La formalisation proposée 
olle à la dé�nition desgraphes d'interféren
e-a�nité donnée dans 
e manus
rit (
f. Dé�nition 12, page 28), 
las-siquement utilisée pour spé
i�er les graphes. Aussi, nous les représentons sous la formed'un ensemble de sommets et de deux ensembles d'arêtes. Cette modélisation a la for
e51
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e-a�nitéd'être très expressive et de permettre ainsi de spé
i�er élégamment et simplement lesnotions requises par la plupart des algorithmes d'allo
ation de registres reposant sur la
oloration de graphes d'interféren
e-a�nité. C'est selon nous la représentation abstraitela plus intuitive et la plus expressive des graphes d'interféren
e-a�nité. C'est pour 
etteraison que nous l'avons 
hoisie. Ce 
hoix n'impose absolument pas que l'implantationsuive 
ette voie, 
e qui n'est d'ailleurs pas le 
as ; la spé
i�
ation et l'implantation sonttotalement indépendantes. La �gure 2.1 donnée à la �n de 
ette se
tion est la des
riptionCoq de la partie de l'interfa
e dédiée à la représentation des données (sommets, arêtes)présentée 
i-après.2.1.1 Les sommetsLe module Interferen
eGraph est paramétré par un module Vertex représentant letype ordonné des sommets du graphe. Imposer que les sommets forment un type ordonnéne 
onstitue pas une perte de généralité de notre spé
i�
ation et permet d'utiliser lesbibliothèques e�
a
es d'ensembles prédé�nies dans Coq.La fon
tion V du module asso
ie à tout graphe son ensemble de sommets. En outre,un prédi
at permet de spé
i�er qu'un sommet appartient à un graphe. Ce dernier, noté
∈s par la suite, est dé�ni 
omme l'appartenan
e du sommet à l'ensemble des sommetsdu graphe. v ∈s g si et seulement si le sommet v appartient à g.(spe
 in graph) v ∈s g =def v ∈ (V g)Les graphes d'interféren
e-a�nité ont la parti
ularité de disposer de sommets pré
o-lorés. Nous supposons disposer d'une fon
tion booléenne is_pre
olored qui déterminesi un sommet est pré
oloré ou non. Cette fon
tion est un paramètre du développementpuisque le type Vertex.t des sommets en est lui-même un.2.1.2 Les arêtesNous suivons une appro
he similaire pour les arêtes. Cependant 
elles-
i né
essitentplus de travail, puisqu'il faut d'abord dé�nir le module Edge qui les représente, alorsque le module Vertex est un paramètre du développement. Comme pour les sommets,nous avons besoin que les arêtes forment un type ordonné a�n de pouvoir utiliser lesbibliothèques d'ensembles.Une arête est représentée par un triplet (x,y,w) où x et y sont les extrémités de l'arêteet w est le poids optionnel de l'arête. Nous dé�nissons une égalité sur les arêtes permettantde 
onsidérer indi�éremment les arêtes (x,y,w) et (y,x,w). Pour 
e faire, nous passonspar une forme normale des arêtes. Une arête (x,y,w) est en forme normale si x est pluspetit que y, 
e que l'on note x <s y. Deux arêtes e1 et e2 sont égales, et on note e1 =a e2,si leurs formes normales sont égales. Nous utilisons une fon
tion ordered_edge a�n denormaliser les arêtes ; 
elle-
i permute les extrémités de l'arête si la se
onde extrémité estplus petite que la première et se 
omporte 
omme l'identité sinon.(ordered lt spe
) snd_end e <s fst_end e⇒ ordered_edge e = permute e(ordered notlt spe
) ¬(snd_end e <s fst_end e)⇒ ordered_edge e = e



2.1. La stru
ture de données 53où fst_end et snd_end sont respe
tivement les a

esseurs à la première et à la se
ondeextrémité d'une arête. Un troisième a

esseur, nommé get_weight, permet de 
onnaîtrele poids d'une arête.A�n de distinguer les interféren
es des a�nités, nous 
onvenons qu'une interféren
en'est pas pondérée, 
e qui est représenté par un poids inexistant ∅, tandis qu'une a�nitéde poids x est pondérée par un poids ⌊x⌋. Une a�nité non pondérée est 
onsidérée 
ommede poids nul ; elle a don
 pour poids ⌊0⌋. Cette 
onvention permet de ne manipuler qu'untype de données pour les arêtes et don
 de fa
toriser toutes les preuves valables à la foispour les interféren
es et les a�nités. Deux prédi
ats Aff et Interf permettent de spé
i�ersi une arête est une a�nité ou une interféren
e, en fon
tion de son poids.Ce
i fait, la démar
he suivie pour les sommets est appli
able pour les arêtes. Lesfon
tions AE et IE permettent de dé�nir respe
tivement les a�nités et les interféren
es, etun prédi
at, noté ∈a par la suite, spé
i�e l'appartenan
e d'une arête au graphe. e ∈a gsi et seulement si l'arête e appartient au graphe g :(spe
 in graph edge) e ∈a g =def e ∈ (IE g) ∨ e ∈ (AE g)Pour 
ompléter la spé
i�
ation, la propriété (spec AE) (respe
tivement (spec IE))modélise que AE g (respe
tivement IE g) 
ontient exa
tement les a�nités (respe
tivementles interféren
es) de g.(spe
 AE) e ∈ (AE g)⇔ Aff e ∧ e ∈a g(spe
 IE) e ∈ (IE g)⇔ Interf e ∧ e ∈a gLe module Edge 
ontient également un prédi
at In
ident e v qui est véri�é si l'arête
e est in
idente à v, 
'est-à-dire si v est l'une des extrémités de e. Ce prédi
at est 
entral àla spé
i�
ation de nombreuses propriétés sur les graphes, 
e qui nous a poussé à l'intégrerdire
tement dans le module Edge.(spe
 in
ident) In
ident e v =def (fst_end e) =s v ∨ (snd_end e) =s v(spe
 in graph) v ∈s g =def v ∈ (V g)(ordered lt spe
) snd_end e <s fst_end e⇒ ordered_edge e = permute e(ordered notlt spe
) ¬(snd_end e <s fst_end e)⇒ ordered_edge e = e(edge eq) e =a e′ =def ordered_edge e = ordered_edge e′(spe
 in
ident) In
ident e v =def (fst_end e) =s v ∨ (snd_end e) =s v(spe
 a�) Aff e =def ∃w, get_weight =o ⌊w⌋(spe
 interf) Interf e =def get_weight =o ∅(spe
 AE) e ∈ (AE g)⇔ Aff e ∧ e ∈a g(spe
 IE) e ∈ (IE g)⇔ Interf e ∧ e ∈a g(spe
 in graph edge) e ∈a g =def e ∈ (IE g) ∨ e ∈ (AE g)Fig. 2.1 � Ré
apitulatif de la spé
i�
ation des sommets et des arêtes du graphe.
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e-a�nité2.2 Les propriétés de base des graphes d'interféren
e-a�nitéLes graphes d'interféren
e-a�nité obéissent à des propriétés usuelles de graphes, si
lassiques qu'elles sont fréquemment oubliées par les développeurs et sour
es de nombreuxbogues. C'est d'autant plus vrai lorsque, 
omme i
i, deux types d'arêtes sont à 
onsidérer.Ces propriétés 
onstituent des invariants pour les graphes ; toute opération modi�ant ungraphe doit les préserver. La �gure 2.2 fournie en �n de se
tion regroupe les spé
i�
ationsCoq de 
es trois propriétés.La première de 
elles-
i stipule que les extrémités de toute arête du graphe doiventappartenir au graphe :(edge end) e ∈a g ⇒ (fst_end e) ∈s g ∧ (snd_end e) ∈s gLa deuxième propriété indique que le graphe est sans bou
le, 
'est-à-dire qu'au
unsommet n'est lié à lui-même par une arête. Cette propriété est parti
ulièrement impor-tante dans notre 
as, puisque l'existen
e d'une telle 
on�guration peut induire qu'au
une
oloration du graphe n'existe, si l'arête en question est une interféren
e. S'il s'agit d'unea�nité, 
ette arête ne re
èle pas d'intérêt non plus. Il est don
 préférable d'interdireune telle éventualité dans notre périmètre d'étude. Des graphes autres que des graphesd'interféren
e-a�nité peuvent avoir besoin de telles arêtes.(edge di�) e ∈a g ⇒ (snd_end e) 6=s (fst_end e)La troisième propriété est plus déli
ate à é
rire. Cette dernière spé
i�e que deux som-mets du graphe ne peuvent être liés que par au plus une arête. En e�et, deux interféren
essont équivalentes à une seule ; deux a�nités sont rempla
ées par une seule a�nité dont lepoids est la somme des deux ; deux sommets ne peuvent être liés à la fois par une a�nitéet une interféren
e puisque l'interféren
e a la priorité sur l'a�nité.La propriété peut être reformulée sous une forme plus simple à exprimer : deux arêtesayant les mêmes extrémités doivent être égales. L'utilisation d'ensembles permet ensuited'assurer que deux arêtes égales n'ont qu'un représentant dans le graphe. A�n de 
lari�eret alléger la spé
i�
ation, nous avons re
ours à une notion d'égalité faible d'arêtes pourla dé�nir. Deux arêtes e1 et e2 sont faiblement égales, et on note e1 ≃ e2, si elles ont lesmêmes extrémités. D'où la spé
i�
ation :(simple graph) e1 ∈a g ∧ e2 ∈a g ∧ e1 ≃ e2 ⇒ e1 =a e2(edge end) e ∈a g ⇒ (fst_end e) ∈s g ∧ (snd_end e) ∈s g(edge di�) e ∈a g ⇒ (snd_end e) 6=s (fst_end e)(simple graph) e1 ∈a g ∧ e2 ∈a g ∧ e1 ≃ e2 ⇒ e1 =a e2Fig. 2.2 � Dé�nition Coq des trois invariants des graphes d'interféren
e-a�nité.



2.3. Relation de voisinage et degrés des sommets 552.3 Relation de voisinage et degrés des sommetsViennent ensuite les notions de voisinage, de degré, de sommet de bas degré et de som-met lié par au moins une a�nité. La �gure 2.3 dé
rite en �n de se
tion est la spé
i�
ationde toutes 
es notions dans l'interfa
e des graphes d'interféren
e-a�nité.A partir des arêtes du graphe, il est fa
ile de dé�nir l'interféren
e et la liaison d'a�nitéde deux sommets 
omme l'existen
e d'une interféren
e ou d'une a�nité liant 
es sommets.(spe
 interfere) Interfere x y g =def (x, y, ∅) ∈a g(spe
 prefere) Prefere x y g =def ∃w, (x, y, ⌊w⌋) ∈a gSi 
es prédi
ats permettent de spé
i�er aisément nombre de propriétés des graphesd'interféren
e-a�nité, ils ne se montrent pas très pratiques d'un point de vue plus 
al
u-latoire : les algorithmes d'allo
ation de registres s'appuient plus souvent sur la notion devoisinage. L'IRC utilise par exemple les sommets de bas degré, 
'est-à-dire les sommetsdont le voisinage d'interféren
e 
ontient moins de K sommets, et les sommets sans a�nité,
'est-à-dire dont le voisinage d'a�nité est vide.Nous spé
i�ons don
 le voisinage d'interféren
e d'un sommet v dans un graphe g, noté
N(v, g) et son degré d'interféren
e, noté δ(v, g). δ(v, g) est dé�ni 
omme le 
ardinal de
N(v, g). La fon
tion de 
al
ul du 
ardinal est fournie par la bibliothèque sur les ensembles.Le voisinage d'a�nité et le degré d'a�nité, quant à eux notés Na(v, g) et δa(v, g), sontdé�nis de façon analogue.(in interf) x ∈ N(y, g)⇔ Interfere x y g(in a�) x ∈ Na(y, g)⇔ Prefere x y gLes notions de sommet de bas degré et de sommet lié par une a�nité sont alorsaxiomatisables. Celles-
i sont représentées via des fon
tions booléennes has_low_degreeet move_related, et non des prédi
ats. Ce 
hoix permet de les utiliser par la suite au seindes algorithmes a�n de dé
ider si un sommet est de bas degré ou non, ou si un sommetest lié par une a�nité ou non.Un sommet est de bas degré si son degré d'interféren
e est stri
tement inférieur à K.(spe
 low degree) has_low_degree g K x = true ⇔ interf_degree g v < KLa fon
tion move_related pourrait être dé�nie de façon analogue, 
omme suit.(move related abort) move_related g x = true ⇔ aff_degree g v < 1Cette dé�nition a l'intérêt d'être similaire à 
elle de la fon
tion has_low_degree. Lesdeux fon
tions pourraient alors être abstraites en une même fon
tion, dégageant ainsi unefa
torisation de développement et de preuves. Cette voie est séduisante mais a été mise de
�té au pro�t d'une dé�nition plus e�
a
e de la fon
tion move_related puisque 
elle-
iest sus
eptible d'être appelée à maintes reprises. La solution adoptée 
onsiste à véri�er sile voisinage d'a�nité du sommet 
onsidéré est non vide, 
e qui est bien plus rapide quede 
al
uler son 
ardinal et le 
omparer ave
 1.(spe
 move related) move_related g x = true ⇔ N(v, g) 6= ∅
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e-a�nité(spe
 interfere) Interfere x y g =def (x, y, ∅) ∈a g(spe
 prefere) Prefere x y g =def ∃w, (x, y, ⌊w⌋) ∈a g(in interf) x ∈ N(y, g)⇔ Interfere x y g(in a�) x ∈ Na(y, g)⇔ Prefere x y g(spe
 a� degree) aff_degree g v = 
ardinal Na(v, g)(spe
 interf degree) interf_degree g v = 
ardinal N(v, g)(spe
 low degree) has_low_degree g K x = true ⇔ interf_degree g v < K(spe
 move related) move_related g x = true ⇔ N(g, v) 6= ∅Fig. 2.3 � Partie de l'interfa
e des graphes d'interféren
e-a�nité liée aux notions devoisinage, de degré, de sommets de bas degré et de sommets liés par une a�nité.2.4 Les fon
tions de modi�
ation des graphesNotre interfa
e spé
i�e les fon
tions sur les graphes les plus 
ouramment utilisées lorsde l'allo
ation de registres. Celles-
i sont au nombre de trois :1. Une fon
tion remove_vertex qui supprime un sommet d'un graphe ;2. Une fon
tion delete_affinities qui supprime toutes les a�nités in
identes à unsommet ;3. Une fon
tion merge qui fusionne deux sommets liés par une a�nité.2.4.1 Suppression d'un sommetLa fon
tion remove_vertex prend 
omme paramètres un sommet v et un graphe get renvoie le graphe g′ résultant de la suppression de v dans g. Nous axiomatisons 
ettefon
tion via deux propriétés.(In remove vertex) x ∈s g′ ⇔ x ∈s g ∧ x 6=s v(In remove edge) e ∈a g′ ⇔ (e ∈a g ∧ ¬Incident e v)La propriété (In remove vertex) indique que les sommets de g′ sont 
eux de g,moins v. La propriété (In remove edge) est le pendant de la propriété (In remove vertex)pour les arêtes : les arêtes de g′ sont 
elles de g, moins 
elles in
identes à v.2.4.2 Suppression des a�nités in
identes à un sommetLa fon
tion delete_affinities prend 
omme paramètres un sommet v et un graphe
g et renvoie le graphe g′ résultant de la suppression des a�nités in
identes à v dans g.Nous axiomatisons 
ette fon
tion via deux propriétés également.(In delete a�nities vertex) x ∈s g′ ⇔ x ∈s g(In delete a�nities edge) e ∈a g′ ⇔ e ∈a g ∧ ¬(Aff e ∧ In
ident e v)



2.4. Les fon
tions de modi�
ation des graphes 57La propriété (In delete a�nities vertex) stipule que l'ensemble des sommets dugraphe est stable pour l'opération delete_affinities. Son équivalent pour les arêtes, lapropriété (In delete a�nities edge), indique que les arêtes de g′ sont les arêtes de gqui ne sont pas des a�nités in
identes à v.2.4.3 Fusion de deux sommets liés par une a�nitéLa fon
tion de l'interfa
e la plus déli
ate à spé
i�er est la fon
tion merge. Si e =
(x, y, w) est une a�nité du graphe g, merge e g retourne le graphe g′ où x et y ont étéfusionnés en un seul sommet. Nous 
onsidérons arbitrairement que x est le sommet ré-sultant de la fusion. Cette dé
ision n'a au
une in
iden
e sur l'évolution du graphe maisse réper
ute sur la spé
i�
ation de la fon
tion. Dé
ider que le sommet résultant de lafusion est y 
onduirait à une spé
i�
ation analogue, où x et y é
hangeraient leur r�les.Les sommets de g′ sont don
 les sommets de g, moins y. Cette opération requiert de mo-di�er les extrémités des arêtes in
identes à y et de les rediriger vers x. Pour 
e faire, nousintroduisons une transformation d'arêtes appelée redire
tion. Intuitivement, la fon
tionmerge transforme toute arête in
idente à y en sa redire
tion vers x dans g′, puis supprimele sommet y.Plus formellement, soit e′ = (a, b, w) une arête. La redire
tion de e′ de c à d, dénotéepar e′[c→d] est l'arête telle que toute o

urren
e de c dans les extrémités de e′ est rempla
éepar d. Nous ne 
onsidérons 
ependant pas le 
as où les deux extrémités de e′ sont c, puisqueles graphes d'interféren
e-a�nité sont sans bou
le. e′[c→d] est don
 dé�nie 
omme suit :1. (a, b)[c→d] =def (d, b) si a =s c2. (a, b)[c→d] =def (a, d) si b =s c3. (a, b)[c→d] =def (a, b) si a 6=s c ∧ b 6=s cLa fon
tion merge appliquée à l'a�nité (x, y, w) et au graphe g est �nalement spé
i�ée
omme suit :(In merge vertex) v ∈s g′ ⇔ v ∈s g ∧ v 6=s y(In merge interf edge) e′ ∈ (IE g)⇒ e′[y→x] ∈ (IE g′)(In merge a� edge) e′ ∈ (AE g) ∧ ¬Interfere (fst end e′[y→x])(snd end e′[y→x]) g′ ∧

e 6= e′ ⇒ Prefere (fst end e′[y→x]) (snd end e′[y→x]) g′.(In merge edge inv) e′ ∈a g′ ⇒ ∃e′′ ∈a g, e′ ≃ e′′[y→x] ∧ same_type e′ e′′La propriété (In merge vertex) indique que les sommets de g′ sont 
eux de g,moins y. Les propriétés (In merge interf edge) et (In merge a� edge) axioma-tisent l'évolution des arêtes : toute interféren
e est transformée en sa redire
tion ; unea�nité est transformée en sa redire
tion si les extrémités de la redire
tion n'interfèrentpas. Il est né
essaire de prendre 
ette pré
aution a�n de 
onserver la propriété (sim-ple graph) (
f. �gure 2.2, page 54). La �gure 2.4 présente les deux 
on�gurations danslesquelles la redire
tion d'une a�nité est é
lipsée par une interféren
e.En�n, la propriété (In merge inv) spé
i�e qu'une arête de g′ est faiblement égaleà la redire
tion d'une arête de g. L'usage de l'égalité faible permet de fa
toriser toutes
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z

yx

z

yxe e

e’e”

(a) (b)Fig. 2.4 � Deux 
on�gurations menant à la disparition d'une a�nité au pro�t d'uneinterféren
e après fusion de x et y. Avant fusion x et z sont liés par une a�nité dans le
as (a) et par une interféren
e après fusion. Dans le 
as (b), 
e sont y et z qui sont liéspar une a�nité qui est é
lipsée par l'interféren
e entre x et z après la fusion.les 
on�gurations aboutissant à la présen
e d'une a�nité dans le graphe. En e�et, 
on-naissant uniquement g′, il est impossible de savoir si l'a�nité présente dans g′ est unean
ienne a�nité de g, une a�nité de g qui a été redirigée, ou une a�nité résultant del'addition d'une a�nité et de la redire
tion d'une se
onde a�nité. Les trois possibilitéssont présentées �gure 2.5. Le prédi
at same_type a e' pré
ise que a et e sont soit toutesdeux des a�nités, soit toutes deux des interféren
es.
z

yx

z

yx

z

yx

z

x

e

e

e

e”e’

e’e”

(a) (b)

(c) (d)Fig. 2.5 � Trois 
on�gurations (a), (b) et (
) menant à une 
on�guration identique (d)après fusion de x et y.Nous avons évoqué que la fon
tion merge est appliquée à une a�nité du graphe. Ainsi,l'appli
ation de la fon
tion merge à une arête e dans un graphe g requiert une preuve que
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e appartient à g et une preuve que e est une a�nité, d'où son type dépendant donné
i-dessous.Parameter merge :
∀ (e : Edge . t ) (g : t ) , ( In_graph_edge e g ) → (Aff e ) → t .2.5 Implantation des graphes d'interféren
e-a�nitéPour pouvoir extraire les graphes, il est né
essaire d'implanter une stru
ture de don-nées extra
tible respe
tant leur interfa
e. C'est 
e que nous avons fait, en nous limitanttoutefois aux graphes non pondérés, puisque les graphes 
onstruits dans CompCert nesont pas pondérés. Considérer les graphes pondérés aurait né
essité un travail supplé-mentaire au niveau de l'implantation. Il aurait en parti
ulier fallu utiliser des stru
turesdi�érentes pour représenter les a�nités et les interféren
es. Aussi, au vu de nos besoins etdu temps né
essaire pour implanter les graphes pondérés, nous avons préféré nous limiteraux graphes non pondérés.2.5.1 Choix d'implantationNombre de solutions sont envisageables pour implanter les graphes. Parmi les représen-tations possibles, les plus 
ourantes reposent sur des ensembles de sommets et d'arêtes, desmatri
es d'adja
en
e, 
reuses ou non, ou des listes d'adja
en
e. Cha
une de 
es possibili-tés re
èle des for
es et des faiblesses qui doivent guider nos 
hoix. Le 
ontexte parti
ulierde la véri�
ation formelle dans le système Coq induit lui aussi des spé
i�
ités dont il fauttenir 
ompte, 
omme les bibliothèques disponibles.Notre interfa
e repose sur des ensembles de sommets et d'arêtes 
ar 
'est la représen-tation qui nous a semblé la plus intuitive et la plus expressive si l'on pense aux graphesd'interféren
e-a�nité à un haut niveau d'abstra
tion. Cependant, 
e n'est pas le 
hoixque nous avons retenu pour l'implantation. L'usage intensif des voisinages de sommetset l'aspe
t lo
al des fon
tions utilisées dans les algorithmes d'allo
ation de registres, ausens où seule une partie très restreinte du graphe est modi�ée à 
haque appel de fon
-tion intermédiaire, indiquent que les voisinages et degrés d'un sommet doivent pouvoirêtre 
onsultés et modi�és très e�
a
ement ; 
e n'est pas le 
as si le graphe est représentépar des ensembles de sommets et d'arêtes. Les listes et matri
es d'adja
en
e sont pluse�
a
es sur 
e point. La faible densité des graphes d'interféren
e-a�nité, 
'est-à-dire lefaible nombre moyen de voisins de 
haque sommet, nous a �nalement poussé à 
hoisir leslistes d'adja
en
e.A�n de rendre plus e�
a
e les 
onsultations nous n'utilisons pas des listes d'adja
en
emais des ensembles d'adja
en
e. Notre graphe est représenté par un ensemble de sommetset deux fon
tions d'asso
iation indexées par les sommets : la première fon
tion d'asso
ia-tion lie à 
haque sommet du graphe ses voisins d'a�nité, la se
onde lie à 
haque sommetses voisins d'interféren
e.
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e-a�nité2.5.2 La stru
ture de donnéesLes 
hoix présentés 
i-dessus sont implantés par la stru
ture présentée �gure 2.6.Celle-
i 
on
ilie à la fois des données (verti
es, imap et amap) et des preuves de pro-priétés portant sur 
es données (endpoints_imap, endpoints_amap, sym_imap, sym_amap,not_eq_endpoints_imap et not_eq_endpoints_amap).Re
ord t : Type := Make_Graph {(∗ Les sommets du graphe ∗)verti
es : VertexSet . t ;(∗ La f on
 t i on d ' a s s o 
 i a t i on des sommets e tl e u r s v o i s i n s d ' i n t e r f é r e n 
 e ∗)imap : VertexMap . t VertexSet . t ;(∗ La f on
 t i on d ' a s s o 
 i a t i on des sommets e tl e u r s v o i s i n s d ' a f f i n i t é ∗)amap : VertexMap . t VertexSet . t ;(∗ Le domaine des f on
 t i on s d ' a s s o 
 i a t i on e s tl ' ensemble des sommets du graphe ∗)endpoints_imap : ∀ x , VertexMap . In x imap ⇔VertexSet . In x verti
es ;endpoints_amap : ∀ x , VertexMap . In x amap ⇔VertexSet . In x verti
es ;(∗ Les f on
 t i on s d ' a s s o 
 i a t i on sont symétr iques ∗)sym_imap : ∀ x y , VertexSet . In x ( adj_set y imap ) ⇒VertexSet . In y ( adj_set x imap ) ;sym_amap : ∀ x y , VertexSet . In x ( adj_set y amap ) ⇒VertexSet . In y ( adj_set x amap ) ;(∗ Le graphe e s t s imp le ∗)simple_graph : ∀ x y , VertexSet . In x ( adj_set y imap ) ∧VertexSet . In x ( adj_set y amap ) ⇒False ;(∗ Le graphe e s t sans bou
 l e ∗)not_eq_endpoints_imap : ∀ x y ,VertexSet . In x ( adj_set y imap ) ⇒
¬Vertex . eq x ynot_eq_endpoints_amap : ∀ x y ,VertexSet . In x ( adj_set y amap ) ⇒
¬Vertex . eq x y} .Fig. 2.6 � Stru
ture de données représentant un graphe dans notre implantation Coq.Le 
hamp verti
es de la stru
ture 
ontient l'ensemble des sommets du graphe. Pourplus d'e�
a
ité, nous avons 
hoisi d'utiliser la représentation des ensembles s'appuyant surdes arbres AVL [AVL62℄, une version d'arbre binaires de re
her
he équilibrés, disponible
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hamp imap 
ontient une fon
tion asso
iant à 
haque sommet du graphe l'ensemblede ses voisins d'interféren
e. Ces fon
tions d'asso
iations sont elles aussi représentéespar des arbres AVL. Chaque n÷ud de 
et arbre 
ontient un sommet et l'arbre AVLreprésentant l'ensemble des voisins de 
e sommet. Le 
hamp amap est le pendant de imappour la relation d'a�nité. Puisque nous n'utilisons que des graphes non pondérés, il n'estpas né
essaire d'utiliser une stru
ture plus 
omplexe a�n de sto
ker les poids des a�nités.La �gure 2.7 présente un exemple de graphe et de la stru
ture de données qui le représente.Le 
hamp endpoints_imap 
ontient une preuve de la propriété qui stipule que les som-mets ayant une image dans la fon
tion d'asso
iation représentative des interféren
es imapsont exa
tement les sommets du graphe. La preuve endpoints_amap établit la propriétééquivalente pour la fon
tion d'asso
iation amap.Le 
hamp sym_imap 
ontient une preuve de la propriété indiquant que les interféren
essont symétriques, 
'est-à-dire que si x est un voisin de y alors y est un voisin de x. Ladé�nition du prédi
at Symmetri
 est la suivante.Definition Symmetri
 m := ∀ x y ,VertexSet . In x ( adj_set y m ) ⇒ VertexSet . In y ( adj_set x m ) .Le 
hamp sym_amap 
ontient la propriété analogue pour les a�nités. Notre 
hoix s'estarrêté sur une représentation symétrique a�n de simpli�er la re
her
he du voisinage d'unsommet. En e�et, il aurait été possible de 
hoisir une représentation asymétrique, qui
onsisterait à asso
ier à 
haque sommet tous ses voisins plus grands que lui. En pratique,
ela aurait rendu di�
ile la 
onsultation des voisinages puisque trouver ses voisins pluspetits serait laborieux et 
oûteux. Pour 
es raisons, une représentation symétrique estmieux adaptée.Le 
hamp simple_graph 
ontient une preuve que le graphe est simple. Cette propriétéest en e�et exigée dans la spé
i�
ation de l'interfa
e. Les fon
tions d'asso
iation permet-tent aisément de formuler 
ette propriété : un sommet ne doit pas à la fois appartenir auvoisinage d'a�nité et au voisinage d'interféren
e d'un même sommet.En�n, le 
hamp not_eq_endpoints_imap 
ontient une preuve que les extrémités detoute interféren
e du graphe sont di�érentes. Nous la spé
i�ons en imposant que toutvoisin d'interféren
e ou d'a�nité x d'un sommet y n'est pas égal à x. La propriéténot_eq_endpoints_imap est la propriété analogue pour amap.Au �nal, 
ette stru
ture de données permet d'a

éder au voisinage d'a�nité ou d'in-terféren
e d'un sommet en temps logarithmique puisque les fon
tions d'asso
iation sontreprésentées par des arbres AVL. Elle répond don
 au 
ritère prédominant que nous avionsidenti�é avant de dé�nir 
ette implantation, à savoir, la rapidité de 
al
ul des voisins d'unsommet. C'est là la for
e prin
ipale de notre implantation et la raison de son 
hoix.2.5.3 Lien entre spé
i�
ation et implantationLa spé
i�
ation des graphes d'interféren
e-a�nité utilise des ensembles d'arêtes, 
equi lui permet d'être très expressive, tandis que leur implantation utilise des arbres AVL,
e qui 
onfère à 
ette dernière une plus grande e�
a
ité algorithmique. Le pont reliant
es deux représentations doit être 
onstruit au moment de l'implantation des graphes
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 → {b,m} f → {e,j,m}
j → {d,e,f,h,k}

k → {b,d,g,j} m → {
,d,e,f}
b → {
,d,e,k,m} d → {b,j,k,m} g → {h,j,k}(d)Fig. 2.7 � Un graphe (a), l'arbre AVL des sommets du graphe (b), l'arbre AVL des a�nitésdu graphe (
) et l'arbre AVL des interféren
es du graphe (d). Les ensembles notés entrea

olades 
orrespondent à des ensembles qui sont également représentés par des arbresAVL, mais que nous n'avons pu exhiber sous 
ette forme i
i pour des raisons de lisibilité.d'interféren
e-a�nité. Nous dé�nissons dans 
e but une fon
tion map_to_set 
apablede transformer les arbres amap et imap en ensembles d'arêtes. La spé
i�
ation de 
ettefon
tion est la suivante.(map to set spe
) Symmetric m ⇒

((x, y, w) ∈ (map to set m w)⇔ y ∈ (adj set x m)))Cette fon
tion suppose que les fon
tions d'asso
iation sont symétriques, 
e sans quoiil est impossible de prouver l'impli
ation de gau
he à droite et don
 d'établir le lien entreun graphe et son implantation. Cette supposition n'est pas limitative puisque les deuxfon
tions d'asso
iation auxquelles nous voulons appliquer 
ette fon
tion sont symétriques.L'implantation de 
ette fon
tion est présentée �gure 2.8.Celle-
i 
onsiste à par
ourir l'ensemble des sommets du graphe, via la fon
tionnelleVertexMap.fold, et ajouter à 
haque étape l'ensemble adding_edges y mapy s des arêtes



2.5. Implantation des graphes d'interféren
e-a�nité 63Definition adding_edges y mapy s w :=VertexSet . fold ( fun z s ' → EdgeSet . add (y , z , w ) s ' )mapy s .Definition map_to_set map w :=VertexMap . fold ( fun y mapy s → adding_edges y mapy s )map EdgeSet . empty .Fig. 2.8 � Implantation des fon
tions map_to_set et adding_edges faisant le lien entrela stru
ture qui implante les graphes, les fon
tions d'asso
iation sous forme d'arbres AVL,et la spé
i�
ation des graphes, dé
rite via des ensembles d'arêtes.in
identes au sommet 
ourant y à l'ensemble ainsi déjà 
onstruit s.Prouver la 
orre
tion de l'implantation de la fon
tion map_to_set n'est pas 
hosefa
ile, en raison de l'utilisation de la fon
tionnelle VertexMap.fold et de ses limitations.Nous avons dû enri
hir les propriétés a
tuelles de la bibliothèque portant sur 
ette fon
-tion, lesquelles n'étaient pas su�santes pour nos raisonnements. En e�et, la spé
i�
ationde la fon
tion fold, donnée �gure 2.9, ne 
ontient qu'une propriété établissant le lienentre 
elle-
i et la fon
tion fold_left de la bibliothèque de listes.Parameter fold_1 :
∀ (A : Type) (i : A ) (f : key → elt → A → A ) ,fold f m i = fold_left ( fun a p → f (fst p ) (snd p ) a )( elements m ) i .Fig. 2.9 � Spé
i�
ation de la fon
tion fold de la bibliothèque des fon
tions d'asso
iations(FMap). Si m est une fon
tion d'asso
iation, la liste elements m 
ontient tous les 
ouples(
lé,valeur) de m.Raisonner sur la fon
tion VertexMap.fold revient don
 à raisonner sur la fon
tionfold_left. Le meilleur moyen de raisonner sur 
ette dernière est de pro
éder par indu
-tion sur la liste des éléments passée en paramètre. Supposons que nous devons prouverune propriété de la forme ∀ l a, P (fold_left f l x), où P est une propriété portant surune liste, f une fon
tion sur les listes, l une liste d'éléments et x un élément de base,appelé a

umulateur. En pro
édant par indu
tion sur la liste l, deux sous-buts sont àprouver :1. P(fold_left f nil x), qui se réduit en P x2. ∀ a l, P(fold_left f (a :: l) x), rédu
tible en ∀ a l, P (fold_left f l (f x a)),ave
 l'hypothèse d'indu
tion ∀ l, P (fold_left f l x).Le premier but est généralement simple à prouver. Le se
ond, en revan
he, est souventdi�
ile en raison de la modi�
ation de l'a

umulateur qui empê
he d'appliquer l'hypothèsed'indu
tion. Toutefois, 
e problème peut être 
ontourné en invoquant des propriétés de
ommutativité et d'asso
iativité de la fon
tion f. En parti
ulier, si f est de type A →B →A,
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e-a�nitéVariable A B : Type .Variable Aeq : A → A → Prop .Variable Aeq_refl : ∀ x , Aeq x x .Variable Aeq_trans : ∀ x y z , Aeq x y ⇒ Aeq y z ⇒ Aeq x z .Indu
tive eq_option : option A → option A → Prop :=| None_eq : eq_option ∅ ∅| Some_eq : ∀ s s ' , Aeq s s ' ⇒ eq_option ⌊s⌋ ⌊s′⌋ .Definition EqualMap m1 m2 :=
∀ x , eq_option ( find x m1 ) ( find x m2 ) .Lemma fold_left_asso
_map : ∀ l (f : t A → B → t A ) x h ,(∀ (y z : B ) s , EqualMap (f (f s y ) z ) (f (f s z ) y ) ) ⇒(∀ e1 e2 a , EqualMap e1 e2 ⇒ EqualMap (f e1 a ) (f e2 a ) ) ⇒EqualMap ( fold_left f (h : : l ) x ) (f ( fold_left f l x ) h ) .Fig. 2.10 � Dé�nition du lemme fold_left_asso
_map permettant de simpli�er lesraisonnements sur la fon
tion fold_left.et véri�e la propriété ∀ (x : A) (y z : B), f ((f x y) z) = f ((f x z) y), alors l'égal-ité fold_left f (a :: l) x = fold_left f (fold_left f l x) a fait apparaître le termefold_left f l x 
e qui permet généralement de 
on
lure via l'hypothèse d'indu
tion. Sil'on 
onsidère maintenant une fon
tion d'asso
iation qui à 
haque sommet asso
ie unensemble de sommets (
omme imap ou amap), et la fon
tion d'ajout d'un sommet auvoisinage de 
haque sommet, alors le lemme à prouver pour exploiter 
e prin
ipe est

∀ x y, VertexSet.add x (VertexSet.add y s) = VertexSet.add y (VertexSet.add x s).Malheureusement, l'usage de l'égalité de Leibniz (ou stru
turelle) = est trop restri
tif.Ces deux ensembles sont égaux pour l'égalité extensionnelle sur les ensembles, notée =vs,qui établit que deux ensembles sont égaux s'ils ont les mêmes éléments, mais pas pourl'égalité =. Nous parons 
ette 
ompli
ation via une égalité EqualMap, laquelle nous permetde dé�nir le lemme fold_left_asso
_map, présenté �gure 2.10, et ainsi de raisonner plusaisément sur la fon
tion fold_left et, par 
onséquent, sur la fon
tion VertexMap.fold.A noter qu'une propriété supplémentaire sur EqualMap est requise.Nous sommes alors en mesure de prouver la 
orre
tion de la fon
tion map_to_set. Unefois 
elle-
i établie, nous pouvons prouver les propriétés de base des graphes d'interféren
e-a�nité dé
rites dans la se
tion 2.2 grâ
e aux preuves intégrées à la stru
ture de graphe.En e�et, la propriété (edge end) dé
oule dire
tement des preuves endpoints_imapet endpoints_amap, tout 
omme (edge di�) dé
oule de not_eq_endpoints_imap etnot_eq_endpoints_amap, ou 
omme (simple graph) dé
oule de simple_graph.



2.6. Fon
tions de transformation des graphes 652.6 Fon
tions de transformation des graphesLa 
omplexité de la stru
ture de données, pourtant réduite aux propriétés les plusessentielles, induit également la 
omplexité des fon
tions de modi�
ation des graphes.Cha
une de 
es fon
tions doit non seulement mettre à jour l'ensemble des sommets etles fon
tions d'asso
iation des sommets et leurs voisins mais aussi établir une preuve de
ha
une des propriétés du graphe. Il faut en outre prouver que l'implantation de 
ha
unedes fon
tions véri�e bel et bien la spé
i�
ation de 
ette fon
tion dé
rite dans l'interfa
e.En 
onséquen
e l'e�ort de développement est i
i important. L'implantation 
omplète desgraphes d'interféren
e-a�nité représente au �nal environ 3600 lignes de 
ode : 800 lignesde développement et spé
i�
ation des propriétés et 2800 lignes de preuve.2.6.1 Suppression d'un sommetConsidérons un sommet v d'un graphe g. Pour retirer v de g, il faut le supprimerde l'ensemble des sommets de g, retirer toutes les o

urren
es de 
e sommet des deuxfon
tions d'asso
iation représentant les interféren
es et les a�nités et prouver que lespropriétés de la stru
ture de données sont préservées. La spé
i�
ation de la fon
tionremove_map 
hargée de 
ette tâ
he est don
 la suivante.(remove map in) Symmetric m ⇒
(y ∈map (remove map m x)⇔ (y 6=s x ∧ y ∈map m)(remove map adj set) Symmetric m ∧ y 6= x⇒
(adj set y (remove map m x)) =vs (VertexSet.remove x (adj set y m))(remove map adj set v) Symmetric m ⇒ (adj set x (remove map m x)) =vs ∅En 
e qui 
on
erne l'implantation, retirer v de l'ensemble des sommets de g est simple,il su�t de le retirer d'un ensemble. Retirer toutes les arêtes in
identes à v est plus déli
at,puisque les o

urren
es de v sont disséminées dans la stru
ture. La façon la plus e�
a
ede retirer toutes 
es o

urren
es 
onsiste à par
ourir l'ensemble des voisins de v pourretirer v de l'ensemble des voisins de 
ha
un d'eux, puis de supprimer v de la fon
tiond'asso
iation. Plus exa
tement, pour 
haque voisin x de v, on asso
ie à x l'ensemble deses voisins, moins v, puis l'on supprime v de la fon
tion d'asso
iation. La mise à jour desfon
tions d'asso
iation est le r�le de la fon
tion remove_in
ident, dont la spé
i�
ationest la suivante.(remove in
ident in) Symmetric m ⇒ (y ∈map m⇔ y ∈map (remove incident m x))(remove in
ident adj set) Symmetric m ⇒

(adj set y (remove incident m r)) =vs (VertexSet.remove r (adj set y m))Les implantations de 
es deux fon
tions sont détaillées �gure 2.11. L'implantation dela fon
tion remove_in
ident suit parfaitement sa des
ription : l'ensemble adj_set x mest par
ouru et, pour 
haque sommet y lui appartenant, x est supprimé de l'ensembleadj_set y m. La fon
tion remove_map se 
ontente de supprimer le sommet x après avoirappliqué la fon
tion remove_in
ident.Cette fon
tion est ensuite appliquée aux fon
tions d'asso
iation imap g et amap g.Reste à prouver les propriétés né
essaires à la 
onstru
tion du graphe. Nous ne détaillerons
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e-a�nitéDefinition remove_in
ident_adj m x adj :=VertexSet . fold( fun y → VertexMap . add y ( VertexSet . remove x ( adj_set y m ) ) )adj m .Definition remove_in
ident m x :=remove_in
ident_adj m x ( adj_set x m ) .Definition remove_map x m :=VertexMap . remove x ( remove_in
ident m x ) .Fig. 2.11 � Implantations des fon
tions remove_in
ident et remove_map.Definition remove_vertex v g :=Make_Graph ( VertexSet . remove v (V g ) )( imap_remove ( imap g ) v )( imap_remove ( amap g ) v )( endpoints_in_remove_vertex_imap v g )( endpoints_in_remove_vertex_amap v g )( simple_graph_remove_vertex_map v g )( sym_imap_remove_vertex v g )( sym_amap_remove_vertex v g )( not_eq_endpoints_remove_vertex_imap v g )( not_eq_endpoints_remove_vertex_amap v g ) .Fig. 2.12 � Implantation de la fon
tion remove_vertex.pas 
es preuves i
i. Le 
orps de la fon
tion remove_vertex est donné �gure 2.12. L'ensem-ble de sommets et les fon
tions d'asso
iation sont mis à jour et les propriétés de la stru
turede graphes sont prouvées.2.6.2 Suppression des a�nités in
identes à un sommetLa fon
tion delete_affinities se 
omporte à très peu de 
hoses près 
omme lafon
tion remove_vertex pour supprimer les a�nités du graphe. En e�et, si v est le sommetdont les a�nités doivent être supprimées, la première étape 
onsiste à par
ourir les voisinsde v pour retirer leur lien ave
 v de amap. C'est exa
tement la même 
hose que fait lafon
tion map_remove au travers de la fon
tion remove_in
ident. Ensuite v est asso
iéà l'ensemble vide dans amap. Cette asso
iation peut être problématique si le sommet vn'appartient pas au graphe. En e�et, asso
ier à v un ensemble de voisins, même vide,permet de prouver que v appartient au graphe, 
e qui n'est pas le 
as. C'est pourquoi ilfaut préalablement tester si v appartient ou non au graphe. Mais il est possible de fairemieux en se 
ontentant de véri�er si le voisinage d'a�nité de v dans le graphe est vide ounon. S'il l'est, alors il su�t de ne rien modi�er. Sinon, le sommet v appartient for
ément
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tions de transformation des graphes 67au graphe et on peut don
 lui asso
ier l'ensemble vide 
omme voisinage d'a�nité sansrisque. La fon
tion de mise à jour de la fon
tion d'asso
iation amap est dé
rite �gure 2.13.Definition amap_delete_affinities v g :=let m := amap g inlet adj := adj_set v m ini f ( VertexSet . is_empty adj ) then melse VertexMap . add v VertexSet . empty( remove_in
ident_adj v m adj ) .Fig. 2.13 � Implantation de la fon
tion de suppression des a�nités in
identes à un sommetv de la fon
tion d'asso
iation représentative des a�nités dans un graphe g.Les preuves né
essaires à la 
onstru
tion du graphe sont similaires à 
elles de la fon
-tion remove_vertex. La stru
ture 
ommune, reposant sur la fon
tion remove_in
identpermet une réutilisation du développement et surtout des preuves. L'implantation de lafon
tion delete_affinities est donnée �gure 2.14.Definition delete_affinities v g :=Make_Graph (V g )( imap g )( amap_delete_affinities v g )( endpoints_in_delete_affinities_imap v g )( endpoints_in_delete_affinities_amap v g )( simple_graph_delete_affinities v g )( sym_imap_delete_affinities v g )( sym_amap_delete_affinities v g )( not_eq_endpoints_delete_affinities_imap v g )( not_eq_endpoints_delete_affinities_amap v g ) .Fig. 2.14 � Implantation de la fon
tion delete_affinities.2.6.3 Fusion de deux sommets liés par une a�nitéLa fon
tion merge est naturellement la plus ardue à implanter : spé
i�
ation 
omplexeimplique i
i implantation 
omplexe. Soit e = (x, y) l'a�nité à fusionner.La modi�
ation de l'ensemble des sommets du graphe est simple, il su�t d'en sup-primer y.La fon
tion de mise à jour des interféren
es, présentée �gure 2.15, est dé
omposée entrois étapes :1. Les interféren
es in
identes à y sont supprimées de la fon
tion d'asso
iation via lafon
tion remove_in
ident (ligne 5) ;2. Pour tout voisin v de y, y est rempla
é par x dans le voisinage de v (lignes 6-13) ;



68 Chapitre 2. Formalisation des graphes d'interféren
e-a�nité3. Le voisinage de x est modi�é et dé�ni 
omme l'union des voisinages d'interféren
ede x et y (lignes 14-15).1 : Definition imap_merge e g :=2 : let inty := adj_set ( snd_end e ) ( imap g ) in3 : let intx := adj_set ( fst_end e ) ( imap g ) in4 : let addy := VertexSet . diff inty intx in5 : let delete_snd := remove_in
ident ( imap g ) ( snd_end e ) in6 : let redire
t_m :=7 : VertexSet . fold (8 : fun y m ' →9 : VertexMap . add10 : y11 : ( VertexSet . add ( fst_end e ) ( adj_set y delete_snd ) )12 : m ' )13 : addy delete_snd14 : in VertexMap . add ( fst_end e ) ( VertexSet . union intx addy )15 : ( VertexMap . remove ( snd_end e ) redire
t_m ) .Fig. 2.15 � Dé�nition de la fon
tion de mise à jour de la fon
tion d'asso
iation représentantles interféren
es du graphe au moment de la fusion d'une a�nité e.Raisonner sur 
ette fon
tion n'est pas aisé et assez lourd, puisque la priorité est donnéeà l'e�
a
ité algorithmique. A�n d'alléger les preuves, nous avons dé�ni une nouvellefon
tion merge_int_set qui 
al
ule le voisinage d'un sommet après fusion de l'a�nité e,puis avons prouvé que 
e voisinage est égal à 
elui obtenu grâ
e à la fon
tion imap_merge,dont l'implantation, modulo quelques notations, est présentée �gure 2.16. Nous raisonnonsensuite sur la fon
tion imap_merge au travers de la fon
tion merge_int_set.Pour les a�nités, la mise à jour est plus ardue puisque 
ertaines a�nités sont é
lipséespar des interféren
es. Il ne faut don
 rediriger vers x depuis y que les a�nités de la forme
(y, z) où z n'interfère pas ave
 x. De plus, il faut supprimer les a�nités de la forme
(x, z) où y interfère ave
 z. A 
ette modi�
ation près, le 
orps de la fon
tion amap_mergede mise à jour de la fon
tion d'asso
iation représentant les a�nités est identique à 
elledé
rite pour les interféren
es. De plus, nous utilisons également une fon
tion intermédiairemerge_aff_set équivalente à amap_merge pour réaliser les preuves.Le 
ode de la fon
tion merge �nalement obtenu est donné �gure 2.17.2.7 BilanDé�nir une stru
ture e�
a
e de graphes en Coq est un problème di�
ile auquel nousavons répondu en deux temps.Tout d'abord, nous avons dé�ni une interfa
e de 
eux-
i utilisant la représentation 
las-sique, simple et expressive usuelle : un ensemble de sommets et deux ensembles d'arêtes.Cette représentation se veut modulaire, puisque le type des sommets est un paramètre



2.7. Bilan 69Definition merge_int_set e g v :=let inty := adj_set ( snd_end e ) ( imap g ) inlet intx := adj_set ( fst_end e ) ( imap g ) inlet addy := VertexSet . diff inty intx inlet intv := adj_set v ( imap g ) ini f v == ( fst_end e )then VertexSet . union intx addyelse i f v == ( snd_end e )then VertexSet . emptyelse i f v ∈ addythen VertexSet . add ( fst_end e )( VertexSet . remove ( snd_end e ) intvelse VertexSet . remove ( snd_end e ) intv .Lemma merge_int_equiv : ∀ e g v ,( adj_set v ( imap_merge e g ) ) =vs ( merge_int_set e g v ) .Fig. 2.16 � Dé�nition d'une fon
tion merge_int_set de 
al
ul des voisinagesaprès fusion d'une a�nité e, équivalente à la fon
tion imap_merge. La fon
tionRegFa
ts.Props.In_de
 v addy teste si v appartient à y. Le lemme merge_int_equivest voué à simpli�er la preuve.Definition merge e g ( Hin : In_graph_edge e g )( Haff : Aff e ) :=Make_Graph ( VertexSet . remove ( snd_end e ) (V g ) )( imap_merge e g )( amap_merge e g )( endpoints_imap_merge e g Hin )( endpoints_amap_merge e g Hin )( simple_graph_merge e g )( sym_imap_merge e g Hin Haff )( sym_amap_merge e g Hin )( not_eq_endpoints_imap_merge e g Hin Haff )( not_eq_endpoints_amap_merge e g ) .Fig. 2.17 � Implantation de la fon
tion merge.des graphes. Nous avons ensuite formalisé quelques propriétés des graphes simples nonorientés et les notions d'interféren
e, d'a�nité et de voisinage d'un sommet, 
entralesaux algorithmes d'allo
ation de registres. La dernière partie de 
ette interfa
e 
on
erneles fon
tions de modi�
ation usuelles de graphes d'interféren
e-a�nité : le retrait d'unsommet, la fusion d'une a�nité et la suppression des a�nités in
identes à un sommet.Le tout 
ompose une interfa
e de taille raisonnable, extensible et modulaire des graphesd'interféren
e-a�nité.
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e-a�nitéDans un se
ond temps, nous fournissons une implantation de 
ette interfa
e représen-tant les graphes non pondérés. Cette implantation implique deux 
onséquen
es majeures :1. l'existen
e d'une implantation prouve que l'interfa
e présentée est 
ohérente ;2. les stru
tures de données utilisées sont extra
tibles, 
e qui permet de disposer nonseulement d'une bibliothèque Coq de graphes d'interféren
e-a�nité mais aussi d'unebibliothèque O
aml 
orre
te par 
onstru
tion.



Chapitre 3Véri�
ation formelle de l'IRCLe re
ours à la validation a posteriori pour la véri�
ation formelle de l'implantationde l'IRC dans le 
ompilateur CompCert est du à trois fa
teurs :1. La des
ription impérative de l'algorithme, inadéquate au langage purement fon
-tionnel de Coq ;2. La simpli
ité de la validation, en opposition à la 
omplexité de l'implantation Coqet de la preuve de 
orre
tion ;3. Le manque de bibliothèque extra
tible dédiée aux graphes dans le système Coq.Implanter dire
tement dans le système Coq 
et algorithme requiert don
 d'apporterdes réponses à 
es trois points. Le dernier point a été traité dans le 
hapitre pré
édent,les deux premiers sont l'objet de 
e 
hapitre. Ces points sont d'autant plus épineux quel'IRC fut dans un premier temps dé
rit de façon in
orre
te ; divers bogues furent reportéset l'algorithme 
orrigé en 
onséquen
e.Nous proposons une implantation fon
tionnelle de référen
e de l'IRC, expliquons defaçon informelle en quoi 
ette implantation est équivalente à une version itérative etmontrons formellement en Coq la 
orre
tion totale de 
elle-
i, 
'est-à-dire que l'algorithmetermine et retourne une 
oloration valide du graphe d'interféren
e-a�nité étendant lapré
oloration [BRA10℄.Le développement Coq 
omplet de 
et algorithme est 
onsultable en ligne à l'adressehttp://www.ensiie.fr/~robillard/IRC.3.1 Spé
i�
ation de l'algorithmeL'IRC prend deux paramètres : un graphe d'interféren
e-a�nité, 
ontenant éventuelle-ment quelques sommets pré
olorés, et une palette de 
ouleurs, représentant les registresma
hines allouables. Le résultat est une 
oloration partielle du graphe d'interféren
e-a�nité qui utilise uniquement la palette de 
ouleurs et qui préserve la pré
oloration.Plus formellement, notre spé
i�
ation indique en premier lieu que la fon
tion quiimplante l'algorithme, appelée IRC, retourne un résultat de type 
oloring, dé�ni 
ommesuit :Definition 
oloring := Vertex . t → option Color . t71
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ation formelle de l'IRCLe type Coloring représente les fon
tions partielles des sommets vers les 
ouleurs.Pour être une 
oloration partielle, 
ette fon
tion doit de plus véri�er trois prédi
ats. Toutd'abord, deux sommets liés par une interféren
e doivent avoir des 
ouleurs di�érentes :(
ol 1) e ∈ (IE g) ∧ IRC g p (fst end e) =o ⌊x⌋ ∧ IRC g p (snd end e) =o ⌊y⌋ ⇒
x 6=s yoù =o désigne l'égalité sur le type option Color.t déduite de 
elle sur les 
ouleurs.Ensuite, tout sommet 
oloré appartient e�e
tivement au graphe d'interféren
e :(
ol 2) IRC g p x =o ⌊y⌋ ⇒ x ∈s gCe prédi
at n'est pas absolument né
essaire, mais il simpli�e la preuve de l'algorithmepar la suite et ne 
onstitue en au
un 
as une limitation, puisqu'il est toujours possible derestreindre le domaine d'une fon
tion aux sommets du graphe.En�n, toute 
ouleur a�e
tée à un sommet doit appartenir à la palette de 
ouleurs :(
ol 3) IRC g p x =o ⌊y⌋ ⇒ y ∈ pLa 
onjon
tion de 
es trois prédi
ats forme le prédi
at (proper 
ol).En plus de 
onstruire une 
oloration partielle, l'algorithme doit préserver la pré
olo-ration precoloring g :(pre
ol) precoloring g p x = ⌊y⌋ ⇒ IRC g p x =o ⌊y⌋En résumé, notre preuve de 
orre
tion 
onsiste à prouver que la fon
tion IRC detype graph →palette →
oloring termine et renvoie une solution véri�ant le prédi
at(proper 
ol) et la propriété (pre
ol).3.2 Des
ription de l'implantation3.2.1 Point de départL'implantation de l'IRC dont s'inspire notre travail est une des
ription fon
tionnelleen SML d'Andrew W. Appel orientée vers la preuve, 
'est-à-dire pensée pour être prouvée
orre
te (mais malgré tout erronée), qui sert de support à son 
ours de 
ompilation. De làest née 
ette 
ollaboration ave
 lui autour de la formalisation et l'implantation dans Coqde l'IRC.L'implantation SML pré
itée suit de près la version originale de l'algorithme maisapporte des informations 
lés sur les di�
ultés de 
e développement dans un système telque Coq.La première de 
es informations est la dé�nition des fon
tions de simpli�
ation, defusion, de gel et de vidage 
omme quatre fon
tions mutuellement ré
ursives. Une telledes
ription n'est pas souhaitable pour implanter l'algorithme dans le système Coq puisquela preuve de terminaison s'en trouverait 
ompliquée. Il nous faudra don
 
ontourner 
ettedi�
ulté.La deuxième information est l'utilisation d'une fon
tion getAlias a�n de déterminerquel sommet impose la 
ouleur d'un autre après une fusion. Par exemple, si (x, y) est unea�nité qui doit être fusionnée, l'implantation dé
ide que getAlias y = x. Cependant, si
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(z, y) est fusionnée, les alias de y (et don
 de x) deviennent z. Il s'agit don
 de 
al
ulerune fermeture transitive des fusions appliquées. Cette solution introduit de nombreuxappels à la fon
tion GetAlias qu'il semble ardu de tra
er et qui induisent 
ertainementdes di�
ultés au niveau de la preuve. Nous éviterons don
 de re
ourir à une fon
tion de
e type.La troisième porte sur la mise à jour des ensembles de sommets de bas degré etdes sommets liés par une a�nité, lesquels sont 
onstamment maintenus à jour durantl'algorithme. Celle-
i pourrait être à première vue améliorée, 
ar trop de 
al
uls sontréalisés, en parti
ulier au moment de la fusion, dans laquelle un bogue est d'ailleursapparu.La quatrième est l'utilisation que fait Andrew W. Appel d'une forme normale des arêtespour dé
ider qu'un sommet pré
oloré est toujours la première extrémité d'une arête. Ceprin
ipe permet de 
asser des symétries, puisqu'il permet de 
onsidérer indi�éremmentl'arête (x, y, w) et l'arête (y, x, w), et doit don
 être 
onservé. Il est d'ailleurs intégré àl'interfa
e des graphes que nous avons présentée.Ces remarques, en plus de la stru
ture globale de l'algorithme qui semble adaptée àla preuve, permettent de partir sur des bases saines pour 
onstruire l'implantation del'algorithme puisque les sour
es de di�
ultés prin
ipales sont d'ores et déjà repérées.3.2.2 Ensembles de travail et stru
ture dédiéeL'IRC repose sur quatre opérations qui sont appelées par ordre de priorité en fon
-tion des degrés des sommets du graphe et de leurs a�nités. A�n d'améliorer le tempsd'exé
ution de l'algorithme, il est primordial de 
lasser les sommets du graphe dans desensembles de travail en fon
tion de leurs propriétés. Ces ensembles sont au nombre dequatre, un par opération possible :1. spillWL est dé�ni 
omme l'ensemble des sommets de haut degré non pré
olorés,
'est-à-dire l'ensemble des sommets 
andidats au vidage.2. freezeWL est dé�ni 
omme l'ensemble des sommets de bas degré, liés par une a�nitéet non pré
olorés, 
'est-à-dire l'ensemble des sommets 
andidats au gel.3. simplifyWL est dé�ni 
omme l'ensemble des sommets de bas degré, sans a�nité etnon pré
olorés, 
'est-à-dire l'ensemble des sommets 
andidats à la simpli�
ation.4. movesWL est dé�ni 
omme l'ensemble des a�nités du graphe, 
'est-à-dire l'ensembledes arêtes 
andidates à la fusion.Les propriétés 
ara
téristiques de 
e quadruplet d'ensembles peuvent être 
onsidérées
omme un invariant que nous appelons par la suite WL_invariant. L'e�
a
ité et la 
orre
-tion de l'algorithme reposent sur le respe
t de 
et invariant, dont la spé
i�
ation formelleest la suivante.(spe
 invariant) WL_invariant g K (spillWL ,freezeWL ,simplifyWL ,movesWL) ⇔

(∀x, x ∈ (spillWL) ⇔ has_low_degree g K x = false∧x /∈ (pre
olored g))∧
(∀x, x ∈ (freezeWL) ⇔ has_low_degree g K x = true ∧move_related g x = true ∧ x /∈ (pre
olored g)) ∧
(∀x, x ∈ (simplifyWL)⇔ has_low_degree g K x = true ∧
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ation formelle de l'IRCmove_related g x = false∧x ∈s g∧x /∈ (pre
olored g))∧
(∀e, e ∈ (movesWL) ⇔ Aff e ∧ e ∈a g)A noter que dans la spé
i�
ation de l'invariant, un sommet qui appartient à l'un desquatre ensembles de travail doit appartenir au graphe. Ce
i est spé
i�é expli
itement pourl'ensemble simplifyWL mais est impli
ite pour les ensembles spillWL, 
ar tout sommetde haut degré appartient au graphe, et freezeWL, 
ar tout sommet lié par une a�nitéappartient également au graphe.Les ensembles de travail peuvent être fa
ilement 
al
ulés en par
ourant le graphe.Ceux-
i sont ensuite in
rémentalement mis à jour lors de 
haque modi�
ation du graphe.Il est don
 né
essaire de par
ourir entièrement le graphe une seule fois, au moment del'initialisation de l'algorithme, et non à 
haque fois que le graphe est modi�é, 
e quiaméliore signi�
ativement la rapidité d'exé
ution de l'algorithme.Une fois les ensembles de travail initialisés, l'algorithme fait appel à une fon
tion au-xiliaire dont le seul argument est une stru
ture, appelée ir
 graph, 
ontenant le graphegph, les ensembles de travail wl, la palette pal, le nombre de 
ouleurs K, une preuve que(WL invariant gph pal wl) est véri�é et une preuve que K est le 
ardinal de pal. Con-server K dans la stru
ture n'est pas indispensable mais évite de le re
al
uler trop fréquem-ment. La dé�nition exa
te de 
ette stru
ture, ainsi que sa 
onstru
tion sont dé
rites�gure 3.1.Re
ord ir
_graph := Make_IRC_Graph {gph : Graph . t ;wl : WL ;pal : VertexSet . t ;k : nat ;Hwl : WL_invariant gph pal wl ;Hk : VertexSet . 
ardinal pal = k } .Definition graph_to_IRC_graph g palette :=let K := VertexSet . 
ardinal palette inlet wl := init_WL g K inMake_IRC_Graph g wl palette K( WL_invariant_init g K wl ) ( refl_equal K ) .Definition IRC :=let g ' := graph_to_IRC_graph g palette in ( IRC_aux g ' ) .Fig. 3.1 � La stru
ture ir
 graph et l'initialisation de l'algorithme. La stru
ture est
onstruite à partir du graphe et de la palette uniquement. Elle est ensuite passée 
ommeparamètre à la fon
tion IRC aux qui implante le 
orps de l'algorithme.
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ription de l'implantation 753.2.3 Des
ription de l'algorithmeBien que la des
ription usuelle de l'IRC soit itérative, 
et algorithme pourrait par-faitement être dé�ni sous forme ré
ursive. En fait, l'IRC est loin d'être le seul algorithmed'allo
ation de registres dans 
e 
as. La plupart des algorithmes pro
édant par empile-ment et dépilement des sommets du graphe peuvent aisément être réé
rits sous une formefon
tionnelle. Cette forme est même plus 
ondensée et plus naturelle à é
rire puisqu'iln'est nullement né
essaire de gérer la pile : la ré
ursivité assure d'elle même que l'ordre dedépilement est l'inverse de l'ordre d'empilement. Ces pré
eptes 
onduisent à l'implantationsuivante :1 : Fun
tion IRC_aux g {measure IRC_measure} : Coloring :=2 : mat
h simplify g with3 : | ⌊(r, g′)⌋ → available_
olor g r ( IRC_aux g ' )4 : | ∅ → mat
h 
oales
e g with5 : | ⌊(e, g′)⌋ → 
omplete_
ol e ( IRC_aux g ' )6 : | ∅ → mat
h freeze g with7 : | ⌊g′⌋ → IRC_aux g '8 : | ∅ → mat
h spill g with9 : | ⌊(r, g′)⌋ → available_
olor g r ( IRC_aux g ' )10 : | ∅ → pre
oloring g11 : end12 : end13 : end14 : end . Fig. 3.2 � Implantation Coq de la fon
tion IRC aux.L'en tête de la fon
tion IRC_aux utilise le mot-
lé Fun
tion ainsi qu'une information{measure IRC_measure} pour des raisons liées à la terminaison de 
ette fon
tion. Nousreviendrons en détail sur 
e point dans la se
tion 3.6 de 
e 
hapitre.L'algorithme fon
tionne 
omme suit. S'il existe un sommet de bas degré sans a�nitéet non pre
oloré alors la fon
tion de simpli�
ation simplify est appelée (lignes 2 et 3) :la simpli�
ation est réalisée, le sommet r soumis à la simpli�
ation et le graphe modi�ég'sont renvoyés, la 
oloration de g' est faite via un appel ré
ursif à IRC et le sommet rest 
oloré.Sinon, s'il est possible de satisfaire une a�nité alors la fon
tion 
oales
e de fusion estappelée (lignes 4 et 5) : la fusion est e�e
tuée, l'a�nité e soumise à la fusion et le graphemodi�é g' sont renvoyés, la 
oloration de g' est 
al
ulée par appel ré
ursif et, en�n, lesdeux extrémités de e sont 
olorées de la même 
ouleur.Sinon, s'il existe un sommet de bas degré lié par une a�nité et non pré
oloré alorsla fon
tion freeze est appelée (lignes 6 et 7) : le gel est opéré, le sommet r soumis augel et le graphe modi�é g' sont renvoyés, le sommet r est gelé et la 
oloration de g' est
onstruite par appel ré
ursif.Sinon, s'il ne reste que des sommets de haut degré parmi les sommets non pré
olorés du
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ation formelle de l'IRCgraphe alors l'on pro
ède au vidage (lignes 8 et 9). Le vidage est similaire à la simpli�
ationà 
e
i près que la fon
tion de 
oloration available_
olor peut é
houer à retourner une
ouleur disponible pour le sommet r soumis au vidage.En�n, s'il ne reste plus de sommet non pré
oloré dans le graphe alors la pré
oloration(pre
oloring g) est renvoyée (ligne 10).3.3 Fon
tions de mise à jour de la stru
tureQuatre fon
tions auxiliaires sont appelées par l'algorithme a�n d'évaluer les opérationspossibles et, si besoin est, de mettre à jour la stru
ture ir
 graph. Ces fon
tions sontdon
 partielles et renvoient toutes ∅ en 
as d'é
he
.
(simplify g) qui simpli�e un sommet v et retourne ⌊(v, g′)⌋, où g′ est le graphe résultantdu retrait de v de g.
(coalesce g) qui re
her
he une a�nité e de g pouvant être satisfaite et fusionne sesextrémités, menant ainsi au graphe g′, et renvoie ⌊(e, g′)⌋.
(freeze g) qui supprime les a�nités in
identes à un sommet de bas degré lié par unea�nité et non pré
oloré v et retourne ⌊g′⌋, où g′ désigne le graphe ainsi obtenu.
(spill g) qui supprime le sommet de haut degré et non pré
oloré v de moindre 
oût etrenvoie ⌊(v, g′)⌋, où g′ est le graphe résultant de la suppression de v de g.Comme évoqué pré
édemment, 
haque fon
tion possède deux r�les : véri�er que l'opéra-tion est possible, tâ
he qui se résume la plupart du temps à 
onsulter les ensembles detravail, et mettre à jour la stru
ture par appel à une autre fon
tion post�xée par ir
.La �gure 3.3 présente le 
orps de la fon
tion simplify.1 : Definition simplify g : option ( Register . t ∗ ir
_graph ) :=2 : let simplifyWL := get_simplifyWL (wl g ) in3 : let HWL := Hwl g in4 : mat
h any_vertex simplifyWL as vreturn ( any_vertex simplifyWL = v ⇒option ( Register . t ∗ ir
_graph ) )with5 : | ⌊r⌋ → fun H : any_vertex simplifyWL = ⌊r⌋ →6 : let Hinw := any_vertex_in H in7 : ⌊(r, simplify irc r g Hinw)⌋8 : | ∅ → fun H : any_vertex simplifyWL = ∅ →∅9 : end10 : ( refl_equal ( any_vertex simplifyWL ) ) .Fig. 3.3 � Dé�nition de la fon
tion simplify.La première étape 
onsiste à a

éder à l'ensemble de travail simplifyWL et à lapreuve que les ensembles de travail véri�ent l'invariant WL_invariant (lignes 2 et 3).
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ture 77Ensuite, l'on re
her
he n'importe quel sommet r de l'ensemble de travail simplifyWLpar appel à la fon
tion any_vertex (ligne 4). La 
onstru
tion mat
h ... as ... returnest utilisée a�n de disposer des hypothèses de �ltrage any_vertex_simplifyWL = ⌊r⌋ etany_vertex simplifyWL = ∅.Dans le 
as où un sommet r est 
andidat à la simpli�
ation, 
elle-
i est opérée (lignes5 à 7). La ligne 6 pro
ède à la 
onstru
tion de l'hypothèse Hinw. Cette preuve est l'undes arguments passés ensuite à la fon
tion simplify_ir
. Celle-
i est indispensable pourpro
éder à une mise à jour appropriée des ensembles de travail et prouver que l'invariantWL_invariant est préservé par la simpli�
ation.Le résultat renvoyé est �nalement ⌊(r, simplify irc r g Hinw)⌋.Si au
un n'est 
andidat à la simpli�
ation ∅ est renvoyé.La fon
tion simplify_ir
 e�e
tue quant à elle quatre tâ
hes :1. elle met à jour le graphe en appelant la fon
tion remove_vertex de notre biblio-thèque ;2. elle transfère la palette pal, K et la preuve de la propriété Hk indiquant que K est le
ardinal de pal ;3. elle 
onstruit in
rémentalement les ensembles de travail du nouveau graphe en fon
-tion de 
eux de l'an
ien ;4. elle prouve que le nouveau graphe et les nouveaux ensembles de travail sont liés parl'invariant WL invariant.La �gure 3.4 présente le 
orps de la fon
tion simplify_ir
, qui est 
hargée de 
ettetâ
he pour le 
as de la simpli�
ation.Definition simplify_ir
 r ir
g Hinw :=Make_IRC_Graph ( remove_vertex r (gph ir
g ) )( simplify_wl r ir
g (k ir
g ) )(pal ir
g )(k ir
g )( Inv_simplify_wl r ir
g Hinw )(Hk ir
g ) .Fig. 3.4 � Dé�nition de la fon
tion simplify_ir
.Les arguments de simplify_ir
 sont le sommet r à simpli�er, un ir
_graph ir
g,et une preuve Hinw que r appartient à l'ensemble des 
andidats à la simpli�
ation dansg. A partir de tout 
ela, le sommet r est supprimé du graphe par appel à la fon
tionremove_vertex, les ensembles de travail sont mis à jour via une fon
tion simplify_wlet les autres données sont transmises in
hangées. Une preuve que les nouveaux ensem-bles de travail véri�ent l'invariant pour le nouveau graphe est 
onstruite par la fon
tionInv_simplify_wl et la preuve que K est le 
ardinal de pal est simplement transmise.Le tout forme l'ir
_graph résultant de la simpli�
ation de r dans ir
g. Les fon
tionssimplify_wl et Inv_simplify_wl, dont les dé�nitions sont 
omplexes, seront l'objet dela partie 3.5 de 
e 
hapitre.
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ation formelle de l'IRCLa dé
omposition et la forme des fon
tions auxiliaires pour les trois autres opérationssont analogues.3.4 Fon
tions de mise à jour de la 
olorationLa phase de dépilement de l'algorithme 
orrespond à la 
oloration in
rémentale dugraphe, 
'est-à-dire à l'a�e
tation des registres. Initialement, la 
oloration est réduite àla pré
oloration imposée par les 
ontraintes ar
hite
turales. Ensuite, l'algorithme 
oloreles sommets un à un jusqu'à 
e que tous soient 
olorés ou vidés en pile. La 
oloration est
onstruite grâ
e à trois fon
tions.La fon
tion pre
oloring asso
ie à 
haque sommet du graphe pré
oloré sa 
ouleur. Ilest né
essaire que 
ette pré
oloration soit 
orre
te pour qu'elle puisse être étendue parl'algorithme en une 
oloration 
orre
te.La fon
tion available_
olor re
her
he une 
ouleur qu'il est possible d'a�e
ter à unsommet donné a�n d'étendre une 
oloration �xée. Cette fon
tion est partielle puisqu'ellepeut é
houer à trouver une nouvelle 
ouleur, dans le 
as où toutes les 
ouleurs de la palettesont interdites. La 
orre
tion de 
ette fon
tion tient en un lemme :(available 
oloring spe
) proper_
ol col g pal ∧ v ∈s g ⇒proper_
ol (available_
olor g v col) g palLa troisième et dernière fon
tion de 
onstru
tion de la 
oloration est la fon
tion
omplete_
ol qui permet d'assigner aux deux extrémités d'une a�nité 
hoisie pour êtrefusionnée la même 
ouleur. La 
orre
tion de 
ette fon
tion tient en deux lemmes :(
omplete 
oloring snd) e ∈a g ⇒
(
omplete_
ol e col) (snd_end e) =o (
omplete_
ol e col) (fst_end e)(
omplete 
oloring any) snd_end e 6=s x ⇒ (
omplete_
ol e col) x =o col xContrairement à 
e qui aurait pu être attendu, la 
orre
tion de 
ette fon
tion ne spé
i�epas que la 
oloration résultante doit être 
orre
te. Ce
i est tout à fait normal : la fon
tionse 
ontente de 
ompléter la 
oloration si une arête a été désignée pour être fusionnée ; lefait que la 
oloration ainsi obtenue soit 
orre
te ou non dépend uniquement du 
ritère defusion employé.3.5 Mise à jour des ensembles de travailLe 
÷ur de l'IRC se situe dans la mise à jour des ensembles de travail et la preuve depréservation de l'invariant. Notre implantation est pensée pour mettre à jour e�
a
ementet rapidement les ensembles de travail, en n'opérant que les modi�
ations stri
tementné
essaires, 
ontrairement à la dé�nition de référen
e a
tuelle de l'algorithme [App98a℄qui fait une mise à jour 
omplète des voisinages des sommets tou
hés par les opérations :par exemple, si le sommet v est retiré du graphe alors tous ses voisins de bas degré (aprèssuppression de v) sont examinés et re
lassés. Comme nous le verrons, 
ertains de 
esvoisins vont être retirés d'un ensemble de travail pour y être insérés à nouveau. Nousdésirons interdire 
e type d'opération inutile.
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omment les mises à jour des ensembles de travail sont réaliséespour 
haque opération et prouve leur 
orre
tion. Cette démar
he se fait à 
haque fois entrois temps. Tout d'abord nous dé�nissons l'évolution des voisinages d'a�nité et d'inter-féren
e des sommets pour 
haque opération. Ensuite, nous déduisons de l'évolution desvoisinages l'évolution des fon
tions 
ara
téristiques que sont les fon
tions has_low_degreeet move_related. Ce sont en e�et en fon
tion des résultats de 
es fon
tions que les som-mets sont 
lassés. En�n, nous dé
rivons 
omment sont 
onstruits les nouveaux ensemblesde travail à partir des an
iens.3.5.1 Simpli�
ation et vidageLa simpli�
ation et le vidage sont des opérations équivalentes en termes de graphe :un sommet est désigné pour être supprimé. Ce point 
ommun permet de fa
toriser touteune partie du développement même si l'évolution des ensembles de travail di�ère. Nous
onsidérons par la suite un graphe g, un sommet v de g et g′ = remove_vertex v g.Evolution des voisinages des sommetsLe voisinage d'interféren
e (respe
tivement d'a�nité) de tout sommet di�érent de vdans g′ est obtenu par suppression de v dans le voisinage de 
e sommet dans g.Lemme 2 (Voisinage des sommets). Soit x 6= v.
N(x, g′) = N(x, g)− {v}.
Na(x, g′) = Na(x, g)− {v}.Ce résultat induit deux 
orollaires immédiats pour les voisinages, en fon
tion de si vappartient au voisinage du sommet 
onsidéré ou non.Si x est un voisin de v alors son voisinage dans g′ est obtenu par suppression de v deson voisinage dans g.Corollaire 1 (Voisinage des voisins de v). Soit x 6= v.
x ∈ N(v, g)⇒ N(x, g′) = N(x, g)− {v}.
x ∈ Na(v, g)⇒ Na(x, g′) = Na(x, g)− {v}.Si x n'est pas un voisin de v alors son voisinage dans g′ est son voisinage dans g.Corollaire 2 (Voisinage des autres sommets). Soit x 6= v.
x /∈ N(v, g)⇒ N(x, g′) = N(x, g).
x /∈ Na(v, g)⇒ Na(x, g′) = Na(x, g).Ces 
orollaires induisent eux-mêmes deux nouveaux 
orollaires pour les degrés.Si x est un voisin de v alors son degré dans g′ est obtenu en retran
hant 1 de son degrédans g.Corollaire 3 (Degrés des voisins de v). Soit x 6= v.
x ∈ N(v, g)⇒ δ(x, g′) = δ(x, g)− 1.
x ∈ Na(v, g)⇒ δa(x, g′) = δa(x, g)− 1.
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ation formelle de l'IRCSi x n'est pas un voisin de v alors son degré dans g′ est égal à son degré dans g.Corollaire 4 (Degrés des autres sommets). Soit x 6= v.
x /∈ N(v, g)⇒ δ(x, g′) = δ(x, g).
x /∈ Na(v, g)⇒ δa(x, g′) = δa(x, g).Evolution des fon
tions 
ara
téristiquesUne fois l'évolution des degrés parfaitement 
omprise, l'évolution des fon
tions 
ara
-téristiques has_low_degree et move_related devient aisée.Tout sommet sans a�nité x 6= v de g est sans a�nité dans g′.Lemme 3 (Sommets sans a�nités). Soit x 6= v.
move related g x = false ⇒ move related g′ x = falseTout sommet lié par une a�nité x 6= v de g est sans a�nité dans g′ si et seulements'il a pour seul voisin d'a�nité v.Lemme 4 (Sommets devenant sans a�nité). Soit x 6= v.
(move related g x = true ∧ move related g′ x = false) ⇔
x ∈ Na(v, g) ∧ δa(x, g) = 1.Tout sommet de bas degré x 6= v de g est également de bas degré dans g′.Lemme 5 (Sommets de bas degré). Soit x 6= v.
has low degree g K x = true ⇒ has low degree g′ K x = trueTout sommet de haut degré x 6= v de g est de bas degré dans g′ si et seulement s'il estun voisin de v de degré d'interféren
e K.Lemme 6 (Sommets devenant de bas degré). Soit x 6= v.
has low degree g K x = true ∧ has low degree g′ K x = false ⇔
x ∈ N(v, g) ∧ δ(x, g) = K.Evolution des ensembles de travailNous sommes maintenant en mesure d'é
rire l'algorithme de mise à jour des ensemblesde travail puisque le 
omportement des fon
tions 
ara
téristiques est 
lairement dé�ni.Cette mise à jour demeure néanmoins quelque peu 
omplexe.Soit wl = (spillWL, freezeWL, simplifyWL, movesWL) un quadruplet d'ensembles detravail tel que l'invariant (WL invariant g palette wl) est véri�é. A�n d'alléger la suite,nous notons IN (v , g) l'ensemble des voisins d'interféren
e de v non pré
olorés et qui ontun degré égal à K.(def IN) x ∈ IN(v, g) ⇔ x ∈ N(v, g) ∧ δ(x, g) = K ∧ is_pre
olored x = false
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orrespondent à 
eux qui doivent être transférés de l'ensemble des 
an-didats au vidage vers les ensembles de 
andidats à la simpli�
ation ou au gel, puisqu'ilssont de haut degré dans g mais de bas degré dans g′, 
omme le stipule le lemme 6. Ceuxliés par une a�nité dans g′ doivent être 
lassés parmi les 
andidats au gel, les autresétant 
lassés parmi les 
andidats à la simpli�
ation. Pour e�e
tuer 
e 
lassement, nousdé�nissons (INmr(v , g), INnmr(v , g)) 
omme la partition des sommets de IN(g) telle que
INmr(v , g) et INnmr (v , g) 
ontiennent respe
tivement les sommets liés par une a�nitédans g et les sommets sans a�nité dans g.(def INmr) x ∈ INmr(v, g) ⇔ x ∈ IN(g) ∧ move_related x g = true(def INnmr) x ∈ INnmr(v, g) ⇔ x ∈ IN(g) ∧ move_related x g = falseNous dé�nissons de façon analogue des ensembles spé
i�ques pour les sommets de-venant sans a�nité dans g′ alors qu'ils étaient liés par une a�nité dans g. PN (v , g)désigne l'ensemble des voisins d'a�nité de v, de bas degré, non pré
olorés et de degréd'a�nité égal à 1 dans g. Ces sommets devront être dépla
és de l'ensemble des 
andidatsau gel à l'ensemble des 
andidats à la simpli�
ation.(def PN) x ∈ PN(g) ⇔ x ∈ Na(v, g) ∧ δa(x, g) = 1 ∧ is_pre
olored x = falseLe quadruplet d'ensembles de travail wl ′ = (spillWL′, freezeWL′, simplifyWL′, movesWL′)résultant de la suppression du sommet v de g peut �nalement être 
al
ulé à partir duquadruplet wl = (spillWL, freezeWL, simplifyWL, movesWL) d'ensembles de travail de gpar la séquen
e d'étapes suivante :1. Les sommets de IN (v, g) sont supprimés de spillWL.2. Les sommets de IN mr(v, g) sont ajoutés à freezeWL.3. Les sommets de IN nmr(v, g) sont ajoutés à simplifyWL.4. Les sommets de PN (v, g) sont supprimés de l'ensemble des 
andidats au gel résultantde l'étape 2, et ajoutés à l'ensemble de 
andidats à la simpli�
ation obtenu à l'étape3.5. Les a�nités in
identes à v sont supprimées de movesWL.6. Le sommet v est supprimé de l'ensemble auquel il appartient.La 
orre
tion de 
e pro
essus réside dans le théorème suivant.Theorème 6. WL invariant g′ palette wl′.Instantiation pour la simpli�
ation et le vidageLa pro
édure proposée dans le paragraphe pré
édent fon
tionne lorsque n'importe quelsommet est retiré du graphe. Elle peut 
ependant être améliorée selon que le sommet àsupprimer est 
andidat à la simpli�
ation ou au vidage. Dans le premier 
as, nous savonsque le sommet v appartient à l'ensemble des 
andidats à la simpli�
ation ; il est par
onséquent non pré
oloré, de bas degré et sans a�nité. Dans le se
ond 
as, v est 
andidatau vidage ; il est de haut degré et non pré
oloré.
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ation formelle de l'IRCLe 
as le plus intéressant est 
elui de la simpli�
ation. Puisque v est dans 
e 
as sansa�nité, l'ensemble PN(v, g) est vide, 
e qui supprime l'opération 4 du pro
essus dé
rit 
i-dessus. De plus, v appartient à l'ensemble des 
andidats à la simpli�
ation, 
e qui permetde pré
iser la dernière opération. Le pro
essus devient don
 :1. Les sommets de IN (v, g) sont supprimés de spillWL.2. Les sommets de IN mr(v, g) sont ajoutés à freezeWL.3. Les sommets de IN nmr(v, g) sont ajoutés à simplifyWL.4. Les a�nités in
identes à v sont supprimées de movesWL.5. Le sommet v est supprimé de l'ensemble des 
andidats à la simpli�
ation résultantde l'étape 3.La spé
ialisation pour le 
as du vidage est plus dire
te, seule la dernière opération estspé
ialisée : v est retiré de l'ensemble des 
andidats au vidage.3.5.2 FusionNous 
onsidérons désormais l'opération de fusion. Soit g un graphe, e = (x, y, w) unea�nité élue pour la fusion et g′ = merge e g le graphe résultant de la fusion de x et ydans g.Des trois opérations réalisées sur le graphe, 
elle-
i est la plus déli
ate à manipuler.Cette di�
ulté provient en partie de l'utilisation d'un 
ritère plus perfe
tionné pour déter-miner si une a�nité peut être fusionnée. Classiquement, deux 
ritères sont utilisés :1. Le 
ritère de George [GA96℄ indique que x et y peuvent être fusionnés si N(x, v) ⊆
N(y, v), et x ou y est pré
oloré. Ce 
ritère n'a pas été implanté mais ne re
èle pas dedi�
ulté parti
ulière. Il su�t de tester que l'ensemble des voisins d'interféren
e del'une des extrémités est in
lut dans le voisinage d'interféren
e de l'autre extrémité,
e qui peut être fait dire
tement grâ
e à la fon
tion VertexSet.subset prédé�niedans la bibliothèque sur les ensembles. Il faut 
ependant prendre garde à 
e que lesdeux sommets fusionnés ne soient pas tous deux pré
olorés.2. Le 
ritère de Briggs [BCT94℄ exprime le fait que x et y peuvent être fusionnés sile sommet résultant de leur fusion a stri
tement moins de K voisins de haut degré.Ce
i implique intuitivement que le sommet résultant �nira par être 
andidat à lasimpli�
ation. Comme pour le 
ritère de George, les deux sommets fusionnés nedoivent pas être tous deux pré
olorés.L'implantation Coq du 
ritère de fusion de Briggs est donnée �gure 3.5. La fon
tionnb_of_signifi
ant_degree permet de 
ompter le nombre de sommets de new_adj dedegré d'interféren
e supérieur à K dans g.A�n de briser la symétrie des arêtes, nous imposons que la se
onde extrémité d'unea�nité élue pour la fusion ne soit pas pré
olorée. Ce 
hoix est une 
onséquen
e de notre
onvention de fusion, qui impose que la se
onde extrémité doit être supprimée du grapheet 
olorée 
omme la première extrémité. Ainsi, si la se
onde extrémité d'une a�nité quisatisfait le 
ritère de fusion est pré
olorée, nous permutons les extrémités a�n d'obtenirune arête qui satisfait également 
e 
ritère et respe
te notre 
onvention. Cette opération
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onservative_
oales
ing_
riteria e g K :=i f ( is_pre
olored ( fst_end e ) &&is_pre
olored ( snd_end e ) )then falseelse let new_adj := VertexSet . union( interferen
e_adj ( fst_end e ) g )( interferen
e_adj ( snd_end e ) g ) ini f le_lt_de
 K ( nb_of_signifi
ant_degree g K new_adj )then falseelse true .Fig. 3.5 � Implantation Coq du 
ritère de Briggs.
onduit à une a�nité dont la se
onde extrémité n'est pas pré
olorée puisque le 
ritère defusion requiert que les deux sommets à fusionner ne soient pas tous deux pré
olorés.Evolution des voisinages des sommetsDeux 
as sont à distinguer pour 
ara
tériser l'évolution des voisinages des sommetslors de la fusion de x et y, selon que l'on 
onsidère le sommet x ou un autre.Le voisinage d'interféren
e de x est obtenu par union des voisinages d'interféren
e de xet de y, 
e qui n'est pas surprenant au vu de la spé
i�
ation de la fon
tion merge puisque
haque interféren
e in
idente à y est redirigée vers x.Lemme 7 (Voisinage d'interféren
e de x). N(x, g′) = N(x, g) ∪N(y, g).Suivant le même prin
ipe, le voisinage d'a�nité de x est la di�éren
e des unions desvoisins d'a�nité de x et y et des voisins d'interféren
e de x et y.Lemme 8 (Voisinage d'a�nité de x).
Na(x, g′) = (Na(x, g) ∪Na(y, g))− (N(x, g) ∪N(y, g)).En pratique, nous n'utilisons pas 
ette représentation du voisinage de x dans g′, maisune autre, équivalente et plus rapide à 
al
uler. Celle-
i repose sur le fait que l'interse
tiondes voisinages d'interféren
e et d'a�nité d'un sommet est vide.Lemme 9 (Voisinage d'a�nité de x).
Na(x, g′) = (Na(x, g)−N(y, g)) ∪ (Na(y, g)−N(x, g)).Pour tout autre sommet v du graphe, il faut en
ore distinguer trois 
as, en fon
tiondes relations qui lient le sommet à x et y dans g :1. Si v n'interfère pas ave
 y alors son voisinage est in
hangé.2. Si v interfère ave
 y et ave
 x alors y est retran
hé du voisinage de v.3. Si v interfère ave
 y mais pas ave
 x alors x doit être ajouté à son voisinage et ydoit en être retran
hé.
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ation formelle de l'IRCLemme 10 (Voisinage d'interféren
e des autres sommets). Soit v /∈ {x, y}.1. v /∈ N(y, g)⇒ N(v, g′) = N(v, g).2. v ∈ N(y, g) ∧ v ∈ N(x, g)⇒ N(v, g′) = N(v, g)− {y}.3. v ∈ N(y, g) ∧ v /∈ N(x, g)⇒ N(v, g′) = (N(v, g)− {y}) ∪ {x}.En�n, le voisinage d'a�nité de v évolue également en fon
tion des relations qui lient
e sommet à x et y :1. Si v n'est pas lié à y, son voisinage d'a�nité est in
hangé.2. Si v est lié par une interféren
e à y et n'est pas lié par une a�nité à x alors sonvoisinage d'a�nité est in
hangé.3. Si v est lié par une interféren
e à y et par une a�nité à x alors x doit être retran
hédu voisinage d'a�nité de v.4. Si v est lié par une a�nité à y et par une interféren
e à x alors y doit être retran
hédu voisinage d'a�nité de v.5. Si v est lié par une a�nité à y et à x alors y doit être retran
hé des voisins d'a�nitéde v.6. Si v est lié par une a�nité à y et n'est pas lié à x alors y doit être retran
hé duvoisinage d'a�nité de v et x doit y être ajouté.Lemme 11 (Voisinage d'a�nité des autres sommets). Soit v /∈ {x, y}.1. v /∈ Na(y, g) ∧ v /∈ N(y, g)⇒ Na(v, g′) = Na(v, g).2. v ∈ N(y, g) ∧ v /∈ Na(x, g)⇒ Na(v, g′) = Na(v, g).3. v ∈ N(y, g) ∧ v ∈ Na(x, g)⇒ Na(v, g′) = Na(v, g)− {x}.4. v ∈ Na(y, g) ∧ v ∈ N(x, g)⇒ Na(v, g′) = Na(v, g)− {y}.5. v ∈ Na(y, g) ∧ v ∈ Na(x, g)⇒ Na(v, g′) = Na(v, g)− {y}.6. v ∈ Na(y, g) ∧ v /∈ N(x, g) ∧ v /∈ Na(x, g)⇒ Na(v, g′) = (Na(v, g)− {y}) ∪ {x}.Il en résulte que les degrés d'interféren
e et d'a�nité d'un sommet v quel
onque évolu-ent selon les lois suivantes.Corollaire 5 (Degré d'interféren
e des autres sommets). Soit v /∈ {x, y}.
v ∈ N(x, g) ∩N(y, g)⇒ δ(v, g′) = δ(v, g)− 1.Sinon, δ(v, g′) = δ(v, g).Corollaire 6 (Degré d'a�nité des autres sommets). Soit v /∈ {x, y}.
v ∈ (N(x, g) ∩Na(y, g))⇒ δa(v, g′) = δa(v, g)− 1.
v ∈ (Na(x, g) ∩N(y, g))⇒ δa(v, g′) = δa(v, g)− 1.
v ∈ (Na(x, g) ∩Na(y, g))⇒ δa(v, g′) = δa(v, g)− 1.Dans les autres 
as, δa(v, g′) = δa(v, g).En revan
he, il est impossible de dé�nir le degré de x dans g′ en fon
tion uniquement dudegré de x dans g puisqu'il s'agit de déterminer le 
ardinal de l'union de deux ensembles(N(x, g) et N(y, g)) uniquement en fon
tion des 
ardinaux de 
es ensembles. Cal
ulerl'interse
tion des deux ensembles, puis son 
ardinal permettrait de prédire le degré de
x après fusion mais est au moins aussi 
oûteux que de re
al
uler une fois 
ette fusione�e
tuée.
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tions 
ara
téristiquesNous déduisons de l'évolution des voisinages des sommets l'évolution des fon
tions
ara
téristiques.Tout sommet sans a�nité dans g est sans a�nité dans g′.Lemme 12 (Sommet sans a�nité).
move related g v = false ⇒ move related g′ v = falseTout sommet v di�érent de x et y de g lié par une a�nité dans g est sans a�nité dans
g′ si et seulement son degré d'a�nité est égal à 1 et soit v est lié par une a�nité à x etpar une interféren
e à y, soit v est lié par une a�nité à y et par une interféren
e à x.Lemme 13 (Sommet devenant sans a�nité). Soit v /∈ {x, y}.
move related g v = true ∧ move related g′ v = false ⇔
v ∈ (Na(x, g) ∩N(y, g)) ∪ (Na(y, g) ∩N(x, g)) ∧ δa(v, g) = 1Tout sommet di�érent de x et y de bas degré dans g est de bas degré dans g′.Lemme 14 (Sommet de bas degré). Soit v /∈ {x, y}.
has low degree g K v = true ⇒ has low degree g′ K v = trueTout sommet de haut degré v di�érent de x et y de g est de bas degré dans g′ si etseulement si v est un voisin d'interféren
e de x et de y de degré d'interféren
e K.Lemme 15 (Sommet devenant de bas degré). Soit v /∈ {x, y}.
(has low degree g K v = false ∧ has low degree g′ K v = true) ⇔
v ∈ N(x, g) ∩N(y, g) ∧ δ(v, g) = KMise à jour des ensembles de travailSoit wl = (spillWL, freezeWL, simplifyWL, movesWL) un quadruplet véri�ant le prédi-
at (WL invariant g palette wl). Nous introduisons une fois en
ore des notations a�n d'al-léger la des
ription de la mise à jour des ensembles de travail.Nous notons L(x, y, g, K) l'ensemble des sommets interférant à la fois ave
 x et y, nonpré
olorés, et de degré exa
tement K. Ces sommets de haut degré de g sont de bas degrédans g′ et doivent à 
e titre 
hanger d'ensemble de travail, 
onformément au lemme 15.(def L) v ∈ L(x, y, g, K) ⇔

v ∈ N(x, g) ∩ N(y, g) ∧ is_pre
olored v = false ∧ δ(v, g) = KComme dans le 
as de la suppression d'un sommet du graphe, nous partitionnons 
etensemble en deux sous-ensembles 
ontenant les sommets sans a�nité d'une part et lessommets liés par une a�nité d'autre part.(def Lmr) v ∈ Lmr(x, y, g, K) ⇔ v ∈ L(x, y, K, g) ∧ move_related g v = true(def Lnmr) v ∈ Lnmr(x, y, g, K) ⇔ v ∈ L(x, y, K, g)∧ move_related g v = falseEn�n, nous notons M (x , y , g ,K ) l'ensemble des sommets non pré
olorés, de bas degré,ayant exa
tement une a�nité et liés par une a�nité à une extrémité de e et par uneinterféren
e à l'autre extrémité de e.
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ation formelle de l'IRC(def M) v ∈ M(x, y, g, K) ⇔ v ∈ (N(x, g) ∩ Na(y, g)) ∪ (Na(x, g) ∩ N(y, g)) ∧has_low_degree g K v = true ∧ δa(v, g) = 1 ∧is_pre
olored v = falseCes sommets de bas degré ne seront plus liés par une a�nité dans g′ alors qu'ilsl'étaient dans g. Ils devront être transférés de l'ensemble des 
andidats au gel à l'ensembledes 
andidats à la simpli�
ation.Soit wl′ = (spillWL′, freezeWL′, simplifyWL′, movesWL′) le quadruplet obtenu à partirde wl par la pro
édure suivante :1. Les sommets de L(x , y , g ,K ) sont supprimés de spillWL.2. Les sommets de M(x, y, g, K) sont supprimés de freezeWL.3. Les sommets de Lmr(x, y, g, K) sont ajoutés à l'ensemble de 
andidats au gel résul-tant de l'étape 2.4. Les sommets de Lnmr(x , y , g ,K ) et M (x , y , g ,K ) sont ajoutés à l'ensemble des 
an-didats à la simpli�
ation obtenue après l'étape 1.5. Pour tout sommet v de Na(x, g) ∩ N(y, g) l'a�nité liant v à x est supprimée demovesWL.6. Pour tout sommet v de Na(y, g)−N(x, g) une a�nité (v, x) est ajoutée à l'ensembledes 
andidats à la fusion obtenu après l'étape 5.7. Chaque a�nité in
idente à y est supprimée de l'ensemble des 
andidats à la fusionrésultant de l'étape 6.8. Si x n'est pas pré
oloré alors x est 
lassé dans l'ensemble de travail approprié, enfon
tion de son degré d'interféren
e et de ses éventuelles a�nités.9. Si le sommet x (respe
tivement y) n'est pas pré
oloré, 
elui-
i est supprimé del'ensemble des 
andidats au vidage résultant de l'étape 1 s'il est de haut degré dans
g ou de l'ensemble des 
andidats au gel résultant de l'étape 3 s'il est de bas degrédans g.Cette pro
édure est 
orre
te, 
'est-à-dire 
onstruit un quadruplet qui véri�e l'invariantpour g′ si wl véri�e l'invariant pour g.Theorème 7. WL invariant g′ palette wl′.3.5.3 GelNous 
onsidérons en�n le gel d'un sommet v dans un graphe g, lequel 
onduit augraphe g′ = delete_affinities v g.Evolution des voisinages des sommetsEtant donné que 
ette opération ne modi�e pas les interféren
es du graphe, les voisi-nages d'interféren
e restent in
hangés.Lemme 16 (Voisinage d'interféren
e). N(x, g′) = N(x, g).
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orollaire dire
t pour les degrés :Lemme 17 (Degré d'interféren
e). δ(x, g′) = δ(x, g).En revan
he, il faut distinguer deux 
as pour le voisinage d'a�nité : le sommet v etles autres. Pour le sommet v, le résultat est simple : son voisinage d'a�nité est vide dans
g′ et son degré d'a�nité devient don
 nul.Lemme 18 (Voisinage d'a�nité de v). Na(v, g′) = ∅Lemme 19 (Voisinage d'a�nité de v). δa(v, g′) = 0Le voisinage d'a�nité dans g′ de tout sommet di�érent de v est obtenu en supprimant
v du voisinage d'a�nité dans g.Lemme 20 (Voisinage des autres sommets). Soit x 6= v.
Na(x, g′) = Na(x, g)− {v}.Ce lemme induit deux 
orollaires, en fon
tion de l'appartenan
e du sommet au voisi-nage d'a�nité de v.Si x est un voisin d'a�nité de v dans g alors v doit e�e
tivement être retiré du voisinaged'a�nité.Corollaire 7 (Voisinage des voisins de v). Soit x 6= v.
x ∈ Na(v, g)⇒ Na(x, g′) = Na(x, g)− {v}.Si x n'est pas un voisin d'a�nité de v dans g alors le voisinage d'a�nité de x estin
hangé.Corollaire 8 (Voisinage des autres sommets). Soit x 6= v.
x /∈ Na(v, g)⇒ Na(x, g′) = Na(x, g).De 
es 
orollaires résulte l'évolution du degré d'a�nité des sommets autres que v.Corollaire 9 (Degré d'a�nité des voisins de v). Soit x 6= v.
x ∈ Na(v, g)⇒ δa(x, g′) = δa(x, g)− 1.Corollaire 10 (Degré d'a�nité des autres sommets). Soit x 6= v.
x /∈ Na(v, g) ⇒ δa(x, g′) = δa(x, g).Evolution des fon
tions 
ara
téristiquesComme nous l'avons fait auparavant pour les autres opérations, nous déduisons desévolutions des degrés l'évolution des fon
tions 
ara
téristiques.Tout sommet sans a�nité de g est sans a�nité dans g′.Lemme 21 (Sommets sans a�nité).
move related g x = false⇒ move related g′ x = falseTout sommet lié par une a�nité x di�érent de v est sans a�nité dans g′ si et seulementsi x est un voisin d'a�nité de v de degré d'a�nité 1.



88 Chapitre 3. Véri�
ation formelle de l'IRCLemme 22 (A�nités des voisins de v). Soit x 6= v.
move related g x = true ∧ move related g′ x = false⇔ x ∈ Na(v, g) ∧ δa(x, g) = 1Tout sommet qui n'est pas un voisin d'a�nité de v est lié par une a�nité dans g′ siet seulement s'il est lié par une a�nité dans g.Lemme 23 (Conservation des a�nités des autres sommets). Soit x 6= v.
x /∈ Na(v, g)⇒ move related g′ v = move related g vPuisque les voisinages et degrés d'interféren
e sont in
hangés, un sommet est de basdegré dans g′ si et seulement s'il est de bas degré dans g.Lemme 24 (Sommets de bas degré). Soit x un sommet.
has low degree x g K = has low degree x g′ K.Mise à jour des ensembles de travailSoit wl = (spillWL, freezeWL, simplifyWL, movesWL) un quadruplet véri�ant l'invari-ant (WL invariant g palette wl).Nous notons D(v, g, K) l'ensemble des voisins d'a�nité de v de bas degré, non pré
olo-rés et de degré d'a�nité égal à 1 dans g. Ces sommets, 
andidats au gel dans g deviennent
andidats à la simpli�
ation dans g′.(def D) x ∈ D(v, g, K)⇔ x ∈ Na(v, g) ∧ is_pre
olored x = false ∧

δa(x, g) = 1 ∧ has low degree g K x = trueSoit wl′ = (spillWL′, freezeWL′, simplifyWL′, movesWL′) le quadruplet d'ensembles detravail 
onstruit à partir de wl = (spillWL, freezeWL, simplifyWL, movesWL) suivant lapro
édure 
i-dessous.1. v est supprimé de freezeWL et ajouté à simplifyWL.2. Les sommets de D(v, g, K) sont supprimés des 
andidats au gel résultant de l'étape1.3. Les sommets de D(v, g, K) sont ajoutés à l'ensemble des 
andidats à la simpli�
ationobtenu après l'étape 1.4. Les a�nités in
identes à v sont supprimées de movesWL.Le quadruplet wl′ véri�e l'invariant pour g′.Theorème 8. WL invariant g′ palette wl′.3.6 TerminaisonAvant d'assurer que le résultat renvoyé par un algorithme véri�e bien la spé
i�
ationde l'algorithme, il faut prouver que l'algorithme renvoie bel et bien un résultat. La termi-naison est don
 un a
teur de premier ordre du pro
essus de véri�
ation formelle. De plus,le système Coq exige une preuve de terminaison pour que l'extra
tion puisse être réalisée.



3.6. Terminaison 89La des
ription de référen
e de l'IRC, 
omme nombre de des
riptions d'algorithmesd'allo
ation de registres par 
oloration de graphe fait � de la terminaison. Il n'est pourtantpas si évident que l'algorithme termine toujours, surtout que la dé�nition de référen
e faitappel à quatre fon
tions qui s'appellent mutuellement. Mettre en exergue un argumentde terminaison est don
 d'autant plus déli
at. Nous avons dé�ni une mesure pour l'IRC,
'est-à-dire une fon
tion à valeur dans les entiers naturels qui dé
roît à 
haque appelré
ursif de l'algorithme et permet ainsi d'en prouver la terminaison.La mesure que nous proposons est linéaire en le nombre de sommets du graphe etpro
ure une borne supérieure relativement pré
ise du nombre d'appels ré
ursifs à réaliser.Celle-
i est B(g) = (2×n(g))−p(g), où n(g) est le nombre de sommets non pré
olorés dugraphe et p(g) est le nombre de sommets non pré
olorés, de bas degré et sans a�nité de
g. L'on peut également voir plus intuitivement p(g) 
omme le nombre de 
andidats à lasimpli�
ation. Nous avons 
onstruit 
ette mesure en remarquant que des quatre opérationspouvant être appliquées, toutes sauf le gel font dé
roître le nombre de sommets du graphe.Or, le gel ne peut être appliqué qu'au plus une fois par sommet lié par une a�nité, etdon
 au plus n(g)− p(g) fois. Il peut don
 y avoir au plus n(g) appels ré
ursifs pour lesopérations de simpli�
ation, de fusion et de vidage et au plus n(g)− p(g) opérations degel, 
e qui 
onduit à la borne B(g).Nous prouvons que B(g) dé
roit stri
tement à 
haque appel ré
ursif. Cette preuves'appuie sur l'évolution des ensembles de travail et sur les preuves des lemmes suivants.Lemme 25 (Dé
roissan
e de la mesure par retrait de sommet). Soit v un sommetnon pré
oloré de g et g′ = remove vertex v g. Alors, B(g′) < B(g).Lemme 26 (Dé
roissan
e de la mesure par fusion d'a�nité). Soit e = (x, y, w)une arête de g 
hoisie par le 
ritère de fusion et g′ le graphe résultant de la fusion de xet y dans g. Alors, B(g′) < B(g).Lemme 27 (Dé
roissan
e de la mesure par gel d'un sommet). Soit v un sommet
andidat pour le gel dans un graphe g et g′ le graphe résultant de 
ette opération. Alors,
B(g′) < B(g).Il su�t alors de raisonner par indu
tion sur les appels de l'algorithme IRC_aux pouren prouver la terminaison. En e�et, seules 
inq possibilités sont envisageables :1. Un appel ré
ursif en 
as de simpli�
ation ;2. Un appel ré
ursif en 
as de fusion ;3. Un appel ré
ursif en 
as de gel ;4. Un appel ré
ursif en 
as de vidage ;5. Le renvoi de la pré
oloration.La fon
tion de pré
oloration terminant toujours, il ne reste plus qu'à prouver que
haque appel ré
ursif dé
roit bien selon la mesure.Theorème 9 (Terminaison de l'implantation). Soit g un graphe d'interféren
e-a�nité.Si IRC aux g fait un appel à IRC aux g′, alors B(g′) < B(g). En 
onséquen
e, le nombred'appels ré
ursifs de IRC aux g est borné supérieurement par B(g) et IRC aux g renvoietoujours un résultat, 
'est-à-dire termine toujours.
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ation formelle de l'IRC3.7 Corre
tionLa preuve de 
orre
tion de l'IRC exige, 
omme l'indique la spé
i�
ation, que si lapré
oloration du graphe est valide alors l'algorithme retourne une 
oloration valide dugraphe qui étend 
ette pré
oloration.Theorème 10 (Corre
tion de l'implantation). Si precoloring g est une 
olorationvalide, alors IRC aux g retourne une 
oloration valide de g qui préserve la pré
oloration.Comme pour la terminaison, la 
orre
tion est prouvée par indu
tion sur les appelsré
ursifs. La preuve de 
ha
un des quatre premiers 
as est immédiate grâ
e aux lemmes de
orre
tion des fon
tions pre
oloring, available 
olor et 
omplete 
ol (
f. page 78). Ils'agit en e�et à 
haque fois de prouver que 
olorer un sommet supplémentaire est 
orre
t,
e qui est simple puisque le sommet est 
hoisi en fon
tion de 
onditions bien dé�niesqui assurent justement la pérennité de la 
oloration. Le dernier 
as est l'hypothèse duthéorème.3.8 Evaluation expérimentale3.8.1 Cara
téristiques du développementLe 
ode Coq de notre implantation de l'IRC est 
omposé d'environ 600 lignes defon
tions et dé�nitions. Ce 
ode est 
omplété par les énon
és de théorèmes et s
riptsde preuve qui 
onstituent en tout environ 4800 lignes : 3300 lignes (soit environ 110lemmes) portent sur les preuves de la mise à jour in
rémentale des ensembles de travail,300 lignes (soit 17 lemmes) sont 
onsa
rées à la preuve de terminaison, 650 lignes (soit 22lemmes) sont vouées à la preuve de 
orre
tion et 550 lignes (soit 55 lemmes) sont dévoluesaux propriétés des graphes d'interféren
e-a�nité. Au total, le ratio preuve/
ode est don
d'environ 8, 
e qui est 
omparable au ratio du 
ompilateur CompCert [Ler06℄. Les 
hi�res
i-dessus soulignent la di�
ulté de la mise à jour in
rémentale des ensembles de travail.Cependant, la preuve de terminaison est 
ourte par
e qu'elle s'appuie fortement sur 
ettemise à jour. Il faut don
 nuan
er la disproportion de la preuve.3.8.2 Implantation dans CompCertUn prototype de CompCert utilisant notre allo
ateur de registres a été mis au point.L'intégration de 
et allo
ateur a né
essité de transformer les graphes existant dans Comp-Cert en les n�tres, 
e après quoi l'allo
ateur prend la main, puis de prouver que les deuxpropriétés dé
rites dans CompCert (que se 
ontentent de véri�er le validateur de Comp-Cert) sont établies. Contrairement à CompCert, qui n'utilise qu'un graphe d'interféren
e-a�nité, nous avons 
hoisi de disso
ier registres entiers et registres �ottants a�n d'améliorerles performan
es, 
omme il est d'usage dans les stratégies de type �diviser pour mieuxrégner�. Nous obtenons don
 deux 
olorations qu'il faut 
ombiner pour obtenir la 
olo-ration du graphe de CompCert. Le pro
essus 
omplet d'intégration de notre allo
ateurdans CompCert est s
hématisé �gure 3.6.
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Graphe de CompCert

Décomposition et traduction du graphe de CompCert

Coloration du graphe des entiers Coloration du graphe des flottants

Combinaison des colorations de nos graphes

Notre graphe des entiers Notre graphe des flottants

Coloration du graphe de CompCertFig. 3.6 � Des
ription de l'intégration de notre allo
ateur de registres au sein de Comp-Cert.3.8.3 Evaluation du 
ode extraitNous avons 
omparé l'extra
tion de notre développement ave
 l'allo
ateur de registresde CompCert. La 
omparaison est faite sur les instan
es de test de CompCert, dont les
ara
téristiques sont données �gure 3.7. Ces instan
es vont de 50 à 300 lignes de 
ode C.Les fon
tions sont 
ourtes, 
omme il est d'usage dans le domaine de l'embarqué 
ritiquequi, rappelons le, est le domaine d'appli
ation visé par le 
ompilateur CompCert. Notreallo
ateur génère au plus deux graphes par fon
tion 
ompilée, une pour 
haque typede registres, et l'IRC est appliqué séparément sur 
ha
un des graphes. Chaque ligne dutableau 3.7 
ontient les 
ara
téristiques d'un programme test. Le nombre de graphes à
olorer peut être supérieur à deux puisque 
haque programme peut 
ontenir un nombrequel
onque de fon
tions.Les résultats 
omparatifs des temps d'exé
ution des deux allo
ateurs de registres sontdonnés �gure 3.8. Les mesures ont été réalisées sur un ordinateur Apple PowerMAC munid'un pro
esseur PowerPC 970 
aden
é à 2.0Ghz et de 6Go de RAM, sous Ma
OS 10.4.11.Les deux premières 
olonnes de l'histogramme 
ontiennent les temps d'exé
ution des deuxallo
ateurs en millise
ondes. Notre allo
ateur n'est pas aussi rapide que 
elui de Comp-Cert. Ce résultat n'est guère surprenant puisque les stru
tures de données sur lesquelless'appuie notre implantation, 
'est-à-dire les implantations des ensembles et des fon
tionsd'asso
iation, reposent sur des arbres binaires auxquels les a

ès sont logarithmiques, tan-dis que l'implantation O
aml impérative utilise des tables de hash qui o�rent des a

èsen O(1) en moyenne. Néanmoins, les temps d'allo
ation de registres demeurent très bonspuisque 
eux-
i n'ex
èdent jamais le dixième de se
onde sur les instan
es 
onsidérées. Le
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ation formelle de l'IRCInstan
e Graphes Variables Interféren
es A�nitésAES 
ipher 7 113 586 166Almaben
h 10 53 310 22Binary trees 6 23 42 14Fannku
h 2 50 332 27FFT 4 72 391 37Fibona

i 2 17 18 9Integral 7 12 12 5K-nu
leotide 17 24 74 14Lists 5 18 33 11Mandelbrot 2 45 117 17N-body 9 28 73 10Number sieve 2 25 53 12Number sieve bits 3 76 58 12Qui
ksort 3 28 116 16SHA1 hash 8 34 107 15Spe
tral test 9 14 35 6Virtual ma
hine 2 73 214 38Arithmeti
 
oding 37 31 85 15Lempel-Ziv-Wel
h 32 32 127 16Lempel-Ziv 33 29 92 15Fig. 3.7 � Cara
téristiques des instan
es de test de CompCert.ralentissement observé est don
 parfaitement a

eptable.La troisième 
olonne représente le temps virtuellement obtenu en ajoutant une pénalitélogarithmique aux temps d'exé
ution de la version impérative. En d'autres termes, ladernière 
olonne est le temps pris par l'allo
ateur impératif multiplié par (log n), où n estle nombre de sommets du graphe. Ce fa
teur logarithmique 
ompense l'é
art théorique de
omplexité entre les deux implantations. En pratique, nous observons que le temps pris parnotre allo
ateur est très pro
he du temps virtuel ainsi 
al
ulé. Cette proximité 
on�rmeque l'implantation que nous proposons est e�
a
e et pourrait 
ertainement atteindre lesmêmes niveaux de performan
e que l'implantation itérative dans un environnement deprogrammation moins limité par les stru
tures de données que l'est 
elui de Coq, parexemple O
aml ou Haskell.En�n, nous avons 
omparé la qualité du 
ode généré par les deux allo
ateurs. Con-formément à nos attentes, 
es 
odes générés se sont avérés équivalents. Rien d'étonnantpuisqu'ils ne sont que deux implantations d'un même algorithme.3.9 ExtensionsLe travail présenté dans 
e 
hapitre apporte un niveau supplémentaire de sûreté à l'allo-
ation de registres et, par 
onséquent, à la 
ompilation. Dé
ortiquer aussi s
rupuleusement
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Fig. 3.8 � Comparaison des temps pris par 
ha
un des allo
ateurs de registres. A�nd'améliorer la le
ture, les résultats pour les instan
es almaben
h et �t sont tronqués à100 millise
ondes dans la troisième 
olonne alors que 
eux-
i s'élèvent respe
tivement à131 et 120 millise
ondes.un algorithme tel que l'IRC nous a également mené à des ré�exions plus poussées sur laformalisation de 
et algorithme ou, plus généralement, sur la formalisation des algorithmesd'allo
ation de registres par 
oloration de graphe. Cette se
tion dé
rit des extensions pos-sibles de l'IRC. Nous les 
lassons en deux 
atégories : les améliorations algorithmiques etl'intégration de la re
onstru
tion.3.9.1 Améliorations algorithmiquesL'IRC est une heuristique d'allo
ation de registres très 
lassique qui a été étudiée endétails et pour laquelle des optimisations algorithmiques ont été proposées. Parmi 
elles-
i, deux se déta
hent de par leur e�
a
ité, mais n'ont pas été implantées dans notredéveloppement en raison des di�
ultés inhérentes à leur intégration.Gestion des voisinages des sommets pré
olorésLa première optimisation possible 
onsiste à ne pas 
onserver les voisinages des som-mets pré
olorés dans le graphe a�n de gagner de l'espa
e et améliorer les temps de 
on-
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ation formelle de l'IRCsultation des voisinages. En e�et, les voisinages des sommets que nous 
her
hons sont laplupart du temps 
eux des sommets non pré
olorés. Cependant, deux nouveaux problèmesapparaissent ave
 
ette optimisation.Tout d'abord, les voisins des sommets pré
olorés peuvent être né
essaires pour le
ritère de fusion : une des extrémités de l'a�nité évaluée peut être pré
olorée et il estalors né
essaire de 
onnaître ses voisins pour déterminer le nombre de voisins de hautdegré du sommet qui résulterait de la fusion de l'arête. Il en dé
oulerait une grosse pertealgorithmique lors de 
ette opération qui, nous pensons, 
ompense le gain obtenu parailleurs. Une autre solution 
onsisterait à n'autoriser que la fusion d'a�nités n'ayantau
une extrémité pré
olorée. Cette appro
he a été rejetée 
ar elle va à l'en
ontre del'e�
a
ité de l'algorithme en ne limitant que trop le 
ritère de fusion [Hai05℄.D'autre part, ne pas 
onserver les voisinages des sommets pré
olorés dans le graphe
asserait les propriétés de symétrie des graphes et don
 toute une partie des preuvesportant sur notre stru
ture. Modi�er la stru
ture de données en fon
tion de l'algorithmeaurait évidemment été mal venu. Tout bien 
onsidéré, intégrer 
ette optimisation aurait
oûté beau
oup pour un gain espéré faible.Gestion des a�nitésLa se
onde optimisation est sans doute la plus 
onnue pour l'IRC. Il s'agit d'uneméthode alternative de gestion de l'ensemble de travail 
ontenant les a�nités sus
eptiblesd'être fusionnées. Dans notre implantation, 
et ensemble de travail 
ontient toutes lesa�nités du graphe. L'optimisation 
onsiste à évin
er de 
et ensemble toute a�nité qui aauparavant é
houé au test de fusion, puis de rajouter une a�nité (x, y) à l'ensemble detravail lorsque l'un des voisins de haut degré de x ou de y devient de bas degré [GA96℄.Cette appro
he évite de tester plusieurs fois la même a�nité dans un graphe qui aura peuévolué entre temps, 
'est-à-dire un environnement dans lequel les deux tests ont toutesles 
han
es de mener au même résultat. De nombreuses exé
utions du 
ritère de fusionpeuvent ainsi être évitées, améliorant de 
e fait la vitesse d'exé
ution de l'algorithme. Uneamélioration de 
ette gestion des a�nités a même été proposée par Leung et George [LG07℄a�n de réaliser en
ore moins de tests du 
ritère de fusion. Pour 
e faire, ils tiennent à jouren permanen
e pour 
haque a�nité (x, y) une borne supérieure du nombre de sommetsqui empê
hent x et y d'être fusionnés. Si la borne 
hute en dessous de 0, il est possible defusionner les deux sommets.Nous n'avons pas implanté 
ette optimisation 
ar 
elle-
i brise l'invariant sur les en-sembles de travail WL_invariant. Il serait néanmoins possible d'a�aiblir l'invariant a�nde spé
i�er que les arêtes de l'ensemble de travail forment un sous-ensemble des a�nitésdu graphe. Il faudrait en outre dé�nir une façon e�
a
e de gérer les a�nités, aussi bien
elles présentes dans l'ensemble de travail que 
elles qui n'y sont pas. Cependant, untravail de stage portant sur 
e sujet a déjà permis d'implanter une première version de
ette optimisation dans notre implantation de l'IRC [Ty10℄. Cette amélioration de notreimplantation 
onsiste à 
onsidérer non pas un ensemble de travail pour la fusion, maisdeux : l'un est dit a
tif, dans le sens où il représente les a�nités qui sont 
onsidérées lorsdes tests de fusion, et l'autre est dit passif, 
ar les a�nités de 
et ensemble ne serontajoutées à l'ensemble a
tif que si au
une a�nité de l'ensemble a
tif 
ourant ne peut être



3.10. Bilan 95fusionnée. La taille du développement 
onsa
ré à 
ette optimisation est d'environ millelignes, soit 15% de notre développement. En termes d'e�
a
ité, au
un 
omparatif entreles temps d'exé
ution ave
 et sans 
ette optimisation n'a malheureusement pu être réaliséen raison de di�
ultés d'ordre te
hnique ren
ontrées lors de l'intégration à CompCert.3.9.2 Re
onstru
tionLa trame générale de l'IRC in
orpore une phase de re
onstru
tion, né
essaire lorsquele spill 
ode inséré 
rée de nouvelles 
ontraintes qui ne sont pas respe
tées par l'allo
ationde registres a
tuelle. Nous n'avons pas eu à nous sou
ier de 
ette partie pour l'allo
ationde registres de CompCert, puisque, 
omme expliqué plus t�t, des registres sont dédiésà la gestion du spill 
ode, évitant ainsi tout besoin de re
onstru
tion. Cependant, lare
onstru
tion s'impose 
omme une perspe
tive prioritaire.La re
onstru
tion est une phase généralement assez mal dé
rite, et souvent passée soussilen
e, dans la littérature. En soi, 
ette phase 
onsiste à 
onstruire un nouveau graphed'interféren
e-a�nité qui va être 
oloré. Certains sommets, 
orrespondant aux temporairesutilisés pour dialoguer ave
 la mémoire sont marqués 
omme ne pouvant être assujettisau vidage. Ils ne sont 
ependant pas pré
olorés.A première vue, le point le plus épineux à 
onsidérer pour la preuve de la phase dere
onstru
tion est sa terminaison. Il faut en e�et arriver à prouver que l'algorithme neva pas pro
éder indé�niment à des re
onstru
tions. Pour 
e faire, une solution 
onsisteà trouver une fon
tion qui dé
roît à mesure des re
onstru
tions. Nous pensons que lenombre de sommets du graphe qui peuvent être désignés pour le vidage est une fon
tionqui satisfait 
es 
onditions. En e�et, les sommets déjà vidés en pile le sont dé�nitivement(ils ne font plus partie des sommets qui peuvent être vidés en pile) et les nouveauxtemporaires ajoutés pour dialoguer ave
 la mémoire sont marqués 
omme ne pouvantl'être. Néanmoins une étude plus poussée est né
essaire à 
e sujet pour prouver qu'ils'agit bien d'une mesure.Intégrer la re
onstru
tion à notre implantation permettrait de ne plus monopoliser lesdeux registres dédiés et ainsi d'améliorer la qualité des allo
ations de registres 
al
ulées.Si le besoin ne s'en fait pas ressentir sur l'ar
hite
ture PowerPC, il 
ommen
e à l'être surl'ar
hite
ture ARM et la re
onstru
tion est indispensable dans l'optique de développer denouveaux portages pour des ar
hite
tures dotées de peu de registres, 
omme le x86 parexemple.3.10 BilanDans 
e 
hapitre, nous avons présenté, formalisé et implanté un algorithme optimisantd'allo
ation de registres par 
oloration de graphe : l'IRC. La spé
i�
ation de 
et algo-rithme a soulevé de nombreuses di�
ultés aussi bien théoriques que pratiques, 
omme latrans
ription de la des
ription impérative en une implantation purement fon
tionnelle, lapreuve de terminaison de 
ette implantation, ou son e�
a
ité algorithmique. Nous avonsen parti
ulier formalisé très pré
isément 
omment mettre à jour les ensembles de travail de



96 Chapitre 3. Véri�
ation formelle de l'IRCfaçon in
rémentale. Cette dé�nition de l'IRC peut être 
onsidérée 
omme une des
riptionde référen
e, parfaitement exempte de bogues, de 
et algorithme.Sur le plan te
hnique, 
e travail a requis l'utilisation de fon
tionnalités avan
ées dusystème Coq telles que les types dépendants, les monades, les fon
teurs ou les fon
tionsré
ursives non stru
turelles. L'extra
tion de notre implantation produit un allo
ateur deregistres é
rit en O
aml que nous avons intégré à un prototype du 
ompilateur CompCert.Celui-
i produit du 
ode 
ompilé équivalent à l'allo
ateur de registres a
tuel, mais plussûr. En 
ontrepartie, le temps pris par la 
oloration du graphe d'interféren
e-a�nité sevoit légèrement allongé, en raison de l'inévitable fa
teur logarithmique dû aux stru
turesde données purement fon
tionnelles que nous utilisons.



Chapitre 4Extension de la véri�
ation formelle del'IRC à une 
lasse d'algorithmesL'IRC est le se
ond algorithme d'allo
ation de registres que nous avons prouvé, lepremier étant un algorithme plus simple reposant sur la 
oloration gourmande pro
he de
elui de Palsberg et Pereira [PP05℄ dédié aux graphes SSA [Rob07, BRS08℄. De 
es deuxexpérien
es se sont dégagées des 
onstantes qui sont également partagées par d'autresalgorithmes 
lassiques d'allo
ation de registres, 
omme par exemple 
elui de Chaitin. Ce
hapitre exploite la stru
ture 
ommune de 
es algorithmes a�n de formaliser, implanteret prouver 
orre
t un algorithme générique d'allo
ation de registres. Ce dernier peut êtreparamétré par un utilisateur très simplement, a�n de dé�nir un algorithme d'allo
ationde registres 
orre
t par 
onstru
tion et permettre ainsi à de plus nombreux 
ompilateursde disposer d'une allo
ation de registres sûre. Il permet en outre de 
omparer la qualitédes allo
ations de registres 
onstruites par di�érents algorithmes.Le développement Coq 
omplet de 
et algorithme est 
onsultable en ligne à l'adressehttp://www.ensiie.fr/~robillard/generi
_allo
ator.4.1 Une stru
ture ré
ursive 
ommuneL'IRC et l'algorithme de 
oloration gourmande présentent une stru
ture similaire très
ara
téristique des algorithmes d'allo
ation de registres. Ce ne sont d'ailleurs pas lesseuls : l'algorithme de Chaitin et toutes ses variantes entrent également dans 
ette 
lasse.En e�et, tous 
eux-
i utilisent un même éventail de fon
tions : une fon
tion de suppressionde sommet, émulant à la fois la simpli�
ation ou le vidage, une fon
tion de suppressiond'arête, pour le gel, et une fon
tion de fusion d'a�nités. La trame est toujours la même :appliquer les opérations pré
itées jusqu'à 
e que le graphe soit vide, puis 
onstruire la
oloration en dépilant les sommets. Ce prin
ipe, uniformément dé
rit impérativementdans la littérature et faisant appel à une pile 
orrespond de fait parfaitement à unedes
ription ré
ursive. La méthodologie adoptée pour passer de la version itérative de l'IRCà notre des
ription fon
tionnelle peut don
 a priori être appliquée à d'autres algorithmes
lassiques d'allo
ation de registres.Pour mieux s'en rendre 
ompte, il su�t de remarquer que la des
ription de l'IRC (
f.97



98 Chapitre 4. Extension de la véri�
ation formelle de l'IRC à une 
lasse d'algorithmes�gure 3.2.3, page 75) est en
ore très abstraite. Plusieurs autres algorithmes d'allo
ationde registres, 
omme 
elui de Chaitin [CAC+81℄, 
elui de Briggs [BCT94℄, ou en
ore desalgorithmes plus ré
ents 
omme l'algorithme de 
oloration de graphe pour programmessous forme SSA de Palsberg et Pereira [PP05℄ ou en
ore 
elui de fusion par extension de
oloration [ONI+10℄ pourraient tout aussi bien être dé
rits par 
e même s
héma, à 
e
i prèsque la stru
ture sous-ja
ente ir
 graph ne serait pas né
essaire. En fait, n'importe quelalgorithme pro
édant par empilement et dépilement et ne faisant pas appel à d'autresopérations que la simpli�
ation, la fusion, le gel et le vidage entrent dans 
e s
héma.Tout dépend ensuite des 
onditions de dé
len
hement de 
ha
une des opérations, qui ne
onstituent qu'une toute petite partie du développement.Cette des
ription ré
ursive généraliste nous semble plus naturelle pour implanter toute
ette 
lasse d'algorithmes puisque l'empilement et le dépilement des sommets est géréautomatiquement par la ré
ursivité. L'aspe
t impératif demeure néanmoins très présent,même s'il est en partie 
a
hé i
i.4.2 Des
ription de l'algorithme générique4.2.1 L'algorithmeEn se fondant sur 
ette possibilité d'abstra
tion d'une 
lasse non négligeable d'al-gorithmes d'allo
ation de registres, nous avons développé un module Coq, permettantà un utilisateur moins familier ave
 Coq de n'implanter que les 
omposantes minimalesné
essaires à la dé�nition de son algorithme d'allo
ation de registres, à 
ondition queles opérations appelées ne soient que les quatre pré
édemment 
itées. L'algorithme estdé�ni de sorte à laisser les fon
tions propres à l'utilisateur et leurs preuves de 
orre
tionabstraites. Ces fon
tions propres à l'utilisateur sont au nombre de neuf et peuvent être
lassées en deux 
atégories.La première 
atégorie 
ontient les fon
tions de dé
len
hement des opérations de simpli-�
ation, fusion, gel et vidage. L'utilisateur doit dé�nir quatre fon
tions partielles (fsimp,f
oal, ffreeze et fspill) permettant respe
tivement de désigner un sommet qui doitêtre simpli�é, une a�nité qui doit être fusionnée, un sommet qui doit être gelé ou unsommet qui doit être vidé en pile.La se
onde 
atégorie 
ontient les fon
tions de 
oloration du graphe. L'utilisateur doitdé�nir l'ensemble des fon
tions de 
oloration appelées en fon
tion de l'opération opéréesur le graphe. Ces fon
tions sont don
 naturellement au nombre de quatre : 
olsimp,
ol
oal, 
olfreeze et 
olspill. Une dernière fon
tion pre
oloring vient s'ajouter,a�n de représenter l'éventuelle pré
oloration du graphe.L'implantation de notre algorithme générique d'allo
ation de registres, nommé allo
,donnée �gure 4.1 ressemble à 
elle de l'IRC. Les fon
tions simp, 
oal, freeze et spillfont respe
tivement appel aux fon
tions fsimp, f
oal, ffreeze et fspill dé�nies parl'utilisateur, 
omme détaillé ultérieurement (
f. se
tion 4.2.2). Les opérations sont e�e
-tuées selon l'ordre de priorité habituel : la simpli�
ation est prioritaire, la fusion intervientensuite, le gel apparaît en troisième position et le vidage est réalisé en dernier re
ours.Toutes 
es fon
tions sont su�santes pour dé�nir de manière pré
ise notre algorithme



4.2. Des
ription de l'algorithme générique 99d'allo
ation de registres.Fun
tion allo
 (g : Graph . t ) {wf allo
_order } : Coloring :=mat
h simp g with| ⌊(v, g′)⌋ → 
olsimp ( allo
 g ' ) v| ∅ →mat
h 
oal g with| ⌊(e, g′)⌋ → 
ol
oal ( allo
 g ' ) e| ∅ →mat
h freeze g with| ⌊(v, g′)⌋ → 
oldel ( allo
 g ' ) v| ∅ →mat
h spill g with| ⌊(v, g′)⌋ → 
olspill ( allo
 g ' ) v| ∅ → pre
oloring gendendendend .Fig. 4.1 � Algorithme générique d'allo
ation de registres par 
oloration de graphe.Cependant, il n'est pas obligatoire de re
ourir aux quatre fon
tions. Si nous désironsimplanter un algorithme qui ne fait que de la simpli�
ation et du vidage, par exemple, ilsu�t de dé�nir la fon
tion de simpli�
ation 
omme la fon
tion qui 
her
he un sommet debas degré, les fon
tions de fusion et de gel 
omme des fon
tions qui é
houent toujours, etla fon
tion de vidage 
omme la fon
tion qui renvoie n'importe quel sommet du graphe.4.2.2 Constru
tion des fon
tions auxiliairesSpé
i�
ationLes spé
i�
ations des fon
tions auxiliaires simp, 
oal, freeze et spill sont restreintesaux propriétés indispensables aux preuves de terminaison et de 
orre
tion de l'algorithme.La fon
tion simp doit véri�er deux propriétés : la première 
omposante du 
ouple doitêtre un sommet du graphe et la se
onde le graphe obtenu après suppression de 
e sommetdu graphe.(spe
 simp 1) simp g = ⌊(v, g′)⌋ ⇒ v ∈s g(spe
 simp 2) simp g = ⌊(v, g′)⌋ ⇒ g′ = remove vertex v gLa fon
tion 
oal doit renvoyer une a�nité appartenant au graphe a

ompagnée dugraphe obtenu après fusion de 
ette a�nité. La fon
tion merge a besoin de deux preuves :l'une pour l'appartenan
e de l'arête fusionnée au graphe, et l'autre pour exprimer que
ette arête est une a�nité. Ces preuves sont 
onstruites au sein de la fon
tion 
oal.(spe
 
oal 1) coal g = ⌊(e, g′)⌋ ⇒ e ∈a g(spe
 
oal 2) coal g = ⌊(e, g′)⌋ ⇒ Aff e(spe
 
oal 3) coal g = ⌊(e, g′)⌋ ⇒ ∃ Hin, ∃ Haff, g′ = merge e g Hin Haff
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ation formelle de l'IRC à une 
lasse d'algorithmesLa fon
tion freeze doit renvoyer un sommet du graphe lié par au moins une a�nitéet le graphe résultant du gel de 
e sommet.(spe
 freeze 1) freeze g = ⌊(v, g′)⌋ ⇒ move related v g = true(spe
 freeze 2) freeze g = ⌊(v, g′)⌋ ⇒ g′ = delete affinities v gEn�n, la fon
tion spill doit renvoyer un sommet du graphe et le graphe issu de lasuppression de 
e sommet du graphe.(spe
 spill 1) spill g = ⌊(v, g′)⌋ ⇒ v ∈s g(spe
 spill 2) spill g = ⌊(v, g′)⌋ ⇒ g′ = remove vertex v gImplantationLa 
onstru
tion des fon
tions auxiliaires simp, 
oal, freeze et spill est analogue à
elle présentée lors de la des
ription de l'implantation de l'IRC. Cha
une des fon
tionsfait appel à la fon
tion dé�nie par l'utilisateur pour trouver un sommet (ou une a�nitédans le 
as de la fusion) sur lequel peut être appliquée l'opération de simpli�
ation, de gelou de vidage. Le résultat est le 
ouple 
ontenant le sommet (ou l'a�nité) séle
tionné(e)et le graphe après appli
ation de l'opération appropriée.A la di�éren
e de l'implantation de l'IRC, qui né
essitait l'utilisation de types dépen-dants pour la 
onstru
tion des ensembles de travail, les fon
tions simp, freeze et spilln'en font pas usage. En revan
he, la fon
tion 
oal en 
onserve le besoin puisque la fon
tionmerge est de type dépendant alors que les remove_vertex et delete_affinities ne lesont pas. Il faut don
 
réer les hypothèses Hin et Haff de la spé
i�
ation (spe
 
oal 3).Les 
orps de 
es quatre fon
tions sont dé�nis �gure 4.2. Leur 
orre
tion repose unique-ment sur les fon
tions dé�nies par l'utilisateur, 
e qui nous permet de déduire la spé
i�-
ation que doit respe
ter 
ha
une de 
es dernières.4.2.3 Spé
i�
ation des fon
tions de 
hoix de l'utilisateurLes spé
i�
ations des fon
tions auxiliaires fsimp, f
oal, ffreeze et fspill sontrestreintes aux propriétés indispensables pour établir la 
orre
tion des fon
tions simp,
oal, freeze et spill.La fon
tion fsimp ne doit don
 véri�er qu'une seule propriété : le sommet renvoyé doitappartenir au graphe.(spe
 fsimp) fsimp g = ⌊v⌋ ⇒ v ∈s gLa fon
tion f
oal doit renvoyer une a�nité appartenant au graphe.(spe
 f
oal 1) fcoal g = ⌊e⌋ ⇒ e ∈a g(spe
 f
oal 2) fcoal g = ⌊e⌋ ⇒ Aff eLa fon
tion ffreeze doit renvoyer un sommet du graphe lié par au moins une a�nité.(spe
 �reeze) ffreeze g = ⌊v⌋ ⇒ move related v g = trueEn�n, la fon
tion fspill doit renvoyer un sommet du graphe.(spe
 spill) fspill g = ⌊v⌋ ⇒ v ∈s g



4.2. Des
ription de l'algorithme générique 101Definition simp g : option ( Register . t ∗ Graph . t ) :=mat
h fsimp with| ⌊r⌋ →⌊(r, remove vertex r g)⌋| ∅ → ∅end .Definition 
oal g : option ( Edge . t ∗ Graph . t ) :=mat
h f
oal g as ereturn ( f
oal g = e ⇒ option ( Edge . t ∗ Graph . t ) ) with| ⌊edge⌋ → fun H : f
oal g = ⌊edge⌋ →
⌊(edge, merge edge g (fcoal1 g edge H)(fcoal2 g edge H))⌋| ∅ → fun H : f
oal g = ∅ →∅end ( refl_equal ( f
oal g ) ) .Definition freeze g : option ( Register . t ∗ Graph . t ) :=mat
h fdel g with| ⌊x⌋ →⌊(x, delete affinities x g)⌋| ∅ → ∅end .Definition spill g : option ( Register . t ∗ Graph . t ) :=mat
h fspill g with| ⌊r⌋ →⌊(r, remove vertex r g)⌋| ∅ → ∅end . Fig. 4.2 � Implantation des fon
tions auxiliaires.4.2.4 Les fon
tions de 
olorationLes fon
tions de 
oloration doivent étendre la 
oloration du graphe de façon 
orre
te,si 
elles-
i sont appelées dans les 
onditions nominales d'utilisation, 
'est-à-dire si ellessont appliquées au résultat de la fon
tion de 
hoix 
orrespondant à la même opération.La pré
oloration doit être une 
oloration valide du graphe.(spe
 
olsimp) fsimp g = ⌊v⌋ ∧ proper col col (remove vertex v g) pal ⇒

proper col (colsimp col v g pal) g pal(spe
 
ol
oal) fcoal g = ⌊e⌋ ∧ proper col col (merge e g Hin Haff) pal ⇒
proper col (colcoal col e g pal) g pal(spe
 
oldel) fdel g = ⌊v⌋ ∧ proper col col (delete affinities v g) pal ⇒
proper col (coldel col v g pal) g pal(spe
 
olspill) fspill g = ⌊v⌋ ∧ proper col col (remove vertex v g) pal ⇒
proper col (colspill col v g pal) g pal(spe
 pre
oloring) proper col precoloring g pal



102Chapitre 4. Extension de la véri�
ation formelle de l'IRC à une 
lasse d'algorithmesCe sont don
 en tout neuf fon
tions et dix propriétés qui doivent être implantées parl'utilisateur a�n de 
omplètement dé�nir l'algorithme et automatiquement en assurer laterminaison et la 
orre
tion.4.3 TerminaisonDans les études de 
as de l'IRC et de la 
oloration gourmande [Rob07, BRS08℄, nousavons prouvé la terminaison de 
ha
une des fon
tions grâ
e à une mesure du graphe. I
i,nous utilisons un ordre bien fondé inspiré d'une relation d'ordre 
onnue de théorie desgraphes.Dé�nition 37 (Mineur d'un graphe). Un graphe G′ est un mineur d'un graphe G,noté G′ <m G, si G′ peut être obtenu à partir de G par une suite �nie d'opérationsde suppression de sommet, de suppression d'arête ou de fusion de sommets liés par unearête.Theorème 11 (Ordre des mineurs). La relation <m est une relation d'ordre stri
tpartielle sur les graphes.Le fait que la relation <m ne soit que partielle n'est pas important du momentque les arguments des appels ré
ursifs 
onsé
utifs sont 
omparables. La dé
roissan
e desarguments lors de 
haque appel ré
ursif est immédiate pour la suppression de sommet(simpli�
ation et vidage) et pour la fusion. En revan
he, la dé
roissan
e pour le gel estévidente mais pas immédiate. C'est pourquoi nous avons dé�ni une nouvelle relation qui
olle de plus près à nos besoins.Dé�nition 38 (Ordre dédié à l'allo
ation de registres). Un graphe d'interféren
e-a�nité G′ est dit plus petit qu'un graphe d'interféren
e-a�nité G, noté G′ <r G, si G′peut être obtenu à partir de G par une suite �nie d'opérations de suppression de sommet,de suppression de toutes les a�nités in
identes à un sommet qui en possède ou de fusionde sommets liés par une a�nité.Plus formellement, 
et ordre est dé�ni dans Coq par indu
tion et possède trois 
on-stru
teurs.1. ∀ g v, v ∈s g ⇒ remove_vertex v g <r g2. ∀ g v, move_related g v = true⇒ delete_affinities v g <r g3. ∀ g e (Hin : e ∈a g) (Haff : Aff e), merge e g Hin Haff <r gNous avons prouvé qu'il s'agit bien d'un ordre bien fondé dans Coq. Pour 
e faire,il est né
essaire de disposer des hypothèses de 
haque 
onstru
teur. Ce fait est intuitif :pour que le graphe dé
roisse e�e
tivement il faut retirer un sommet qui lui appartient,supprimer toutes les a�nités in
identes à un sommet du graphe qui en possède au moinsune, ou en
ore fusionner une a�nité qui lui appartient. Ces hypothèses sont assurées parles propriétés que l'utilisateur a dû pré
édemment prouver sur ses fon
tions de 
hoix. Lapreuve de bonne fondation de 
et ordre, nommé allo
_order dans le développement,utilise une 
orrespondan
e ave
 la mesure du graphe dé�nie 
omme la somme du nombrede sommets et du nombre d'arêtes du graphe.



4.4. Corre
tion 103Theorème 12. La relation <r est une relation d'ordre stri
t partielle bien fondée surles graphes d'interféren
e-a�nité.Démonstration. Soit f la fon
tion dé�nie sur les graphes d'interféren
e-a�nité par larelation f(G) = n(G) + m(G), où n(G) et m(G) désignent respe
tivement le nombrede sommets et le nombre d'arêtes de G. Nous allons montrer que G <r G′ implique
f(G) < f(G′).La preuve est faite par indu
tion sur la 
onstru
tion du prédi
at <r . Si G′ est obtenu parsuppression d'un sommet de G alors n(G′) < n(G) et m(G′) ≤ m(G), d'où f(G′) < f(G).Si G′ est obtenu par suppression de toutes les a�nités in
identes à un sommmet de G quipossède au moins une a�nité alors n(G′) = n(G) et m(G′) < m(G), d'où f(G′) < f(G).Si G′ est obtenu par fusion des extrémités d'une a�nité de G alors n(G′) < n(G) et
m(G′) < m(G), d'où f(G′) < f(G). A noter que dans Coq, nous nous sommes 
ontentésde prouver que m(G′) ≤ m(G) pour 
e dernier 
as.Prouver la dé
roissan
e selon l'ordre allo
_order est immédiat puisque pour 
ha-
un des appels ré
ursifs de l'algorithme allo
, un 
onstru
teur de l'ordre allo
_orderpeut dire
tement être appliqué. La terminaison de l'algorithme est don
 automatiquementassurée. L'utilisateur n'a pas à s'en sou
ier.Nous aurions pu utiliser 
et ordre pour prouver la terminaison de l'IRC ou de la
oloration gourmande. Nous avons 
hoisi de donner une mesure 
ar les ensembles detravail permettaient de prouver simplement la dé
roissan
e et 
ar 
ette mesure apportaitune borne de 
omplexité de l'algorithme en fon
tion de la taille du graphe. Dans le but degénéraliser, l'ordre que nous proposons semble plus adapté 
ar la preuve est plus dire
te etmodulaire. Si le besoin d'ajouter de nouvelles opérations autres que le retrait de sommet,le gel ou la fusion des extrémités devait être ajouté, il su�rait d'ajouter un 
onstru
teur autype indu
tif qui dé�nit l'ordre allo
_order et de modi�er la preuve de bonne fondationa�n de tenir 
ompte de 
e nouveau 
onstru
teur.4.4 Corre
tionLa preuve est réalisée par indu
tion sur les appels ré
ursifs de l'algorithme, exa
tement
omme pour l'IRC. Chaque 
as est une appli
ation dire
te des lemmes de la spé
i�
ationdes fon
tions de 
oloration, si bien que la preuve de 
orre
tion ne tient qu'en quelqueslignes. La �gure 4.3 présente l'énon
é Coq du théorème de 
orre
tion ainsi que son s
riptde preuve.4.5 Fon
tions prédé�niesA�n de simpli�er davantage l'implantation d'algorithmes, nous avons prédé�ni quelquesunes des fon
tions habituellement utilisées pour dé
ider des opérations devant être ap-pliquées ou de la façon dont la 
oloration doit évoluer.



104Chapitre 4. Extension de la véri�
ation formelle de l'IRC à une 
lasse d'algorithmesTheorem 
orre
t_
oloring :
∀ g , proper_
oloring ( algo g ) g palette .Proof .intro . fun
tional indu
tion ( algo g ) .apply spe
_
olsimp . apply ( spe
_simp_1 _ _ _ e ) .rewrite ←( spe
_simp_2 _ _ _ e ) . auto .destru
t ( spe
_
oal_2 _ _ _ e0 ) . rewrite H .apply spe
_
ol
o with (H := x ) . rewrite ←H . auto .apply spe
_
olfree . apply ( spe
_freeze_1 _ _ _ e1 ) .rewrite ←( spe
_freeze_2 _ _ _ e1 ) . auto .apply spe
_
olspill . apply ( spe
_spill_1 _ _ _ e2 ) .rewrite ←( spe
_spill_2 _ _ _ e2 ) . auto .apply spe
_pre
oloring .Qed .Fig. 4.3 � Enon
é et preuve du théorème de 
orre
tion de l'algorithme allo
.4.5.1 Les fon
tions de 
hoixLes fon
tions de 
hoix usuelles ne sont pas très nombreuses. Elles se fo
alisent générale-ment sur les propriétés de bas degré et de liaison d'a�nité d'un sommet, ou sur les 
ritères
lassiques de fusion.Nous avons dé�ni neuf fon
tions de 
hoix pour les sommets en fon
tion des valeursdes fon
tions has_low_degree et move_related :1. Une fon
tion any_vertex qui 
hoisit un sommet quel
onque ;2. Une fon
tion any_low qui 
hoisit un sommet de bas degré ;3. Une fon
tion any_high qui 
hoisit un sommet de haut degré ;4. Une fon
tion any_move qui 
hoisit un sommet lié par une a�nité ;5. Une fon
tion any_nonmove qui 
hoisit un sommet sans a�nité ;6. Une fon
tion any_low_move qui 
hoisit un sommet de bas degré lié par une a�nité ;7. Une fon
tion any_low_nonmove qui 
hoisit un sommet de bas degré sans a�nité ;8. Une fon
tion any_high_move qui 
hoisit un sommet de haut degré lié par unea�nité ;9. Une fon
tion any_high_nonmove qui 
hoisit un sommet de haut degré sans a�nité.Ces fon
tions sont fondées sur une fon
tion générique any_vertex_su
h_that quiprend en paramètre une fon
tion booléenne f et un graphe g et retourne un sommet v deg tel que f v = true, si un tel sommet existe. La fon
tion est partielle puisque l'existen
ed'un tel sommet ne peut être assurée. Sa spé
i�
ation est don
 la suivante.(spe
 any vertex su
h in) any_vertex_su
h_that f g = ⌊v⌋ ⇒ v ∈s g(spe
 any vertex su
h true) any_vertex_su
h_that f g = ⌊v⌋ ⇒ f v = true



4.5. Fon
tions prédé�nies 105L'implantation de 
ette fon
tion par
ourt l'ensemble des sommets du graphe jusqu'àtrouver un sommet véri�ant la propriété parmi les sommets de G. La fon
tion ne terminepas immédiatement mais se 
ontente alors de propager la solution trouvée jusqu'à avoirterminé le par
ours de la stru
ture.Definition 
ontinuation f v o :=i f ( is_none o ) theni f (f v ) then ⌊v⌋else ∅else o .Definition any_elt_su
h_that (f : t ⇒ bool ) s :=fold ( 
ontinuation f ) s ∅ .Definition any_vertex_su
h_that (f : Vertex . t ⇒ bool ) g :=any_elt_su
h_that f (V g ) .Cette fon
tion permet à l'utilisateur de dé�nir d'éventuelles autres fon
tions de 
hoix,en spé
i�ant via la fon
tion f 
omment le sommet doit être 
hoisi. Ces fon
tions doiventêtre a

ompagnées de leurs preuves de 
orre
tion, lesquelles dé
oulent de la 
orre
tion dela fon
tion any_vertex_su
h_that.En 
e qui 
on
erne la fusion, les 
ritères de Briggs et de George, ainsi que l'allian
ede 
es deux 
ritères sont prédé�nis.4.5.2 Les fon
tions de 
olorationLes fon
tions de 
oloration 
lassiques que nous avons implantées sont au nombre dequatre :1. Une fon
tion available_
olor qui permet si possible d'assigner une 
ouleur n'étanta
tuellement pas a�e
tée à l'un des voisins d'interféren
e. Cette fon
tion peut êtreutilisée pour répondre à une simpli�
ation ou un vidage optimiste ;2. Une fon
tion affinity_
olor qui 
hoisit la 
ouleur qui satisfait le plus grand nom-bre d'a�nités possible en fon
tion des 
ouleurs a�e
tées aux sommets voisins. Cettefon
tion peut être utilisée pour la simpli�
ation ou le vidage ;3. Une fon
tion no_
olor qui laisse la 
oloration in
hangée, qui peut être utilisée lorsd'un gel ;4. Une fon
tion same_
olor qui a�e
te à deux sommets la même 
ouleur, prin
ipale-ment dévolue à la fusion.Certaines fon
tions de 
oloration, 
omme available_
olor par exemple, sont 
or-re
tes de par leur dé�nition. D'autres, 
omme la fon
tion same_
olor sont 
orre
tes par
equ'appliquées uniquement dans des 
onditions qui permettent d'établir leur 
orre
tion.
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ation formelle de l'IRC à une 
lasse d'algorithmes4.6 ExemplesPour montrer à quel point il devient fa
ile d'implanter un algorithme d'allo
ation deregistres par 
oloration de graphe grâ
e à 
ette bibliothèque, nous l'avons utilisée pourdé�nir deux algorithmes 
lassiques d'allo
ation de registres, l'algorithme de Chaitin etl'IRC.4.6.1 L'algorithme de ChaitinL'algorithme de Chaitin n'opère que de la simpli�
ation et du vidage. Un sommet est
andidat à la simpli�
ation s'il est de bas degré dans le graphe, sinon il est 
andidat auvidage. Les fon
tions de 
hoix que l'utilisateur doit dé�nir sont don
 :Definition fsimp := any_low .Definition f
oal (g : Graph . t ) : ( option Edge . t ) := ∅ .Definition ffreeze (g : Graph . t ) : ( option Register . t ) := ∅ .Definition fspill := any_vertex .Les preuves de 
orre
tion pour les quatre fon
tions sont immédiates et tiennent en uneligne de s
ript Coq 
ha
une.Les fon
tions de 
oloration sont inutiles pour le vidage et le gel puisque les fon
tionsde 
hoix renvoient toujours ∅. Pour la simpli�
ation et le vidage, la fon
tion de 
olorationest la même : le sommet est 
oloré ave
 une 
ouleur non déjà attribuée à un sommet deson voisinage, s'il en existe une.Definition 
olsimp := available_
olor .Definition 
ol
oal := no_
olor .Definition 
olfree := no_
olor .Definition 
olspill := available_
olor .Les preuves de 
orre
tion de 
ha
une de 
es fon
tions sont également triviales et tien-nent en une ligne de s
ript Coq.L'implantation d'une version formellement véri�ée et extra
tible en O
aml de l'algo-rithme de Chaitin est alors disponible. Il su�t pour 
ela d'instan
ier allo
 ave
 toutesles variables qui viennent d'être dé�nies, 
omme présenté 
i-dessous.Definition 
haitin_heuristi
 := allo
fsimp f
oal fdel fspillpalette pre
oloring
olsimp 
ol
oal 
olfreeze 
olspillspe
_fsimp spe
_fspillspe
_f
oal_1 spe
_f
oal_2
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_ffreeze .Cette implantation n'aura né
essité qu'une vingtaine de lignes de preuve et, en toutet pour tout, environ une 
entaine de lignes à l'utilisateur.4.6.2 L'IRCLe se
ond algorithme que nous avons implanté grâ
e à 
ette méthode est l'IRC. Dans
e 
as, il est né
essaire de dé�nir quatre fon
tions de 
hoix. Celles-
i font partie de 
ellesprédé�nies dans l'environnement.Definition fsimp := any_low_nonmove .Definition f
oal := any_
oales
ible_affinity .Definition ffreeze := any_low_move .Definition fspill := any_vertex .De même, les fon
tions de 
oloration sont des fon
tions usuelles et font partie desfon
tions que nous avons prédé�nies.Definition 
olsimp := available_
olor .Definition 
ol
oal := same_
olor .Definition 
olfree := no_
olor .Definition 
olspill := available_
olor .Comme pour l'algorithme de Chaitin, il aura uniquement fallu une 
entaine de lignesde 
ode Coq pour obtenir une version formellement véri�ée de l'IRC.4.7 Note sur l'optimisationNotre bibliothèque permet de dé�nir fa
ilement des algorithmes 
lassiques d'allo
ationde registres. Cependant, 
ette fa
ilité se 
réé au dépend des optimisations internes auxalgorithmes, lesquelles ne peuvent fa
ilement être abstraites. Pour l'algorithme de Chaitin,la version obtenue via l'utilisation de notre bibliothèque est pro
he d'une implantationoptimisée. En revan
he, l'IRC est un algorithme au sein duquel les optimisations ont unepla
e prépondérante. L'usage et la mise à jour des ensembles de travail détaillés dansle 
hapitre pré
édent sont essentiels à l'e�
a
ité de l'algorithme et requièrent un travail
onséquent sur les stru
tures de données, les algorithmes et les preuves qui ne peut êtreintégré dire
tement via notre implantation générique.



108Chapitre 4. Extension de la véri�
ation formelle de l'IRC à une 
lasse d'algorithmes4.8 BilanNous avons dé
rit, implanté et prouvé 
orre
t un algorithme générique d'allo
ationde registres par 
oloration de graphe abstrayant des algorithmes 
lassiques et avan
ésd'allo
ation de registres 
omme les algorithmes de Chaitin, de Briggs, ou en
ore l'IRC.Instan
ier l'algorithme générique en 
es algorithmes est d'ailleurs aisé, puisqu'il ne fautqu'une 
entaine de lignes de 
ode pour 
e faire. Cet outil rend a

essible à un utilisa-teur peu familier du système Coq la véri�
ation d'un de ses algorithmes d'allo
ation deregistres, pourvu que 
elui-
i entre dans le s
héma que nous avons 
onsidéré. La modu-larité de l'algorithme permet en outre de 
omparer des stratégies d'allo
ation de registrespar 
oloration de graphe très simplement au sein d'un même environnement. Bien sûr,tous les algorithmes ne le suivent pas et le travail à réaliser pour prouver d'autres algo-rithmes d'allo
ation de registres ou des versions plus optimisées des mêmes algorithmesreste 
onsidérable.



Chapitre 5Optimisation de la fusion dans lesgraphes SSA par programmationlinéaireDepuis l'avènement de la forme SSA 
omme représentation intermédiaire de pro-gramme de référen
e dans les 
ompilateurs et la mise en éviden
e du 
ara
tère triangulédes graphes d'interféren
e des programmes sous forme SSA [BDGR05, Ha
05℄, la re
her
heen allo
ation de registres s'est re
entrée sur le problème de fusion et ses di�érentes va-riantes [GH07, BVI07, HG08, BDR08℄ dans 
es graphes. Une vaste étude de 
omplexitéde la fusion dans les graphes quel
onques, les graphes K-
olorables, les graphes gloutons
K-
olorables1 et dans les graphes triangulés est dé
rite dans [BDR07a℄.Les deux variantes les plus 
lassiques pour la fusion sont la fusion agressive, où lebut est de satisfaire un ensemble d'a�nités de poids maximal, et la fusion 
onservative,où l'obje
tif est de satisfaire un ensemble d'a�nités de poids maximal et de 
onserverla K-
olorabilité du graphe d'interféren
e-a�nité. Si 
es deux problèmes sont évidem-ment di�érents, il existe un point de jon
tion qui 
orrespond au 
as où la fusion agressivepréserve la K-
olorabilité du graphe. Mieux 
onnaître où 
ette jon
tion intervient permet-trait d'utiliser des algorithmes plus adaptés. Ce
i permettrait en parti
ulier de séparer lesphases de fusion et d'a�e
tation aux registres sans perte de qualité théorique de l'allo-
ation de registres. De plus, la fusion 
onservative, souvent trop prudente, pourrait alorsêtre immédiatement é
artée si l'on peut assurer que la fusion agressive lui est équiva-lente. Assurer l'équivalen
e de 
es deux stratégies de fusion passe indubitablement parl'étude de la 
on�guration globale des a�nités du graphe, 
e qui laisse à penser qu'ilfaudrait supplanter l'appro
he lo
ale de fusion, a�nité après a�nité, par une appro
heplus globale.Nous soutenons au travers de 
e 
hapitre l'idée qu'une appro
he plus globale de lafusion s'appuyant sur des propriétés des a�nités permettrait d'améliorer signi�
ativementles méthodes de résolution de 
e problème. Considérer la 
on�guration des a�nités nous apermis d'identi�er une 
lasse de graphes dans laquelle fusions agressive et 
onservative sont1Un graphe glouton K-
olorable est un graphe pouvant être 
oloré ave
 K 
ouleurs par l'algorithmede 
oloration gourmande. 109



110Chapitre 5. Optimisation de la fusion dans les graphes SSA par programmation linéaireéquivalentes. Nous présentons 
e résultat, analysons 
omment 
elui-
i peut être étenduaux graphes SSA, et en déduisons une formulation optimale de la fusion 
onservative dans
es graphes par programmation linéaire.5.1 De l'impa
t de la 
on�guration des a�nitésConsidérer lo
alement les a�nités 
onduit à une appro
he gloutonne qui peut se révélerrelativement peu e�
a
e en pratique. A�n de bien mettre en avant 
e fait, nous présentonsdeux preuves de 
omplexité de la fusion 
onservative dans des graphes très simples à
olorer, puisque leurs graphes d'interféren
e sont bipartis, 
'est-à-dire 2-
olorables. La
omplexité du problème ne peut dans 
e 
as provenir que des a�nités.5.1.1 Preuve de 
omplexité pour K ≥ 3 dans les graphes d'inter-féren
e bipartisNous devons avant tout mentionner qu'un résultat très pro
he a déjà été prouvédans [BDR07a℄. Néanmoins, 
e n'est pas tant le résultat que la façon d'y arriver, légère-ment di�érente et plus détaillée i
i, qui nous intéresse.Dé�nition 39 (Forêt d'étoiles). Une étoile est un arbre tel qu'il existe un sommet quiest une extrémité de toute arête.Une forêt d'étoiles est un graphe dont 
haque 
omposante 
onnexe est une étoile.Theorème 13 (Complexité pour K ≥ 3 dans les graphes d'interféren
e bipar-tis). La fusion 
onservative est NP-di�
ile pour K ≥ 3 et des poids unitaires, même sile graphe d'interféren
e est un arbre et que le graphe d'a�nité est une forêt d'étoiles.Démonstration. La preuve est réalisée par rédu
tion du problème de K-
oloration degraphe. Il nous faut don
 montrer que tout problème de K-
oloration de graphe peut êtreréduit en un problème équivalent de fusion 
onservative dans un graphe d'interféren
e-a�nité tel que le graphe d'interféren
e est un arbre et le graphe d'a�nité est une forêt d'é-toiles. Soit G un graphe à 
olorer ave
 K 
ouleurs. Nous supposons sans perte de généralitéque G est 
onnexe. Nous dé�nissons la valeur d'a�nité d'une 
oloration 
omme la sommedes poids des a�nités satisfaites par 
elle-
i et 
onstruisons un graphe d'interféren
e-a�nité G′ tel que G est K-
olorable si et seulement si G′ a une K-
oloration de valeurd'a�nité ν(G) = m(G) − n(G) + 1, où m(G) est le nombre d'arêtes de G et n(G) est lenombre de sommets de G.Soit T un arbre 
ouvrant de G (
'est-à-dire un arbre dont les sommets sont 
euxde G et les arêtes sont un sous-ensemble de 
elles de G) et {e1, . . . , eν(G)} les arêtes de
E(G)− E(T )2. Pour i ∈ {0, . . . , ν(G)}, nous dé�nissons Gi 
omme suit :� G0 = G� pour i ∈ {1, . . . , ν(G)}, Gi est obtenu en supprimant ei = (xi, yi) de Gi−1, et enajoutant un sommet xiyi lié par une interféren
e à xi et par une a�nité de poidsunitaire à yi.2Cet ensemble 
ontient exa
tement ν(G) arêtes.
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G′ est simplement dé�ni 
omme Gν(G). La �gure 5.1 présente 
ette rédu
tion sur unexemple.

0
1

2 3
45

6
7

0
1

2 3
45

6
726

04
47

05Fig. 5.1 � Exemple de 
onstru
tion de G′ (à droite) à partir de G (à gau
he). Les arêtesde l'arbre 
ouvrant T sont en bleu tandis que les arêtes ajoutées lors de la rédu
tion sonten rouge.Lemme 28 (Graphe d'interféren
e de G′). Le graphe de d'interféren
e de G′ est unarbre.Démonstration. Nous prouvons que toute paire de sommets de G′ est liée par une unique
haîne élémentaire d'interféren
es.Soient x et y deux sommets de G′. Si x et y sont des sommets de G alors il existeune unique 
haîne les liant in
luse dans l'arbre T . En e�et, T est in
lus dans le graphed'interféren
e de tout graphe Gi, pour i ∈ {1, . . . , ν(G)}. Si x (et/ou y) est un sommetajouté par la rédu
tion il su�t de remarquer que le seul voisin d'interféren
e de x (et/ou
y) est un sommet de T , appliquer le raisonnement 
i-dessus et ajouter la seule interféren
ein
idente à x (et/ou y).Lemme 29 (Graphe d'a�nité de G′). Le graphe d'a�nité de G′ est une forêt d'étoiles.Démonstration. Le graphe d'a�nité de Gν(G) est 
lairement biparti. Chaque a�nité a uneextrémité qui est un sommet de G et une extrémité qui n'en est pas un. De plus, 
haque
xiyi a exa
tement une seule a�nité qui lui est in
idente, 
e qui implique que le graphed'a�nité de G′ est une forêt d'étoiles.Lemme 30 (Valeur des 
olorations optimales). G est K-
olorable si et seulementsi G′ a une K-
oloration de valeur ν(G).Démonstration. Nous généralisons le résultat pour le prouver par indu
tion sur i. Nousprouvons pré
isément que pour tout i ∈ {0, . . . , ν(G)}, G est K-
olorable si et seulementsi Gi a une K-
oloration de valeur d'a�nité i.� i = 0 : trivial puisque G = G0.



112Chapitre 5. Optimisation de la fusion dans les graphes SSA par programmation linéaire� i+1 : Gi+1 a une K-
oloration de valeur i+1 si et seulement s'il a une K-
olorationqui satisfait toutes ses a�nités. En parti
ulier, l'a�nité (xi+1yi+1, yi+1) est satisfaite.Fusionner les extrémités de 
ette a�nité mène au graphe Gi qui, par hypothèsed'indu
tion possède une K-
oloration de valeur d'a�nité i si et seulement si G est
K-
olorable. Ainsi, Gi+1 admet une K-
oloration de valeur i + 1 si et seulement si
G est K-
olorable.

Cette rédu
tion s'appuie i
i sur le problème de 
oloration. L'on voit bien que toutela 
omplexité du problème peut fa
ilement être transférée des interféren
es aux a�nités.Considérer uniquement les propriétés globales des interféren
es, 
omme 
'est le 
as a
tuelle-ment dans toutes les démar
hes de résolution de la fusion dans les graphes SSA sembledon
 re
éler une faiblesse.5.1.2 Preuve de 
omplexité pour K = 2 dans les graphes d'inter-féren
e bipartisLa rédu
tion que nous avons présentée 
i-dessus s'appuie sur la 
omplexité du problèmede 
oloration, que l'on 
roît souvent être la prin
ipale sour
e de 
omplexité du problèmede fusion. Nous avons don
 voulu étudier 
e qu'il en était pour K = 2, 
as dans lequel la
oloration de graphe est polynomiale quel que soit le graphe, puisqu'il existe un algorithme
omplet de re
her
he de 2-
oloration de graphe 2-
olorable. La 
omplexité ne peut don
alors être le fruit que des a�nités.Theorème 14 (Complexité pour K = 2). La fusion 
onservative est NP-di�
ile pour
K = 2 dans les graphes 2-
olorables.Démonstration. La preuve est une rédu
tion de 3SAT, qui est 
onnu pour être NP-di�
ile.Rappelons tout d'abord la dé�nition de 
e problème. Une 
lause est dé�nie 
omme unedisjon
tion de littéraux à valeurs booléennes. Une formule est une 
onjon
tion de 
lauses.La problème SAT 
onsiste à déterminer des valeurs des littéraux qui satisfont une formuledonnée, 
'est-à-dire qui satisfont 
ha
une des 
lauses de 
ette formule. Le problème 3SATest une parti
ularisation du problème SAT dans laquelle 
haque 
lause possède exa
tement3 littéraux.Nous 
onsidérons une instan
e 3SAT 
ontenant un nombre n de 
lauses et 
onstrui-sons une instan
e équivalente de fusion 
onservative. Nous débutons en 
onstruisant deuxsommets T et F liés par une interféren
e et dédiés à représenter les valeurs booléennesvrai et faux. L'idée motri
e de la rédu
tion est d'asso
ier à 
ha
une des deux 
ouleursl'une des valeurs booléennes. Ainsi, si 
haque sommet représente un littéral, la 
ouleurd'un sommet donne la valeur de vérité du littéral qu'il représente. Suivant 
e prin
ipe,nous disons qu'un littéral est satisfait s'il est 
oloré 
omme T .Nous asso
ions à 
haque 
lause C de la formule un gadget tel que toute 
olorationdis
rimine si la 
lause C est satisfaite : si elle l'est, la valeur d'a�nité doit être une
ertaine valeur vt et sinon, une valeur vf < vt. Le gadget que nous dé�nissons est en
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t de la 
on�guration des a�nités 113fait la somme de deux gadgets. Le gadget global a une valeur d'a�nité de vf = 26 siau
un littéral de la 
lause n'est satisfait et de vt = 30 si au moins un littéral est satisfait.Autrement dit, la valeur d'a�nité est égale à 30 si la 
lause est satisfaite et à 26 sinon.Le premier gadget dis
rimine les 
as où un ou deux littéraux sont satisfaits, induisantdans 
e 
as une valeur d'a�nité de 4, des deux autres 
as, où la valeur d'a�nité est alorsnulle.Etant donnée une 
lause C, 
e gadget est 
onstruit 
omme suit : pour 
haque littéral
li de C, nous 
onstruisons deux sommets (li, C) et (li, C) liés par une interféren
e, où lidésigne le 
omplément de li. Nous ajoutons également 
ertaines a�nités de poids 2 entre
(li, C) et (lj, C) 
omme dé
rit �gure 5.2 au sein du gadget 
omplet.

(l1,C )

(l2,C )

(l3,C )

(l1,C )

(l2,C )

(l3,C )

222
Fig. 5.2 � Le premier gadget. Si on ne 
onsidère que 2 
ouleurs, 
e gadget rapporte unevaleur d'a�nité nulle si tous les sommets de gau
he ont la même 
ouleur et une valeurd'a�nité de 4 sinon.Le se
ond gadget dis
rimine le 
as où les trois littéraux sont satisfaits des autres. Le
as é
héant, la valeur d'a�nité est égale à 30. Sinon, 
elle-
i est seulement égale à 26.Etant donnée une 
lause C, le se
ond gadget requiert de 
réer un nouveau sommet
ara
téristique appelé BC . Ce sommet agit 
omme un balan
ier. Sa 
ouleur bas
ule de
elle représentant faux à 
elle représentant vrai si et seulement si les trois littéraux de Csont satisfaits. Une illustration de 
e gadget est présentée �gure 5.3. Le gadget �nal estquant à lui représenté �gure 5.4.Nous disposons maintenant de tous les gadgets, 
ha
un représentant une 
lause. Legraphe est quasi 
onstruit. Reste à prendre garde à assigner à deux sommets (li, C) et
(li, C

′) la même 
ouleur. Pour assurer 
ette né
essité, nous ajoutons des a�nités ditesde 
ohéren
e entre 
es sommets. Plus pré
isément nous 
réons une 
haîne d'a�nité de
ohéren
e 
ontenant tous 
es sommets. Ces a�nités de 
ohéren
e ont un poids très fort
w = 30n + 1.La taille du graphe ainsi 
onstruit est 
lairement polynomiale en le nombre de 
lauses.Montrons maintenant que résoudre la fusion 
onservative ave
 2 
ouleurs est équivalent àdé
ider si la formule 3SAT initiale a une solution. Nous prouvons dans un premier tempsque toute 2-
oloration optimale satisfait toutes les a�nités de 
ohéren
e.Lemme 31 (A�nité de 
ohéren
e). Soit li un littéral apparaissant dans deux 
lauses
C et C ′ de l'instan
e 3SAT. Toute solution optimale du problème de fusion 
onservativea�e
te la même 
ouleur aux sommets (li, C) et (li, C

′).
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(l1,C )

(l2,C )

(l3,C )T FBC
555555 11

Fig. 5.3 � Le se
ond gadget. Dans toute 2-
oloration optimale, BC est 
oloré 
omme
T si et seulement si tous les littéraux de la 
lause sont 
olorés 
omme T . Ainsi, toute
oloration optimale de 
e gadget possède une valeur d'a�nité de 30 si les trois littérauxsont satisfaits et de 26 si l'un des littéraux est 
ontraint à être 
oloré 
omme F .Démonstration. Soient p le nombre d'a�nités de 
ohéren
e du graphe et C une 
olorationde valeur v qui satisfait toutes les a�nités de 
ohéren
e. Nous avons immédiatement larelation

v ≥ pw = p(30n + 1)Soit maintenant C′ une 
oloration de valeur d'a�nité v′ qui ne satisfait pas toutes lesa�nités de 
ohéren
e. En remarquant que dans le meilleur des 
as 
haque 
lause faitaugmenter la valeur d'a�nité de la solution de 30, nous avons :
v′ ≤ (p− 1)w + 30n = (30n + 1)p− 1 ≤ v − 1Toute 
oloration optimale satisfait don
 toutes les a�nités de 
ohéren
e.Lemme 32 (Valeur optimale). La formule 3SAT a une solution si et seulement sil'instan
e de fusion 
onservative a une solution de valeur pw + 30n.Démonstration. Remarquons tout d'abord que pw + 30n est une borne supérieure de lavaleur de toute solution, puisque le graphe ne 
ontient que n 
lauses qui peuvent 
ha
unerapporter 30 et p a�nités de 
ohéren
e qui peuvent 
ha
une rapporter w. De plus, unesolution de valeur pw + 30n peut être transformée en une solution de la formule 3SATet ré
iproquement. Les sommets 
olorés 
omme T représentent des littéraux satisfaits et
eux 
olorés 
omme F les littéraux non satisfaits.
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(l1,C )

(l2,C )

(l3,C )T FBC

(l1,C )

(l2,C )

(l3,C )555555 11
222

Fig. 5.4 � Le gadget �nal obtenu par fusion des deux gadgets pré
édemment dé
rits. Lavaleur d'a�nité de toute 
oloration optimale est égale à 30 si au moins un littéral peutêtre 
oloré 
omme T et est égale à 26 sinon.
Même si 
e problème est NP-di�
ile, il existe un algorithme très simple et polynomialsi le nombre de 
omposantes 
onnexes d'interféren
e est �xé. En parti
ulier, si le graphene 
ontient qu'une 
omposante 
onnexe d'interféren
e, le problème est polynomial, 
e quiest évident puisqu'un tel graphe n'admet que deux 2-
olorations.Theorème 15 (Complexité dans les graphes d'interféren
e bipartis). La fusion
onservative est polynomiale pour K = 2 si le graphe d'interféren
e est biparti 
onnexe.Plus généralement, il peut être résolu en O(m+2qn) où q désigne le nombre de 
omposantes
onnexes d'interféren
e du graphe.Démonstration. La preuve repose sur un algorithme simple. Nous 
olorons d'abord 
haque
omposante 
onnexe ave
 deux 
ouleurs. Pour 
haque 
omposante, il n'existe que deux2-
olorations, 
al
ulables en O(m). Il su�t ensuite d'énumérer toutes les 
ombinaisons de
es 2-
olorations, au nombre de 2q. Cha
une de 
es 
olorations peut être réalisée au pireen O(n).Le 
onstat est i
i simple : les a�nités sont une sour
e de 
omplexité aussi importante,voire plus en
ore, que la 
oloration. C'est de 
e fait que nous sommes partis pour 
her
her



116Chapitre 5. Optimisation de la fusion dans les graphes SSA par programmation linéairesous quelles 
onditions séparer la re
her
he des a�nités satisfaites de la 
oloration, 
'est-à-dire séparer la fusion de l'a�e
tation aux registres, était envisageable. La réponse à 
ettequestion est simple : il faut et il su�t que la fusion agressive soit 
onservative.5.2 Préliminaires5.2.1 Séparation de la fusion et de l'a�e
tation aux registresIntroduisons tout d'abord la terminologie né
essaire à la suite de 
e 
hapitre. L'allège-ment de notre dis
ours né
essite l'introdu
tion de deux nouveaux 
on
epts, les ensemblesd'a�nités 
ompatibles et le graphe fusionné d'un tel ensemble.Tout ensemble d'a�nités ne peut pas être satisfait dans son entier. Ce résultat bien
onnu peut s'observer en présen
e d'une 
oupe de 
haîne par exemple. Un ensembled'a�nités qui peuvent être simultanément satisfaites sera par la suite dit 
ompatible.Chaque ensemble d'a�nités 
ompatible 
orrespond exa
tement à une fusion admissiblepour le graphe.Dé�nition 40 (Ensemble d'a�nités 
ompatible). Un ensemble d'a�nité est dit
ompatible dans un graphe si toutes les a�nités de 
et ensemble peuvent être simultané-ment satisfaites, 
'est-à-dire ne sont pas en 
on�it ave
 une interféren
e ; autrement dit,s'il existe une 
oloration du graphe (utilisant un nombre quel
onque de 
ouleurs) satis-faisant toutes les a�nités de l'ensemble.Une fois la fusion opérée, 
'est la 
oloration qui entre en s
ène. A�n d'alléger notredis
ours, nous introduisons une se
onde dé�nition, 
elle du graphe fusionné d'un ensembled'a�nités 
ompatible. C'est le graphe qui doit être 
oloré après la fusion.Dé�nition 41 (Graphe fusionné d'un ensemble d'a�nités 
ompatible). Le graphefusionné d'un ensemble d'a�nités 
ompatible E est le graphe obtenu après fusion de 
ha-
une des extrémités des a�nités de E.Cette nouvelle terminologie nous permet de redé�nir fusions 
onservative et agres-sive sous une forme plus intuitive pour aborder 
ette étude. Etant donné un graphed'interféren
e-a�nité, la fusion agressive 
onsiste à déterminer un ensemble d'a�nités
ompatible de poids maximal tandis que la fusion 
onservative 
onsiste à déterminer unensemble d'a�nités 
ompatible de poids maximal dont le graphe fusionné est K-
olorable.5.2.2 Largeur d'arbre d'un grapheNombre de problèmes 
ombinatoires NP-di�
iles deviennent polynomiaux dans la
lasse des graphes triangulés, 
omme par exemple les problèmes de 
oloration minimale,de 
lique maximum ou de stable maximum [Gav72℄. De là est apparue l'idée que, pourde tels problèmes, plonger un graphe dans un graphe triangulé puis résoudre le problèmedans 
e dernier graphe permettrait de 
al
uler des solutions de bonnes qualité pour lepremier graphe. C'est 
e que nous appellerons le prin
ipe de triangulation.



5.2. Préliminaires 117Dé�nition 42 (Triangulation d'un graphe). Soit G = (V, E) un graphe. Une trian-gulation de G est un graphe triangulé G′ = (V, E ∪ E ′).La résolution de problèmes dans les graphes triangulés repose lourdement sur unparamètre essentiel d'un graphe triangulé : sa largeur d'arbre.Dé�nition 43 (Dé
omposition arbores
ente d'un graphe triangulé). La dé
om-position arbores
ente d'un graphe triangulé est la représentation de 
e graphe sous formed'interse
tion de sous-arbres d'un arbre. Ce dernier arbre est appelé support de la dé
om-position.Dé�nition 44 (Largeur d'arbre d'un graphe triangulé). La largeur d'une dé
ompo-sition arbores
ente (T, {T1, . . . , Tj}) est la taille de l'interse
tion maximale des sous-arbresde T , moins 1. La largeur d'arbre d'un graphe triangulé est la largeur de n'importe laquellede ses dé
ompositions arbores
entes.Par exemple, la largeur d'arbre du graphe de la �gure 5.5 est 2.
AB

C DE F
A B C D

E

F
Fig. 5.5 � Un graphe triangulé et l'une de ses dé
ompositions arbores
entes. La dé
om-position indique que la largeur d'arbre du graphe est égale à 2, puisque la plus grandeinterse
tion ne 
ontient que trois sous-arbres.En suivant le prin
ipe de triangulation, la dé�nition de la largeur d'arbre est étendueà n'importe quel graphe.Dé�nition 45 (Largeur d'arbre d'un graphe et p-arbres partiels). Soit G = (V, E)un graphe. La largeur d'arbre de G, notée tw(G), est le minimum des largeurs d'arbresdes triangulations de G.Etant donné un entier p, un p-arbre partiel est un graphe de largeur d'arbre au plus p.Les triangulations de graphe d'interféren
e-a�nité que nous allons dé�nir dans 
e
hapitre ne font qu'ajouter des a�nités au graphe. Ainsi, nous parlerons non pas degraphes d'interféren
e triangulés, mais de graphes d'interféren
e-a�nité parfaitement tri-angulés.



118Chapitre 5. Optimisation de la fusion dans les graphes SSA par programmation linéaireDé�nition 46 (Graphe d'interféren
e-a�nité parfaitement triangulé). Un graphed'interféren
e-a�nité G = (V, I, A) est dit parfaitement triangulé si G′ = (V, I ∪ A) esttriangulé.5.3 Optimisation dans les (K − 1)-arbres partielsDans 
ette partie, nous montrons que la fusion agressive est optimale dans les (K−1)-arbres partiels. Autrement dit, la fusion agressive est 
onservative dans 
es graphes. Cerésultat induit que, dans 
ette 
lasse de graphes, la fusion peut être séparée de l'a�e
tationaux registres. De plus, si 
ha
une de 
es opérations est résolue de façon optimale, la fusionobtenue est optimale.Nous prouvons 
e résultat en utilisant la relation de mineur. Rappelons qu'un graphe
G′ est un mineur d'un graphe G si G′ peut être obtenu à partir de G par une suited'appli
ations de l'une des trois opérations suivantes : suppression de sommet, suppressiond'arête, et fusion de deux sommets liés par une arête. Lors de la fusion d'une a�nité, legraphe résultant est don
 un mineur du graphe initial.De plus, la largeur d'arbre est 
roissante selon les mineurs.Theorème 16 (Croissan
e de la largeur d'arbre [RS86℄). Soient deux graphes Get G′. Si G′ <m G alors tw(G′) ≤ tw(G).Cette propriété nous mène au fait que la fusion d'une a�nité fait dé
roître la largeurd'arbre du graphe.Lemme 33 (Dé
roissan
e de la largeur d'arbre par fusion). Soient G un graphed'interféren
e-a�nité, e une a�nité désignée pour la fusion et G′ le graphe obtenu aprèsfusion des extrémités de e dans G. tw(G′) ≤ tw(G).Démonstration. Par dé�nition des mineurs, on a G′ <m G. La 
roissan
e de la largeurd'arbre implique don
 tw(G′) ≤ tw(G).Un se
ond théorème 
onnu vient 
ompléter 
e premier. Le nombre 
hromatique esttoujours inférieur à la largeur d'arbre d'un graphe.Theorème 17 (Nombre 
hromatique et largeur d'arbre [Wes00℄). Soit G ungraphe. χ(G) ≤ tw(G) + 1.Ainsi, nous sommes en mesure de prouver que toute fusion dans un (K − 1)-arbrepartiel est 
onservative.Theorème 18 (Equivalen
e de la fusion agressive et de la fusion 
onservativedans les (K−1)-arbres partiels). Soit G un graphe (K−1)-arbre partiel, e une a�nitédésignée pour la fusion et G′ le graphe obtenu après fusion des extrémités de e dans G.
G′ est K-
olorable.Autrement dit, dans tout (K − 1)-arbre partiel la fusion agressive est 
onservative.Démonstration. D'après les théorèmes pré
édents, χ(G′) ≤ tw(G′) + 1 ≤ tw(G) + 1 ≤ K.Don
 G′ est K-
olorable.Ainsi, fusions 
onservative et agressive sont équivalentes dans 
ette 
lasse de graphes.Il su�t don
 de résoudre la fusion agressive, plus simple à résoudre et plus performante.



5.4. Résolution optimale de la fusion dans les (K − 1)-arbres partiels 1195.4 Résolution optimale de la fusion dans les (K − 1)-arbres partielsL'appro
he en deux temps peut don
 être appliquée aux (K−1)-arbres partiels. Resteà résoudre 
ha
une de 
es deux phases.5.4.1 Fusion agressive et multi
oupeLa fusion agressive 
onsiste à satisfaire un ensemble d'a�nités 
ompatible de poidsmaximal. Ce problème de fusion agressive est en fait équivalent à un problème 
onnud'optimisation 
ombinatoire, le problème de multi
oupe minimum (MCM).Dé�nition 47 (Le problème de multi
oupe minimum). Soit G = (V, E) un graphepondéré et T = {(s1, p1), . . . , (sq, pq)} ⊆ V × V . Le problème de multi
oupe minimum
(V, E, T ) 
onsiste à trouver un ensemble d'arêtes de poids total minimal dont la suppres-sion dé
onne
te si et pi pour i ∈ {1, . . . , q}.Le problème de multi
oupe asso
ié à un graphe d'interféren
e-a�nité est simplementdé�ni 
omme suit :Dé�nition 48 (Problème de multi
oupe asso
ié à un graphe d'interféren
e-a�nité). Soit G = (V, I, A) un graphe d'interféren
e-a�nité. Le problème de multi
oupeasso
iée à G, notée MC(G), est dé�ni 
omme l'instan
e de multi
oupe minimum (V, A, I).Intuitivement, la seule 
ontrainte pesant sur la fusion agressive est d'interdire les
oupes de 
haînes. Le parallèle entre les deux problèmes est alors immédiat :Theorème 19 (A�nités non satisfaites et multi
oupe). Soit G = (V, I, A) ungraphe d'interféren
e-a�nité.L'ensemble des a�nités non satisfaites dans une 
oloration de G forme une solution duproblème de multi
oupe asso
ié à G. Ré
iproquement, pour toute solution du problèmede multi
oupe asso
ié à G, il existe une 
oloration de G de même valeur d'a�nité.Démonstration. Soient x et y deux sommets liés par une interféren
e dans G. Ces deuxsommets ne sont don
 pas 
olorés de la même 
ouleur. Ainsi, il n'existe pas de 
haîned'a�nités satisfaites reliant x à y. L'ensemble des a�nités non satisfaites dans la 
olorationde G forment don
 une solution de l'instan
e de MC(G).Soit S une multi
oupe de MC(G) et E = A(G) − S. Les a�nités de E forment des
omposantes 
onnexes. Cha
une de 
es 
omposantes peut être 
olorée d'une seule 
ouleurpar dé�nition de E. En a�e
tant une 
ouleur di�érente à 
ha
une de 
es 
omposantes, la
oloration obtenue est une 
oloration de G et satisfait exa
tement les a�nités de E.La �gure 5.6 illustre la 
orrespondan
e entre l'instan
e de fusion et le problème demulti
oupe asso
ié.Résoudre la fusion agressive est don
 équivalent à résoudre le problème de multi
oupeminimum.
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D

EH
B CGA
F

D
EH

B CGA
F

1
44 2 5 31 273 44

5 3
271 12

3T = {(A,B),(A,H),(G,D)}Fig. 5.6 � Un graphe d'interféren
e-a�nité G et MC(G). Le graphe est pourvu d'une 3-
oloration optimale. Les arêtes en gras forment une multi
oupe optimale et 
orrespondentexa
tement aux a�nités non satisfaites dans G.5.4.2 ColorationLe résultat de la fusion agressive est un ensemble d'a�nités 
ompatible ayant la par-ti
ularité d'être maximal.Dé�nition 49 (Ensemble d'a�nités 
ompatible maximal). Un ensemble d'a�nités
ompatible E est dit maximal dans un graphe G si au
une a�nité de G ne peut être ajoutéeà E sans briser la 
ompatibilité de l'ensemble.Cette singularité implique une propriété intuitive sur le graphe fusionné : 
elui-
i ne
ontient que des interféren
es.Theorème 20 (Graphe fusionné d'un ensemble 
ompatible maximal). Soit G ungraphe d'interféren
e-a�nité et E un ensemble d'a�nités 
ompatible maximal. Le graphefusionné de E ne 
ontient que des interféren
es.Démonstration. Si le graphe fusionné de E 
ontient une a�nité alors 
elle-
i peut êtresatisfaite et don
 ajoutée à E, 
e qui 
ontredit la maximalité de E. Ainsi le graphe fusionnéde E ne 
ontient que des interféren
es.Une fois un ensemble d'a�nités maximal 
al
ulé, le problème est réduit à la 
olorationdu graphe fusionné, dont l'on sait, d'après le théorème 18, qu'il est K-
olorable puisquele graphe initial est un (K − 1)-arbre partiel.5.4.3 RésolutionReste à déterminer le pro
édé de résolution à adopter pour la fusion agressive et pourla 
oloration. La fusion agressive et la 
oloration étant 
ha
une NP-di�
ile, deux voieshabituelles sont envisageables : la résolution heuristique ou la résolution exa
te par unalgorithme exponentiel, 
omme la programmation linéaire.



5.5. Extension aux graphes SSA 121La résolution heuristique de la fusion agressive peut passer par des méthodes 
lassiques,telles que la fusion itérative des a�nités du graphe par ordre de poids dé
roissant parexemple, ou des heuristiques 
onnues de multi
oupe minimum.Le théorème 18 garantit que le graphe fusionné résultant est K-
olorable. Trouver une
K-
oloration demeure NP-di�
ile et une résolution heuristique peut ne pas permettred'en trouver. Pour être sûr de K-
olorer le graphe, et ainsi éviter tout vidage que l'on saitinutile, il faut don
 user d'un algorithme exponentiel, tel que l'algorithme de reliement-
ontra
tion ou la programmation linéaire.Quitte à re
ourir à une méthode exponentielle pour résoudre la 
oloration, autant enfaire de même pour la fusion agressive. Celle que nous proposons s'appuie sur la program-mation linéaire et le parallèle entre les problèmes de fusion agressive et de multi
oupeminimum. La formulation de la multi
oupe minimum est donnée �gure 5.7. La variablebooléenne ye vaut 1 si et seulement si l'a�nité e appartient à la multi
oupe, ou, autrementdit, n'aura pas ses extrémités 
olorées de la même 
ouleur. L'ensemble P (i, j) 
ontienttous les 
haînes élémentaires d'a�nités joignant i à j et ne 
ontenant au
une arête d'in-terféren
e interne, 
'est-à-dire qui lie deux sommets de la 
haîne.
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∀(i, j) ∈ I, ∀p ∈ P (i, j),
∑

e∈p

ye ≥ 1

∀e ∈ A, ye ∈ {0, 1}Fig. 5.7 � Formulation 
lassique du problème de multi
oupe minimum.5.5 Extension aux graphes SSALa démar
he suivie pour les (K − 1)-arbres partiels peut être étendue aux graphesSSA en passant par une autre voie, 
elle de l'étude de l'évolution des dé
ompositionsarbores
entes au 
ours de la fusion. Nous montrons dans un premier temps 
ommentprouver sous 
e nouvel angle que la fusion agressive est 
onservative dans les (K − 1)-arbres partiels, puis en déduisons une généralisation pour le 
as général, les graphes SSA.5.5.1 Les (K − 1)-arbres partielsConsidérons le graphe d'interféren
e-a�nité G de la �gure 5.8. Ce graphe n'est pasparfaitement triangulé, mais sa largeur d'arbre est 2. Il existe don
 (au moins) une tri-angulation de G de largeur d'arbre 2. Un exemple de telle triangulation, et l'une de sesdé
omposition arbores
ente, sont données �gure 5.9.La fusion de n'importe quelle a�nité 
onduit alors à un graphe dont une dé
ompositionarbores
ente est fa
ilement 
al
ulable. En e�et, la fusion de deux sommets 
orrespond àla fusion de deux sous-arbres de la dé
omposition arbores
ente. Cette fusion de deux
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AB

C DE FFig. 5.8 � Le graphe n'est pas parfaitement triangulé. Le 
y
le (CDEF ) est sans 
orde.
AB

C DE F
AB CD E F

Fig. 5.9 � Une triangulation G′ de G (dé�ni �gure 5.8) et une dé
omposition arbores
entede G′ de largeur d'arbre 2.sous-arbres mène à une nouvelle dé
omposition arbores
ente valide, puisque les deuxsous-arbres fusionnés s'interse
tent.Theorème 21 (Evolution des dé
ompositions arbores
entes lors d'une fusion).Soit G un graphe parfaitement triangulé, e = (x, y) une a�nité de G, D une dé
ompositionarbores
ente de G et G′ le graphe obtenu par fusion de x et y.La dé
omposition arbores
ente D′ obtenue par fusion des sous-arbres de x et de y dans
D est une dé
omposition arbores
ente de G′.Démonstration. Tout d'abord, D′ est bien une dé
omposition arbores
ente puisque la



5.5. Extension aux graphes SSA 123fusion des sous-arbres de x et y donne bien un sous-arbre du support. Ce
i n'est vraique par
e que les sous-arbres de x et y s'interse
tent. Il nous reste à montrer que 
ettedé
omposition est 
orre
te.Soient v1 et v2 deux sommets de G′. Montrons que les sous-arbres de v1 et v2 s'interse
tentdans D′ si et seulement si v1 et v2 sont voisins dans G′.Supposons d'abord que les sous-arbres de v1 et v2 s'interse
tent dans D′ et montrons que
v1 et v2 sont voisins dans G′. Si v1 et v2 sont di�érents de xy (le sommet obtenu parfusion de x et y), alors les sous-arbres de v1 et v2 s'interse
tent dans D. Don
 v1 et v2sont voisins dans G et don
 dans G′.Si v1 est égal à xy alors le sous-arbre de v2 interse
te soit le sous-arbre de x soit le sous-arbre de y dans G. Ainsi, v2 est une voisin de x ou de y dans G et est don
 un voisin de
xy = v1 dans G′. Le 
as où v2 est égal à xy est symétrique.Supposons maintenant que v1 et v2 sont deux sommets voisins dans G′. Montrons queleurs sous-arbres s'interse
tent dans D. Si v1 et v2 sont di�érents de xy, alors v1 et v2 sontvoisins dans G. Leurs sous-arbres s'interse
tent don
 dans D et, par 
onséquent, dans D′.Si v1 est égal à xy alors v2 est voisin de x ou de y dans G. Ainsi, le sous-arbre de v2interse
te soit 
elui de x, soit 
elui de y, dans D. Dans tous les 
as, le sous-arbre de v2interse
te 
elui de xy = v1 dans D′. Le 
as où v2 est égal à xy est symétrique.La �gure 5.10 illustre l'évolution du graphe et de sa dé
omposition arbores
ente pourle 
as de la fusion de l'a�nité (E, F ) dans le graphe G′.

AB
C DEF

AB CD EF

Fig. 5.10 � Le graphe obtenu après fusion de E et F dans G et la dé
omposition arbores-
ente 
onstruite 
omme dé
rit durant la preuve du lemme 21.Le théorème pré
édent induit deux 
orollaires importants. Tout d'abord, les graphesparfaitement triangulés sont stables par fusion.Theorème 22 (Stabilité de la triangulation). Soit G un graphe parfaitement trian-gulé, e = (x, y) une a�nité de G et G′ le graphe obtenu par fusion de x et y.
G′ est parfaitement triangulé.



124Chapitre 5. Optimisation de la fusion dans les graphes SSA par programmation linéaireDémonstration. D'après le théorème pré
édent, G′ admet une dé
omposition arbores-
ente. Il est don
 parfaitement triangulé.De plus, il est fa
ile de 
al
uler in
rémentalement l'évolution des 
liques maximalesdu graphe.Dé�nition 50 (Clique dérivée). Soit G un graphe et G′ un graphe obtenu par fusiond'une a�nité e = (x, y) de G. Soit C une 
lique maximale de G. Une 
lique C ′ est ditedérivée de C par fusion de e si l'une des propriétés suivantes est véri�ée :� C 
ontient à la fois x et y et C ′ = C − {x, y} ∪ {xy}� C 
ontient x mais pas y et C ′ = C − {x} ∪ {xy}� C 
ontient y mais pas x et C ′ = C − {y} ∪ {xy}� C ne 
ontient ni x ni y et C ′ = Coù xy désigne le sommet résultant de la fusion de x et y.Lemme 34 (Cliques dérivées maximales). Soit G un graphe et G′ un graphe obtenupar fusion d'une a�nité e = (x, y) de G. Toute 
lique dérivée d'une 
lique maximale de
G par fusion de e est une 
lique de G′.Démonstration. Conséquen
e dire
te du lemme 21 d'évolution des dé
ompositions ar-bores
entes lors d'une fusion.Lemme 35 (Cliques maximales). Soit G un graphe et G′ un graphe obtenu par fusiond'une a�nité e = (x, y) de G. Toute 
lique maximale de G′ est une 
lique dérivée d'une
lique maximale de G.Démonstration. Conséquen
e dire
te du lemme 21 d'évolution des dé
ompositions ar-bores
entes lors d'une fusion.Ainsi, la largeur d'arbre ne fait que dé
roître au fur et à mesure des fusions d'a�nités,puisque la taille de la plus grande 
lique dé
roît. Celle-
i demeure don
 inférieure à (K −
1) si elle l'est initialement. Nous en arrivons au même point que dans le paragraphepré
édent : la fusion agressive est 
onservative pour les (K − 1)-arbres partiels.Lemme 36 (Dé
roissan
e de la taille des 
liques par dérivation). Soit G un grapheet G′ un graphe obtenu par fusion d'une a�nité e = (x, y) de G. Toute 
lique dérivée d'une
lique maximale de G par fusion de e 
ontient moins de sommets que la 
lique dont elleest dérivée.Démonstration. Soit C ′ une 
lique dérivée d'une 
lique maximale C de G. La preuve esttriviale par indu
tion sur la 
onstru
tion de la 
lique dérivée (
f. dé�nition des 
liquesdérivées). Si C 
ontient x et y, la taille de C ′ est 
elle de C moins 1, sinon C et C ′ ont lamême taille.Theorème 23 (Dé
roissan
e de la largeur d'arbre par fusion). Soient G un graphed'interféren
e-a�nité, e une a�nité désignée pour la fusion et G′ le graphe obtenu aprèsfusion des extrémités de e dans G. tw(G′) ≤ tw(G).Démonstration. Toute 
lique maximale de G′ est dérivée d'une 
lique de G. La 
lique dontelle dérive est don
 une 
lique de taille supérieure. Par 
onséquent, tw(G′) ≤ tw(G).



5.5. Extension aux graphes SSA 1255.5.2 Les graphes SSALes résultats de la partie pré
édente soulignent l'importan
e de la largeur d'arbre dugraphe d'interféren
e-a�nité pour la fusion. Cependant, 
e résultat est en
ore limité àune 
lasse trop restreinte de graphes. Cette partie étend le résultat pré
édent à une 
lasseplus large de graphes et plus 
lassique, les graphes SSA. Nous en déduisons un nouveauprogramme linéaire modélisant la fusion 
onservative dans les graphes SSA.La partie pré
édente se fo
alisait sur les (K − 1)-arbres partiels. Nous 
onsidéronsdésormais un graphe d'interféren
e-a�nité G K-
olorable de largeur d'arbre quel
onquedont le graphe d'interféren
e est triangulé.L'appro
he que nous allons suivre 
onsiste intuitivement à 
onstruire un ensemble
ompatible de poids maximal dont le graphe fusionné est K-
olorable. Un tel ensemble
orrespond à une fusion 
onservative optimale, puisque l'ensemble des a�nités satisfaitesdans une fusion 
onservative optimale répond à 
e 
ritère. Pour 
onstruire 
et ensemble,nous allons appliquer la fusion agressive à l'ensemble du graphe et renfor
er les 
ontraintessur les parties du graphe qui font que la largeur d'arbre est supérieure à (K − 1) a�n defaire 
huter la largeur d'arbre du graphe d'interféren
e-a�nité en dessous de (K − 1), 
equi permettra d'appliquer les résultats pré
édents. Si au
une zone de 
e type n'existe,la 
on
lusion est immédiate : la fusion agressive peut 
onduire à une solution optimale.Sinon, 
es zones doivent être éliminées.Le théorème 22 établit que les fusions 
onsé
utives d'a�nités de G′ 
onservent le
ara
tère parfaitement triangulé du graphe. Faire dé
roître la largeur d'arbre en dessousde K−1 est don
 équivalent à faire dé
roître la taille de 
haque 
lique maximale en dessousde K. Or, nous savons parfaitement déterminer 
omment évoluent les 
liques maximalesau 
ours de la fusion.Lemme 37 (Cliques de taille supérieure à K). Soient G un graphe parfaitementtriangulé et G′ le graphe obtenu par fusion d'une a�nité e = (x, y) de G. Toute 
liquemaximale de G′ de taille supérieure à K est une 
lique dérivée d'une 
lique maximale de
G de taille supérieure à K.Démonstration. Immédiat par les théorèmes 34 et 36.Il en résulte une 
ondition su�sante de K-
olorabilité du graphe fusionné d'un ensem-ble 
ompatible d'a�nités.Theorème 24 (Condition su�sante de 
olorabilité). Soient G un graphe parfaite-ment triangulé, A un ensemble d'a�nités 
ompatible de G et G′ le graphe fusionné de A.Si pour toute 
lique maximale C de G, le graphe fusionné de C est une 
lique de tailleinférieure à K alors G′ est K-
olorable.Démonstration. Soit A un ensemble d'a�nités 
ompatible dont la fusion fait dé
roître lataille de 
ha
une des 
liques maximales en dessous de K. Il nous su�t de montrer que lafusion des a�nités de A mène à un (K− 1)-arbre partiel. Le théorème 23 permettra alorsde 
on
lure.
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lique maximale C de G′ est obtenue par une suite de dérivations d'une 
liquede G de taille supérieure. En 
onséquen
e, si G′ 
ontient une 
lique de taille supérieure à
K alors l'hypothèse est 
ontredite. G′ est un graphe parfaitement triangulé ne 
ontenantpas de 
lique de taille supérieure à K ; 
'est un (K − 1)-arbre partiel.Nous disposons don
 d'une 
ondition su�sante pour que toutes les a�nités d'un en-semble 
ompatible puissent être satisfaites tout en préservant la K-
olorabilité de G′.Cette 
ondition est de fait su�sante pour assurer la K-
olorabilité de G puisque toute
oloration de G′ est une 
oloration de même valeur de G par 
onstru
tion de G′.5.6 Résolution optimale dans les graphes SSA5.6.1 Cal
ul d'un ensemble 
ompatible optimal par programma-tion linéaireLe résultat pré
édent ouvre la voie au 
al
ul de solutions heuristiques. Par 
ontre,une résolution optimale par programmation linéaire requiert une 
ondition né
essaire etsu�sante. Nous spé
i�ons don
 dans 
ette partie une 
ondition né
essaire et su�santede préservation de la K-
olorabilité, puis proposons une formulation par programmationlinéaire s'appuyant lourdement sur le lien entre le problème de fusion agressive et 
elui demulti
oupe de poids minimal.Theorème 25 (Condition né
essaire de 
olorabilité). Soit G un graphe parfaite-ment triangulé dont 
haque 
lique maximale de taille supérieure à K 
ontient une K-
liqued'interféren
es et A un ensemble d'a�nités 
ompatible maximal de G. Si A a un graphefusionné K-
olorable alors la fusion de A fait dé
roître la taille de 
ha
une des 
liquesmaximales de G en dessous de K.Démonstration. Cha
une des 
liques maximales de G est soit de taille inférieure à K, soitréduite à une K-
lique d'interféren
es puisque le graphe fusionné est K-
olorable et ne
ontient que des a�nités.D'où une 
ondition né
essaire et su�sante de K-
olorabilité d'un graphe fusionné d'ungraphe parfaitement triangulé.Theorème 26 (Condition né
essaire et su�sante de K-
olorabilité). Soit A unensemble d'a�nités 
ompatible maximal de G′. Le graphe fusionné de A est K-
olorablesi et seulement si la fusion de A fait dé
roître la taille de 
haque 
lique maximale de G′en dessous de K.Démonstration. Immédiat par appli
ation de la 
ondition né
essaire et de la 
onditionsu�sante pré
édemment dé
rites, qui sont toutes deux appli
ables pour G′.Le graphe d'interféren
e-a�nité sur lequel on veut résoudre la fusion ne peut pas êtrepassé en paramètre du programme linéaire que nous allons dé�nir puisqu'il nous fautse pla
er dans le 
adre de la 
ondition né
essaire et su�sante de préservation de la K-
olorabilité. Nous devons don
 
onstruire un se
ond graphe G′ qui respe
te les 
onditions
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ation de la 
ondition né
essaire et su�sante et tel que résoudre la fusion dans G′équivaut à le résoudre dans G.Dans un premier temps, nous triangulons G en n'ajoutant que des a�nités de poidsnul. Cette première transformation permet d'aboutir à un graphe parfaitement triangulé
G′′. Nous 
al
ulons alors les 
liques maximales de G′′ et les 
liques maximales du graphed'interféren
e de G. Soit alors Ci une 
lique maximale de taille α stri
tement supérieure à
K de G′′ et Ii = {x1, . . . , xp} une 
lique d'interféren
es maximale in
luse dans Ci. Ii peutêtre 
al
ulée en 
onservant la plus grande interse
tion de Ci ave
 l'une des 
liques maxi-males du graphe d'interféren
e. Nous 
omplétons ensuite Ii par un ensemble de nouveauxsommets I ′

i = {xp+1, . . . , xK} si p < K. Ainsi, Ii est �nalement une 
lique d'interféren
esde taille K. Les sommets de I ′

i sont également liés par des a�nités de poids nul à tousles sommets de Ci− Ii et ajoutés à Ci. Ainsi, Ci est une 
lique. Remarquons que les nou-veaux sommets ne sont à 
haque fois voisins que des sommets d'une 
lique maximale de
G′′. Ainsi, les 
liques maximales autres que Ci restent maximales et au
une nouvelle 
liquen'est maximale. Seule Ci est modi�ée. L'opération est répétée pour 
haque 
lique maxi-male de G′′ de taille supérieure à K, menant ainsi au graphe G′. Les 
liques maximalesde G′ sont 
elles de G′′ après modi�
ation des Ci.Theorème 27 (Equivalen
e de la fusion dans G et G′). Si Col est une K-
olorationde G′ de valeur v alors la restri
tion de Col aux sommets de G est une K-
oloration de Gde valeur v. Inversement, toute K-
oloration de G de valeur v peut être étendue en une
oloration de G′ de valeur de v.Démonstration. Immédiat par 
onstru
tion de G′.Il ne reste plus qu'à dé�nir un programme linéaire 
apable de 
al
uler un ensembled'a�nités 
ompatible faisant dé
roître la taille de 
haque 
lique maximale de G′ en dessousde K. Pour 
e faire, nous 
ontraignons les sommets de Ci − Ii (où Ci est une 
liquemaximale de taille stri
tement supérieure à K dans G′ et Ii la K-
lique d'interféren
esin
luse dans C) à porter la même 
ouleur que l'un des sommets de Ii, 
e qui, intuitivement,implique que l'ensemble 
ompatible 
al
ulé doit réduire la taille de Ci en dessous de K.Les 
ontraintes sont �nalement les suivantes.

∀i, ∀v ∈ Ci − Ii,
∑

j∈Ii−N(v)

yij = |Ii −N(v, G)| − 1Ces 
ontraintes doivent être interprétées 
omme suit. Soit Ci une 
lique maximale de
G′ de taille stri
tement supérieure à K et v un sommet de Ci−Ii. Parmi les |Ii−N(v, G)|a�nités liant v à un sommet de Ii, toutes sauf une doivent ne pas être satisfaites.L'ajout de 
es 
ontraintes au programme (PAG) 
onduit à un nouveau programmelinéaire (P ), dé
rit �gure 5.11, permettant de 
al
uler un ensemble d'a�nités 
ompatiblede poids maximal dont le graphe fusionné est K-
olorable.Nous voulons maintenant prouver que 
e programme est 
orre
t.Theorème 28 (Corre
tion du programme (P )). Soit S une solution de (P ) et E =
{e ∈ A\ye = 0}. S est un ensemble d'a�nités 
ompatible dont le graphe fusionné est
K-
olorable.
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Min
∑

e∈A

weye

s.c.

∀(i, j) ∈ I, ∀p ∈ P (i, j),
∑

e∈p

ye ≥ 1

∀a, ∀i ∈ Ca − Ia,
∑

j∈Ia−N(i)

yij = |Ia −N(i)| − 1

∀e ∈ A, ye ∈ {0, 1}Fig. 5.11 � Programme linéaire modélisant la fusion.Démonstration. Le théorème 26 nous permet de ne prouver que le fait que E est unensemble d'a�nités 
ompatible dont la fusion fait dé
roître la taille de 
haque 
liquemaximale en dessous de K.La 
ompatibilité de l'ensemble est assurée par les inégalités de multi
oupe, puisque 
'estlà leur essen
e même.Les dernières inégalités assurent que pour 
haque 
lique Ci de taille supérieure à K, tousles sommets sont fusionnés ave
 au moins l'un des sommets de Ci − Ii. Chaque 
lique detaille stri
tement supérieure à K est ainsi réduite à une 
lique de taille exa
tement K.Le programme que nous proposons ne permet pas de déterminer n'importe quel en-semble d'a�nités 
ompatible dont le graphe fusionné est K-
olorable. Autrement dit, 
eprogramme n'est pas 
omplet. Il est fa
ile de s'en rendre 
ompte en remarquant que nefusionner au
une a�nité préserve la K-
olorabilité, mais que les 
ontraintes ne sont passatisfaites.Cependant, l'ensemble des solutions admissibles est exa
tement l'ensemble des ensem-bles d'a�nités 
ompatibles maximaux. C'est don
 un sur-ensemble de tous les ensemblesd'a�nités 
ompatibles optimaux dont le graphe fusionné est K-
olorable.Theorème 29 (Complétude du programme (P )). Soient E un ensemble d'a�nités
ompatibles maximal de G′ faisant dé
roître la taille de 
ha
une des 
liques maximales de
G′ en dessous de K et Y le ve
teur tel que ye vaut 0 si et seulement si e appartient à E.
Y est une solution de (P ).Démonstration. Nous devons prouver que le ve
teur Y véri�e les deux séries de 
on-traintes.
E est un ensemble d'a�nités 
ompatible don
 les inégalités de multi
oupe sont satisfaites.Soit Ci une 
lique maximale de taille supérieure à K. Le graphe fusionné de E est K-
olorable et E est maximal, don
 
haque sommet de Ci−Ii peut (de par la K-
olorabilité)et doit (de par la maximalité) satisfaire une a�nité ave
 l'un des sommets de Ii. La se
ondesérie d'inégalités est don
 satisfaite.5.6.2 Coloration du graphe fusionnéLe graphe fusionné d'un ensemble 
ompatible est triangulé si le graphe d'interféren
e-a�nité est parfaitement triangulé, 
omme le prouve le théorème 22. En 
onséquen
e, si le
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e-a�nité est initialement parfaitement triangulé, la phase de 
olora-tion peut être résolue de façon optimale en temps polynomial, puisqu'il su�t de 
olorerun graphe triangulé ne 
ontenant que des interféren
es. Un algorithme de 
oloration gour-mande su�t à réaliser 
ette tâ
he.5.6.3 ExemplesUn premier exempleCette partie applique la méthode pré
édemment dé
rite à un petit graphe a�n del'illustrer. Nous prenons 
omme graphe d'interféren
e-a�nité initial le graphe G dé�ni�gure 5.12, dont le graphe d'interféren
e est e�e
tivement triangulé.
AB

C DE FFig. 5.12 � Le graphe d'interféren
e-a�nité initial G dont le graphe d'interféren
e esttriangulé.La triangulation G′′ n'ajoutant que des a�nités est, par exemple, 
elle dé�nie �-gure 5.13. G′′ est bien une triangulation de G, preuve en est sa dé
omposition arbores
entejointe.Le par
ours de l'arbores
en
e de la �gure 5.13 nous permet de déterminer les ensemblesde 
liques maximales de G′′ et du graphe d'interféren
e de G′′, lesquels sont respe
tivement{{A,B,E,F},{B,C,D,E,F}} et {{A,B},{C,E},{D,F},{B,C,D}}.A partir de 
ette étape, le nombre de 
ouleurs disponibles entre en 
ompte. Si l'on
onsidère que K est �xé à 3, alors le graphe G′′ possède deux 
liques maximales C1 =
{A, B, E, F} et C2 = {B, C, D, E, F} de taille stri
tement supérieure à K. Les 
liquesd'interféren
e maximales in
luses respe
tivement dans C1 et C2 sont I1 = {A, B} et
I2 = {B, C, D}. Nous devons don
 ajouter un sommet S au graphe pour faire grandir lataille de I1 jusqu'à 3. La �gure 5.14 présente �nalement le graphe G′ qui sert de paramètreau programme linéaire.
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AB

C DE F
AB CDEF

Fig. 5.13 � Une triangulation G′′ et une dé
omposition arbores
ente du graphe G′′.
AB

C DE F

S

Fig. 5.14 � Le graphe G′ passé en paramètre du programme linéaire.Le programme linéaire (P ) instan
ié ave
 G′ est quant à lui présenté �gure 5.18. Ceprogramme 
ontient :� 9 variables, 
ha
une vouée à déterminer si une a�nité est satisfaite ou non ;� 20 
ontraintes de multi
oupe permettant d'assurer la 
ompatibilité de l'ensembledes a�nités satisfaites ;� 4 
ontraintes permettant d'assurer la 3-
olorabilité du graphe.L'algorithme de 
oupe de Grund et Ha
k [GH07℄ possèderait, pour modéliser la fusion de
G un programme 
ontenant :� 3 variables vouées à déterminer si une a�nité est satisfaite ou non ;



5.7. Triangulation des graphes SSA 131� 18 variables indiquant si un sommet est 
oloré d'une 
ouleur ou non ;� 6 
ontraintes imposant que 
haque sommet est 
oloré ave
 une seule 
ouleur ;� 9 
ontraintes imposant que les extrémités de 
haque interféren
e sont de 
ouleursdi�érentes ;� 18 
ontraintes liant les variables portant sur les a�nités et les variables portant surles 
ouleurs des sommets ;� 20 
oupes permettant d'a

élérer la résolution.Au total, notre programme linéaire 
ontient don
 9 variables et 24 
ontraintes 
ontre21 variables, 33 
ontraintes et 20 
oupes pour le programme linéaire de Grund et Ha
k.Ne reste plus qu'à résoudre 
e programme linéaire. Dans les faits, il est impossiblede satisfaire simultanément deux des a�nités de poids non nul. En 
onséquen
e, n'im-porte quelle solution admissible qui satisfait l'une des a�nités de la fon
tion obje
tif estoptimale. C'est le 
as de la solution suivante :
yAE = 0, yAF = 1, yBE = 1, yBF = 0, yCF = 1, yDE = 0, yEF = 1, yES = 1, yFS = 1L'ensemble 
ompatible solution est don
 {(A,E),(B,F),(D,E)}. Le graphe fusionné de 
etensemble 
ompatible muni d'une 3-
oloration, et la 
oloration optimale du graphe initialqui en dé
oule sont présentés �gure 5.16.Le graphe SSA de référen
eCette partie applique la méthode pré
édemment dé
rite au graphe d'interféren
e-a�nité de la forme SSA du programme de référen
e. Ce graphe, ainsi que les duréesde vie de ses variables sont rappelés �gure 5.17.Ce graphe est de fait parfaitement triangulé. Les 
liques maximales de G et de Gc sontrespe
tivement {{k, j, g}, {j, g, h}, {j, f, e}, {f, e, m}, {e, m, b}, {m, b, c, d}, {k0, j0, b, d}} et
{{k, j, g}, {j, g, h}, {j, f, e}, {f, e, m}, {e, m, b}, {m, b, c}, {m, b, d}, {k0, b, d}, {k0, j0, d}}.Nous �xons K à 3. Par 
onséquent, deux 
liques maximales sont de taille stri
tementsupérieure à K : C1 = {m, b, c, d} et C2 = {k0, j0, b, d}. Les 
liques d'interféren
e maxi-males in
luses dans 
es deux 
liques sont respe
tivement I1 = {m, b, c} et I2 = {k0, b, d}.Il n'est don
 
ette fois pas né
essaire d'ajouter de nouveau sommet au graphe. Le grapheparamètre est 
ette fois G.Le programme linéaire (P ) instan
ié ave
 G est présenté �gure 5.18. Le programme ne
ontient au
une inégalité de multi
oupe et est don
 réduit aux inégalités engendrées parles 
liques maximales, soit seulement deux 
ontraintes. Le programme linéaire de Grundet Ha
k possède, pour le même problème, 38 variables et 75 
ontraintes.L'ensemble 
ompatible solution est don
 {(
,d),(j0,b)} : les deux a�nités du graphepeuvent don
 toutes deux être satisfaites. Il su�t ensuite d'appliquer l'algorithme de
oloration gourmande pour obtenir une 3-
oloration du graphe fusionné et en déduireainsi une 3-
oloration du graphe initial.5.7 Triangulation des graphes SSALes travaux présentés dans la partie pré
édente s'appuient fortement sur le 
al
uld'une triangulation du graphe d'interféren
e-a�nité. Cette partie dé
rit brièvement une
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Min yAE + yAF + yEF

s.c.
(∗ chemins AS ∗)
yAF + yFS ≥ 1
yAE + yES ≥ 1
yAE + yEF + yFS ≥ 1
(∗ chemins BS ∗)
yBF + yFS ≥ 1
yBE + yES ≥ 1
yBE + yEF + yFS ≥ 1
(∗ chemins AB ∗)
yAE + yBE ≥ 1
yAE + yEF + yBF ≥ 1
yAF + yBF ≥ 1
yAF + yEF + yBE ≥ 1
(∗ chemins BC ∗)
yBF + yCF ≥ 1
yBE + yEF + yCF ≥ 1
yBE + yAE + yAF + yCF ≥ 1
(∗ chemins BD ∗)
yBE + yDE ≥ 1
yBF + yEF + yDE ≥ 1
yBF + yAF + yAE + yDE ≥ 1
(∗ chemins CD ∗)
yCF + yEF + yDE ≥ 1
yCF + yAF + yAE + yDE ≥ 1
(∗ chemins CE ∗)
yCF + yEF ≥ 1
(∗ chemins DF ∗)
yDE + yEF ≥ 1
(∗ clique C1 ∗)
yAE + yBE + yES = 2
yAF + yBF + yES = 2
(∗ clique C2 ∗)
yBE + yDE = 1
yBF + yCF = 1
∀e ∈ A, ye ∈ {0, 1}Fig. 5.15 � Programme linéaire de fusion instan
ié pour le graphe G′.heuristique de triangulation des graphes SSA.Si l'on revient aux raisons de la triangulation des graphes SSA, l'on sait que le supportde la dé
omposition du graphe d'interféren
e est l'arbre de dominan
e du programme.L'idée de triangulation est simple : toute paire de sommets liés par une a�nité doivent
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AEDBF

C
S A

DE
B

FC
Fig. 5.16 � Le graphe fusionné de l'ensemble 
ompatible optimal obtenu par programma-tion linéaire. Ce graphe est triangulé et peut, à 
e titre, être fa
ilement 
oloré en tempspolynomial.k j g h f emb 
 d

k0j0 d

e



j

g
b

f
j0 k0 mk

hFig. 5.17 � Le graphe d'interféren
e-a�nité G du programme de référen
e sous formeSSA et les durées de vie de ses variables.voir leurs sous-arbres s'interse
ter dans la dé
omposition arbores
ente ayant pour supportl'arbre de dominan
e. Nous proposons d'étendre le sous-arbre de 
ha
un des deux sommetsjusqu'à leur plus petit an
être 
ommun dans l'arbre de dominan
e.Cette méthode a l'intérêt de permettre également de gérer les sommets pré
olorés.Deux sommets de la même 
ouleur peuvent être liés par une a�nité de poids �in�ni�,
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
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



Min ycd + yj0b

s.c.
(∗ clique C1 ∗)
ycd = 0
(∗ clique C2 ∗)
yj0b = 0
∀e ∈ A, ye ∈ {0, 1}Fig. 5.18 � Programme linéaire de fusion 
onservative instan
ié pour le graphe deréféren
e. Les 
ontraintes impliquent dire
tement la solution optimale.auquel 
as de nombreuses a�nités de poids nul doivent être ajoutées à la triangulationen forçant les sous-arbres de 
es deux sommets à s'interse
ter. Deux sommets de 
ouleursdi�érentes peuvent de la même façon être liés par une interféren
e. L'implantation del'algorithme, qui n'a pas en
ore été réalisée, permettra de se rendre 
ompte de l'impa
tde 
es sommets pré
olorés.L'algorithme de triangulation n'a théoriquement pas besoin d'être optimal, ni mêmee�
a
e. C'est pourquoi 
et algorithme simpliste de triangulation su�t amplement. Lestests expérimentaux permettront de juger de l'importan
e de la qualité de la triangulationet de ses 
onséquen
es sur le programme linéaire.5.8 Perspe
tives5.8.1 Implantation et extensionsCet algorithme n'a pas en
ore été implanté. La perspe
tive la plus pro
he est don
son implantation et son évaluation. Ce travail a été motivé par l'équipe Compsys du LIP(Lyon), ave
 qui nous avons eu des é
hanges durant ma thèse, et pour qui améliorer lavitesse de résolution de la fusion dans les graphes SSA s'avère être un enjeu important.Maintenant que l'algorithme est dé�ni, nous souhaitons leur présenter 
ette appro
he puisl'intégrer à un 
ompilateur SSA, tels que 
eux de STMi
roele
troni
s.Nous 
omptons en outre approfondir 
ette appro
he de fusion guidée par la largeurd'arbre du graphe d'interféren
e-a�nité et mêlant fusion 
onservative et fusion agressivepour dé�nir par exemple de nouvelles heuristiques.5.8.2 Véri�
ation formelleL'algorithme dé
rit dans 
e 
hapitre n'a pas été implanté et n'a par 
onséquent pas éténon plus soumis à la véri�
ation formelle. Nous pensons la validation a posteriori appro-priée à 
e type d'algorithme, entre autres en raison des données 
omplexes à manipuler,
omme les dé
ompositions arbores
entes, et de l'utilisation de la programmation linéaire.
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tives 135Les graphes SSALes graphes SSA ont l'importante propriété d'avoir des graphes d'interféren
e trian-gulés. Cette propriété o�re toute une palette d'outils permettant de dé�nir de nouvellesappro
hes de résolution de l'allo
ation de registres par 
oloration de graphe. Cependant,
es outils que sont par exemple les ordres d'élimination simpli
iale ou les dé
ompositionsarbores
entes sont 
ependant di�
iles à manipuler. Les dé
rire formellement et raisonnerdessus semble 
omplexe.De sur
roît, la mise sous forme SSA d'un programme permet d'obtenir des propriétésqu'il serait di�
ile de formaliser et prouver et, plus en
ore, d'exploiter. Disposer de l'ar-bre de dominan
e, prouver ses liens ave
 les durées de vie des variables et montrer quela graphe d'interféren
e d'un graphe SSA est triangulé semble loin d'être aisé. Ce sontpourtant là des perspe
tives importantes en terme de véri�
ation formelle de l'allo
ationde registres.Cependant, devant les di�
ultés émanant de l'usage de 
es méthodes pointues, la vali-dation a posteriori apparaît 
omme une appro
he saine et appropriée pour la véri�
ationd'algorithmes dédiés aux graphes SSA.
La programmation linéaireVéri�er formellement la programmation linéaire permettrait d'implanter des algo-rithmes véri�és de résolution optimale non seulement de l'allo
ation de registres, maiségalement de tous les problèmes 
ombinatoires qu'il est intéressant de résoudre grâ
e à
ette méthode.Implanter un algorithme de résolution de la programmation linéaire dans le systèmeCoq est hors de portée : les solveurs usuels sont des logi
iels optimisés reposant sur desalgorithmes 
omplexes qu'il serait impossible de 
on
urren
er ave
 un algorithme é
ritdans le système Coq. Il est don
 naturel de faire appel aux solveurs existants et, de fait,à la validation a posteriori.Cependant, la résolution du programme linéaire n'est pas le seul passage qui doit êtrevéri�é formellement. Un programme linéaire est une stru
ture de données 
ompliquée 
en-sée représenter un problème 
on
ret. Prouver de façon interne à Coq la 
orrespondan
eentre un modèle et le problème qu'il représente est déjà un problème di�
ile et impor-tant pour les utilisateurs de programmation linéaire. Si l'on sait é
rire une fon
tion quitransforme toute solution du programme linéaire en une solution du problème initial etprouver que 
ette fon
tion est 
orre
te alors valider a posteriori la solution du programmelinéaire revient à valider a posteriori la solution du problème 
on
ret. En outre, 
etteméthode, dont l'ar
hite
ture générale est dé
rite �gure 5.19, permettrait de ne limiterles possibilités d'erreur qu'à la résolution du programme linéaire et non à sa dé�nition.Néanmoins, 
e ne sont là que des remarques préliminaires à 
ette tâ
he d'ampleur. Uneétude dédiée à 
e sujet est sans nul doute à mener.
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Solveur Programme mathématique

Sémantique des variables
Solution du problème 
on
ret

Solution du programme validée
Demande de résolution

A

ès à la sémantique
Preuve de 
orre
tion

Envoi de la solutionValidation de la solution

Fig. 5.19 � S
héma de véri�
ation formelle de la programmation linéaire. Le programmelinéaire est dé�ni de façon interne à Coq. La résolution du programme est 
on�ée à unsolveur externe dont la solution est validée a posteriori. Par ailleurs, une fon
tion de
on
rétisation de la solution du programme linéaire permet de transformer la solution duprogramme linéaire en une solution du problème initial. Cette fon
tion doit être prouvée
orre
te grâ
e à la 
orrespondan
e entre les variables du programme linéaire et les élémentsdu problème 
on
ret.5.9 BilanLa fusion est fréquemment traitée en même temps que l'a�e
tation aux registres, 
equi 
onduit à un problème très déli
at. En e�et, deux sour
es de 
omplexité importantesinterviennent alors, la 
oloration et les a�nités. Ce 
onstat nous a naturellement mené àétudier la possibilité de séparer 
es deux phases a�n de se 
on
entrer sur les sour
es de
omplexité l'une après l'autre, sans néanmoins détériorer la qualité des solutions 
al
u-lables. Sous 
ette 
ontrainte, les deux phases peuvent être 
onsidérées indépendammentsans perte qualitative théorique si et seulement si la fusion agressive est 
onservative.Nous nous sommes don
 fo
alisés sur la frontière séparant 
es deux stratégies de fu-sion. Il en résulte que la fusion lo
ale, a�nité par a�nité, est un frein que nous devonssurpasser pour dé�nir de nouvelles heuristiques de fusion plus e�
a
es. Des propriétésplus globales du graphe, in
orporant les propriétés de ses a�nités, doivent être exploitées.Cette démar
he nous a permis de mettre en exergue une 
lasse de graphes dans lesquelsfusions agressive et 
onservative sont équivalentes, les (K − 1)-arbres partiels.Nous avons ensuite pu généraliser 
e résultat et dé�nir une nouvelle appro
he de réso-



5.9. Bilan 137lution optimale de la fusion 
onservative pour les graphes SSA. Cette formulation allie defait fusions agressive et 
onservative. Après triangulation du graphe, une fusion agressiveest modélisée sur le graphe entier et des 
ontraintes supplémentaires sont ajoutées a�nd'assurer que la largeur d'arbre du graphe �nira par 
huter en dessous de K. Les résultatsobtenus dans les (K − 1)-arbres partiels permettent ensuite de 
on
lure que le grapherésultant de la fusion est K-
olorable et triangulé. L'a�e
tation aux registres, 
'est-à-direla 
oloration de 
e graphe, peut don
 ensuite être traitée de façon optimale en tempspolynomial.La véri�
ation formelle d'un tel algorithme apparaît déli
ate. En e�et, manipuler lesdé
ompositions arbores
entes ainsi que l'arbre de dominan
e du programme ou tout sim-plement mettre sous forme SSA le programme sont des opérations 
omplexes qui doiventfaire l'objet d'une étude postérieure. La validation a posteriori semble être, à 
e jour, laseule solution pérenne pour véri�er un tel algorithme.Il ressort de 
ette étude que n'opérer que de la fusion 
onservative ou que de la fusionagressive, 
omme 
'est le 
as de tous les algorithmes d'allo
ation de registres a
tuels, n'estpas une solution pérenne. Les deux appro
hes doivent être 
ombinées a�n de dépasser leslimites aujourd'hui atteintes.
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Chapitre 6Fusion dans les graphes é
latés parre
omposition des durées de vieLa forme SSA permet au graphe d'interféren
e-a�nité de sur-approximer moins gros-sièrement les 
ontraintes réelles de l'allo
ation de registres. Cependant, il faut aller plusloin et 
onsidérer l'empla
ement de 
haque variable à 
haque point de programme pourque 
ette sur-approximation devienne minime. Considérer l'empla
ement de 
haque va-riable à 
haque point de programme est équivalent à réaliser du dé
oupage extrême,
'est-à-dire entre 
haque instru
tion. Une démar
he si agressive de dé
oupage introduitinévitablement des points de dé
oupage inutiles, au sens où au
une variable ne 
hangerad'empla
ement à 
e point.Le but du travail présenté dans 
e 
hapitre est de re
onnaître de tels points de dé-
oupage dans les graphes é
latés, quanti�er leur fréquen
e, les supprimer et résoudre defaçon optimale la fusion. Nous présentons pour 
ela une 
ondition su�sante de suppres-sion d'un point de dé
oupage 
onservant l'optimalité et un algorithme de re
onnaissan
ede tels points. Cet algorithme réduit de 80% en moyenne la taille des graphes de l'OCC.La résolution est ensuite e�e
tuée grâ
e à l'algorithme de 
oupes de Grund et Ha
k quiavait déjà permis de résoudre 471 des 474 instan
es de l'OCC. Notre rédu
tion permet derésoudre en moyenne 300 fois plus rapidement les 471 instan
es déjà résolues et produitles premiers résultats optimaux des trois dernières instan
es. Elle donne en outre des in-di
ations sur les points de dé
oupage inutiles en vue de dé�nir de nouvelles stratégies dedé
oupage [BR09℄.
6.1 Re
omposition des durées de vieLe dé
oupage extrême des durées de vie tire sa for
e de deux fa
teurs : sa dé�nitionfa
ilement implantable et la pré
ision atomique de la gestion des variables. Ce degré depré
ision implique que le graphe é
laté d'un programme est très pro
he du �ot de donnéesdu programme, 
omme l'illustre l'exemple de la �gure 6.1.139
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latés par re
omposition des durées de vieEntrée : k j
(p0) g := mem[j+12℄
(p1) h := k - 1
(p2) f := g * h
(p3) e := mem[j+8℄
(p4) m := mem[j+16℄
(p5) b := mem[f℄
(p6) 
 := e + 8
(p7) d := 

(p8) k := m + 4
(p9) j := b

(p10)Sortie : d j k 
d

e

gh
k mj b

f

Entrée : k j
(p0) k0 := k ‖ j0 := j ‖ g := mem[j+12℄
(p1) j1 := j0 ‖ g0 := g ‖ h := k0 - 1
(p2) j2 := j1 ‖ f := g0 * h
(p3) f0 := f ‖ j3 := j2 ‖ e := mem[j2+8℄
(p4) e0 := e ‖ f1 := f0 ‖ m :=mem[j3+16℄
(p5) e1 := e0 ‖ m0 := m ‖ b :=mem[f1℄
(p6) b0 := b ‖ m1 := m0 ‖ 
 := e1 + 8
(p7) b1 := b0 ‖ m2 := m1 ‖ d := 

(p8) b2 := b1 ‖ d0 := d ‖ k1 := m2 + 4
(p9) d1 := d0 ‖ k2 := k1 ‖ j4 := b2

(p10)Sortie : d1 j4 k2

k
j

k0
j0 g g0 h

j1 fj2
ef0 j3

e0f1 m
m0b e1

m1 b0

m2b1 d

k1 b2d0
k2 j4d1

(p0) (p1) (p2) (p3) (p4) (p5)

(p6)(p7)(p8)(p9)(p10)Fig. 6.1 � Le programme de référen
e, son graphe d'interféren
e-a�nité et son grapheé
laté. Le graphe é
laté donne une bonne représentation du �ot de données du programme.6.1.1 Cliques d'instru
tionOutre 
es intérêts 
on
eptuels, les graphes é
latés disposent d'une stru
ture propi
e àl'étude des points de programme : 
haque 
lique d'interféren
es 
orrespond à une instru
-tion du programme.Theorème 30 (Cliques d'instru
tion et points de programme). Soit P un pro-gramme. Chaque instru
tion de P 
orrespond à une 
omposante 
onnexe d'interféren
ede P . De plus, une telle 
omposante est toujours une 
lique, que nous appelons 
liqued'instru
tion.Démonstration. Soit P un programme, i une instru
tion de P et p1 et p2 les pointsde programme pré
édant et suivant i. Deux 
as doivent être distingués, 
omme pour la
onstru
tion des graphes é
latés.Supposons dans un premier temps qu'au
une nouvelle variable n'est dé�nie et que i estde la forme v1
0 = v1

0 op v1
1. Par dé�nition des graphes é
latés, i est rempla
ée par la séried'instru
tion suivante :
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omposition des durées de vie 141
•p1

v2
0 ← v1

0 ‖ v2
1 ← v1

1 ‖ . . . ‖ v2
n ← v1

n

v2
0 := v2

0 op v2
1

•p2Dans 
e 
as, les variables v1
j sont toutes 
opiées en parallèle et les variables v2

j in-terfèrent toutes ensemble. Les interféren
es engendrées par l'instru
tion i forment don
une 
lique dont les sommets sont les représentants des v2
j . L'instru
tion v2

0 := v2
0 op v2

1n'introduit en e�et pas de nouvelle interféren
e. Cette 
lique est de plus une 
omposanted'interféren
es maximale puisque toutes les variables vivantes en p2 seront ensuite 
opiées.Dans le se
ond 
as, une nouvelle variable v est dé�nie. Par dé�nition des graphesé
latés, l'instru
tion i est rempla
ée 
omme suit :
•p1

v2
0 ← v1

0 ‖ v2
1 ← v1

1 ‖ . . . ‖ v2
n ← v1

n ‖ v := v1
0 op v1

1

•p2La preuve est similaire à 
elle du premier 
as, les variables v2
j forment une 
lique etsont seules à interférer.6.1.2 Couplage asservissantLes 
liques d'instru
tion sont également liées d'une façon très 
ara
téristique desgraphes é
latés, voire plus généralement des 
opies parallèles, que nous détaillons dans
ette partie.Dé�nition 51 (Couplage d'a�nités). Un 
ouplage d'un graphe est un ensemble d'arêtesn'ayant au
une extrémité en 
ommun. Un 
ouplage est dit maximal s'il n'est stri
tementin
lus dans au
un autre 
ouplage et un 
ouplage est dit maximum s'il est de 
ardinal max-imal.Un 
ouplage d'a�nités est un 
ouplage ne 
ontenant que des a�nités.Par exemple, l'ensemble {(b0, b)(m0, m1)} de la �gure 6.1 est un 
ouplage d'a�nités.De plus, il 
onstitue un 
ouplage d'a�nités maximal dans le graphe induit par les sommets

{b, b0, m0, m1}.Ce sont 
es 
ouplages maximaux qui permettent de déte
ter 
ertains points de dé-
oupage qui peuvent être supprimés. En e�et, un tel 
ouplage représente un ensemble de
opies parallèles qui peuvent toutes être fusionnées. Cependant, nous ne souhaitons fu-sionner les a�nités d'un 
ouplage que s'il existe une fusion optimale telle que 
es a�nitéssont fusionnées. C'est pourquoi nous introduisons le 
on
ept de 
ouplage asservissant dedeux 
liques, qui modélise le fait qu'une 
lique d'instru
tion impose sa 
oloration à uneautre 
lique d'instru
tion.
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latés par re
omposition des durées de vieDé�nition 52 (Cliques asservissantes et asservies, 
ouplage d'a�nité asservis-sant et 
liques d'instru
tions parallèles). Soient C1 et C2 deux 
liques d'instru
tions.
C1 asservit C2 s'il existe un 
ouplage d'a�nités M tel que :1. M ne 
ontient que des a�nités dont une extrémité appartient à C1 et une extrémitéappartient à C2 ;2. 
haque sommet de C2 est saturé par M , 
'est-à-dire 
haque sommet de C2 est ex-trémité d'une arête de M ;3. au
une a�nité de M n'a deux extrémités pré
olorées de 
ouleurs di�érentes ;4. pour tout v de C1 et tout v′ de C2 pré
olorés de la même 
ouleur, l'a�nité (v, v′)appartient à M ;5. pour tout sommet v de C2, le poids de l'arête de M in
idente à v est supérieur ouégal au poids total des autres a�nités in
identes à v.Dans 
e 
as, on dit également que C1 et C2 sont parallèles et que M est un 
ouplageasservissant de C1 et C2.Les quatre premières 
onditions semblent peu restri
tives et 
orrespondent à une 
on-�guration 
lassique à un point de dé
oupage. La seule originalité est que C1 et C2 sont i
ides 
liques. En revan
he, la dernière 
ondition semble très forte, alors que non. En e�et,au sein d'un blo
 de base, 
'est-à-dire d'une partie linéaire du 
ode, le poids d'une a�nitéest souvent la moitié de la somme des poids des a�nités de 
ha
une de ses extrémitéspuisque 
haque sommet représentant une variable v est le plus souvent in
ident à seule-ment deux a�nités : une résultant de la 
opie qui dé�nit v et une de la 
opie de v. Deplus, au sein d'un blo
 de base, les deux 
opies vont usuellement être réalisées un mêmenombre de fois, d'où les poids identiques des deux a�nités in
identes à un même sommet.La �gure 6.2 illustre un sous-graphe du graphe é
laté présenté �gure 6.1. Ce sous-graphe, (en haut de la �gure), 
ontient quatre 
liques d'instru
tions. Les 
liques induitespar les ensembles {b0, c, m1} et {b1, d, m2} sont respe
tivement dénotées C et C′ par lasuite. Dans 
e graphe, C asservit C′ (et i
i, ré
iproquement, C′ asservit C). Nous dé�nissonsla re
omposition des durées de vie (ou re
omposition), par antagonisme au dé
oupage desdurées de vie, 
omme la suppression d'un point de dé
oupage. Celle-
i 
onsiste à déter-miner un 
ouplage asservissantM de C et C′ et à fusionner les a�nités deM, supprimantde 
e fait le point de dé
oupage séparant l'instru
tion de C et l'instru
tion de C′. Appliquéeà l'exemple de la �gure 6.2, la re
omposition 
onsiste à trouver le 
ouplage asservissant
M = {(b0, b1), (c, d), (m1, m2)} et à fusionner toutes ses a�nités. Le graphe résultantest donné en bas de la �gure. Ce graphe 
orrespond exa
tement au graphe é
laté du pro-gramme après suppression du point de dé
oupage p8. En e�et, dans le 
ode 
orrespondant,les 
opies de b0 et m1 ont été retirées et la séquen
e d'instru
tions 
 :=e1+8 ; d :=
 aété simpli�ée en l'instru
tion d :=e1+8.A�n de pouvoir itérer le prin
ipe de re
omposition des durées de vie, nous généralisonsle 
on
ept de 
lique d'instru
tions en 
lique de blo
 d'instru
tions.Dé�nition 53 (Blo
 d'instru
tions). Un blo
 d'instru
tions est une suite d'instru
-tions qui ne sont séparées par au
un point de splitting.
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m0
b

e1
b01

m12

d

k1
b2

d0

m0
b

e1
m1

b0



m2
b1

d
k1

b2
d0 (p8)

(p9)

(p7)

(p6)

(p9)

(p7, p8)

(p6)
(p5) e1 := e0 ‖ m0 := m ‖ b :=mem[f1℄
(p6) b0 := b ‖ m1 := m0 ‖ 
 := e1 + 8
(p7) b1 := b0 ‖ m2 := m1 ‖ d := 

(p8) b2 := b1 ‖ d0 := d ‖ k1 := m2 + 4
(p5) e1 := e0 ‖ m0 := m ‖ b :=mem[f1℄
(p6, p7) b1 := b ‖ m2 := m0 ‖ d := e1 + 8
(p8) b2 := b1 ‖ d0 := d ‖ k1 := m2 + 4

Fig. 6.2 � En haut, deux 
liques parallèles et le mor
eau de programme 
orrespondant.En bas, le même sous-graphe et son 
ode 
orrespondant après une étape de re
omposition.Les blo
s d'instru
tions sont initialement réduits à des singletons, puis grossissent aufur et à mesure des suppressions des points de dé
oupage.Dé�nition 54 (Cliques de blo
 d'instru
tions). Les 
liques de blo
 d'instru
tionsd'un graphe é
laté sont les 
liques d'interféren
es maximales de 
e graphe.Ces 
liques de blo
 d'instru
tions 
orrespondent 
ha
une à un blo
 d'instru
tions. Ellessont don
 initialement réduites aux 
liques d'instru
tions. L'exemple de la �gure 6.2 
réeun blo
 d'instru
tions de deux instru
tions en supprimant le point de dé
oupage p8. La
lique d'instru
tions 
orrespondant à 
e blo
 est la 
lique induite par les sommets b01,
m12 et cd.La re
omposition permet don
 de fusionner deux blo
s d'instru
tions et non seulementdeux instru
tions. Mieux en
ore, 
elle-
i préserve l'optimalité. Autrement dit, si s est unesolution optimale du problème après re
omposition, alors s est une solution optimaleavant re
omposition.Theorème 31 (Optimalité de la re
omposition). Si C1 et C2 sont deux 
liques par-allèles telles que C1 asservit C2 et M un 
ouplage asservissant de C1 et C2, alors il existeune fusion optimale telle que toutes les a�nités de M sont satisfaites.Démonstration. Soit C1 et C2 deux 
liques parallèles telles que C1 asservit C2, M un
ouplage asservissant de C1 et C2, et Col une 
oloration optimale du graphe.Soit Col′ la 
oloration obtenue à partir de Col en a�e
tant aux sommets de C2 la 
ouleura�e
tée au sommet de C1 auxquels ils sont liés par une arête de M . Chaque sommet de
C2 est bien lié à un sommet de C1 par dé�nition des 
ouplages asservissants. Nous devons
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latés par re
omposition des durées de viemontrer que Col′ est une 
oloration du graphe de valeur supérieure à 
elle de Col.D'une part, Col′ est bien une 
oloration du graphe. Seuls les sommets de C2 n'ont pasla même 
ouleur dans Col et Col′. Il su�t don
 de montrer que Col′ ne viole au
uneinterféren
e de C2, 
e qui dé
oule immédiatement de la dé�nition de Col′ et du fait que
C1 est une 
lique d'interféren
es.D'autre part, la valeur de Col′ est e�e
tivement supérieure à 
elle de Col. Il su�t pour
ela de remarquer que les a�nités non-in
identes aux sommets de C2 sont satisfaites dans
Col′ si et seulement si elles le sont dans Col et que la somme des poids des a�nitésin
identes à 
haque sommet de C2 est plus grande dans Col′ que dans Col, de par ladé�nition des 
ouplages asservissants.
6.2 Algorithme de re
ompositionImplanter le 
on
ept de re
omposition né
essite deux fon
tions prin
ipales. Une fon
-tion permettant de 
al
uler un 
ouplage asservissant et, par 
onséquent, de déterminerdeux 
liques parallèles, et une fon
tion itérant les étapes de re
omposition.6.2.1 Déte
tion des 
liques parallèlesLa déte
tion des 
liques parallèles est, bien heureusement, un problème polynomial.Etant données deux 
liques d'instru
tions C1 et C2, déterminer si elles sont parallèlespeut être fait en 
omplexité O(K ·mA), où mA désigne le nombre d'a�nités in
identesaux sommets de C2.Les lignes 1 à 17 de l'algorithme 1 
al
ulent l'ensemble E des a�nités du graphe é
latésus
eptibles d'appartenir à un 
ouplage asservissant. Initialement, E est l'ensemble desa�nités liant un sommet de C1 à un sommet de C2. La ligne 2 supprime de E les a�nitésqui ne respe
tent pas la pré
oloration, 
'est-à-dire dont les extrémités sont pré
oloréesave
 des 
ouleurs di�érentes. Les lignes 3 à 7 suppriment de E les a�nités in
identes à unsommet pré
oloré si la 
ouleur de 
e sommet est a�e
tée à la fois à un sommet de C1 et àun sommet de C2, sauf l'éventuelle a�nité liant 
es deux sommets. Ensuite, les lignes 8 à17 suppriment les a�nités dont le poids n'est pas assez grand pour qu'elles appartiennentà un 
ouplage asservissant. Plus pré
isément, une a�nité peut être supprimée de E sison poids n'est pas plus grand que la moitié du poids total des a�nités in
identes à sonextrémité appartenant à C2. Les a�nités ayant les deux extrémités de la même 
ouleur nepeuvent être supprimées de 
ette façon. Il ne reste alors qu'à examiner si les arêtes de E
ontiennent un 
ouplage tel que 
haque sommet de C2 possède une arête in
idente dans
e 
ouplage. Pour 
e faire, nous 
al
ulons un 
ouplage maximum in
lus dans E. Ce
i estpossible en temps polynomial 
ar le graphe induit par E est biparti [Wes00℄. Si le 
ardinalde 
e 
ouplage est égal au nombre de sommets de C2, alors le 
ouplage est asservissant,sinon, il n'en existe pas.
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omposition 145Algorithme 1 
ouplage asservissant (C1,C2)Entrée: Deux 
liques d'instru
tions C1 et C2Sortie: Un 
ouplage asservissant ⌊M⌋ si C1 asservit C2, ∅ sinon1: E := {a�nités ayant une extrémité dans C1 et une dans C2}2: supprimer de E les a�nités d'extrémités pré
olorées de 
ouleurs di�érentes3: pour tout 
ouleur c faire4: si ∃v1 ∈ C1 et ∃v2 ∈ C2 pré
olorés ave
 c alors5: supprimer de E toute a�nité in
idente à v1 ou v2 autre que (v1, v2)6: �n si7: �n pour8: pour tout v ∈ C2 faire9: Aff weight(v) :=
∑

x∈Na(v) weight(v,x)10: �n pour11: pour tout v2 ∈ C2 faire12: pour tout v1 su
h that (v1, v2) ∈ E faire13: si weight (v1,v2) < 1
2
·Aff weight(v2) et v1 et v2 ne sont pas de la même 
ouleuralors14: supprimer (v1, v2) de E15: �n si16: �n pour17: �n pour18: M := 
ouplage maximum du graphe induit par les arêtes de E19: si 
ardinal(M) = 
ardinal(V (C2)) alors20: renvoyer ⌊M⌋21: sinon22: renvoyer ∅23: �n si6.2.2 Algorithme généralFusionner deux 
liques de blo
 d'instru
tions est équivalent à supprimer le point dedé
oupage qui les sépare. Par 
onséquent, la fusion de deux 
liques de blo
 d'instru
tionsparallèles mène à une nouvelle 
lique de blo
 d'instru
tions. Ainsi, les 
ara
téristiquesdes graphes é
latés sur lesquelles reposent la re
omposition sont préservées. La rédu
tionpeut don
 être itérée tant que la taille du graphe dé
roît. De plus, 
ette fusion 
onduit àun graphe dans lequel de nouvelles 
liques parallèles ou des sommets simpli�ables (de basdegré, sans a�nités et non pré
olorés) peuvent être apparus. Ces sommets peuvent êtresimpli�és 
omme dans les autres algorithmes [CAC+81, GA96℄, 
réant ainsi de nouvelles
liques parallèles.L'algorithme 2 applique la re
omposition tant que 
'est possible. L'algorithme 
om-men
e par 
al
uler toutes les 
liques d'instru
tions (ligne 1), ainsi que les 
liques d'in-stru
tions liées par une a�nité (lignes 2 à 4). Puis, la re
omposition et la suppression dessommets de bas degré sont itérées tant qu'elles réduisent la taille du graphe (lignes 5 à23). A�n d'a

élérer le pro
essus, nous 
al
ulons pour 
haque 
lique de blo
 d'instru
tions
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i l'ensemble Ni des 
liques de blo
 d'instru
tions liées par (au moins) une a�nité à unsommet de i.Algorithme 2 re
omposition (G)Entrée: Un graphe é
laté GSortie: Un graphe é
laté G′1: 
al
uler les 
liques d'instru
tions2: pour tout 
lique d'instru
tions i faire3: Ni := {
liques d'instru
tions liées à i par une a�nité}4: �n pour5: red := 16: tant que red 6= 0 faire7: red := 08: pour tout 
lique de blo
 d'instru
tion i faire9: pour tout j ∈ Ni faire10: M := couplage asservissant(i, j)11: si M 6= NULL alors12: fusionner 
haque a�nité de M et mettre à jour les poids13: red := red+114: Nij := Ni ∪Nj − {i, j}15: pour tout k ∈ Ni ∪Nj faire16: Nk := Nk ∪ {ij} − {i, j}17: �n pour18: �n si19: �n pour20: �n pour21: red := red + |{sommets trivialement 
olorables}|22: simpli�er les sommets trivialement 
olorables23: �n tant que6.2.3 Exemple d'appli
ationLa �gure 6.3 présente la su

ession des 
liques parallèles ren
ontrées lors de l'appli
a-tion de la re
omposition au graphe é
laté de la �gure 6.1, pour un nombre de registres�xé à 3. Chaque déte
tion et fusion de deux 
liques parallèles est suivie d'une phase desimpli�
ation des sommets de bas degré. Cette phase de simpli�
ation n'est illustrée quepour sa première exé
ution, a�n d'alléger quelque peu la �gure.Au 
ommen
ement de l'algorithme, quatre paires de 
liques parallèles sont déte
tées(graphe (a)) et fusionnées. En tout, dix a�nités sont fusionnées : (k, k0), (j, j0), (f, f0),
(j2, j3), (m1, m2), (b0, b1), (c, d), (k1, k3), (b2, b5) et (d0, d1). Le graphe (b) est le grapherésultant de 
es fusions. Toujours dans un sou
i d'allègement de la �gure, un sommetrésultant d'une fusion n'y est identi�é que par l'un des deux sommets dont il est le fruit.La phase de simpli�
ation a alors lieu, supprimant les sommets h, k0 et k1. Nous arrivons
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). Une nouvelle phase de déte
tion des 
liques parallèles est opérée,révélant deux nouvelles paires de 
liques parallèles. L'algorithme 
ontinue ainsi jusqu'àaboutir à un graphe irrédu
tible, i
i le graphe vide.Le fait que le graphe irrédu
tible auquel aboutit l'algorithme est vide signi�e quel'algorithme de rédu
tion permet de résoudre de façon optimale 
ette instan
e en tempspolynomial. Il ne reste plus qu'à dépiler les sommets et donner aux sommets fusionnés lamême 
ouleur. Il est intéressant de remarquer que la solution ainsi 
al
ulée ne requiertque trois 
ouleurs alors que n'importe quel algorithme de fusion appliqué sur le graphed'interféren
e-a�nité, tel que dé�ni par Chaitin, n'aurait pu satisfaire les a�nités dugraphe en n'utilisant que trois 
ouleurs. Ce n'est d'ailleurs pas la faute de l'algorithme,puisqu'une telle 
oloration n'existe tout simplement pas, mais du modèle, trop restri
tif.En e�et, si l'a�nité (j, b) de 
e graphe est satisfaite alors, après fusion de 
elle-
i, lessommets {e, f, m, jb} forment une 4-
lique, 
e qui implique que le graphe n'est pas 3-
olorable.Il est simple de voir pourquoi nous avons pu trouver une 3-
oloration du graphe é
laté :
k et k2 ne sont pas 
olorés de la même 
ouleur, tout 
omme j et j5. Il en était d'ailleursde même pour le graphe d'interféren
e-a�nité de 
e programme sous forme SSA.6.3 Stratégie de fusion optimale6.3.1 Le pro
essusLa re
omposition est la première étape de notre stratégie de fusion optimale. Cettedémar
he est 
omposée de quatre étapes et préserve l'optimalité de la fusion. Le pro
essus
omplet de 
ette rédu
tion est détaillé �gure 6.4.La deuxième étape 
onsiste en une méthode de dé
omposition 
lassique utilisant les
liques de blo
 d'instru
tions 
omme séparateurs du graphe. La troisième étape est larésolution de la fusion dans 
ha
une des 
omposantes de la dé
omposition. Cette phasepeut être traitée par n'importe quel algorithme de fusion. Cependant, une résolutionoptimale est privilégiée puisqu'elle permet d'atteindre ensuite une solution optimale surle graphe entier. La dernière étape est la 
onstru
tion de la solution 
omplète à partir de
ha
une des solutions obtenues à l'étape pré
édente.6.3.2 Dé
omposition via les 
liques de séparationLa dé
omposition par 
liques de séparation est une appro
he 
lassique de dé
omposi-tion de problèmes valable en parti
ulier pour les problèmes de 
oloration ou d'allo
ation deregistres [TY84, GSO94℄. La dé
omposition que nous proposons i
i s'appuie sur la stru
-ture des graphes et sur les 
liques d'instru
tions pour trouver les 
liques de séparation entemps polynomial.Dé�nition 55 (Ensemble et 
lique de séparation). Un ensemble de séparation estun ensemble de sommets du graphe dont la suppression fait augmenter le nombre de
omposantes 
onnexes du graphe. Une 
lique de séparation est un ensemble de séparationet qui induit une 
lique.
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(f)Fig. 6.3 � Appli
ation de la re
omposition à l'exemple. Les 
ouplages asservissant sonten gras à 
haque itération.
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Fig. 6.4 � Le pro
essus 
omplet de fusion.Diviser pour mieux régner. Les ensembles de séparation permettent généralement derésoudre des problèmes sur 
ha
une des 
omposantes 
onnexes résultant de leur suppres-sion puis de re
onstruire une solution globale. En
ore faut-il que les ensembles de sépara-tion soient 
onvenablement 
hoisis : il faut être sûr de pouvoir 
onstruire la solution duproblème initial à partir des mor
eaux de solution. Les 
liques de séparation 
onviennentpour le problème de fusion, 
omme le montre le théorème suivant.Theorème 32 (Corre
tion de la dé
omposition). Soit s une 
lique d'interféren
esd'un graphe G qui sépare 
e graphe en les 
omposantes c1, . . . , cj. Soient respe
tivement
col1, . . . , colj des 
olorations des graphes induits par c1∪s, . . . , cj∪s et cols une 
olorationde s.Soit Πi, pour 1 ≤ i ≤ j, une permutation de {1, . . . K} telle que pour 
haque sommet vde s, Πi(coli(v)) = cols(v). La 
oloration col dé�nie telle que ∀x ∈ ci, col(x) = Πi(coli(x))est une 
oloration de G.Démonstration. col est une 
oloration de ci ∪ s, pour tout i de {1, . . . , j}. De plus, l'in-terse
tion des ci est vide et les permutations sont 
onstruites a�n de faire 
oïn
ider les
ouleurs a�e
tées aux sommets de s, 
e qui implique que col est bien une 
oloration de
G. En d'autres termes 
ette propriété implique qu'il est possible, après l'éventuelle appli-
ation de permutations, de 
oller les 
olorations des di�érentes 
omposantes issues de ladé
omposition pour obtenir une 
oloration du graphe initial.
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latés par re
omposition des durées de vieDe plus, 
ette permutation préserve l'a

ession à des solutions optimales pour le grapheentier. En e�et, si l'on sait 
al
uler les solutions optimales pour 
ha
une des 
omposantesde la dé
omposition, leur appliquer des permutations et les 
ombiner 
onduit à une 
olo-ration optimale : les permutations ne modi�ent pas la valeur de la solution, et l'optimalitédans 
haque 
omposante induit l'optimalité globale.Theorème 33 (Préservation de l'optimalité par dé
omposition). Soit s une 
liqued'interféren
es d'un graphe G qui sépare G en les 
omposantes c1, . . . , cj. Soient respe
-tivement col1, . . . , colj des 
olorations optimales des graphes induits par c1 ∪ s, . . . , cj ∪ set cols une 
oloration de s.Soit Πi, pour 1 ≤ i ≤ j, une permutation de {1, . . . K} telle que pour 
haque sommet vde s, Πi(coli(v)) = cols(v). La 
oloration col telle que ∀x ∈ ci, col(x) = Πi(coli(x)) est une
oloration optimale de G.Démonstration. D'après le théorème pré
édent, col est bien une 
oloration de G. Il su�tde remarquer que la valeur d'a�nité de col est la somme des valeurs d'a�nité des colipour 1 ≤ i ≤ j. Ainsi, col est optimale puisque toutes les coli sont optimales.Contrairement aux graphes quel
onques, 
ette dé
omposition peut être réalisée entemps linéaire dans les graphes é
latés. En e�et, la tâ
he la plus di�
ile est en prin
ipede trouver les 
liques de séparation. Généralement 
ette re
her
he se fo
alise sur les pluspetits séparateurs, mais 
ela nous est i
i inutile ; s'en tenir aux 
liques maximales d'inter-féren
e est su�sant, toute 
lique de séparation étant in
luse dans l'une de 
elles-
i. Or,dans les graphes é
latés 
e problème est polynomial.Un simple algorithme permet de 
al
uler toutes les 
liques d'interféren
es maximalesqui sont des 
liques de séparation. Il 
onsiste dans un premier temps à 
onstruire ungraphe G tel que tout sommet de G 
orrespond à une 
lique d'interféren
es maximaledu graphe é
laté. Deux sommets de G sont liés par une arête si des sommets des 
liquesqu'ils représentent sont liés par une arête dans le graphe é
laté. Les séparateurs de G sontalors exa
tement les 
liques d'interféren
e maximales que nous re
her
hons. La re
her
hedes sommets de séparation de G est 
on�ée à un algorithme 
lassique de par
ours degraphe [Wes00℄.Re
her
her les 
liques de séparation est d'autant plus légitime que la re
ompositiontend à faire des 
liques de blo
 d'instru
tions des 
liques de séparation. En e�et, si l'u-nion de deux 
liques parallèles est un ensemble de séparation alors la 
lique résultantde la fusion des deux premières est une 
lique de séparation. Mais la for
e de 
ette dé-
omposition réside surtout dans sa fa
ulté à 
asser les permutations du problème, touten réduisant la taille de 
ha
un des sous-problèmes qu'il faut résoudre. C'est d'autantplus important pour un problème de 
oloration, dont on sait que la résolution est 
orséepar le grand nombre de permutations. De plus, dans l'optique d'une résolution optimalereposant sur l'algorithme de Grund et Ha
k [GH07℄, supprimer des permutations peutgrandement améliorer les performan
es des solveurs de programmation linéaire, lesquelssont très sensibles aux permutations.



6.4. Résultats expérimentaux 151Nombre initial Nombre Ratio du nombre Ratio du nombrede sommets d'instan
es de sommets après/avant d'arêtes après/avant0-499 292 18% 33%500-999 97 14% 27%1000-2999 63 13% 27%plus de 3000 22 13% 8%Fig. 6.5 � Rédu
tion de la taille des instan
es de l'OCC. Le ratio présenté est 
elui entrele nombre de sommets (respe
tivement arêtes) appartenant à la plus grande 
omposantede la dé
omposition et le nombre de sommets (respe
tivement arêtes) appartenant augraphe initial.6.4 Résultats expérimentauxComme mentionné pré
édemment, nous utilisons les 474 graphes é
latés de l'OCC
omme jeu de test. Notre démar
he de fusion appliquée sur les graphes de l'OCC génère desgraphes plus petits qui sont donnés en entrée du programme linéaire dé�ni dans [GH07℄.Nous utilisons le solveur CPLEX 9.0, a

ompagné du modeleur AMPL, sur un PEN-TIUM 4 
aden
é à 2.26Ghz. La première partie des résultats expérimentaux se fo
alisesur les statistiques des graphes générés par notre rédu
tion tandis que les deux dernièresparties 
on
ernent respe
tivement les résultats portant sur les résolutions optimales etsub-optimales du problème de fusion.6.4.1 Rédu
tion et dé
ompositionLa première mesure importante est le ratio entre la taille d'un graphe de l'OCC etla taille de la plus grande 
omposante résultant de notre dé
omposition appliquée à 
egraphe. Nous ne 
onsidérons que la plus grande 
omposante restante 
ar la résolution duproblème sur 
elle-
i requiert généralement la majeure partie du temps passé à résoudretoutes les instan
es. Les résultats sont détaillés dans �gure 6.5.La rédu
tion moyenne est signi�
ative puisque les nombres de sommets et d'arêtessont respe
tivement divisés par sept et quatre par notre algorithme. Le ratio est d'ailleursmeilleur pour les plus grands graphes, 
e qui peut mé
aniquement s'expliquer par le faitque les sommets pré
olorés (au nombre de six pour les instan
es de l'OCC) ne sont jamaissupprimés du graphe et représentent un pour
entage de sommets parfois non négligeablepour les plus petits graphes. Au sein même de 
ette rédu
tion, 90% de la rédu
tion detaille est due uniquement à la re
omposition. Cette rédu
tion importante ne né
essite quesix se
ondes de 
al
ul pour l'ensemble 
omplet des instan
es de l'OCC, alors que le gainde 
ombinatoire engendré est immense.6.4.2 Solutions optimalesNous 
al
ulons les solutions optimales pour 
ha
une des 
omposantes issues de la dé-
omposition, à l'aide de l'algorithme de 
oupes de Grund et Ha
k [GH07℄. Pour 
haque
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latés par re
omposition des durées de vieinterféren
e, nous ne générons qu'une 
oupe de 
haîne, 
orrespondant à une plus 
ourte
haîne d'a�nité joignant ses extrémités, grâ
e à l'algorithme de Dijkstra [Wes00℄. La �-gure 6.6 illustre une 
hute des temps de 
al
ul des solutions optimales après usage de notreméthode de rédu
tion. Par exemple, l'algorithme de 
oupes n'est 
apable de 
al
uler que430 solutions optimales en moins de 
inq minutes (par instan
e) tandis qu'après rédu
tionl'algorithme de 
oupes permet de déterminer 436 solutions en moins d'une se
onde (parinstan
e). En moyenne, l'algorithme de 
oupes permet d'a

éder aux solutions optimales300 fois plus rapidement lorsqu'il est 
ombiné ave
 notre rédu
tion, 
omme le montre la�gure 6.7. De plus, seules six instan
es requièrent plus d'une minute pour être résolues etseulement trois né
essitent plus de 150 se
ondes.
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es de l'OCC résolues en moins de 150 se
ondes par l'algorithmede 
oupes ave
 et sans rédu
tion préalable.En�n, toutes les instan
es de l'OCC sont résolues de façon optimale pour la premièrefois. En e�et, trois de 
es instan
es restaient ouvertes suite à l'é
he
 de l'appli
ationdire
te de l'algorithme de 
oupes. Nous avons trouvé une solution optimale pour 
ha
unede 
es trois instan
es. Pour deux d'entre elles, la solution optimale est de même valeurqu'une solution admissible trouvée par l'algorithme de 
oupes dont l'optimalité n'étaitpas avérée. La dernière solution est stri
tement meilleure que 
elle 
onnue jusqu'alors.6.4.3 Solutions sub-optimalesLa plupart des instan
es de l'OCC sont résolues en moins de quelques se
ondes. Néan-moins, 
ertains problèmes n'é
happent pas à l'explosion 
ombinatoire. A�n de mieuxévaluer les raisons de 
ette explosion, nous paramétrons le solveur pour les six instan
esprenant plus d'une minute pour être résolues. Les résultats numériques observés en fon
-tion des paramètres modi�és sont donnés tableau 6.8.



6.4. Résultats expérimentaux 153Nombre d'instan
es Temps ave
 Temps sans Ratio de tempsrésolues rédu
tion (s) rédu
tion (s) sans/ave
436 1 298 298446 2 636 318448 3 732 244450 4 1198 300451 5 1228 245453 6 3153 525455 7 3321 474456 8 3574 447458 10 4022 402460 12 5630 469461 15 7214 480463 16 8709 544464 24 10397 433465 37 11757 317466 40 14941 373467 59 24916 422468 74 25490 344469 76 25663 337470 133 69956 525471 11026 71208 7Fig. 6.7 � Comparaison des ratio de temps de 
al
ul des solutions optimales ave
 et sansnotre rédu
tion sur les 471 instan
es résolues optimalement sans rédu
tion.Une première façon de paramétrer le solveur est de �xer une limite de temps de
al
ul maximum. En e�et, trouver une solution optimale (ou quasi optimale) ne prendsouvent que 10% du temps de résolution total, le reste étant dévolu à véri�er qu'au
unemeilleure solution n'existe. Il faut pré
iser que la limite est �xée pour 
haque 
omposante,
e qui peut 
onduire à un temps de résolution supérieur à la limite pour une instan
einitiale. Cependant, nous avons 
onstaté qu'empiriquement le problème n'est di�
ile àrésoudre que sur une 
omposante ; la résolution sur les autres étant quasi instantanée.Cette méthode possède néanmoins un défaut majeur : elle peut é
houer si au
une solutionn'est trouvée dans le délai imparti.Une façon d'éviter 
et obsta
le est de paramétrer le solveur a�n d'obtenir une solutionde qualité imposée, dont la valeur est par exemple à moins de 10% de la valeur optimale. Ene�et, le solveur dispose à tout moment d'une borne de la valeur de la meilleure solutiona

essible. Si l'é
art entre 
ette borne et la meilleure solution 
onnue est inférieur auseuil, il en dé
oule que la meilleure solution 
onnue est à moins du seuil de l'optimum. Laphilosophie 
a
hée derrière 
ette appro
he est en quelque sorte l'inverse de la première :le temps imparti pour la résolution était �xé et la qualité de la solution était évaluée, laqualité de la solution est maintenant �xée et le temps de 
al
ul est évalué.
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latés par re
omposition des durées de vieInstan
e 144 304 371 387 390 400Optimum 129332 6109 1087 3450 339 126320s 129333 none none none 417 138830s 129333 none 1285 none 365 126310% gap 132040 6448 1094 3550 339 12635% gap 129342 6273 1094 3450 339 1263Instan
e 144 s. 304 s. 371 s. 387 s. 390 s. 400 s.Optimum 11026 s. 1058 s. 132 s. 29543 s. 102 s. 75 s.10% gap 15 s. 36 s. 62 s. 115 s. 86 s. 21 s.5% gap 17 s. 64 s. 62 s. 1187 s. 92 s. 21 s.Fig. 6.8 � Comparaison entre les di�érentes appro
hes pour résoudre les instan
es les plusdi�
iles de l'OCC. Le tableau du haut 
ontient les valeurs des solutions, 
elui du bas letemps de 
al
ul en se
ondes. none signi�e qu'au
une solution n'est 
al
ulée dans le délaiimparti. Les temps sont exprimés en se
ondes.Les résultats des tableaux 6.8 donnent un aperçu de la qualité de la fusion sur lesinstan
es les plus di�
iles de l'OCC : les nombres indiqués sur la première ligne 
orres-pondent aux numéros d'instan
es dont la résolution prend plus d'une minute. Ce tableaupermet tout d'abord d'observer que la limite de temps de 20 se
ondes é
houe ou permetd'obtenir une solution de bonne qualité, selon les 
as. I
i, le temps imparti est insu�santpour trouver une solution admissible pour trois des instan
es. Intuitivement, 
ela signi�eque trouver une solution admissible est di�
ile, mais que dès lors qu'une est trouvée, ilest généralement peu di�
ile d'a

éder à une solution de bonne qualité. Faire augmenterla limite de temps semble don
 intéressant.Nous avons don
 dans un se
ond temps �xé la limite de temps à 30 se
ondes. Dans
e 
as, une solution admissible est trouvée pour une quatrième instan
e et toutes lessolutions admissibles sont à moins de 20% de l'optimum. Ce 
omportement 
on�rme don
bien la 
onvergen
e rapide vers la solution optimale. Limiter le temps permet don
 demieux 
erner la di�
ulté d'une instan
e. Pour l'OCC, deux instan
es seulement semblentvraiment né
essiter un long temps de 
al
ul. Les temps de 
al
ul à l'optimum 
on�rmentd'ailleurs 
ette 
onje
ture.La 
onvergen
e vers l'optimum semblant rapide, 
al
uler une solution sub-optimalede qualité garantie apparait judi
ieux. Pour les six instan
es 
onsidérées, �xer une limitemaximale à 10% de l'optimum 
onduit à des solutions de très bonne qualité (en fait àmoins de 5% de l'optimum) en moins de deux minutes par instan
e. Fixer un seuil dequalité plus restri
tif, tel que 5% fait par 
ontre apparaître le phénomène d'explosion
ombinatoire puisque les temps de 
al
ul peuvent grandement 
roître, 
omme pour l'in-stan
e 387. Notons d'ailleurs que pour 
ette instan
e, 1187 se
ondes su�sent à trouverune solution optimale et à assurer que 
elle-
i est au pire à 5% de l'optimum. Les 28000 se-
ondes de 
al
ul (soit environ 8h) supplémentaires ne servent qu'à s'assurer de l'optimalitéde la solution.



6.5. Travaux 
onnexes 1556.5 Travaux 
onnexesIl nous faut mentionner qu'en parallèle des travaux présentés dans 
e 
hapitre et réali-sés à la �n de l'année 2007, Bou
hez, Darte et Rastello ont observé des règles de rédu
tiontrès pro
hes des n�tres, 
e qui n'est guère surprenant au vu de la 
on�guration très par-ti
ulière des graphes de l'OCC [Bou08℄. Les résultats di�èrent 
ependant légèrement surdeux points. Nous autorisons les sommets simpli�ables à être supprimés pour faire ap-paraître de nouveaux 
ouplages asservissants et don
 d'appliquer la rédu
tion en bou
le,la rendant de 
e fait plus e�
a
e, 
e qu'ils ne font pas. En 
ontrepartie, leur résultatthéorique est plus général puisqu'ils permettent de fusionner non pas seulement deux
liques parallèles, mais un sous-graphe G1 et un graphe isomorphe à un sous-graphe de
G1. Notre restri
tion aux 
liques n'est pas gênante i
i, puisque nous avons pu prouver queseules des 
liques apparaissent dans les graphes é
latés, mais leur résultat peut espérerêtre étendu à d'autres 
lasses de graphes, et en parti
ulier aux graphes élémentaires.6.6 Perspe
tives6.6.1 Vers une stratégie de dé
oupage idéaleL'algorithme que nous venons de présenter pallie partiellement le défaut prin
ipal dudé
oupage extrême, 
'est-à-dire l'ajout de 
opies inutiles. Un enjeu majeur pour l'allo
a-tion de registres par 
oloration de graphe est de savoir dé�nir 
lairement une stratégieidéale de dé
oupage, 
'est-à-dire qui soit aussi pré
ise que le dé
oupage extrême (enajoutant toutes les 
opies sus
eptibles d'être e�e
tivement utilisées pour améliorer laqualité de l'allo
ation de registres) et se limite à un nombre bien plus restreint de 
opies.Cette question, soulevée lors de dis
ussions ave
 des membres de l'équipe Compsys, n'a àl'heure a
tuelle toujours au
une réponse dé�nitive.Si l'on sait qu'une stratégie idéale se situe entre la forme SSA et le dé
oupage extrême,
elle-
i s'avère être très di�
ile à identi�er. Pour lors, la re
omposition ne nous sertqu'à supprimer des points de dé
oupage préalablement 
onstruits et non à déterminer siun point de dé
oupage doit être ajouté avant la 
onstru
tion du graphe d'interféren
e-a�nité. Néanmoins, nous avons pu remarquer que les blo
s de base ne 
ontenant pas desommets pré
olorés ont tendan
e à être 
ontra
tés en un seul blo
 d'instru
tions. Lespoints de dé
oupage 
onservés ont don
 tendan
e à se situer avant les bran
hementsou après les jon
tions. Nous retrouvons don
 des similitudes frappantes ave
 la formeSSA. Les sommets pré
olorés jouent 
ependant un r�le 
ru
ial et interdisent nombre dere
ompositions. Mieux 
erner les restri
tions qu'ils engendrent semble don
 primordialpour dé�nir une stratégie de dé
oupage idéale.6.6.2 Comparaison des graphes élémentaires et é
latésA�n de mieux 
omprendre les rouages de la re
omposition, et éventuellement de lagénéraliser, nous avons dé
idé, après dis
ussion ave
 des membres de l'équipe Compsys,de ré�é
hir à la re
omposition sur les graphes élémentaires. Il en ressort que 
e prin
ipe



156 Chapitre 6. Fusion dans les graphes é
latés par re
omposition des durées de vietrès lo
al, au sens où il su�t de 
onsidérer une toute petite partie du graphe é
laté pourdé
ider d'une re
omposition, n'est pas appli
able aux graphes élémentaires. En e�et, nousne sommes pas parvenus à dé�nir une propriété analogue aux 
liques asservissantes dans
e type de graphes. Cette 
on
lusion nous a poussé à étudier les di�éren
es entre 
es deuxmodèles. Si l'on 
onsidère le graphe élémentaire donné �gure 6.9, on peut rapidementremarquer que 
opier une variable avant sa dernière utilisation est inutile si 
ette dernièreutilisation est une 
opie. Par exemple, 
opier c en c0 (ou en
ore b2 en b3) est inutile. Ene�et, 
opier c en c0 puis c0 en d peut se simpli�er à 
opier c en d. Il est don
 possible desupprimer les sommets c0 et b3 et d'ajouter les a�nités (c, d) et (b2, j5).Une fois 
ette opération faite sur le graphe élémentaire, nous pouvons remarquer quele graphe é
laté de 
e programme est un sous-graphe de son graphe élémentaire tel que lesseuls sommets qui appartiennent au graphe élémentaire et non au graphe é
laté représen-tent, semble-t-il, des variables 
opiées au point de programme pré
édant leur dernièreutilisation. Sur l'exemple, retirer les sommets k1, g1, h0, j4, f2, e2 et m3 du graphe élé-mentaire 
onduit au graphe é
laté. Ce résultat n'est pour lors qu'au stade de 
onje
ture.Le prouver est une perspe
tive intéressante pour établir le lien entre 
es deux modèles.Changer une variable de registre au moment de sa dernière utilisation est a prioripeu utile. Toutefois, la présen
e de sommets pré
olorés peut à première vue induire 
ebesoin. Observer expérimentalement le nombre de 
opies e�e
tuées juste avant la dernièreutilisation d'une variable apparaît 
omme une solution envisageable pour déterminer side telles 
opies sont pro�tables. Si tel est le 
as, raisonner sur les graphes élémentairespourra s'avérer plus pré
is. Autrement, les graphes é
latés pourront leur être privilégiés.6.7 BilanNotre motivation première était de travailler sur un modèle plus pré
is, sur lequel unerésolution optimale est souhaitable, et résoudre l'allo
ation de registres par programma-tion linéaire. Plut�t que de travailler sur le programme linéaire, nous avons voulu exploiterles propriétés mé
onnues des graphes é
latés pour réduire la taille de 
es graphes. Cetteappro
he est d'autant plus légitime que résoudre un programme linéaire est une opérationexponentielle en la taille de 
elui-
i.Plus pré
isément, nous nous sommes fo
alisés sur le prin
ipal défaut du dé
oupageextrême : l'ajout de 
opies inutiles. Nous avons dé�ni une méthode de re
onnaissan
e de
ertaines de 
es 
opies fondée sur des propriétés lo
ales du graphe et en avons déduitun algorithme de suppression de 
es 
opies. Nous dé
omposons ensuite le graphe a�nde résoudre la fusion sur de plus petites 
omposantes puis re
omposons le graphe pourobtenir la solution �nale. N'importe quel algorithme de fusion peut être appliqué sur les
omposantes, mais un algorithme optimal est privilégié puisqu'une résolution optimale sur
haque 
omposante mène à une solution �nale optimale. La 
ombinaison de 
ette stratégiede rédu
tion ave
 l'algorithme de 
oupes de Grund et Ha
k se révèle e�
a
e, puisqu'ellepermet de résoudre pour la première fois toutes les instan
es de l'OCC.Ce travail 
onstitue un premier pas vers la dé�nition d'une stratégie de dé
oupage pluse�
a
e, 
'est-à-dire qui n'introduirait qu'un petit sur-ensemble des dé
oupages né
essairesà la résolution optimale de l'allo
ation de registres. La dé�nition d'une telle stratégie de



6.7. Bilan 157Entrée : k j
(p0) g := mem[j+12℄
(p1) h := k - 1
(p2) f := g * h
(p3) e := mem[j+8℄
(p4) m := mem[j+16℄
(p5) b := mem[f℄
(p6) 
 := e + 8
(p7) d := 

(p8) k := m + 4
(p9) j := b

(p10)Sortie : d j k 
d

e

gh
k mj b

f

Entrée : k j
(p0) k0 := k ‖ j0 := jg := mem[j0+12℄
(p1) j1 := j0 ‖ g0 := g ‖ k1 := k0h := k1 - 1
(p2) j2 := j1 ‖ g1 := g0 ‖ h0 := hf := g1 * h0
(p3) f0 := f ‖ j3 := j2e := mem[j3+8℄
(p4) e0 := e ‖ f1 := f0 ‖ j4 :=j3m :=mem[j4+16℄
(p5) e1 := e0 ‖ m0 := m ‖ f2 := f1b :=mem[f2℄
(p6) b0 := b ‖ m1 := m0 ‖ e2 := e1
 := e2 + 8
(p7) b1 := b0 ‖ m2 := m1 ‖ 
0 := 
d := 
0
(p8) b2 := b1 ‖ d0 := d ‖ m3 :=m2k2 := m3 + 4
(p9) d1 := d0 ‖ k3 := k2 ‖ b3 :=b2j5 := b3

(p10)Sortie : d1 j5 k3

k
j

k0
j0 g k1g0 h

j1
h0g1 f j2

ef0 j3 j4
e0f1 mf2 m0b e1e2

m1 b0

0
m2b1d

m3k2 b2d0b3k3 j5d1

(p0) (p1) (p2) (p3) (p4) (p5)

(p6)(p7)(p8)(p9)(p10)

Fig. 6.9 � Le programme de référen
e, son graphe d'interféren
e-a�nité, sa forme élé-mentaire telle que dé�nie par Palsberg et Pereira et son graphe é
laté.
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latés par re
omposition des durées de viedé
oupage, intermédiaire entre la forme SSA et la forme élémentaire, est une perspe
tivepeu 
onsidérée dans la littérature mais dont l'impa
t sur l'allo
ation de registres pourraits'avérer important.



Con
lusions et perspe
tivesL'allo
ation de registres est une passe de 
ompilation 
ru
iale. La 
oloration de graphed'interféren
e-a�nité permet de modéliser de façon simple et intuitive 
e problème, et dele résoudre. Cependant, il est bien 
onnu que 
e modèle sur-approxime les 
ontraintesréelles pesant sur l'allo
ation de registres. Dans 
e manus
rit, nous avons soutenu que lesméthodes d'optimisation appliquées pour résoudre l'allo
ation de registres, et par 
on-séquent les appro
hes de véri�
ation formelle employées, dépendent essentiellement dela représentation du programme interne au 
ompilateur. Nous avons ainsi abordé troisproblèmes très di�érents répondant à des questions essentielles pour trois formes de pro-gramme 
onnues : les programmes quel
onques, les programmes sous forme SSA et lesprogrammes sous forme élémentaire. Le point 
ommun de 
es appro
hes est l'utilisationdu modèle d'allo
ation de registres par 
oloration de graphe.1 Contributions1.1 Graphes de Chaitin et véri�
ation formelleL'évolution des graphes de Chaitin pour intégrer les a�nités a mené au modèle degraphes d'interféren
e-a�nité les plus généraux, appli
able à tout programme. C'est lemodèle d'allo
ation de registres tel qu'il est posé depuis les années 80. Ce modèle sou�red'un léger manque de pré
ision, 
ependant parfaitement a

eptable, et le problème 
or-respondant est NP-di�
ile, 
e qui 
onduit à résoudre 
e problème de manière heuristique.L'IRC est une heuristique 
lassique et e�
a
e d'allo
ation de registres par 
olorationde graphe. Nous avons spé
i�é, développé et prouvé 
orre
te une implantation purementfon
tionnelle de 
ette heuristique dans le système Coq. Celle-
i peut être 
onsidérée 
ommeune implantation de référen
e de 
ette heuristique initialement publiée ave
 des bogues etsouvent implantée de façon erronée. Nous avons ensuite pu intégrer 
et algorithme à unprototype du 
ompilateur CompCert. Ce travail a notamment né
essité de façonner unebibliothèque extra
tible de graphes d'interféren
e-a�nité. Cette dernière est 
omposéed'une interfa
e fondée sur une représentation très expressive des graphes d'interféren
e-a�nité et d'une implantation e�
a
e de 
ette interfa
e. L'expérien
e de la formalisationde l'IRC nous a permis de généraliser 
ette appro
he a�n de simpli�er l'a

ès à la véri-�
ation formelle d'algorithmes d'allo
ation de registres par 
oloration de graphe, pourvuque l'algorithme en question n'utilise que les quatre fon
tions 
lassiques utilisées pour
olorer les graphes d'interféren
e-a�nité, 
'est-à-dire la simpli�
ation, la fusion, le gel etle vidage. 159



160 Con
lusions et perspe
tivesCette expérien
e nous pousse à penser que la preuve de programme est adaptée à 
etype d'algorithme. Pouvoir assurer la 
orre
tion d'un algorithme optimisant d'allo
ationde registres est une for
e pour un 
ompilateur. Même un 
ompilateur désireux d'implanterun algorithme plus 
omplexe d'allo
ation de registres et de le valider a posteriori peutavoir besoin d'un algorithme 
orre
t par 
onstru
tion a�n de le suppléer en 
as de déni duvalidateur. Ainsi, l'allo
ation de registres ne peut plus être une 
ause potentielle d'é
he
de la 
ompilation.1.2 Graphes SSA et appro
he fondée sur la largeur d'arbreLa forme SSA est aujourd'hui la représentation intermédiaire de programme au 
÷urde toutes les attentions en termes d'allo
ation de registres. Celle-
i 
onduit à un modèled'allo
ation de registres relativement pré
is, si bien que les résolutions heuristiques ouoptimales sont toutes deux légitimes. De plus, les ré
entes dé
ouvertes, en parti
ulier le
ara
tère triangulé des graphes d'interféren
e des programmes sous forme SSA, ont permisdes avan
ées qualitatives importantes pour le vidage, mais restent peu exploitées pour lafusion.Nous avons dé�ni une nouvelle appro
he de résolution de la fusion par programmationlinéaire dans les graphes SSA s'appuyant sur la largeur d'arbre du graphe d'interféren
e-a�nité. La façon dont est 
onstruit le programme montre bien que la fusion doit se fondersur des propriétés globales du graphe et non sur des 
ritères de fusion très lo
aux 
omme
'était le 
as jusqu'à présent pour a

éder à des résolutions optimales.En termes de véri�
ation formelle, nous pré
onisons la validation a posteriori, à la foisen raison de la 
omplexité de la preuve de 
et algorithme et des stru
tures de donnéesqu'elle manipule, et de l'utilisation d'un programme externe, le solveur de programmationlinéaire.1.3 Graphes é
latés et re
ompositionLe dé
oupage extrême 
onduit au modèle par 
oloration de graphe le plus pré
ispuisqu'il devient possible de dé
ider de l'empla
ement dans lequel est pla
ée 
haquevariable du programme à tout instant de son exé
ution. En e�et, 
haque sommet dugraphe représente une variable en un point de programme. Cette 
onstru
tion du graphed'interféren
e-a�nité permet de résoudre le vidage de façon optimale, 
omme l'ont dé
ritAppel et George [AG01℄. Elle induit en outre deux 
onséquen
es importantes pour la réso-lution de la fusion. Tout d'abord, 
ertains points de dé
oupage sont naturellement inutilespour la fusion. Ensuite, la taille du graphe est gigantesque. Or, il est inutile de 
onstruireun modèle si pré
is si 
e n'est pour résoudre le problème de 
oloration de façon optimale,
e qui né
essite un nombre exponentiel d'opérations puisque 
elui-
i est NP-di�
ile. A�nde rendre la résolution de la fusion dans un tel 
ontexte envisageable, nous avons dé�niune stratégie dite de re
omposition et un algorithme de re
her
he de points de dé
oupageinutiles permettant de réduire amplement la taille des graphes d'interféren
e é
latés etainsi de résoudre plus e�
a
ement le problème de fusion dans 
es graphes. Cette foisen
ore, la seule forme de véri�
ation formelle envisagée est la validation a posteriori.



2. Perspe
tives 1611.4 Trois problèmes, trois solutionsPour 
on
lure sur 
ette étude, nous n'avons pas abordé un problème, 
elui de l'allo
a-tion de registres, mais trois, selon la représentation du programme interne au 
ompilateur.Les solutions proposées di�èrent d'ailleurs très largement 
ar il est primordial que l'algo-rithme de résolution soit en adéquation ave
 le modèle en termes de pré
ision. La véri�
a-tion formelle de 
es algorithmes est d'autant plus ardue que leur e�
a
ité algorithmiqueest importante. La 
omplémentarité entre preuve et validation permet de véri�er formelle-ment tous 
es algorithmes, sans risque d'erreur de 
ompilation, puisque la version 
orre
tepar 
onstru
tion de l'IRC est toujours en mesure de prendre le relais du validateur en 
asde d'é
he
 de la validation d'une solution. En 
e sens, 
es travaux ont 
ontribué à opti-miser et rendre plus sûre l'une des phases les plus 
omplexes de 
ompilation, l'allo
ationde registres.2 Perspe
tives2.1 Algorithme prouvé pour ar
hite
tures à peu de registresL'IRC a été 
hoisi 
omme algorithme d'allo
ation de registres pour le 
ompilateurCompCert en raison de son adéquation ave
 les ar
hite
tures PowerPC et ARM qui disposentde nombreux registres. En revan
he, pour des ar
hite
tures disposant de peu de registreset soumis à des 
ontraintes plus fortes, 
omme l'ar
hite
ture x86, 
ette heuristique atteintses limites. C'est d'autant plus vrai que garder deux des huit registres allouables sur 
ettear
hite
ture uniquement pour insérer le spill 
ode 
onstitue une hypothèse trop pessimisteet restri
tive.A l'heure a
tuelle, la solution la plus adaptée pour résoudre et véri�er formellementl'allo
ation de registres sur de telles ar
hite
tures est la validation a posteriori. En e�et,le validateur de CompCert développé ré
emment permet de ne pas monopoliser deux desregistres pour insérer le spill 
ode puisqu'il ne pro
ède pas par 
oloration de graphe maispar véri�
ation d'une 
orrespondan
e entre les graphes de �ot de 
ontr�le du programmeavant et après insertion du spill 
ode. Il est de plus 
apable de gérer les paires de regis-tres dont les valeurs sont dépendantes, 
omme il en existe sur 
e type d'ar
hite
tures.Cependant, les 
ontraintes de 
e type d'ar
hite
tures sur les registres sont si fortes qu'ilest d'autant plus déli
at d'implanter un allo
ateur de registres parfaitement exempt debogues.Nous souhaitons don
 poursuivre dans la voie de la preuve. A 
ourt terme, la perspe
-tive la plus logique est sans nul doute d'intégrer la re
onstru
tion à notre implantationde l'IRC. Libérer les registres monopolisés par l'insertion de spill 
ode permettrait ainsid'aller vers des allo
ations de registres plus �nes et 
orre
tes par 
onstru
tion. Cette re
on-stru
tion doit don
 être étudiée, pour en prouver à la fois la terminaison, éventuellementvia la mesure que nous avons 
onje
turée 
hapitre 3, et la 
orre
tion. Cette 
orre
tionpasse par une preuve de préservation sémantique suite à l'introdu
tion du spill 
ode.Cette preuve est déjà présente dans CompCert et il est probable que 
elle-
i soit su�-sante pour montrer la 
orre
tion de la re
onstru
tion. Toutefois, véri�er formellement des



162 Con
lusions et perspe
tivesalgorithmes apprend à ne pas vendre la peau de l'ours avant de l'avoir tué, et seule uneimplantation de la re
onstru
tion sera à même de 
on�rmer 
ette supposition.A plus long terme, intégrer un nouvel algorithme d'allo
ation de registres prouvé
orre
t et dédié aux ar
hite
tures CISC pourrait être envisageable. Cependant, il estdi�
ile d'évaluer la quantité de travail né
essaire à 
et obje
tif, puisque les mé
anismes à
onsidérer, 
omme la superposition des registres en parti
ulier, pourraient 
onduire à denouvelles problématiques de formalisation et de preuve.2.2 Fusion guidée par la largeur d'arbreL'appro
he de fusion guidée par la largeur d'arbre du graphe d'interféren
e-a�nitépermet de séparer les phases de fusion et d'a�e
tation des registres, et ainsi de dé
ouplerles 
omplexités des deux problèmes sans perte théorique de qualité de l'allo
ation deregistres. De plus, la largeur d'arbre du graphe permet de guider la phase de fusion. Ene�et, une stratégie de fusion est 
onservative si elle fait dé
roître la largeur d'arbre dugraphe en dessous du nombre K de registres allouables. Nous avons pu modéliser par laprogrammation linéaire la re
her
he d'un ensemble d'a�nités dont la fusion fait dé
roîtrela largeur d'arbre en dessous de K dans les graphes SSA et ainsi résoudre d'une façonnouvelle le problème de fusion 
onservative dans les graphes SSA. Ce travail ouvre la voievers deux perspe
tives que nous 
omptons explorer à 
ourt terme.Tout d'abord, nous souhaitons utiliser 
es résultats pour dé�nir une nouvelle heuris-tique d'allo
ation de registres pour les graphes SSA fondée sur la largeur d'arbre du graphed'interféren
e-a�nité. L'idée serait d'utiliser une stratégie de fusion 
onservative sur leszones du graphe qui font grandir la largeur d'arbre au-dessus de K, puis d'appliquer unestratégie de fusion agressive. Le problème réside dans le fait que la fusion 
onservativepeut ne jamais mener à un graphe de largeur d'arbre inférieure à K. Il faut don
 déter-miner s'il est possible de dé�nir une heuristique qui assure 
ette dé
roissan
e né
essaireà la dé�nition de 
et algorithme.Ensuite, si les résultats obtenus sur les graphes SSA sont satisfaisants, nous aimerionsétendre 
e prin
ipe de largeur d'arbre aux graphes de Chaitin. La plupart de 
es graphess'avèrent être triangulés, et il se pourrait qu'ils soient parfaitement triangulés ou possèdentune largeur d'arbre pro
he de K après le vidage. Des expérimentations doivent être menéespour déterminer si 
ette démar
he a un sens.2.3 Véri�
ation formelle de 
ompilateurs et forme SSALa véri�
ation formelle d'un 
ompilateur in
orporant une représentation sous formeSSA du programme ainsi que les optimisations dédiées à la forme SSA est une perspe
tived'ampleur. En e�et, la forme SSA s'impose peu à peu dans les 
ompilateurs en raison deses 
ara
téristiques propi
es à l'optimisation. En revan
he, les aspe
ts sémantiques liésà 
ette représentation restent assez mal dé
rits, et en
ore moins formalisés. Ce travail
onduirait à de nouveaux dé�s de véri�
ation formelle d'algorithmes pour la 
ompilation.A la modeste é
helle de la véri�
ation formelle d'algorithmes d'allo
ation de registres pourles programmes sous forme SSA, 
e problème est déjà éminemment 
omplexe, et le travailà fournir, énorme.



2. Perspe
tives 163Non seulement le 
ompilateur CompCert ne 
ontient pas de forme SSA, mais même si
'était le 
as, il n'est absolument pas 
ertain que les propriétés de la forme SSA puissentêtre fa
ilement exploitées. En e�et, il y a un grand pas entre mettre les programmes sousforme SSA et montrer que le graphe d'interféren
e de tout programme sous forme SSA esttriangulé. Il faut, entre autres, dé�nir les graphes triangulés et les dé
omposition arbores-
entes, prouver qu'un graphe est triangulé si et seulement s'il admet une dé
ompositionarbores
ente, et montrer que les durées de vie de 
haque variable forme un sous-arbre del'arbre de dominan
e.Prouver la 
ara
térisation des graphes triangulés pourrait être intéressant, aussi biena�n de développer une bibliothèque de graphes triangulés qu'a�n d'évaluer la quantitéde travail à fournir pour pro�ter des bienfaits de la forme SSA pour l'allo
ation de regis-tres. Ce travail 
onstitue don
 une perspe
tive potentielle pour aller vers la formalisationd'optimisations SSA. Une autre voie envisageable à plus 
ourt terme 
onsiste à étudier lespropriétés d'un 
ompilateur d'un langage purement fon
tionnel véri�é formellement, dontles représentations intermédiaires sont parfois très pro
hes de la forme SSA, a�n d'évaluerla faisabilité d'un 
ompilateur SSA véri�é formellement.2.4 Stratégie de dé
oupage idéaleLe dé
oupage extrême permet de dé�nir un modèle pré
is d'allo
ation de registres par
oloration de graphe. Cependant, sur des programmes 
onséquents, la taille des graphespeut vite devenir très grande et il devient alors di�
ile de les manipuler dans un 
ompila-teur. La stratégie de re
omposition permet de réduire le nombre de points de dé
oupageaprès avoir 
onstruit le graphe d'interféren
e-a�nité. L'enjeu est désormais de dé�nir
omment savoir si un point de dé
oupage est né
essaire ou non avant la 
onstru
tion dugraphe et de se diriger ainsi vers un modèle pré
is mais de taille modérée, de 
onnaîtreles 
ara
téristiques des graphes ainsi 
onstruits, et de ne se 
on
entrer que sur la résolu-tion du problème sur le graphe, sans pâtir des défauts de sur-approximation que peuventengendrer le modèle par 
oloration de graphe. Nous pensons qu'étudier les graphes élé-mentaires permettra d'obtenir de nouveaux indi
es sur la voie à suivre pour dé�nir unestratégie de dé
oupage idéale.2.5 Véri�
ation formelle et optimisation 
ombinatoireLe développement d'une bibliothèque de graphes extra
tibles au sein du système Coqest un élément qui pourrait servir de point de départ à la formalisation d'autres algo-rithmes de théorie des graphes. La formalisation présentée dans 
e manus
rit spé
i�eune petite partie des opérations usuelles de théorie des graphes mais peut d'ores et déjàpermettre d'ouvrir des dis
ussions sur la façon de les formaliser dans Coq, dans le but d'in-tégrer ensuite 
es travaux à la bibliothèque standard. Nous espérons ainsi que 
e fragmentde départ pourra être étendu aux besoins que peut 
lassiquement ressentir un utilisateur.A sa modeste é
helle, 
ette thèse a 
ontribué à véri�er des algorithmes de théorie desgraphes et à simpli�er l'intégration de 
ertains algorithmes dans le système Coq. Rendre 
esystème a

essible à la 
ommunauté d'optimisation 
ombinatoire est un obje
tif que nousespérons voir dou
ement se 
on
rétiser. Le développement de la bibliothèque de graphes



164 Con
lusions et perspe
tivesest un premier pas. La preuve de 
orre
tion de modèles de programmation linéaire vis-à-vis de leur spé
i�
ation et la validation a posteriori de la résolution de 
es modèles pardes solveurs externes serait un nouveau pas en termes de 
on�an
e a

ordée à de telsmodèles, parfois très 
omplexes.
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Annexe ALe système CoqLe système Coq est un assistant à la preuve intera
tif qui permet de dé
rire à la fois desprogrammes et des propriétés mathématiques. Cette double fon
tion est en fait le re�etde l'isomorphisme de Curry-Howard qui établit le lien existant entre logique intuitionnisteet 
al
ul.Ce système peut-être utilisé à deux �ns, souvent 
onfondues mais pourtant très dif-férentes : soit en tant qu'environnement de preuve de théorème, soit en tant qu'environ-nement de développement. Dans le premier 
as, le but est de prouver un théorème. Dans lese
ond 
as, un programme est spé
i�é, une implantation de 
elui-
i est é
rite et la preuvede 
orre
tion de l'implantation vis-à-vis de la spé
i�
ation est démontrée. C'est 
ettedernière utilisation que nous faisons du système Coq. Dans 
ette partie, nous dé
rivonsles prin
ipaux rouages de 
e système qui nous sont né
essaires pour la formalisation denos algorithmes d'allo
ation de registres.A.1 Le lambda-
al
ulLe lambda-
al
ul, introduit en 1930 par Chur
h, est aujourd'hui le fondement de laprogrammation fon
tionnelle. Les éléments du lambda-
al
ul, appelés lambda-termes ou,plus simplement, termes, peuvent être 
onstruits de trois façons, 
omme le suggère ladé�nition suivante des lambda-termes :
Γ, t, u := x | λx.t | t uUn lambda-terme est don
 soit une variable x prise parmi un ensemble in�ni, soitl'abstra
tion λx.t, assimilable à l'asso
iation x 7→ t, soit en�n l'appli
ation de la fon
tion

t à son argument u, notée t u.La fon
tion f qui à x asso
ie x+2 (où f : x 7→ x+2) s'exprime dans le lambda-
al
ulsous la forme λx.x+2. L'appli
ation de 
ette fon
tion à l'entier 1 se note (λx.x+2) 1. Cettedernière forme peut être réé
rite en 3 grâ
e à la règle de 
al
ul unique du lambda-
al
ul,la β-rédu
tion :
(λx.t) u→β t[u/x]175



176 Annexe A. Le système Coqoù t[u/x] désigne la substitution de toutes les o

urren
es de la variable x dans t par
u. Ainsi, (λx.x + 2) 1 se β-réduit en 1 + 2.Le lambda-
al
ul est don
 un langage de programmation permettant, entre autres,d'en
oder les fon
tions ré
ursives. Cependant, 
elui-
i permet d'é
rire des termes qui se
β-réduisent en eux-mêmes, 
e qui implique que le 
al
ul ne termine pas. A�n de pallier
e désagrément, Chur
h introduit le typage : une fon
tion n'est appliquée à un terme quesi leurs types sont 
ompatibles, 
'est-à-dire que si 
ette appli
ation a un sens. Les typessont dé�nis via deux règles : les types de base et le type �è
he τ1 → τ2 où τ1 et τ2 sontdes types. Les règles de 
onstru
tion des termes sont alors les suivantes :� la 
réation de variables. Si x : α ∈ Γ alors Γ ⊢ x : α� la règle d'abstra
tion. Si Γ, x : α ⊢ t ∈ β alors Γ ⊢ λx, t : α→ β� la règle d'appli
ation. Si Γ ⊢ t : α→ β et Γ ⊢ u : α alors Γ ⊢ tu : βA.2 Programmes et preuvesL'isomorphisme de Curry-Howard établit la 
orrespondan
e entre les termes du lambda-
al
ul typé et les preuves en dédu
tion naturelle dans la logique intuitionniste. Par exem-ple, une preuve de A⇒ A revient à é
rire une fon
tion de type λx : A.x qui a pour type
A→ A.Intuitivement, toute preuve doit être a

ompagnée d'un algorithme permettant de
onstruire 
ette preuve. Ce
i implique en parti
ulier l'absen
e de la propriété A ∨ ¬A,bien 
onnue sous le non de tiers ex
lu, en logique intuitionniste. En e�et, prouver A nepermet pas de 
onstruire une preuve de ¬A, et ré
iproquement. Par exemple, dans leslangages de programmation les plus 
ouramment utilisés, l'égalité de deux éléments d'unmême type est 
onsidérée 
omme étant toujours dé
idable. Ainsi il est fréquent de testerdes égalités du type if i = j. Dans Coq, l'égalité est un prédi
at binaire et non unefon
tion. Pour pouvoir tester l'égalité il faut 
onstruire un programme 
apable de dé
idersi deux éléments sont égaux ou non, qui renvoie une preuve de l'égalité ou une preuve dela diségalité.Le système Coq fût bâti sur le 
al
ul des 
onstru
tions [CH88℄, un lambda-
al
ultypé d'ordre supérieur. D'un point de vue logique, le 
al
ul des 
onstru
tions étend l'iso-morphisme de Curry-Howard aux preuves dans le 
al
ul des prédi
ats, 
e qui permet dedisposer d'une logique des prédi
ats d'ordre supérieur. Le 
al
ul des 
onstru
tions fût parla suite enri
hi pour devenir le 
al
ul des 
onstru
tions indu
tives [PM93℄ sur lequel reposeaujourd'hui le système Coq. Le noyau de Coq est simplement un typeur pour le 
al
ul des
onstru
tions indu
tives puisque l'isomorphisme de Curry-Howard assure qu'une preuveest 
orre
te si le terme 
orrespondant est bien typé.A.3 La 
onstru
tion Indu
tiveLe système Coq permet de fa
ilement dé�nir des types algébriques, 
omme le typeoption qui permet d'en
oder les fon
tions partielles. Un élément de type option A est



A.4. Les 
onstru
tions De�nition et Fixpoint 177soit Some a où a est de type A, soit None.Indu
tive option (A : Type) : Set :=| None : option A| Some : A → option A .None et Some sont appelés 
onstru
teurs du type option.Il est également possible de dé�nir des types indu
tifs, 
omme les listes polymorphes.La bibliothèque standard de Coq spé
i�e qu'une liste polymorphe est soit la liste videnil, soit une liste a :: l obtenue par ajout d'un élément a de type A en tête de la liste lde type list A.Indu
tive list (A : Type) : Type :=| nil : list A| 
ons : A → list A → list A .La 
onstru
tion Indu
tive permet aussi de dé�nir des propriétés, de façon parfaite-ment analogue aux stru
tures de données. Cette fois le type de 
e qui est 
onstruit n'ap-partient plus à Set, que l'on peut 
onsidérer 
omme l'espa
e de 
al
ul, mais à Prop, quel'on peut 
onsidérer 
omme l'espa
e des propositions. Voi
i par exemple le prédi
at quistatue qu'un élément appartient à une liste.Indu
tive In (A : Type) : Prop :=| in_head : ∀ (a : A ) , In a (a : : l )| in_tail : ∀ (a b : A ) (l : list A ) , In a l ⇒ In a (b : : l )Le mot-
lé Indu
tive assure que le type 
onstruit est le plus petit point �xe de larelation dé�nie par les deux 
onstru
teurs. Ainsi, tout élément de type list A est 
onstruità partir de l'un de ses deux 
onstru
teurs. Cette propriété autorise le raisonnement parindu
tion, piè
e maîtresse de la preuve au sein du système Coq. Un prin
ipe d'indu
tion,permettant de raisonner sur un type indu
tif, est automatiquement généré dès la dé�nitionde 
e type. Par exemple, le lemme d'indu
tion sur les listes polymorphes indique que siune propriété P est prouvable à la fois pour la liste vide nil et pour toute liste a :: lave
 a un élément de type A et l une liste de type list A alors P est vraie pour toute listede type list A.
∀ (A : Type) (P : list A ⇒ Prop) ,P nil ⇒(∀ (a : A ) (l : list A ) , P l ⇒ P (a : : l ) ) ⇒

∀ l : list A , P lA.4 Les 
onstru
tions De�nition et FixpointLe langage purement fon
tionnel de programmation du système Coq permet de ma-nipuler aisément 
es données simples. La première façon possible de dé�nir des fon
tionsest la 
onstru
tion De�nition. Voi
i par exemple la fon
tion qui à une liste asso
ie saqueue, 
'est-à-dire la liste privée de sa tête. Si la liste est vide, la fon
tion é
houe et renvoieNone.



178 Annexe A. Le système CoqDefinition tail (A : Type) (l : list A ) : option ( list A ) :=mat
h l with| nil → None| _ : : q → Some qend .Il n'est pas surprenant d'observer l'utilisation du �ltrage par motif puisque la dé�nitiondu type nat est indu
tive. Notons que la 
onstru
tion De�nition est loin de se limiter à
ette utilisation : elle permet plus généralement d'asso
ier à un terme un nom.Naturellement, les fon
tions ré
ursives, 
omme par exemple une fon
tion de 
onstru
-tion de liste 
ontenant les n premiers entiers naturels triés par ordre dé
roissant, peuventfa
ilement être exprimées dans 
e langage.Fixpoint firstn (n : nat ) {stru
t n} : list nat :=mat
h n with| 0 → nil| S p → n : : ( firstn p )end .Comme le suggère son nom, la 
onstru
tion Fixpoint repose sur un 
al
ul de pluspetit point �xe. Celle-
i peut être vue 
omme le pendant 
al
ulatoire de la 
onstru
tionIndu
tive qui, elle, ne l'est pas. L'en tête de la fon
tion firstn 
ontient, en outre del'entier naturel n, l'indi
ation {stru
t n}. La 
onstru
tion Fixpoint requiert en e�et quel'un de ses arguments, i
i l, dé
roisse stru
turellement3 à 
ha
un des appels ré
ursifs a�nd'assurer la terminaison de la fon
tion.A.5 Ré
ursivité non stru
turelleLa majeure partie des fon
tions ré
ursives implantées dans le système Coq dé
roissentstru
turellement. Néanmoins, il arrive que 
ette propriété ne soit pas respe
tée soit à 
ausede la stru
ture de données trop 
omplexe, soit à 
ause de la 
omplexité de l'algorithme.Une autre solution pour prouver qu'une fon
tion ré
ursive f termine 
onsiste à prouverqu'il existe un ordre bien fondé <σ sur les arguments de la fon
tion qui dé
roît à 
haqueappel ré
ursif. Autrement dit, il su�t que si f(a1, . . . , an) fait appel à f(a′

1, . . . , a
′

n), alors
(a′

1, . . . , a
′

n) <σ (a1, . . . , an). Une appli
ation 
ourante de 
ette propriété est la preuve determinaison fondée sur la dé
roissan
e d'une mesure. Une mesure est une fon
tion m quiaux arguments de f asso
ie un entier naturel. Prouver que m(a′

1, . . . , a
′

n) < m(a1, . . . , an)su�t à établir la terminaison de f .Des études ré
entes ont permis d'ajouter des 
onstru
tions, 
ommeFun
tion [BFPR06℄ouProgram [Soz08℄ permettant de gérer plus aisément 
es prin
ipes de terminaison. Nousutiliserons uniquement la 
onstru
tion Fun
tion dans 
e manus
rit.L'algorithme qui
ksort de tri de liste peut ainsi être implanté de la façon suivante.Fun
tion qui
ksort (l : list A ) {measure length l } : list A :=3Un argument a d'une fon
tion f dé
roît stru
turellement si tout appel ré
ursif de fa fait appel à fb,où b est un sous-terme stri
t de a.



A.6. Données 
omplexes et types dépendants 179mat
h l with| nil → nil| h : : t → let (less , more ) := partition h t inqui
ksort ( less ) ++ h : : qui
ksort ( more )end .où la partition h t est la partition de la liste t en deux listes, la première 
ontenantles éléments de t plus petits que h et la se
onde 
ontenant les éléments de t plus grandsque h.Comme pour la 
onstru
tion Fixpoint, le 
ritère de terminaison est pré
isé entrea

olades. Il s'agit i
i d'une mesure, la longueur de la liste. La dé�nition d'une fon
tionpar la 
onstru
tion Fun
tion n'est 
omplète qu'à partir du moment où la dé
roissan
ede la mesure lors de 
haque appel ré
ursif est prouvée.Par ailleurs, la 
onstru
tion Fun
tion donne a

ès à un prin
ipe d'indu
tion, nomméfun
tional indu
tion, pour raisonner en fon
tion des bran
hements empruntés lors du�ltrage. Ce prin
ipe d'indu
tion fa
ilite le raisonnement sur les fon
tions dé�nies par 
ette
onstru
tion, si bien qu'elle est parfois utilisée en lieu et pla
e de la 
onstru
tion Fixpointdans le seul but de disposer de 
e prin
ipe d'indu
tion.A.6 Données 
omplexes et types dépendantsCertaines données sont plus 
omplexes que 
elles dé
rites jusqu'i
i. Un graphe, parexemple, est une stru
ture de données englobant à la fois des sommets, des arêtes et despropriétés. Ces données 
omplexes peuvent être dé
rites 
omme des enregistrements via la
onstru
tion Re
ord. Les listes d'entiers supérieurs à 7 peuvent ainsi être dé�nies 
ommesuit.Re
ord seven_lists := Make_seven_lists {l : list nat ;parite : ∀ (x : nat ) , In x l ⇒ x > 7}Pour 
onstruire un Re
ord il faut non seulement fournir la liste l, mais aussi lapreuve que tout élément de l est bien supérieur à 7. Construire 
ette preuve n'est pastoujours simple, 
omme nous le verrons au 
ours de la présentation de la véri�
ationformelle de l'IRC, 
ar le type de parite dépend de la valeur de la liste l. Une stru
turedont le type dépend d'une valeur, 
omme 
'est i
i le 
as, est dite de type dépendant. Cestypes dépendants s'avèrent plus naturels pour raisonner sur des stru
tures de données
omplexes, telles que les graphes par exemple, pour lesquelles la dé�nition de propriétésest né
essaire, mais ont tendan
e à entraîner des di�
ultés supplémentaires. Par exemple,si l'on veut ajouter un élément à une liste de type seven_lists il faut prouver que lanouvelle liste ne 
ontient que des éléments de valeur supérieure à 7. Il faut don
 raisonnersur l pour 
réer parite.



180 Annexe A. Le système CoqA.7 PreuvesUne fois les programmes spé
i�és et implantés, reste à lier 
es deux a
teurs par lapreuve. Dans le système Coq, les preuves sont fa
ilitées par un langage de ta
tiques [Del00℄.Ces ta
tiques génèrent les termes de preuve 
orrespondant aux opérations logiques qu'ellesopèrent. A la �n d'une preuve, les termes ainsi générés sont 
ombinés a�n de former leterme qui doit être soumis au typeur pour véri�er la validité de la preuve.Présentons un exemple a�n d'illustrer 
omment fon
tionne 
e langage de ta
tiques. Lethéorème que nous allons prouver est le suivant :Theorem lower_in_first : ∀ n p ,p < n ⇒In p ( firstn n ) .Nous montrons 
e théorème par indu
tion. Aussi, les premières lignes du s
ript depreuve sont les suivantes.Proof .indu
tion n ; intros .Le mot-
lé Proof marque le début de la preuve. La ta
tique indu
tion n indique quele résultat va être prouvé par indu
tion sur n. Les entiers naturels étant représentés à laPeano, deux sous-buts sont générés, l'un où n est égal à 0, l'autre ou il est le su

esseurd'un autre entier. La ta
tique intros introduit simplement les variables dans le 
ontexte.Le premier des deux sous-buts est le suivant :p : natH : p < 0=============== (1/2)In p ( firstn 0)L'hypothèse H est 
ontradi
toire. Nous appliquons une ta
tique dite d'inversion quiva 
réer un sous-but par 
onstru
teur possible de l'hypothèse H. I
i, il n'existe au
un
onstru
teur 
apable de dériver H puisque H est absurde. Ainsi, le but est résolu.inversion H .Reste le se
ond sous-but à traiter :n : natIHn : ∀ p : nat , p < n ⇒ In p ( firstn n )p : natH : p < S n============================================== (1/1)In p ( firstn (S n ) )Après simpli�
ation, le but devient :S n = p ∨ In p ( firstn n )L'hypothèse H indique que l'égalité S n = p est 
lairement fausse, ainsi nous devonsprouver In p (firstn n). Nous allons une fois de plus utiliser la ta
tique d'inversion surl'hypothèse H a�n de 
réer deux sous-buts.



A.8. Ar
hite
ture des développements 181inversion H .L'hypothèse H est renfor
ée en p = n dans le premier but, et en S p ≤n dans le se
ond.n : natIHn : ∀ p : nat , p < n ⇒ In p ( firstn n )p : natH : p < S nH1 : p = n============================================== (1/2)In n ( firstn n )Ce résultat est fa
ile à prouver. Il faut néanmoins 
onsidérer deux sous-buts en fon
tionde l'entier n. Nous utilisons une fois en
ore l'indu
tion même si l'hypothèse d'indu
tionne nous est pas i
i utile.indu
tion n ; simpl ; auto .Reste le dernier sous-but :n : natIHn : ∀ p : nat , p < n ⇒ In p ( firstn n )p : natH : p < S nm : natH1 : S p ≤ nH0 : m = n============================================== (1/1)In p ( firstn n )L'hypothèse d'indu
tion peut i
i être appliquée. Il reste alors à prouver p < n 
e quidé
oule dire
tement des hypothèses. La �n du s
ript de preuve est don
 :apply IHn ; auto .Qed .Le mot-
lé Qed 
l�t la preuve et appelle la véri�
ation du terme de preuve par letypeur. Le terme 
orrespondant à 
ette preuve tient en environ une page alors que les
ript de ta
tiques tient en seulement huit lignes.A.8 Ar
hite
ture des développementsNous utilisons dans 
ette thèse deux des stru
tures Coq permettant d'ar
hite
turer lesdéveloppements : les se
tions et les modules. Ceux-
i répondent à des besoins di�érentsque nous dé
rivons rapidement i
i.A.8.1 Se
tionsLes se
tions Se
tion permettent de dé�nir du 
ode paramétrable par de nombreusesvariables, qui peuvent aller du type de données aux preuves en passant par les fon
tions.



182 Annexe A. Le système CoqCes paramètres sont dé�nis ave
 le mot-
lé Variable pour les variables et ave
 le mot 
léHypothesis pour les preuves. Par exemple, il est possible de dé�nir un algorithme de tripolymorphe 
omme suit.Variable A : Type .Variable A_eq_de
 : ∀ a b : A , {a = b}+{¬a = b } .Variable Order : A → A → Prop .Hypothesis order_antisym : ∀ a b : A , Order a b ⇒ Order b a ⇒a = b .Hypothesis order_trans : ∀ a b 
 : A , Order a b ⇒ Order b 
 ⇒Order a 
 .Hypothesis order_de
 : ∀ x y : A , {Order x y}+{¬Order x y } .Hypothesis order_total : ∀ a b : A , {Order a b}+{Order b a } .Fixpoint insert (a : A ) (l : list A ) :=mat
h l with| nil → [ a ℄| h : : t → mat
h order_de
 a h with| l e f t p → h : : ( insert a t )| right p → a : : lendend .Fixpoint sort (l : list A ) :=mat
h l with| nil → nil| h : : t → insert h ( sort t )end .L'algorithme sort peut être prouvé 
orre
t rien qu'ave
 les hypothèses dé
rites dansl'implantation. On peut ainsi dé�nir un algorithme de tri sur mesure en dé�nissant A,A_eq_de
 et Order. Les paramètres dé�nis ave
 le mot-
lé Hypothesis ne seront de-mandés que si des lemmes utilisant 
es propriétés, typiquement la preuve de 
orre
tionde l'algorithme de tri, sont utilisés. On retrouve i
i l'importan
e de la dé
idabilité depropriétés. order_de
, par exemple, n'est pas un prédi
at, mais une fon
tion qui renvoieune preuve de Order x y ou une preuve de ¬Order x y. Ces réponses sont en
apsuléesdans des 
onstru
teurs left et right. Ainsi, si le �ltrage détermine que order_de
 a hvaut left p, alors p est une preuve de la propriété Order x y.A.8.2 ModulesLes modules ont un r�le analogue à 
elui que l'on peut ren
ontrer dans n'importe quellangage de programmation, à 
e
i près qu'un module peut 
ontenir des preuves et nonseulement des fon
tions.Le système Coq in
orpore également une 
onstru
tion Module Type permettant de



A.8. Ar
hite
ture des développements 183dé�nir des types de modules. Il est par exemple possible de dé�nir le type de modules destypes ordonnés OrderedType (
f. http://
oq.inria.fr. Les modules ainsi typés peu-vent être utilisés 
omme paramètres d'autres modules. La bibliothèque sur les ensemblesordonnés FSets de la bibliothèque standard prend par exemple un module représentantun ensemble ordonné en paramètre. Ces types de modules représentent uniquement les in-terfa
es des modules. Les variables y sont dé�nis via le mot 
lé Parameter et les preuvesvia le mot-
lé Axiom. Un petit exemple de type de module est 
elui du type des types àégalité dé
idable.Module Type De
idableType .Parameter t : Type .Parameter eq : t ⇒ t ⇒ Prop .Axiom eq_refl : ∀ x : t , eq x x .Axiom eq_sym : ∀ x y : t , eq x y ⇒ eq y x .Axiom eq_trans : ∀ x y z : t , eq x y ⇒ eq y z ⇒ eq x z .Parameter eq_de
 : ∀ x y : t , { eq x y } + { ¬ eq x y } .End De
idableType .Un module qui implante l'interfa
e de module de type dé
idable est par exemple lemodule des entiers à la Peano.Module Nat_as_DT <: De
idableType .Definition t := nat .Definition eq := �eq nat .Definition eq_refl := �refl_equal t .Definition eq_sym := �sym_eq t .Definition eq_trans := �trans_eq t .Definition eq_de
 := eq_nat_de
 .End Nat_as_DT .L'utilisation de modules introduit une notation pointée a�n de désigner les élémentsde 
e module. Par exemple, si l'on veut utiliser le lemme d'égalité dé
idable eq_de
 dumodule Nat_as_DT, il faut y référer en tant que Nat_as_DT.eq_de
.
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RésuméLa prise de 
ons
ien
e générale de l'importan
e de véri�er plus s
rupuleusement lesprogrammes a engendré une 
roissan
e 
onsidérable des e�orts de véri�
ation formelle deprogramme durant 
ette dernière dé
ennie. Néanmoins, le 
ode qu'exé
ute l'ordinateur, ou
ode exé
utable, n'est pas le 
ode é
rit par le développeur, ou 
ode sour
e. La véri�
ationformelle de 
ompilateurs est don
 un 
omplément indispensable à la véri�
ation de 
odesour
e.L'une des tâ
hes les plus 
omplexes de 
ompilation est l'allo
ation de registres. C'estlors de 
elle-
i que le 
ompilateur dé
ide de la façon dont les variables du programmesont sto
kées en mémoire durant son exé
ution. La mémoire 
omporte deux types de
onteneurs : les registres, zones d'a

ès rapide, présents en nombre limité, et la pile, de
apa
ité supposée su�sament importante pour héberger toutes les variables d'un pro-gramme, mais à laquelle l'a

ès est bien plus lent. Le but de l'allo
ation de registres estde tirer au mieux parti de la rapidité des registres, 
ar une allo
ation de registres debonne qualité peut 
onduire à une amélioration signi�
ative du temps d'exé
ution duprogramme.Le modèle le plus 
onnu de l'allo
ation de registres repose sur la 
oloration de graphed'interféren
e-a�nité. Dans 
ette thèse, l'obje
tif est double : d'une part véri�er formelle-ment des algorithmes 
onnus d'allo
ation de registres par 
oloration de graphe, et d'autrepart dé�nir de nouveaux algorithmes optimisants pour 
ette étape de 
ompilation.Nous montrons tout d'abord que l'assistant à la preuve Coq est adéquat à la formali-sation d'algorithmes d'allo
ation de registres par 
oloration de graphes. Nous pro
édonsainsi à la véri�
ation formelle en Coq d'un des algorithmes les plus 
lassiques d'allo-
ation de registres par 
oloration de graphes, l'Iterated Register Coales
ing (IRC), etd'une généralisation de 
elui-
i permettant à un utilisateur peu familier du système Coqd'implanter fa
ilement sa propre variante de 
et algorithme au seul prix d'une éventuelleperte d'e�
a
ité algorithmique. Ces formalisations né
essitent des ré�exions autour dela formalisation des graphes d'interféren
e-a�nité, de la tradu
tion sous forme purementfon
tionnelle d'algorithmes impératifs et de l'e�
a
ité algorithmique, la terminaison etla 
orre
tion de 
ette version fon
tionnelle. Notre implantation formellement véri�ée del'IRC a été intégrée à un prototype du 
ompilateur CompCert.Nous avons ensuite étudié deux représentations intermédiaires de programmes, dont laforme SSA, et exploité leurs propriétés pour proposer de nouvelles appro
hes de résolutionoptimale de la fusion, l'une des optimisations opérées lors de l'allo
ation de registres dontl'impa
t est le plus fort sur la qualité du 
ode 
ompilé. Ces appro
hes montrent que des
ritères de fusion tenant 
ompte de paramètres globaux du graphe d'interféren
e-a�nité,tels que sa largeur d'arbre, ouvrent la voie vers de nouvelles méthodes de résolutionpotentiellement plus performantes.Mots-
lés: allo
ation de registres, 
oloration de graphe, véri�
ation formelle




