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RésuméDans 
ette thèse, nous dé�nissons une nouvelle 
lasse de graphes : lesgraphes hypotriangulés. Les graphes hypotriangulés véri�ent que pour tout
hemin de longueur deux, il existe une arête ou un autre 
hemin de longueurdeux entre ses extrémités. Cette 
lasse permet par exemple de modéliser desréseaux robustes. En e�et, nous montrons que dans de tels graphes, la sup-pression d'une arête ou d'un sommet ne modi�e pas la distan
e initialeentre toutes paires de sommets non adja
ents. Ensuite, nous étudions et dé-montrons plusieurs propriétés pour 
ette 
lasse de graphes. En parti
ulier,après avoir introduit une famille de partitions spé
i�ques, nous montronsles relations entre 
ertains éléments de 
ette famille et leur 
ara
tère hy-potriangulé. De plus, grâ
e à 
es partitions, nous 
ara
térisons les grapheshypotriangulés minimum, qui, parmi les graphes hypotriangulés 
onnexes,minimisent le nombre d'arêtes pour un nombre de sommets �xé.Dans une deuxième partie, nous étudions la 
omplexité, pour la 
lasse desgraphes hypotriangulés, de problèmes di�
iles dans le 
as général. Nousmontrons d'abord que les problèmes 
lassiques de 
y
le hamiltonien, 
olo-ration, 
lique maximum et stable maximum restent NP-di�
iles pour 
ette
lasse de graphes. Ensuite, nous nous intéressons à des problèmes de modi-�
ation de graphes, pour lesquels il s'agit de déterminer le nombre minimald'arêtes à ajouter ou à supprimer à un graphe pour obtenir un graphe hy-potriangulé : nous montrons la 
omplexité de 
es problèmes, pour plusieurs
lasses de graphes.Mots Clés : graphe, biparti, arbre, 
hemins disjoints, 
omplexité
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Abstra
tIn this thesis, we de�ne a new 
lass of graphs : the hypo
hordal graphs.These graphs satisfy that for any path of length two, there exists an 
hordor another path of length two between its two endpoints. This 
lass 
anrepresent robust networks. Indeed, we show that in su
h graphs, in the 
aseof an edge or a vertex deletion, the distan
e between any pair of nonadja
entverti
es remains un
hanged. Then, we study several properties for this 
lassof graphs. Espe
ially, after introdu
ing a familly of spe
i�
 partitions, weshow the relations between some of these partitions and hypo
hordality.Moreover, thanks to these partitions, we 
hara
terise minimum hypo
hordalgraphs that are, among 
onne
ted hypo
hordal graphs, those that minimisethe number of edges for a given number of verti
es.In a se
ond part, we study the 
omplexity, for hypo
hordal graphs, of pro-blems that are NP-hard in the general 
ase. We �rst show that the 
lassi
alproblems of hamiltonian 
y
le, 
olouring, maximum 
lique and maximumstable remain NP-hard for this 
lass of graphs. Then, we analyse graphmodi�
ation problems : de
iding the minimal number of edges to add ordelete from a graph, in order to obtain an hypo
hordal graph. We study the
omplexity of these problems for several 
lasses of graphs.Keywords : graph, bipartite, tree, disjoint paths, 
omplexity
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Introdu
tion
Un mathémati
ien 
onfronté à un problème de la vie réelle s'empressede traduire 
elui-
i en un problème mathématique, qu'il peut alors tenter derésoudre. Dans sa boîte à outils mathématiques, les graphes peuvent s'avé-rer fort utiles.Intuitivement, un graphe est un ensemble de points, dont 
ertaines pairessont reliées. Plus formellement, un graphe est dé�ni par deux ensembles :son ensemble de sommets et son ensemble d'arêtes, une arête étant unepaire de sommets reliés. La théorie des graphes introduit ensuite de nom-breuses 
lasses de graphes, des familles de graphes qui véri�ent 
ertainespropriétés. Les graphes permettent de modéliser de nombreux problèmesdans le domaines des réseaux, par exemple un réseau de transport (un plande métro est un graphe, où les sommets représentent les stations), un ré-seau so
ial (
haque sommet représente une personne et une arête relie deuxsommets si les personnes 
orrespondantes se 
onnaissent) ou plus simple-ment un réseau informatique ; mais également des problèmes de 
himie oude génétique. Ces nombreuses appli
ations font de la théorie des graphes unsujet de re
her
he toujours proli�que, mais revenons d'abord aux originesde la théorie des graphes.Le problème des ponts de Koenigsberg a été introduit en 1735 par Léo-nard Euler, 
onsidéré 
omme le fondateur de la théorie des graphes. La villede Koenigsberg possède sept ponts enjambant la rivière Pregel (Fig. 1) etEuler s'interroge sur l'existen
e d'une promenade lui permettant de passerpar tous les ponts de la ville une et une seule fois, et de revenir à son pointde départ. Euler modélise 
e problème par un graphe : un sommet est as-so
ié à 
haque "mor
eau/par
elle" de terre délimitée par la rivière et unearête à 
haque pont les reliant (voir Fig. 2). Ainsi, une promenade passantpar 
ha
un des ponts une et une seule fois est alors un 
y
le eulérien dans1
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Fig. 1 � Plan de la ville de Koenigsberg
1

2

3

4

Fig. 2 � Modélisation du problème des ponts de Koenigsberg
e graphe. Euler a�rme que dé
ider de l'existen
e d'un 
y
le eulérien dansun graphe est un problème "fa
ile" : il faut et il su�t que tous les sommetssoient de degré pair.Cependant, les problèmes qui s'expriment aussi simplement ne se résolventpas toujours aussi fa
ilement. Considérons, par exemple, le problème du
y
le hamiltonien. Étant donné un ensemble de villes reliées par un réseaude routes, existe-t-il un 
y
le passant par toutes les villes une et une seulefois ? Ce problème se modélise, de façon évidente, en asso
iant à 
haqueville un sommet et à 
haque route une arête. Un 
y
le passant une et uneseule fois par 
haque sommet est appelé un 
y
le hamiltonien dans le grapheainsi 
onstruit. Contrairement au problème pré
édent, dé
ider s'il existe untel 
y
le dans un graphe est un problème "di�
ile" à résoudre.Voi
i don
 deux problèmes d'apparen
es similaires mais de di�
ultés dif-férentes. A�n de pouvoir 
lassi�er les problèmes en fon
tion de leur di�
ultéde résolution, on se réfère à la théorie de la 
omplexité. Celle-
i s'atta
he àdéterminer la di�
ulté intrinsèque des problèmes algorithmiques et intro-duit une hiérar
hie entre 
es problèmes, fondée sur la di�
ulté à les résoudre.2 INTRODUCTION



INTRODUCTIONPlus 
on
rètement, lorsqu'un problème est 
lassé "fa
ile", il existe au moinsun algorithme e�
a
e (polynomial) qui le résout. L'idée est alors de dé-terminer l'algorithme le plus e�
a
e, le plus rapide possible. Par 
ontre,lorsque le problème est 
lassé "di�
ile", 
'est-à-dire qu'il n'existe au
un al-gorithme e�
a
e pour le résoudre, plusieurs appro
hes sont envisageables.On peut soit 
her
her un algorithme qui donne une réponse pro
he de la so-lution au problème (ave
 éventuellement une garantie sur l'approximation),soit 
onsidérer le même problème, mais sous des 
ontraintes spé
i�ques etvéri�er si le problème reste "di�
ile" ou non. Ce
i permet de tra
er plusnettement la frontière entre les problèmes "di�
iles" et "fa
iles", et d'es-sayer de 
omprendre 
e qui peut faire qu'un problème est "di�
ile". C'est
ette deuxième appro
he que nous adoptons dans 
ette thèse. Ainsi, lorsquenous sommes 
onfronté à un problème de graphes "di�
ile", nous nous re-streignons à une 
lasse de graphes parti
ulière.Dans 
ette thèse, nous dé�nissons une nouvelle 
lasse de graphes : lesgraphes hypotriangulés. Les graphes hypotriangulés véri�ent que pour tout
hemin de longueur deux, il existe une arête ou un autre 
hemin de longueurdeux entre ses extrémités. Pour 
ette 
lasse de graphes, nous étudions etdémontrons plusieurs propriétés. Tout d'abord, nous montrons que dans detels graphes, la suppression d'une arête ou d'un sommet ne modi�e pasla distan
e initiale entre toutes paires de sommets non adja
ents. Ensuite,après avoir introduit une famille de partitions spé
i�ques, nous montronsles relations entre 
ertains éléments de 
ette famille et leur 
ara
tère hy-potriangulé. De plus, grâ
e à 
es partitions, nous 
ara
térisons les grapheshypotriangulés minimum, qui, parmi les graphes hypotriangulés 
onnexes,possèdent un nombre minimal d'arêtes pour un nombre de sommets �xé.Dans une deuxième partie, nous étudions la 
omplexité, pour la 
lassedes graphes hypotriangulés, de problèmes di�
iles dans le 
as général. Nousmontrons d'abord que les problèmes 
lassiques de 
y
le hamiltonien, 
olora-tion, 
lique maximum et stable maximum restent di�
iles pour 
ette 
lassede graphes. Ensuite, nous nous intéressons à des problèmes de modi�
ationde graphes. Il s'agit i
i de déterminer le nombre minimal d'arêtes à ajouterou à supprimer à un graphe pour obtenir un graphe hypotriangulé : nousmontrons la 
omplexité de 
es problèmes, pour plusieurs 
lasses de graphes.
INTRODUCTION 3



INTRODUCTIONDans 
ette thèse, le Chapitre 1 rappelle rapidement 
ertaines notions etrésultats de théorie de la 
omplexité et de théorie des graphes.Le Chapitre 2 introduit les graphes hypotriangulés et leurs propriétés asso-
iées. Après les avoir dé�nis, nous donnons des 
ara
térisations équivalenteset étudions quelques propriétés générales de 
es graphes. Nous introduisonsensuite une famille de partitions de graphes et montront les relations entreles partitions de 
ette famille et les graphes hypotriangulés. En�n, nous 
a-ra
térisons, à l'aide de 
es partitions, les graphes hypotriangulés minimum.Dans le Chapitre 3, nous déterminons la 
omplexité de 
ertains problèmespour la 
lasse des graphes hypotriangulés. Plus pré
isemment, nous étudionsd'abord les problèmes de 
y
le hamiltonien, 
oloration, 
lique maximum etstable maximum. Nous nous intéressons ensuite à des problèmes de modi�-
ation de graphes, par ajout ou suppression d'arêtes, pour obtenir un graphehypotriangulé.En�n, nous donnons nos 
on
lusions et perspe
tives.

4 INTRODUCTION



Chapitre 1Introdu
tion généraleDans 
e premier 
hapitre, nous dé�nissons les notions qui serviront dansla suite de 
e do
ument. Nous 
ommençons par une brève introdu
tionde la théorie de la 
omplexité. Ensuite nous introduisons des notions etnotations de théorie des graphes et en parti
ulier 
ertaines 
lasses de graphes
lassiques. En�n, nous rappelons les résultats de 
omplexité pour quelquesproblèmes de graphes.1 Un peu de théorie de la 
omplexitéNous introduisons i
i quelques notions de 
omplexité. Pour toutes no-tions non développées i
i, nous renvoyons le le
teur intéressé vers l'ex
ellentouvrage de Mi
hael R. Garey et David S. Johnson [17℄.Nous nous intéressons, pour un problème donné, à déterminer la "dif-�
ulté" de résolution de 
e problème. Pour 
ela, nous distinguons les pro-blèmes de dé
ision dont la réponse est "oui" ou "non" et les problèmes dere
her
he d'une solution pour lesquels il faut 
onstruire une solution (dansnotre 
as, 
es problèmes sont des problèmes d'optimisation). La théorie dela 
omplexité ne 
ouvre que les problèmes dé
idables, 
'est-à-dire les pro-blèmes de dé
ision dont la réponse peut être dé
idée mé
aniquement (parun algorithme, une ma
hine de Turing), ou 
al
ulables, 
'est-à-dire les pro-blèmes de re
her
he d'une solution dont la réponse peut être 
al
ulée parun algorithme. La théorie de la 
omplexité vise à estimer la "di�
ulté" derésolution d'un problème. Nous distinguons deux 
lasses de problèmes. La
lasse NP (pour Nondeterminist Polynomial) est dé�nie 
omme la 
lasse5



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEdes problèmes de dé
ision que l'on peut résoudre, à l'aide d'un algorithmenon déterministe, en temps polynomial par rapport à la taille de la don-née. À l'intérieur de 
ette 
lasse, la 
lasse P des problèmes polynomiaux estl'ensemble des problèmes qui peuvent être dé
idés sur une ma
hine détermi-niste polynomiale. Une 
élèbre 
onje
ture en informatique théorique est que
P 6= NP ; 
ela signi�rait que 
ertains problèmes de NP ne peuvent pasêtre résolus par des algorithmes e�
a
es. Les problèmes les plus "di�
iles"à résoudre parmi les problèmes de NP sont les problèmes NP-
omplets.Un problème Π est NP-di�
ile si l'existen
e d'un algorithme polynomial(déterministe) pour Π implique l'existen
e d'un algorithme polynomial (dé-terministe) pour n'importe quel problème de NP. Un problème est NP-
omplet s'il est NP-di�
ile et appartient à NP. En 1971, Stephen A. Cookest le premier à avoir prouvé l'existen
e de tels problèmes, en montrant quele problème de satisfa
tion des formules booléennes Sat estNP-
omplet [8℄.Une façon de montrer la NP-
omplétude d'un problème est d'utiliser la no-tion de rédu
tion polynomiale : étant donné un problème Π ∈ NP et unproblème NP-di�
ile Π∗, si Π∗ se réduit polynomialement à Π, alors Π est
NP-
omplet (ou NP-di�
ile s'il n'est pas dans NP). En règle générale, onmontre qu'un problème d'optimisation est NP-di�
ile en montrant que leproblème de dé
ision asso
ié est NP-
omplet.2 Notions et notations de théorie des graphesCommençons par des notations générales de théorie des ensembles. Soit
A un ensemble �ni, nous notons |A| le 
ardinal de A. L'in
lusion d'un en-semble A dans un ensemble B est représentée par A ⊂ B ou B ⊃ A et par
( ou ) pour pré
iser lorsqu'il s'agit d'une in
lusion stri
te. La di�éren
esymétrique de deux ensembles A et B s'é
rit A△ B = (A \B) ∪ (B \ A).Nous rappellons maintenant des dé�nitions de théorie des graphes. Laplupart d'entre elles sont 
lassiques et se trouvent dans [1℄.2.1 GénéralitésNous dé�nissons un graphe simple non orienté G par son ensemble desommets V (G) et son ensemble d'arêtes E(G) ; G n'a ni arêtes multiples,6 2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEni bou
les. Quand 
ela ne porte pas à 
onfusion, nous notons V = V (G)et E = E(G). Ave
 
es dé�nitions, un graphe G est alors noté G = (V, E).
n(G) = n désigne le 
ardinal de V et m(G) = m représente le nombred'arêtes du graphe G. Une arête est une paire non ordonnée de sommetsdistin
ts de V . Une arête de G est don
 un ensemble {u, v} où u, v ∈ Vet u 6= v. Cependant, nous adoptons la notation uv pour représenter unearête, vu représentant la même arête.Soient u et v deux sommets de G, si uv appartient à E, alors u et v sontadja
ents, nous dirons également que u et v sont voisins. L'arête uv est in-
idente à u et v. Le nombre d'arêtes in
identes à un sommet u est appelé ledegré de u et est noté deg(u). Nous dé�nissons alors δ(G) = minu∈V deg(u)le degré minimal d'un sommet de G et ∆(G) = maxu∈V deg(u) le degrémaximal. Soit un entier k, un graphe G est k-régulier si tout sommet est dedegré k. Un graphe 3-régulier est dit 
ubique.Une 
haîne de longueur k entre les sommets u et v dans le graphe G estune séquen
e de sommets su

essifs ν0ν1 . . . νk telle que ν0 = u et νk = v.Une 
haîne est en parti
ulier un 
y
le lorsque ν0 = νk. On appelle Pk (res-pe
tivement Ck) une 
haîne (respe
tivement un 
y
le) de longueur k − 1(respe
tivement k), ayant k sommets distin
ts (on dit que la 
haîne/le 
y
leest élémentaire). Nous appellerons en parti
ulier un C3 un triangle et un
C4 un 
arré. Un 
y
le hamiltonien dans G est un 
y
le passant une uniquefois par 
haque sommet. Un graphe possédant un 
y
le hamiltonien est ungraphe hamiltonien.Les 
omposantes 
onnexes d'un graphe sont dé�nies 
omme les 
lassesd'équivalen
e de sommets pour la relation d'a

essibilité, 
'est-à-dire s'ilexiste une 
haîne entre les sommets. Un graphe est alors 
onnexe s'il 
om-porte une unique 
omposante 
onnexe. Un graphe est k-sommet-
onnexeou plus simplement k-
onnexe s'il reste 
onnexe pour toute suppression de
(k− 1) sommets et 
esse d'être 
onnexe lorsque k sommets sont supprimés.De manière équivalente, G est k-
onnexe si entre toute paire de sommets de
G il existe k 
haînes disjointes par les sommets. Dans la suite, à moins qu'ilne soit mentionné le 
ontraire, nous travaillons ave
 des graphes 
onnexes.De 
ette manière, il est toujours possible de dé�nir la distan
e entre deuxsommets u, v, notée d(u, v) : il s'agit du nombre minimal d'arêtes d'une
haîne u . . . v. L'ex
entri
ité d'un sommet u, notée e(u) = maxv∈V d(u, v),2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES 7



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEest la distan
e maximale d'un sommet de G à u. Le diamètre diam(G) dugraphe G est alors l'ex
entri
ité maximale d'un sommet de G. Pour u ∈ Vet i ∈ N, i ≤ e(u), nous désignons par Nu
i = {v ∈ V, d(u, v) = i} l'ensembledes sommets de G à distan
e i de u. La famille {u} ∪ {Nu

i }i≤e(u) dé�nitalors une partition de V . Le 
as parti
ulier de l'ensemble des voisins de uest N(u) = Nu
1 . Deux sommets u et v sont jumeaux s'ils ont exa
tement lesmêmes voisins, 
'est-à-dire N(u) = N(v).Le graphe 
omplémentaire de G = (V, E) est le graphe G = (V, E) ave


E = V ×V \E, 
'est-à-dire G a les mêmes sommets que G et deux sommetsdistin
ts de G sont adja
ents si et seulement si ils ne sont pas adja
entsdans G.En�n rappelons la distin
tion entre graphe partiel, sous-graphe induitet sous-graphe (partiel) d'un graphe G = (V, E). G′ = (V, E ′) ave
 E ′ ⊂ Eest un graphe partiel de G, il est obtenu en supprimant des arêtes au grapheinitial. Le sous-graphe de G induit par V ′ est le graphe G′ = (V ′, E ′) tel que
E ′ = {uv ∈ E, u ∈ V ′, v ∈ V ′}. Alors que G′ = (V ′, E ′) est un sous-graphe(partiel) de G = (V, E) si G′ est un graphe partiel du sous-graphe de Ginduit par V ′ ; ainsi V ′ ⊂ V et E ′ ⊂ E est un sous-ensemble de l'ensembledes arêtes de G d'extrémités dans V ′ (il est don
 obtenu en supprimant dessommets et des arêtes au graphe G).2.2 Propriétés de graphesNous identi�ons une propriété de graphes P et la 
lasse des graphessatisfaisants 
ette propriété.Une propriété de graphes est non triviale si elle est vraie pour un en-semble in�ni de graphes et fausse pour un ensemble in�ni de graphes. Unepropriété de graphes P est héréditaire si elle est 
lose par suppression desommets, 
'est-à-dire pour tout graphe G satisfaisant P, tout sous-grapheinduit de G satisfait P. Une propriété de graphes est monotone si elle est
lose par suppression de sommets ou d'arêtes, 
'est-à-dire, pour tout graphede P, tout sous-graphe (non né
essairement induit) satisfait 
ette propriété.Ainsi, une propriété monotone est héréditaire. De nombreuses 
lasses degraphes très étudiées sont monotones ou héréditaires.Nous allons maintenant donner la dé�nition de plusieurs 
lasses de8 2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEgraphes que nous ren
ontrerons par la suite, nous pré
iserons leur 
ara
-tère monotone ou héréditaire éventuel. Les relations d'in
lusion entre ses
lasses de graphes sont résumées Fig. 1.1. Nous renvoyons également lele
teur page 99 pour les notations des 
lasses de graphes qui suivent.parfaittriangulé 
ompa-rabilités
indé intervalle biparti
arbre
henille
haîne

planaire
a
tus
y
le
y
le pair 
y
le impair

1

Fig. 1.1 � Relations d'in
lusion de di�érentes 
lasses de graphes 
lassiques :
A→ B signi�e que B ⊂ A2.2.1 Quelques 
lasses de graphes 
lassiquesUn sous-graphe induit S = (V (S), E(S)) de G véri�ant : ∀u ∈ V (S), v ∈

V (S), uv /∈ E(S) est appelé un stable de G. Une partition de V en kstables est appelée une k-
oloration de G. Le plus petit nombre de stablesné
essaires pour une partition de V est appelé nombre 
hromatique de G etest noté χ(G). La k-
olorabilité est une propriété monotone.Le graphe 
omplet Kn d'ordre n est un graphe simple à n sommets danslequel 
haque sommet est adja
ent aux n− 1 autres. Un sous-graphe induit2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES 9



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE
omplet K de G est une 
lique de G et nous la notons également Kn (où
n = |V (K)|). Le 
ardinal d'une 
lique maximum est noté ω(G).Un graphe G est parfait si, et seulement si, pour tout sous-graphe induit
H de G, ω(H) = χ(H). Un graphe est de Berge si ni lui ni son 
omplémen-taire ne 
ontiennent de 
y
le impair induit de longueur supérieure ou égale à
inq. Le théorème (fort) des graphes parfaits, 
onje
turé par Claude Bergeet démontré par Chudnovsky, Robertson, Seymour et Thomas [7℄ donnel'égalité de 
es 
lasses de graphes : un graphe est parfait si et seulement siil est de Berge. Nous notons Parf l'ensemble des graphes parfaits. Le re-
onnaissan
e de 
es graphes est polynomiale, en O(n10) dans [11℄ et O(n9)dans [6℄. Nous verrons dans la partie 2.3.1 de 
e 
hapitre que 
ertains pro-blèmes NP-
omplets deviennent polynomiaux pour 
ette 
lasse de graphes.De plus, la perfe
tion est une propriété héréditaire.Un graphe est triangulé (ou 
ordal) s'il ne possède pas de 
y
le induitde longueur supérieure ou égale à 4. T ri désigne l'ensemble des graphestriangulés. Les graphes triangulés sont parfaits et 
ette propriété est éga-lement héréditaire. Les graphes triangulés sont 
ara
térisés par l'existen
ed'un ordre d'élimination simpli
ial [16℄, 
'est-à-dire un ordre sur les sommetsdu graphe tel que, pour tout sommet v, les voisins de v apparaissant après
elui-
i dans l'ordre d'élimination forment une 
lique. Cette 
ara
térisationest très utilisée pour l'étude de divers problèmes sur les graphes triangulés.Elle permet, par exemple, la re
onnaissan
e d'un graphe triangulé en tempslinéaireO(m+n) par un par
ours Lex-BFS (en largeur lexi
ographique) [31℄ou par l'algorithme MCS dû à Tarjan et Yannakakis [34℄. Une autre 
ara
-térisation des graphes triangulés due à Gavril [18℄ utilise les arbres et leurssous-arbres : à partir d'un ensemble V de sous-arbres d'un arbre T , il estpossible de dé�nir un graphe sous-arbre qui est le graphe d'interse
tion deses sous-arbres. Ce graphe sous-arbre possède un sommet par sous-arbreet ses arêtes relient les sous-arbres qui ont au moins un sommet en 
om-mun dans l'arbre T . Les graphes sous-arbre sont exa
tement les graphestriangulés.Un graphe d'intervalles est le graphe d'interse
tion d'un ensemble d'in-tervalles de la droite réelle (ou de manière équivalente le graphe sous-arbred'un graphe 
haîne). Chaque sommet représente un intervalle et une arêterelie deux sommets lorsque les intervalles 
orrespondants sont d'interse
tion10 2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEnon vide. Nous notons Int la 
lasse des graphes d'intervalles. Ces graphessont exa
tement les graphes triangulés dont le 
omplémentaire est un graphede 
omparabilité [19℄. Cette propriété est également héréditaire.Les graphes s
indés (ou split graphs) sont les graphes pouvant être par-titionnés en une 
lique et un stable. Ils sont triangulés.Un graphe de 
omparabilité possède un ordre partiel sur les sommets telqu'il existe une arête entre toute paire d'éléments 
omparables. Ils sont éga-lement appelés transitivement orientables. Cette 
lasse est une sous-
lassedes graphes parfaits. Tester la transitivité d'une orientation est polyno-mial (équivalent à un produit matri
iel) et la 
onstru
tion d'une orientationtransitive d'un graphe, quand elle existe, est linéaire. Ainsi la re
onnais-san
e d'un graphe de 
omparabilité est polynomiale. Cette propriété esthéréditaire.Un graphe est biparti lorsque l'ensemble des sommets V peut être par-titionné en deux ensembles V1 et V2 tels que uv ∈ E implique u ∈ V1 et
v ∈ V2 ou u ∈ V2 et v ∈ V1. Dans un but de 
larté de le
ture, nous notonsdans la suite un graphe biparti G = (V1, V2, E) et Bip désigne l'ensembledes graphes bipartis. Tout graphe biparti est de 
omparabilité, en prenantpar exemple, une orientation des arêtes de V1 vers V2. Cette propriété estmonotone.Le graphe biparti 
omplet Kn1,n2 est un graphe biparti tel que |V1| = n1 et
|V2| = n2 et pour tous sommets u ∈ V1, v ∈ V2, l'arête uv appartient à E.Soient S et S ′ des ensembles de sommets de G disjoints, on é
rira S − S ′pour signi�er que ∀x ∈ S, y ∈ S ′, xy ∈ E. Ainsi (S, S ′, E ∩ S × S ′) est unsous-graphe (partiel) biparti 
omplet de G.Un graphe G est à distan
e héréditaire si la distan
e entre deux sommetsquel
onques d'un sous-graphe induit 
onnexe de G est égale à la distan
eentre 
es sommets dans G. Ces graphes ont été introduits par Howorkadans [22℄. Nous notons DistH la 
lasse des graphes à distan
e héréditaire.Ils sont 
ara
térisés par l'existen
e de deux 
ordes 
roisées pour tout 
y
lede longueur au moins 
inq, toute 
haîne induite est une plus 
ourte 
haîne.Comme son nom le laisse entendre, 
ette propriété de graphes est hérédi-taire. Ces graphes sont parfaits et la re
onnaissan
e d'un graphe à distan
e2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES 11



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEhéréditaire est linéaire [12℄.Une sous-
lasse de la pré
édente est la 
lasse des 
ographes : parmi lesnombreuses 
ara
térisations équivalentes de 
es graphes, 
itons :� un 
ographe est un graphe dont 
haque 
omposante 
onnexe est ungraphe à distan
e héréditaire de diamètre au plus 2 ;� un 
ographe est un graphe dont tous les sous-graphes induits 
onnexessont de diamètre inférieur ou égal à 2 ;� un 
ographe est un graphe sans P4 induit.Ces graphes sont également des graphes de 
omparabilité. La re
onnaissan
ede 
es graphes est, i
i en
ore, linéaire [10℄ et 
ette propriété est héréditaire[9℄. Un graphe est planaire s'il peut être plongé dans le plan, 
'est-à-diresi l'on peut le dessiner dans le plan sans qu'au
une arête n'en 
roise uneautre. Nous notons Plan l'ensemble des graphes planaires. Cette propriétéest monotone.Un 
a
tus est un graphe 
onnexe dans lequel deux 
y
les simples ont auplus un sommet 
ommun. De manière équivalente, un 
a
tus est un graphetel que 
haque arête appartient à au plus un 
y
le. Les 
a
tus sont desgraphes planaires. Un graphe est un 
a
tus si et seulement si toute 
ompo-sante 2-
onnexe est soit un 
y
le, soit une arête.Nous rappelons qu'un graphe 
y
le, ou plus simplement un 
y
le, à n som-mets {u1, u2, . . . , un} a pour arêtes {uiui+1/i = 1, . . . , n−1}∪{unu1}. Nousnotons Cn le graphe 
y
le à n sommets. Il s'agit d'un 
as parti
ulier de
a
tus. Les 
y
les pairs C2k sont également bipartis.Un graphe est a
y
lique s'il ne 
ontient pas de 
y
le. L'a
y
li
ité est unepropriété monotone.Un arbre T = (V, E) est un graphe non orienté, 
onnexe et a
y
lique. Ilvéri�e m(T ) = n(T ) − 1. Les arbres sont très étudiés 
ar ils sont à la foistriangulés, bipartis, planaires et à distan
e héréditaire.Une forêt est un graphe non orienté a
y
lique. Chaque 
omposante 
onnexed'une forêt est un arbre. La 
lasse des forêts est monotone.Une arbores
en
e est un arbre dans lequel un sommet, appelé ra
ine del'arbores
en
e, se distingue des autres. Soit T une arbores
en
e de ra
ine12 2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE
r et u un sommet de T . Un sommet v sur l'unique 
hemin de r à u estun an
être de u, u est alors un des
endant de v. La sous-arbores
en
e dera
ine u est l'arbores
en
e 
omposée des des
endants de u, de ra
ine u. Si ladernière arête du 
hemin de r à u est vu, alors v est le parent de u et u est unenfant de v. Un sommet sans enfant est appelé une feuille de l'arbores
en
e,les autres sommets sont quali�és d'internes. La hauteur du sommet u estla longueur du 
hemin élémentaire le plus long qui relie u à une feuille desa des
endan
e. La hauteur d'une arbores
en
e est alors la hauteur de sara
ine.Une 
henille est un arbre tel que le sous-graphe induit par les sommetsde degré supérieur ou égal à 2 est une 
haîne. Rappelons qu'un graphe
haîne, que nous appellerons une 
haîne, de longueur n − 1, à n sommets
{u1, u2 . . . , un} a pour arêtes {uiui+1/i = 1, . . . , n − 1}. Nous notons Pn =

u1u2 . . . un.Soient p, q ≥ 1, la grille de dimension 2 de taille p× q, notée Gp,q est legraphe dont l'ensemble des sommets est Zp × Zq, un sommet (a, b) a alorspour voisins les sommets (éventuels) (a−1, b) , (a+1, b) , (a, b−1) , (a, b+1).Ce graphe est biparti et planaire.L'hyper
ube Hn de dimension n est un graphe n-régulier possédant 2nsommets, 
orrespondants aux sous-ensembles d'un ensemble à n éléments.Deux sommets 
orrespondants aux ensemble A et B sont adja
ents si etseulement si |A△ B| = 1. L'hyper
ube Hn est biparti. Il est planaire si etseulement si n ≤ 3.2.2.2 Les graphes d'é
hanges (ou swit
hing graphs)Nous introduisons maintenant les graphes d'é
hanges, une 
lasse degraphes nettement moins 
lassique que les pré
édentes. Pour 
ela, il estné
essaire de faire une 
ourte digression sur la tomographie dis
rète.La tomographie dis
rète 
onsiste à re
onstruire des objets dis
rets àpartir de leurs proje
tions dans plusieurs dire
tions. Nous nous 
on
entronsi
i sur le problème de re
onstru
tion d'une image re
tangulaire et bi
olore(ou de manière équivalente à la re
onstru
tion d'une matri
e binaire danslaquelle 
haque 
oe�
ient 
orrespond à un pixel de l'image) à partir deses proje
tions orthogonales (H, V ) dé�nies 
omme suit (voir également2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES 13



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEFig. 1.2) : étant donnée une matri
e binaire A de taille m × n, hi =∑n
j=1 Ai,j est la proje
tion horizontale de la ligne i, pour i ∈ {1, . . . , m}et H = (h1, . . . , hm) est la proje
tion horizontale de A. De la même façon,

vj =
∑m

i=1 Ai,j est la proje
tion verti
ale de la 
olonne j, pour j ∈ {1, . . . , n}et V = (v1, . . . , vn) est la proje
tion verti
ale de A.
2

11232

2

4

3

2Fig. 1.2 � Une image bi
olore et ses proje
tions
2 0 1 0 1 0 0
3 1 0 1 0 0 1
4 1 1 0 1 1 0
2 0 1 1 0 0 0

2 3 2 2 1 1Fig. 1.3 � La matri
e asso
iée à l'image 1.2 et ses proje
tionsÉtant donné deux ve
teurs entiers H et V , se posent alors le problèmed'existen
e d'une matri
e binaire dont H et V sont les proje
tions hori-zontale et verti
ale et le problème de re
onstru
tion d'une telle matri
e.Ces problèmes se résolvent polynomialement grâ
e à la méthode de Ryser.Cependant une solution est rarement unique. Nous nous intéressons auximages équivalentes, 
'est-à-dire aux images (ou matri
es) qui possèdent lesmêmes proje
tions horizontales et verti
ales. Pour 
ela, introduisons l'opé-ration d'é
hange (Dé�nition 1 et Fig 1.4) :Dé�nition 1. Un élément d'é
hange d'une matri
e binaire A est une sous-matri
e de taille 2× 2 d'une des deux formes suivantes :
A1 =

(
1 0

0 1

) ou A2 =

(
0 1

1 0

)

14 2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEUn é
hange (ou swit
h) est une transformation de A qui 
hange une sous-matri
e de type A1 en A2 ou vi
e versa (les autres valeurs dans A sontin
hangées).Les proje
tions orthogonales d'une matri
e binaire demeurent in
hangéesaprès un é
hange.
1 0
0 1

←→
0 1
1 0

←→

1

Fig. 1.4 � Opération d'é
hangeD'après le théorème de Ryser [32℄, si deux matri
es binaires A et B ontles mêmes proje
tions verti
ales et horizontales, alors il existe une suite �nied'é
hanges qui transforme A en B. Pour un 
ouple de proje
tions orthogo-nales, le graphe d'é
hanges est alors dé�ni tel que ses sommets sont les ma-tri
es binaires qui satisfont 
es proje
tions ; deux sommets sont adja
entssi et seulement si on peut passer d'une matri
e à l'autre par une opérationd'é
hange. Ces graphes ont été introduits su

essivement par Brualdi [3℄,puis par Kong et Herman qui les ont appelés graphes de Ryser [26℄ et en-�n par Kaneko et Nagahama [24, 25℄. Voir Fig. 1.5 pour des exemples degraphes d'é
hanges.

111

Fig. 1.5 � Exemples de graphes d'é
hangesParmi les propriétés des graphes d'é
hanges démontrées dans [24, 25℄,nous nous intéressons au Lemme 4.2 de [25℄ (triangle-square-lemma), rap-pelé i
i.Lemme 1. Si un graphe d'é
hanges 
ontient une 
haîne de la formealors il 
ontient soit ou de manière à 
ompléter la 
haîne initiale.
2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES 15



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE2.3 Quelques problèmes de théorie des graphes et leur
omplexitéDans 
ette partie, nous dé�nissons quelques problèmes de théoriedes graphes. Pour les problèmes d'optimisation, nous leur asso
ions unproblème de dé
ision.2.3.1 Quelques problèmes 
lassiquesLes premiers problèmes dé
rits i
i sont des problèmes 
lassiques de théo-ries des graphes. Leur 
omplexité pour di�érentes 
lasses de graphes P estdonnée dans [17℄.
P-Cy
le Hamiltonien Il s'agit de déterminer, étant donné un graphe
G satifaisant la propriété P, si 
e graphe possède un 
y
le hamiltonien.Ce problème est NP-
omplet de manière générale. Il reste NP-
ompletpour les graphes 
ubiques planaires 3-
onnexes [17℄, ainsi que pour lesgraphes bipartis [27℄. Le problème DistH-Cy
le Hamiltonien est quantà lui linéaire [23℄. (Rappelons que les notations des 
lasses de graphes setrouvent page 99)Les trois problèmes suivants sont NP-
omplets. Cependant, ils de-viennent polynomiaux pour les graphes parfaits [21℄ et sont en parti
ulierlinéaires pour les 
ographes [9, 10℄.
P-Coloration Le but de 
e problème est la détermination du nombre
hromatique d'un graphe G ∈ P. Le problème de dé
ision asso
ié est : étantdonné un entier k ≤ |V (G)|, dé
ider s'il existe une k-
oloration de G. Nousnotons P-k-Coloration 
e problème de dé
ision.Le problème de dé
ision est polynomial pour k = 2, mais il est NP-
ompletpour tout k �xé supérieur ou égal à 3. En parti
ulier, Plan ∩ {∆ ≤ 4}-3-Coloration reste NP-
omplet.
P-Clique Maximum On s'intéresse à la re
her
he d'une 
lique de 
ar-dinalité maximale dans un graphe G satisfaisant P. Dans le problème de16 2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALEdé
ision asso
ié, soit k un entier, la question est 
elle de l'existen
e d'une
lique de 
ardinalité supérieure ou égale à k.Ce problème est NP-
omplet de manière générale. Cependant pour toutevaleur d �xée, {∆ ≤ d}-k-Clique Maximum est polynomial.
P-Stable Maximum On s'intéresse à la re
her
he d'un stable de 
ar-dinalité maximale dans un graphe G satisfaisant P. Dans le problème dedé
ision asso
ié, soit k un entier, la question est 
elle de l'existen
e d'unstable de 
ardinal supérieur à k.Ce problème est NP-
omplet pour les graphes 
ubiques planaires2.3.2 Problèmes de modi�
ation de graphesNous 
ommençons par dé
rire de manière générale les problèmes de mo-di�
ation de graphes, puis nous donnons un état de l'art su

in
t des pro-blèmes de 
e type étudiés dans la littérature. Il s'agit dans 
es problèmesd'apporter un nombre minimal de modi�
ations à un graphe possédant lapropriété P pour obtenir un graphe possédant la propriété Q. Lorsque legraphe de départ est quel
onque, nous omettons P.
P → Q-Edition arêtes Dans 
e problème, on s'autorise à la fois l'ajoutet la suppression d'arêtes. Le problème s'é
rit :Données Un graphe G = (V, E) satisfaisant PQuestion Quel est le 
ardinal minimum d'un ensemble d'arêtes F , F ⊂ V × Vtel que le graphe G′ = (V, E △ F ) satisfait la propriété Q ?Le problème de dé
ision 
orrespondant P → Q-k-Edition arêtess'é
rit :Données Un graphe G = (V, E) de P, un entier kQuestion Existe-t-il un ensemble d'arêtes F , F ⊂ V × V ave
 |F | ≤ k et telque le graphe G′ = (V, E △ F ) ∈ Q ?
P → Q-Ajout arêtes Dans 
e problème, la seule modi�
ation autoriséedu graphe G initial est l'ajout d'arêtes, 
'est-à-dire E ∩ F = ∅. On 
her
hedon
 un surgraphe minimum de G, satisfaisant Q.2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES 17



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE
P → Q-Suppression arêtes Dans 
e problème, seule la suppressiond'arêtes du graphe G ∈ P est autorisée, 
'est-à-dire F ⊂ E. On 
her
hedon
 un graphe partiel maximum de G, satisfaisant Q.Nous dé�nissons maintenant un problème de modi�
ation de l'ensembledes sommets.
P → Q-Suppression sommets Dans 
e problème, on autorise unique-ment la suppression de sommets. On 
her
he don
 un sous-graphe induitmaximum de G ∈ P satisfaisant Q.Les problèmes de modi�
ations de graphes sont fondamentaux en théoriedes graphes : dès 1979, Garey et Johnson mentionnent 18 problèmes de
e type dans [17℄. De plus, de nombreux problèmes 
lassiques de théoriesdes graphes, qu'ils soient polynomiaux (
omme le problème du 
ouplagemaximum [14℄) ouNP-di�
iles (
omme le problème de la 
lique maximum)peuvent s'é
rire 
omme des problèmes de modi�
ations de graphes, pour unepropriété Q appropriée. De plus, 
es problèmes ont des appli
ations dansde nombreux domaines, qui vont de la biologie molé
ulaire (en parti
ulierla 
artographie génétique [20℄) à l'algèbre numérique (dans l'élimination deGauss pour des matri
es 
reuses symétriques dé�nies positives [30℄).Ces problèmes ont été largement étudiés, pour de grandes 
lasses de pro-priétés P et Q. Ainsi Yannakakis et Lewis [28,35℄ prouvent que le problème
Q-Suppression sommets est NP-
omplet, pour toute propriété Q héré-ditaire et non triviale. Il est à noter que la 
ondition de propriété héréditaireest né
essaire, en e�et, la 2-
onnexité n'est pas héréditaire et le problème desuppression de sommets est linéaire [33℄ pour obtenir 
ette propriété. Pourles problèmes d'édition d'arêtes, 
itons en
ore Yannakakis qui dans [36℄ en1981 démontre que le problème T ri-Ajout arêtes est NP-
omplet, 
eproblème s'appelle également leMinimum fill-in. C'est en
ore à Yannaka-kis que l'on doit les deux résultats suivants, Plan-k-Suppression Arêteset Comp-k-Suppression Arêtes sont NP-
omplets [35℄. Cependant, leproblème DistH → T ri-Ajout Arêtes est linéaire [2℄. Nous ne 
her
honspas l'exhaustivité des résultats pré
édents, le le
teur intéressé est en
ouragéà aller voir [4,29℄ qui regroupent une grande partie des résultats de la litté-18 2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES



CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALErature pour les problèmes Q-Edition arêtes. En Fig. 1.6 nous donnonsune partie de 
es résultats. parfaittriangulé 
ompa-rabilité
intervalle s
indé biparti

+ + + + + +
⋆ + +

+ + +
+ P ++ ? +

1

Fig. 1.6 � Complexité des problèmes de modi�
ations d'arêtes pourquelques 
lasses de graphes. A → B signi�e que B ⊂ A. La boîte à droitede 
haque 
lasse de graphes indique de gau
he à droite la 
omplexité desproblèmes d'ajout, d'édition et de suppression. (+) signi�e que le problème
orrespondant est NP-di�
ile, (P) polynomial, (⋆) non signi�
atif et ( ?)qu'il est toujours ouvert. Extrait de [29℄En�n, nous terminons 
et état de l'art par un résultat qui nous serviradans la suite, qui est démontré dans [5℄ : le problème {diam(G) ≤ D}-k-Ajout Arêtes est NP-
omplet pour tout D ≥ 2.Après avoir rappelé les notions de base de théorie des graphes, nousavons dé�ni diverses 
lasses de graphes 
lassiques et avons rappelé, pour
ertaines, quelques propriétés ou 
ara
térisations. Nous avons ensuite men-tionné quelques résultats de 
omplexité pour des problèmes dans 
es 
lassesde graphes.Nous abordons maintenant le sujet 
entral de 
e mémoire : les graphes hy-potriangulés. Dans un premier temps, nous dé�nissons 
es graphes et en étu-dions 
ertaines propriétés. Ensuite, nous étudions la 
omplexité de quelquesproblèmes dans 
ette 
lasse de graphes.
2. NOTIONS ET NOTATIONS DE THÉORIE DES GRAPHES 19
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Chapitre 2Les graphes hypotriangulésCe 
hapitre a pour but de dé�nir les graphes hypotriangulés, mais éga-lement d'étudier quelques propriétés de 
es graphes. Ensuite, nous intro-duisons des partitions de graphes parti
ulières permettant, dans 
ertains
as, de mettre en éviden
e le 
ara
tère hypotriangulé d'un graphe. En�n, ladernière partie de 
e 
hapitre est 
onsa
rée à l'étude des graphes hypotrian-gulés minimum, 
'est-à-dire les graphes hypotriangulés 
onnexes possédantun nombre minimal d'arêtes pour un nombre de sommets donné.1 Dé�nition et 
ara
térisationsDans 
ette partie, nous allons dé�nir la propriété de graphe d'être hypo-triangulé et en donner des 
ara
térisations équivalentes, prin
ipalement entermes de 
onservation de distan
e en 
as de suppression d'un sommet oud'une arête du graphe.1.1 Dé�nition et exemplesDé�nition 2. Soit G = (V, E) un graphe. G est hypotriangulé si pour toutepaire de sommets {a, b} ∈ V 2 telle que ayb est un P3, alors ab ∈ E ou ilexiste z 6= y tel que azb est un P3.Nous notons alors HT la 
lasse des graphes hypotriangulés. Quelquespremiers exemples de graphes hypotriangulés sont donnés Fig 2.2, etquelques exemples de graphes non hypotriangulés Fig 2.3. 21
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a

y

b
=⇒

a

y

b ou a

y

b

z

1

Fig. 2.1 � Dé�nition de la propriété d'hypotriangulé

Fig. 2.2 � Exemples de graphes hypotriangulés1.2 Cara
térisations équivalentesProposition 1. Soit G = (V, E) un graphe 
onnexe, les propositions sui-vantes sont équivalentes :1. G est hypotriangulé ;2. dans G, tout P3 est in
lus dans un C3 ou un C4 ;3. ∀{a, b} ∈ V 2, a 6= b, |N(a) ∩N(b)| = 1⇒ ab ∈ E ;4. la suppression d'un sommet quel
onque de G ne modi�e pas les dis-tan
es entre les sommets non adja
ents ;5. la suppression d'une arête de G ne modi�e pas les distan
es entre lessommets non adja
ents de G ;6. pour toute paire de sommets non adja
ents {a, b} ∈ V 2, il existe deuxplus 
ourtes 
haines disjointes par les sommets entre a et b.Démonstration. L'équivalen
e entre 1 et 2 est 
laire. Nous montrons don
que 1⇒ 3⇒ 4⇒ 5⇒ 6⇒ 1.
(1⇒ 3) Si G ∈ HT , supposons qu'il existe a et b dans V non adja
entstel que |N(a) ∩ N(b)| = 1. Soit {y} = N(a) ∩ N(b) don
 ayb est un P3 de

G. Or G est hypotriangulé. Soit il existe z 6= y tel que azb est un P3 de G,22 1. DÉFINITION ET CARACTÉRISATIONS



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS

Fig. 2.3 � Des graphes non hypotriangulésdon
 z 6= y et z ∈ N(a) ∩ N(b), 
e qui est impossible ; soit l'arête ab ∈ Eor nous avons supposé que a et b ne sont pas adja
ents.
(3 ⇒ 4) Nous supposons que pour toute paire de sommets de G dontl'interse
tion des voisinages est de 
ardinal 1, l'arête 
orrespondante appar-tient à G. Soient y ∈ V et u, v deux sommets non adja
ents de G, distin
tsde y. Soit µ = u0u1 . . . uk ave
 u0 = u et uk = v une plus 
ourte 
haîne entre

u et v.Si y 6∈ µ, la suppression de y ne modi�e pas la distan
e entre u et v.Si y = ui, i ∈ {1, . . . k − 1}, 
onsidérons les voisinages des sommets ui−1 et
ui+1 : N(ui−1)∩N(ui+1) 6= ∅ 
ar y = ui ∈ N(ui−1)∩N(ui+1). De plus, l'arête
ui−1ui+1 n'appartient pas au graphe G puisque µ est une plus 
ourte 
haîne,don
 |N(ui−1) ∩ N(ui+1)| ≥ 2. Soit alors z ∈ N(ui−1) ∩ N(ui+1), z 6= y.
µ′ = u0 . . . ui−1z ui+1 . . . uk est une plus 
ourte 
haîne de longueur k entre
u et v évitant y.

(4⇒ 5) Si la suppression d'un sommet ne modi�e pas les distan
es entretoutes paires de sommets non adja
ents, il est évident que la suppressiond'un arête ne modi�e pas non plus les distan
es entre les sommets nonadja
ents.
(5 ⇒ 6) Soient u et v deux sommets non adja
ents de G tels que µ =

u0u1 . . . uk, ave
 u0 = u et uk = v, est une plus 
ourte 
haîne entre 
essommets. Pour tout ui ∈ µ, (ui 6= u, v), ui−1 et ui+1 sont à distan
e deux,sinon µ n'est pas une plus 
ourte 
haîne.D'après 5, pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1, la suppression de l'arête ui−1uine modi�e pas la distan
e d(ui−1, ui+1) ainsi, il existe u′
i, (u

′
i 6= ui) tel que

ui−1u
′
i et u′

iui+1 sont des arêtes de G. Il existe don
 deux plus 
ourtes 
haînesentre u et v, disjointes par les sommets : µ1 = u0u1u
′
2 . . . u2i−1u

′
2i . . . uk et

µ2 = u0u
′
1u2 . . . u′

2i−1u2i . . . uk, visibles Fig 2.4.1. DÉFINITION ET CARACTÉRISATIONS 23
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u = u0

u1

u2

u3

v = uk

u
′
1

u
′
2

u
′
3

1

Fig. 2.4 � Constru
tion de deux plus 
ourtes 
haînes entre u et v

(6⇒ 1) Soient a et b deux sommets non adja
ents de G tels que ayb estun P3 dans G. D'après 6, il existe deux plus 
ourtes 
haînes disjointes parles sommets entre a et b, don
 il existe z tel que azb est un P3 dans G et
z 6= y. Ainsi G est hypotriangulé.Remarque 1. Soit uv ∈ E une arête de G hypotriangulé, 
onnexe ave

n ≥ 3. Comme G est 
onnexe et n ≥ 3, uv appartient à un P3. De plus, Gest hypotriangulé, don
 uv appartient à un C3 ou un C4. Ainsi la suppressionde l'arête uv augmente la distan
e entre les sommets u et v de 1 ou 2.2 Propriétés des graphes hypotriangulés2.1 Premières propriétésInterse
tions ave
 d'autres 
lasses de graphesDans [25℄, un des premiers résultats montrés sur les graphes d'é
hangesest leur 
ara
tère hypotriangulé. Cette propriété s'avère 
entrale dans ladémonstration de nombreux résultats pour 
ette 
lasse de graphes. C'estd'ailleurs 
ette propriété des graphes d'é
hanges qui nous a poussé à intro-duire les graphes hypotriangulés.Le graphe de la �gure 2.6 page 29 est un graphe d'intervalle 2-
onnexe,il est don
 triangulé ; 
ependant il n'est pas hypotriangulé. De même, lesarbres sont triangulés, mais non hypotriangulés dès qu'ils sont de diamètresupérieur ou égal à 2 . Les graphes 
omplets Kn, n ≥ 1 sont à la fois trian-gulés et hypotriangulés. Quant aux graphes bipartis 
omplets Kn1,n2 pour24 2. PROPRIÉTÉS DES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS
n1, n2 ≥ 2 et aux hyper
ubes, ils sont hypotriangulés et bipartis. En e�et,tout P3 est in
lus dans un 
arré.Il est à noter également que la 
lasse des graphes hypotriangulés n'estpas in
luse dans la 
lasse des graphes parfaits. En e�et, la roue de taille 5(Fig 2.2) est un graphe hypotriangulé non parfait.Hérédité, monotonieNous avons dé�ni l'hérédité et la monotonie d'une propriété de graphedans le 
hapitre 1 et nous avons vu que de nombreuses propriétés de graphesrentrent dans 
es 
atégories. De même, dans la se
tion 2.3 du Chapitre 1,nous avons vu que des problèmes peuvent être étudiés pour l'ensemble despropriétés monotones ou héréditaires. Cependant, la propriété d'être hypo-triangulé n'est ni monotone, ni héréditaire. En e�et, rappelons qu'un hyper-
ube est hypotriangulé 
ar il existe exa
tement deux 
haînes de longueurdeux entre toute paire de sommets à distan
e deux ; ainsi, après suppres-sion d'un sommet d'un hyper
ube, nous obtenons un graphe qui possède dessommets à distan
e deux ayant un unique voisin. Le graphe obtenu n'estdon
 pas hypotriangulé.Probabilité d'être hypotrianguléAvant de 
ontinuer à étudier les graphes hypotriangulés, intéressons-nous à la probabilité pour un graphe aléatoire d'être hypotriangulé. Il s'agiti
i d'une brève digression probabiliste qui ne s'étend pas au delà de 
eparagraphe. Pour les graphes aléatoires, nous avons 
hoisi le modèle deErdös-Rényi [15℄. Dans 
e modèle, la probabilité p d'existen
e des arêtes est�xée.Remarque 2. Soit G = (V, E) un graphe aléatoire à n sommets, dans lemodèle de Erdös-Rényi, de probabilité d'existen
e des arêtes p.
P (G ∈ HT ) =

(
1−(1−p)p2(n−2)(1−p2)n−3

)n(n−1)
2 et lim

n→+∞
P (G ∈ HT ) = 1Démonstration.

G est hypotriangulé ⇔ ∀u, v ∈ V, |N(u) ∩N(v)| = 1⇒ uv ∈ E

⇔ ∀u, v ∈ V,¬(|N(u) ∩N(v)| = 1 ∧ uv /∈ E)Cal
ulons don
 maintenant la probabilité de l'événement |N(u)∩N(v)| = 1.2. PROPRIÉTÉS DES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS 25



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSSoit w ∈ V, w 6= u, w 6= v, P (w ∈ N(u) ∩ N(v)) = P (uw ∈ E) × P (vw ∈

E) = p2, par indépendan
e des événements. Ainsi, 
ha
un des n − 2sommets distin
t de u et v appartient à l'interse
tion des voisinagesdes sommets u et v selon une loi de Bernouilli de probabilité p2 don
l'évènement |N(u) ∩N(v)| = m suit une loi binomiale et est de probabilité
Cm

n−2 p2(1− p2m)n−2−m. Don
 P (|N(u)∩N(v)| = 1) = (n− 2)p2(1− p2)n−3.Nous obtenons alors P (G ∈ HT ) =
(
1− (1− p)p2(n− 2)(1− p2)n−3

)n(n−1)
2 .Pour étudier la limite en +∞, nous passons au logarithme et obtenonsun équivalent de ln(P (G ∈ HT )) :

ln(P (G ∈ HT )) = n(n−1)
2

ln(1− (1− p)p2(n− 2)(1− p2)n−3)

∼ −(1−p)p2

2
n(n− 1)(n− 2)(1− p2)n−3

∼ −(1−p)p2

2(1−p2)2
n3(1− p2)n

−→
n→+∞

0

Fig. 2.5 nous donnons des 
ourbes P (G ∈ HT ) = fp(n) pour quelquesvaleurs de p.
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Fig. 2.5 � P (G ∈ HT ) = fp(n) pour quelques valeurs de p
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CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSRe
onnaissan
e des graphes hypotriangulésLa re
onnaissan
e des graphes hypotriangulés est évidemment polyno-miale. Cependant nous avons 
her
hé à obtenir un algorithme e�
a
e.Remarque 3. La re
onnaissan
e d'un graphe hypotriangulé s'e�e
tue en
O(nm).Algorithme 1 Re
onnaissan
e des graphes hypotriangulésEntrée: un graphe GSortie: G est-il hypotriangulé ?1: pour tout u ∈ V2: mult(u)← 03: �n pour4: pour tout u ∈ V5: pour tout v ∈ N(u)6: pour tout w ∈ N(v)7: mult(w)← mult(w) + 18: �n pour9: �n pour10: pour tout v ∈ N(u)11: si mult(v) = 1 alors12: mult(v)← 013: �n si14: �n pour15: pour tout v ∈ N(u)16: pour tout w ∈ N(v)17: si mult(w) = 1 alors18: retourner faux19: �n si20: mult(w)← 021: �n pour22: �n pour23: �n pour24: retourner vraiDémonstration. Pour tout sommet u ∈ V , nous 
onsidérons l'ensemble desvoisins de u, N(u) et le multiensemble U =

⊎
v∈N(u) N(v) qui représentel'ensemble des sommets de G a

essibles depuis u par une 
haîne de longueur2, ave
 pour multipli
ité le nombre de 
es 
haînes. Tout sommet w de U demultipli
ité supérieure ou égale à 2 véri�e |N(w) ∩N(u)| ≥ 2. Ainsi, G est2. PROPRIÉTÉS DES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS 27



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉShypotriangulé si et seulement si pour tout sommet u de G, les sommets demultipli
ité 1 dans U sont des voisins de u.Après une phase d'inititalisation (en O(n)), l'algorithme 1 par
ourt tousles sommets du graphe dans la bou
le pour de la ligne 4. Pour 
haque som-met u, nous déterminons la multipli
ité des sommets w a

essibles depuis upar un 
hemin de longueur 2 en O(m) (lignes 5 à 9). Ensuite, nous par
ou-rons l'ensemble des voisins de u pour réinitialiser leur multipli
ité à 0 pour lepro
hain par
ours (ligne 10 à 14). Nous repar
ourons ensuite l'ensemble dessommets a

essibles depuis u par un 
hemin de longueur 2 et nous testonssi leur multipli
ité vaut 1, auquel 
as le graphe n'est pas hypotriangulé. Ene�et, les voisins de u ayant été traité pré
édemment, un tel sommet est né-
essairement à distan
e 2 de u. Cette dernière opération s'e�e
tue en O(m)(lignes 15 à 22).Ainsi l'algorithme 1 est �nalement en O(mn).2.2 Propriété de 
onservation des distan
es et 
ompa-raison aux graphes triangulés 2-
onnexesLa propriété 6 de la Proposition 1 nous apprend que les graphes hypo-triangulés sont les graphes qui possèdent deux plus 
ourts 
hemins sommetsdisjoints entre toutes paires de sommets non adja
ents. Les graphes hypo-triangulés sont don
 en parti
ulier 2-
onnexes.Nous avons vu qu'il n'existe au
une relation d'in
lusion entre les 
lassesdes graphes triangulés (éventuellement 2-
onnexes) et les graphes hypotrian-gulés.Nous nous intéressons don
 à la 
omparaison des graphes hypotriangulésaux graphes 2-
onnexes et aux graphes triangulés 2-
onnexes en terme de
onservation de distan
e en 
as de suppression d'un sommet ou d'une arête.Remarque 4. Soit G un graphe 2-
onnexe, la suppression d'un sommet(respe
tivement d'une arête) peut augmenter la distan
e entre deux sommetsde n− 4 (respe
tivement n− 2).Si de plus, le graphe G est triangulé, toute arête de G appartient à un
C3. Ainsi, la suppression d'une arête quel
onque de G triangulé, 2-
onnexeaugmente d'au plus un la distan
e entre toute paire de sommets.28 2. PROPRIÉTÉS DES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSDémonstration. Le graphe Cn (n ≥ 4) est 2-
onnexe. Soient x, y, z troissommets induisant un P3 de Cn, la suppression du sommet y augmentela distan
e entre x et z de n − 4. De même, la suppression de l'arête xyaugmente la distan
e entre x et y de n− 2.Soit G triangulé et 2-
onnexe. Soit uv une arête de G. Il existe au moinsdeux 
haînes entre u et v 
ar G est 2-
onnexe. La première 
haîne étantsimplement l'arête uv, 
onsidérons µ = u0u1 . . . uk,où u = u0 et v = uk, ladeuxième plus 
ourte 
haîne entre u et v. Si k > 2 alors uu1 . . . vu est un
y
le induit sans 
orde de G ave
 k + 1 > 3 sommets. Ce
i 
ontredit le faitque G est triangulé. Ainsi k = 2 et uv appartient bien à un triangle dans
G. Cependant, la suppression d'un sommet de G triangulé 2-
onnexe peutaugmenter la distan
e entre deux sommets d'une valeur arbitrairementgrande. Considérons le graphe de la �gure 2.6, les sommets u et v et lasuppression du sommet x.

x

u v

1

Fig. 2.6 � Un graphe triangulé 2-
onnexe, dont la suppression du sommet
x 
onduit à une augmentation de distan
e arbitrairement grande3 Partition de graphesLes partitions de graphes dont nous parlerons i
i sont des partitions del'ensemble des sommets du graphes. De telles partitions permettent d'étu-dier la stru
ture des graphes appartenant à une même 
lasse. Les graphesbipartis, ainsi que les graphes s
indés sont dé�nis à partir d'une partitionde leur ensemble de sommets. Dans 
es deux 
as, l'ensemble des sommets
V est partitionné en deux ensembles et l'on impose des 
ontraintes sur lesous-graphe induit par un des ensembles de la partition : ensemble stableou 
lique.3. PARTITION DE GRAPHES 29



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSContrairement aux deux exemples pré
édents, dans les partitions quenous introduisons dans 
ette se
tion, le nombre d'ensemble de la partitionn'est pas limité à deux et les 
ontraintes de stru
ture ne portent pas surles arêtes exitant ou non au sein des ensembles de la partition, mais sur lesarêtes existant entre deux ensembles distin
ts. Nous dé�nissons égalementdes restri
tions de 
es partitions que sont les partition-arbre, partition-stableet partition≤k. Ces partitions sont utilisées dans la suite, prin
ipalementpour la 
ara
térisation des graphes hypotriangulés minimum, Se
tion 4 de
e 
hapitre.3.1 Dé�nitionsDé�nition 3. Un graphe H = (B,F) est une partition de G si� tout sommet Bi de H est un ensemble de sommets de G, Bi ⊂ V ,
Bi 6= ∅, nous appelons Bi un sa
 ;� l'ensemble des sa
s réalise une partition de V : ⋃i Bi = V et ∀i, j,
i 6= j, Bi ∩Bj = ∅ ;� si deux sommets adja
ents dans G sont dans deux sa
s di�érents A et
B alors A− B dans G, et les sa
s A et B sont adja
ents dans H.Autrement dit, à 
haque arête AB de H 
orrespond un sous-graphe biparti
omplet de G : (A ∪B, E ∩ A× B).Remarque 5. G est une partition de lui-même, ainsi pour tout graphe G, ilexiste une partition. De plus, au
une 
ondition n'est imposée sur l'adja
en
edes sommets au sein d'un même sa
. De 
ette manière, le graphe H ave
un seul sommet est une partition de tout graphe (H ayant un seul sa
 égalà V ).Dé�nition 4.� Une partition-arbre T de G est une partition telle que T est un arbre ;� Une partition-stable H de G est une partition telle que 
haque sa
 estun stable de G ;� Une partition≤k H de G est une partition dont tous les sa
s sont detaille inférieure ou égale à k.30 3. PARTITION DE GRAPHES



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS3.2 Partitions et graphes hypotriangulésProposition 2. Si G a une partition H = (B,F) ave
 |B| ≥ 2, H 
onnexeet ∀Bi ∈ B, |Bi| ≥ 2, alors G est hypotriangulé.Démonstration. Soient u, v deux sommets distin
ts de G. Ils sont soit dansun même sa
, soit dans des sa
s di�érents.� Si u et v sont dans un même sa
 A : la partition H étant 
onnexeet ayant au moins deux sa
s, il existe un sa
 B adja
ent à A. Don

A− B et N(u) ∩N(v) ⊃ B. Ainsi |N(u) ∩N(v)| ≥ |B| ≥ 2.� Si u et v sont dans des sa
s distin
ts A et B : supposons que
|N(u) ∩ N(v)| = 1, N(u) ∩ N(v) = {w} ; w est soit dans le sa
 A(ou symétriquement B) ou dans un troisième sa
 C.� Si w ∈ A : puisque v et w sont adja
ents dans G et appartiennentà des sa
s di�érents A et B de H , on a A− B. Ainsi uv ∈ E.� Si w ∈ C : par le même type d'argument que pré
édemment, dans

H , A − C et B − C. Ainsi N(u) ∩ N(v) ⊃ C et par 
onséquent
|N(u) ∩N(v)| ≥ |C| ≥ 2, 
e qui est 
ontredit |N(u) ∩N(v)| = 1.Proposition 3. Si G est 2-
onnexe et possède une partition-arbre T =

(B,F) ave
 |B| ≥ 3, alors G est hypotriangulé.Démonstration. Soit A ∈ B un sa
 de T tel que |NT (A)| ≥ 2 (A n'est pasune feuille de T ). Le sous-graphe de G induit par les sommets de V \A estnon 
onnexe. Or G est 2-
onnexe, don
 |A| ≥ 2. Ainsi les sa
s de taille 1 nese trouve qu'aux feuilles de T .Si |B| = 3, ave
 les deux feuilles de T étant des sa
s de taille 1, nous
réons une nouvelle partition-arbre T ′ de G en regroupant les deux sa
s detaille 1 en un seul sa
 de taille 2 ; 
e
i est possible 
ar les deux sa
s detaille 1 ont le même voisin. La Proposition 2 permet de 
on
lure que G esthypotriangulé.Dans les autres 
as, nous 
ommençons par supprimer les sa
s de taille1 de T , l'arbre résultant est appelé T ′. D'après la Proposition 2, le sous-graphe G′ de G induit par les sommets des sa
s de T ′ est hypotriangulé.Soient u, v deux sommets de G, ayant au moins un voisin 
ommun w :� Si u, v sont des sommets de G′ : G′ étant hypotriangulé, |N(u) ∩

N(v)| = 1 implique uv ∈ E.3. PARTITION DE GRAPHES 31



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS� Si u, v sont tous les deux dans des sa
s de taille 1 : u et v sont dansdes sa
s qui sont des feuilles de T don
 w appartient à un sa
 A quiest un noeud interne de T . N(u) = N(v) = A, ave
 |A| ≥ 2.� Si u est dans un sa
 de taille 1 et v appartient à G′ : w peut soit êtredans le même sa
 que v, soit être dans un autre sa
 de T .� Si v et w sont dans un même sa
, puisque u et w sont adja
entsdans G, nous avons uv ∈ E.� Si w est dans un sa
 A et v dans un sa
 B de T , alors N(u)∩N(v) =

N(u) = A ave
 |A| ≥ 2.3.3 Transformation de graphes, partitions et grapheshypotriangulésNous dé�nissons dans 
ette partie deux transformations, qui à partird'un graphe quel
onque, 
onstruisent des graphes hypotriangulés.Dé�nition 5. Soit un graphe G = (V, E). Le graphe 2G = (U, F ) est telque : U = V × {1, 2} ; tout sommet v de G 
orrespond à deux sommets v1et v2 dans 2G ; si uv ∈ E alors uivj ∈ F, i, j ∈ {1, 2}.Voir Fig. 2.7 pour un exemple. Notons que G 
orrespond une partition-stable≤2 de 2G.

1

7−→

1

Fig. 2.7 � Un graphe G et le graphe 2G 
orrespondantProposition 4. Pour tout graphe 
onnexe G ayant au moins deux sommets,le graphe 2G est hypotriangulé.Démonstration. G 
orrespond à une partition de 2G ave
 au moins deuxsa
s, 
haque sa
 étant de taille 2. La Proposition 2 permet de 
on
lure.32 3. PARTITION DE GRAPHES



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSRemarque 6. D'après la Proposition 4, nous pouvons en déduire que pourtout entier k, il existe des graphes hypotriangulés de diamètre k, il existeégalement des graphes hypotriangulés possédant des trous de taille k (
onsi-dérons 2Ck). Ainsi les graphes hypotriangulés ne peuvent pas se dé
rire parun ensemble �ni de sous-graphes induits interdits.Nous dé�nissons maintenant une nouvelle transformation G 7→ 2̃G simi-laire à 
elle de la Dé�nition 5. En fait, il s'agit de la même transformationsauf pour les sommets de degré 1 qui ne sont pas dupliqués. Voir Fig. 2.8pour un exemple.Dé�nition 6. Soit un graphe G = (V, E). Soient V1 ⊂ V l'ensemble dessommets de G de degré 1 et V2 = V \ V1. Le graphe 2̃G = (U, F ) est dé�nit
omme suit : U = V1 ∪ V2 × {1, 2} ; à tout sommet u ∈ V1 
orrespond unsommet u1 de 2̃G ; 
haque sommet v ∈ V2 a deux sommets 
orrespondants
v1 et v2 dans 2̃G ; si uv ∈ E alors uivj ∈ F, i, j ∈ {1, 2}.

G 
orrespond à une partition-stable≤2 de 2̃G

1

7−→

1

Fig. 2.8 � Un graphe G et le graphe 2̃G 
orrespondantProposition 5. Pour tout graphe G 
onnexe ayant au moins trois sommets,le graphe 2̃G est hypotriangulé.Démonstration. Soit G′ le sous-graphe de G induit par les sommets de degrésupérieur ou égal à 2. Puisque n(G) ≥ 3 et G est 
onnexe, n(G′) ≥ 1.Si n(G′) = 1, alors G est l'étoile K1,n(G)−1. Ainsi 2̃G est le graphe biparti
omplet K2,n(G)−1 qui est hypotriangulé 
ar n(G)− 1 ≥ 2.Si n(G′) ≥ 2, alors, d'après la Proposition 4, le sous-graphe induit 2G′ de
2̃G est hypotriangulé. Par un argument semblable à 
elui de la preuve de laProposition 3, nous montrons que 2̃G est hypotriangulé.3. PARTITION DE GRAPHES 33



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSProposition 6. Un graphe G ave
 n(G) ≥ 5 est de la forme 2̃H si etseulement si δ(G) ≥ 2 et G a une partition-stable≤2 
onnexe ave
 au moinsun sa
 de taille 2 et tout sommet de degré supérieur ou égal à 3 dans un sa
de taille 2.Démonstration.
(⇒) Si G = 2̃H et n(G) ≥ 5, alors H est une partition-stable≤2 
onnexede G ayant au moins trois sa
s. Ainsi l'un au moins des sa
s est de taille 2.Les sommets de G qui se trouvent dans des sa
s de taille 1 sont de degré 2dans G.
(⇐) Soit K une partition-stable≤2 
onnexe de G véri�ant les 
onditions dela Proposition 6. Les deux sommets d'un même sa
 de taille 2 ont le mêmedegré.Puisque les sommets de degré supérieur ou égal à 3 sont dans des sa
s detaille 2 et 
omme δ(G) ≥ 2, les sa
s de taille 1 ne peuvent 
ontenir que dessommets de G de degré 2. Les voisins d'un sommet x de degré 2 dans G sontdans un même sa
 de taille 2 : raisonnons par l'absurde et supposons queles voisins de x sont dans deux sa
s di�érents, 
es sa
s sont né
essairementde taille 1 (sinon x aurait plus de deux voisins) et les voisins de x sont don
de degré 2. En réitérant 
et argument aux voisins de x, nous montrons que
G a une 
omposante 
onnexe qui est un 
y
le. Comme G est 
onnexe, G estun 
y
le où 
haque sommet est un sa
 de K. Ce
i est impossible puisque Kpossède au moins un sa
 de taille 2 et n(G) ≥ 5.Don
 tout sa
 de taille 1 dans K a un unique sa
 adja
ent, qui est de taille 2.Nous 
onstruisons une nouvelle partition-stable≤2 de G, K ′ telle que si unsommet x de G de degré 2 est dans un sa
 A de taille 2 de K, alors dans K ′,
A est rempla
é par deux sa
s A1 et A2 de taille 1, 
ha
un 
ontenant un seulsommet de degré 2. De 
ette manière, tout sommet de degré 2 est dans unsa
 de taille 1 de K ′, 
haque sommet de degré supérieur ou égal à 3 est dansun sa
 stable de taille 2 de K ′. Puisque K ′ est une partition-stable≤2, lesdeux sommets d'un même sa
 de taille 2 ont exa
tement les mêmes voisins.Ainsi G = 2̃K ′.Lemme 2. Soit H un graphe 
onnexe ave
 n(H) ≥ 3. 2̃H véri�e m(2̃H) =

2n(2̃H)− 4 si et seulement si H est un arbre.Démonstration. Soit n1 le nombre de sommets de degré 1 de H et n2 =34 3. PARTITION DE GRAPHES



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS
n(H) − n1. 2̃H a n(2̃H) = n1 + 2n2 sommets. Nous 
omptons maintenantle nombre d'arêtes de 2̃H : toute arête de H ayant une extrémité de degré1 
orrespond à deux arêtes de 2̃H , les autres arêtes de H 
orrespondentà quatre arêtes de 2̃H (voir Fig. 2.8), ainsi m(2̃H) = 2n1 + 4(m(H) −

n1) = 4m(H) − 2n1 arêtes. Nous avons don
 les équivalen
es suivantes :
m(2̃H) = 2n(2̃H)− 4

⇔ 4m(H)− 2n1 = 2(n1 + 2n2)− 4

⇔ m(H) = n1 + n2 − 1

⇔ m(H) = n(H)− 1

⇔ H est un arbre.4 Graphes hypotriangulés minimumNous nous intéressons dans 
ette se
tion au problème suivant : pourtout n, dé
rire l'ensemble des graphes hypotriangulés 
onnexes ayant unnombre minimal d'arêtes. Nous les appelons graphes hypotriangulés mini-mum. Cette partie s'arti
ule autour de deux axes : nous déterminons uneborne inférieure sur le nombre d'arêtes des graphes hypotriangulés ; puis,nous 
ara
térisons la stru
ture des graphes hypotriangulés minimum, ennous aidant pour 
ela des partitions de graphes dé�nies dans la se
tionpré
édente.4.1 Nombre minimal d'arêtesPour n = 2 (respe
tivement n = 3), il existe un unique graphe 
onnexehypotriangulé minimum : K2 (respe
tivement K3).Nous 
onsidérons don
 dans la suite n ≥ 4.Lemme 3. Soit G = (V, E) un graphe hypotriangulé 
onnexe et x un som-met de G. On a ∀ 2 ≤ i ≤ e(x) et ∀v ∈ Nx
i , |N(v)∩Nx

i−1| ≥ 2 ; 
'est-à-diretout sommet à distan
e i de x a au moins deux voisins à distan
e i − 1 de
x.Démonstration. G étant un graphe hypotriangulé 
onnexe, il existe deuxplus 
ourts 
hemins sommets disjoints entre x et v. Soient µ = v0v1 . . . vi−1viet µ′ = v0v

′
1 . . . v′

i−1vi ave
 v0 = x et vi = v deux plus 
ourts 
hemins4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM 35



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSsommets disjoints entre x et v. Les sommets vi−1 et v′
i−1 appartiennent à

N(v) ∩Nx
i−1.Lemme 4. Soit G un graphe hypotriangulé 
onnexe ave
 n ≥ 4, on a m ≥

2n− 4. De plus, si m = 2n− 4 alors δ(G) ≤ 3.Démonstration. Comme G est hypotriangulé, 
onnexe et n ≥ 4, né
essaire-ment δ(G) ≥ 2. Nous allons trouver une minoration de m dans les di�érents
as.� Si δ(G) = 2 : soit x un sommet de degré minimal. D'après le Lemme 3,pour tout sommet v ∈ Nx
i , 2 ≤ i ≤ e(x), il existe au moins deux arêtes

vw1 et vw2 ave
 w1, w2 ∈ Nx
i−1. De plus, le sommet x a deux voisinsdans Nx

1 , don
 m ≥ 2×|∪2≤i≤e(x) Nx
i |+ |N

x
1 | = 2(n−3)+2 = 2n−4.� Si δ(G) = 3 : pour n = 4, G = K4 qui véri�e m = 6 > 2n − 4.Considérons n ≥ 5. Soit en
ore x un sommet de degré minimal et

y un sommet à distan
e maximale k = e(x) de x. Nous utilisonsun dénombrement similaire au 
as pré
édent, en utilisant de plus lefait que y est de degré au moins 3. Cela signi�e que y a au moinsun troisième voisin z ∈ Nx
k ∪ Nx

k−1 et l'arête yz n'a pas en
ore été
omptée, nous obtenons alors m ≥ [2(n− 4) + 3] + 1 = 2n− 4.� Si δ(G) ≥ 4 : on a 2m = 1
2

∑
v∈V δ(G)(v) ≥ 4n don
 m ≥ 2n.Il est immédiat que m = 2n− 4 implique 2 ≤ δ(G) ≤ 3.Lemme 5. Soit G un graphe hypotriangulé 
onnexe véri�ant m = 2n − 4et x un sommet de G de degré minimal deg(x) = 2, alors ∀ 2 ≤ i ≤ e(x)et ∀v ∈ Nx

i , on a |N(v) ∩ Nx
i−1| = 2 et toute arête uv de G est telle que

∃ 1 ≤ i ≤ e(x), u ∈ Nx
i et v ∈ Nx

i−1 (ou symétriquement v ∈ Nx
i et

u ∈ Nx
i−1).Démonstration. Considérons la preuve du Lemme 4. Puisque m = 2n − 4,pour 2 ≤ i ≤ e(x), tout sommet de Nx

i a exa
tement deux voisins dans Nx
i−1et toute arête uv véri�e ∃ 1 ≤ i ≤ e(x), u ∈ Nx

i et v ∈ Nx
i−1.Lemme 6. Soit G un graphe hypotriangulé 
onnexe véri�ant m = 2n − 4et x un sommet de G de degré minimum deg(x) = 3, alors ∀ 2 ≤ i ≤ e(x),

∀v ∈ Nx
i , |N(v) ∩ Nx

i−1| = 2 et toute arête uv de G est telle que ∃ 1 ≤

i ≤ e(x), u ∈ Nx
i et v ∈ Nx

i−1 (ou symétriquement v ∈ Nx
i et u ∈ Nx

i−1) ou
u, v ∈ Nx

e(x). De plus, |Nx
e(x)| ≤ 2.36 4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSDémonstration. Ce résultat est presque déjà démontré dans la preuve duLemme 4. K4 ne véri�e pas m = 2n − 4, don
 n ≥ 5. Pour tout sommet
v ∈ Nx

i , 2 ≤ i < e(x), il existe exa
tement deux arêtes vw1 et vw2 ave

w1, w2 ∈ Nx

i−1.Si |Nx
e(x)| ≥ 3, en utilisant l'argument de dénombrement du Lemme 4, alors

m ≥ 2 × | ∪i≥2 Nx
i | + |N

x
1 | +

1
2
|Nx

e(x)| = 2(n − 4) + 3 + 1
2
|Nx

e(x)| > 2n − 4.Ainsi m = 2n− 4 implique |Nx
k | ≤ 2.Ainsi toute arête uv de G véri�e ∃ 1 ≤ i ≤ e(x), u ∈ Nx

i et v ∈ Nx
i−1 ou

u, v ∈ Nx
e(x).Nous utilisons les résultats pré
édents pour prouver le théorème suivant.Théorème 1. Un graphe hypotriangulé minimum G = (V, E) ave
 n ≥ 4est tel que m = 2n− 4, il est biparti et δ(G) = 2 ou 3. De plus, il existe ununique graphe hypotriangulé minimum véri�ant δ(G) = 3 qui est le 
ube.En outre, il existe une famille in�nie de graphes hypotriangulés minimumave
 δ(G) = 2.Démonstration.� Si δ(G) = 2 : G = K2,n−2 véri�e m = 2n− 4 et G est hypotriangulé.Pour m = 2n − 4, tout graphe hypotriangulé est né
essairement bi-parti ; en e�et, nous avons vu dans la preuve du Lemme 5 que toutearête uv de G est telle que u ∈ Nx

i et v ∈ Nx
i−1, 1 ≤ i ≤ e(x). Ainsiles ensembles ⋃i pair Nx

i et ⋃i impair Nx
i forment une partition de V .� Si δ(G) = 3 : le 
ube satisfait m = 2n− 4 et est hypotriangulé.Soit x un sommet de degré minimal et k = e(x) l'ex
entri
ité de x.Nous montrons d'abord que k ≥ 3. D'après le Lemme 6, nous savonsque |Nx

k | ≤ 2.Si |Nx
k | = 1, soit Nx

k = {y}, alors k = 2 est impossible : N(x) =

N(y) = Nx
1 et Nx

1 est un stable don
 les sommets de Nx
1 sont de degré2.Si |Nx

k | = 2, soit Nx
k = {y, z}. Né
essairement yz ∈ E : raisonnonspar l'absurde et supposons que yz 6∈ E, 
omme δ(G) = 3, y et zont 
ha
un au moins trois voisins dans Nx

k−1. Ainsi en utilisant lesmêmes arguments que dans la preuve du Lemme 4, nous obtenons
m ≥ 2| ∪k−1

i=2 Nx
i | + |N(x)| + 2δ(G) = 2(n − 6) + 9 = 2n − 3. Don
4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM 37



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉS
yz est la seule arête dont les deux extrémités appartiennent au mêmeensemble Nx

i . Voir Fig. 2.9 pour une illustration de la situation.
y z

vu

Nx

k

× Nx

k−1

Fig. 2.9 � Les sommets y et z de Nx
k sont voisinsSoit v un voisin de y appartenant à Nx

k−1, le P3 zyv implique l'existen
ede l'arête vz d'où N(y)∩Nx
k−1 = N(z)∩Nx

k−1. De plus N(y)∩Nx
k−1 =

Nx
k−1 : par l'absurde, si il existe u ∈ Nx

k−1 \ N(y), N(u) ⊂ Nx
k−2,don
 d'après le Lemme 6, |N(u)| = 2 or δ(G) = 3. D'où �nalement,

|Nx
k−1| = 2. k = 2 est don
 impossible puisque Nx

k−1 = Nx
1 et |Nx

1 | = 3.Finalement nous obtenons k ≥ 3. Soient v1, v2, v3 ∈ Nx
1 les trois voisinsde x. Comme G est hypotriangulé et Nx

1 est un stable, v2 et v3 ontun autre voisin 
ommun w1 ∈ Nx
2 . D'après le Lemme 6, N(w1) ∩

Nx
1 = {v2, v3}. Par symétrie, il existe un sommet w2 6= w1 tel que

N(w2) ∩Nx
1 = {v1, v3} ; et il existe un sommet w3 6= w1, w3 6= w2 telque N(w3) ∩Nx

1 = {v1, v2}. D'où Nx
2 = {w1, w2, w3}.

x

v1 v2 v3

w3 w2 w1

s1 s2

N
x
1

N
x
2

N
x
3

1

Fig. 2.10 � δ(G) = 3, k ≥ 3, |Nx
3 | ≥ 2Supposons que |Nx

3 | ≥ 2 : puisque |Nx
2 | = 3, δ(G) = 3 et d'après38 4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉSle Lemme 6, ∀s ∈ Nx
3 , |N(s) ∩ Nx

2 | = 2, il existe deux sommets
s1, s2 ∈ Nx

3 tels que N(s1)∩Nx
2 = {w2, w3} et N(s2)∩Nx

2 = {w1, w2},la �gure 2.10 représente 
ette 
on�guration. Les sommets v1 et s2 ontun unique voisin 
ommun w2, 
e qui est impossible 
ar G est hypo-triangulé.Don
 |Nx
3 | = 1. De plus, les graphes hypotriangulés n'ont pas desommets d'arti
ulation don
 k = 3 et G est le 
ube.4.2 Cara
térisation des graphes hypotriangulés mini-mum de degré minimal 2D'après le Théorème 1, le seul graphe hypotriangulé minimum ayantpour degré minimal δ(G) = 3 est le 
ube et il n'existe au
un graphe hypo-triangulé minimum pour δ(G) ≥ 4. Dans 
ette se
tion, nous nous intéressonsaux graphes hypotriangulés minimum véri�ant δ(G) = 2 (il existe une in�-nité de tels graphes). Nous rappelons que 
es graphes satisfont m = 2n− 4,ils sont bipartis, les ensembles Nx

i sont stables et tout sommet v à distan
e
i de x a exa
tement deux voisins à distan
e (i− 1) de x.Lemme 7. Soit G un graphe 
onnexe hypotriangulé minimum ave
 n ≥ 4 et
δ(G) = 2, soit x un sommet de G de degré 2. Soient u et v deux sommets de
Nx

i , 2 ≤ i ≤ e(x). Si N(u)∩N(v)∩Nx
i+1 6= ∅ alors |N(u)∩N(v)∩Nx

i−1| = 2.Démonstration. D'après le Lemme 5, nous savons que u et v ont deux voisinsdans Nx
i−1. Soit w ∈ Nx

i+1 un voisin 
ommun de u et v. Supposons que u a unvoisin a dans Nx
i−1 non adja
ent à v. La �gure 2.11 illustre 
ette hypothèse.

w a deux voisins dans Nx
i qui sont u et v. auw est un P3 mais ni aw, ni av nesont des arêtes de G ; 
e qui 
ontredit le fait que G est hypotriangulé.Rappelons que deux sommets y et z sont jumeaux si N(y) = N(z).Lemme 8. Soit G un graphe 
onnexe hypotriangulé minimum ave
 δ(G) =

2 et n ≥ 5. Tout sommet y de degré deg(y) ≥ 3 a un sommet jumeau z. Deplus, z est unique.Démonstration. Soient x et y deux sommets de G tels que deg(x) = 2 etdeg(y) ≥ 3. Il existe 1 ≤ i ≤ e(x) tel que y ∈ Nx
i .4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM 39
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a b

u v

w N
x
i+1

N
x
i−1

N
x
i

1

Fig. 2.11 � a ∈ Nx
i−1 adja
ent à u et non adja
ent à vSi y ∈ Nx

1 , soit Nx
1 = {y, z}. Montrons que z est le jumeau de y. D'aprèsle Lemme 5, yz 6∈ E et tout sommet w ∈ Nx

2 a deux voisins dans Nx
1 quisont né
essairement y et z. Don
 N(y) = N(z) = {x}∪Nx

2 et z est l'uniquejumeau de y.Si y ∈ Nx
i , i ≥ 2. Toujours d'après le Lemme 5, |N(y)∩Nx

i−1| = 2 ; soient
a et b les deux voisins de y dans Nx

i−1, voir Fig. 2.12. Comme deg(y) ≥ 3,
y a au moins un voisin w ∈ Nx

i+1. Or |N(w) ∩ Nx
i | = 2 ; soit z tel que

N(w) ∩Nx
i = {y, z}.Montrons que N(z) = N(y). G étant hypotriangulé minimum, nous savonsque N(y) ⊂ Nx

i−1 ∩ Nx
i+1. Or N(y) ∩ N(z) ∩ Nx

i+1 6= ∅, les Lemme 5 et 7nous assurent que N(y) ∩ Nx
i−1 = N(z) ∩ Nx

i−1 = {a, b}. Supposons qu'ilexiste u ∈ Nx
i+1 ∩ N(y) \ N(z). Soit v 6= z tel que N(u) ∩ Nx

i = {y, v}. Sideg(u) = 2 ou deg(w) = 2, N(u) ∩ N(w) = {y} ; uw 6∈ E et vw 6∈ E, 
e
iest don
 impossible. D'où deg(u) ≥ 3 et deg(w) ≥ 3.
uw 6∈ E et N(u) ∩N(w) 6= ∅ don
 on a |N(u) ∩N(w)| ≥ 2 ; ainsi il existe
t ∈ N(u) ∩N(w) ∩Nx

i+2. D'après le Lemme 5, N(t) ∩Nx
i+1 = {u, w}, don


N(z) ∩N(t) = {w}, 
e qui est impossible 
ar zt 6∈ E.Montrons maintenant que le jumeau z de y est unique. Par l'absurde,supposons que y a deux jumeaux z et z′ (
e sont don
 des triplés). Alors
N(y) = N(z) = N(z′) et deg(y) = deg(z) = deg(z′) ≥ 3. Il existe don

t ∈ N(y) ∩Nx

i+1 mais |N(t) ∩Nx
i | ≥ 3, 
e qui 
ontredit le Lemme 5.Théorème 2. G est un graphe 
onnexe hypotriangulé minimum ave


n(G) ≥ 4 et δ(G) = 2 si et seulement si G est de la forme 2̃T où T est unarbre ave
 n(T ) ≥ 3.
40 4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM
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a b

y z

wu

v

t

Nx
i−1

Nx
i

Nx
i+2

Nx
i+1

1

Fig. 2.12 � Gémellité de y et z

1

7−→

1

Fig. 2.13 � Un arbre T et le graphe 2̃T 
orrespondantDémonstration.
(⇒)� Si n(G) = 4, le seul graphe hypotriangulé minimum est G = C4 et

G = 2̃P3.� Si n(G) ≥ 5, d'après le Lemme 8, tout sommet y de degré deg(y) ≥ 3a un unique jumeau z. Soit alors H une partition-stable≤ 2 de G
onstruite 
omme suit : tout sommet w de G, deg(w) = 2 formeun sa
 de H ; tout sommet y, deg(y) ≥ 3 est 
ouplé à son jumeau
z pour former un sa
 stable de taille 2 de H . La 
ara
térisation dela Proposition 6 implique que G = 2̃H. De plus, G véri�e m(G) =

2n(G)− 4, don
 le résultat du Lemme 2 assure que H est un arbre.
(⇐) D'après la Proposition 5, 2̃T est un graphe hypotriangulé et par leLemme 2, m(2̃T ) = 2n(2̃T ) − 4. Don
 2̃T est un graphe hypotrianguléminimum.Théorème 3. Un graphe G ave
 n(G) ≥ 4 et δ(G) = 2 est un graphe4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM 41



CHAPITRE 2. LES GRAPHES HYPOTRIANGULÉShypotriangulé minimum si et seulement si G est 2-
onnexe et il existe unepartition-arbre-stable≤2 T de G.Démonstration. Pour n(G) = 4, le seul graphe G à 4 sommets hypotrianguléminimum est C4 qui est bien 2-
onnexe et il possède une partition-arbre-stable≤2. Ré
iproquement, un graphe G à 4 sommets, 2-
onnexe et ayantune partition-arbre-stable≤2 est né
essairement C4. Nous 
onsidérons main-tenant n(G) ≥ 5.
(⇒) Si G est un graphe hypotriangulé minimum, G est 2-
onnexe et d'aprèsle Théorème 2, G = 2̃T où T est un arbre. Don
 T est une partition-arbre-stable≤2 de G.
(⇐) Soit G un graphe tel que T est une partition-arbre-stable≤2 de G.Comme n(G) ≥ 5, une partition-arbre-stable≤2 de G a au moins trois sa
s ;alors, d'après la Proposition 3, G est hypotriangulé. Don
 m(G) ≥ 2n(G)−4.Il nous reste à montrer que, par
e que G a une partition-arbre-stable≤2

T , m(G) ≤ 2n(G)− 4 :
n1(T ) désigne le nombre de sa
s de T de taille 1. T étant un arbre, ilvéri�e m(T ) = n(T ) − 1 ; m1(T ) désigne alors le nombre d'arêtes de Tin
identes à des sa
s de taille 1. Comme G est 2-
onnexe, tout sa
 internede T est de taille 2, don
 m1(T ) = n1(T ).On a alors n(G) = n1(T ) + 2× (n(T )− n1(T )) = 2n(T )− n1(T ) et m(G) =

2m1(T )+4[(n(T )−1)−m1(T )] = 2(2n(T )−m1(T ))−4. Puisque m1(T ) =

n1(T ), m(G) = 2n(G)− 4.4.3 Problèmes 
lassiques pour les graphes hypotrian-gulés minimumCette 
ara
térisation des graphes hypotriangulés minimum implique queles problèmes 
ombinatoires 
lassiques sont polynomiaux pour 
es graphes :les graphes hypotriangulés minimum sont bipartis, ils sont don
 2-
oloriable,la taille maximale d'une 
lique est 2 et le problème du stable maximum estpolynomial ; 
es graphes ne possèdent pas de 
y
le hamiltonien sauf le 
ubeet 2̃Pk, ∀k ≥ 3.Dans le 
hapitre suivant, nous 
ommençons par 
onsidérer 
es mêmesproblèmes dans le 
as des graphes hypotriangulés (quel
onques). Puis nousnous intéressons à des problèmes de modi�
ation de graphes.42 4. GRAPHES HYPOTRIANGULÉS MINIMUM



Chapitre 3Complexité de problèmes dans la
lasse des graphes hypotriangulésDans 
e 
hapitre, nous allons nous intéresser à la 
omplexité de pro-blèmes de graphes, dans le 
as parti
ulier des graphes hypotriangulés. Nous
ommençons par des problèmes 
lassiques puis nous 
onsidérons des pro-blèmes de modi�
ation de graphes.1 Étude des problèmes 
lassiques1.1 Cy
le hamiltonienIl existe des graphes hypotriangulés qui ne sont pas hamiltoniens. En ef-fet, nous avons 
onstaté que tout graphe biparti 
omplet est hypotriangulé,or K2,n ne possède pas de 
y
le hamiltonien pour n > 2. Nous nous inté-ressons don
 au problème de dé
ider, étant donné un graphe hypotriangulé,s'il est hamiltonien ou non.
HT -Cy
le Hamiltonien est le problème 
onsistant à dé
ider si ungraphe hypotriangulé est hamiltonien ou non et 3R-Cy
le Hamiltonienle problème 
onsistant à dé
ider si un graphe 3-régulier est hamiltonien.Théorème 4. Le problème HT -Cy
le Hamiltonien est NP-
omplet.Démonstration. Le problème 3R-Cy
le Hamiltonien est NP-
omplet[17℄. Nous allons montrer que 3R-Cy
le Hamiltonien se réduit à HT -Cy
le Hamiltonien. 43



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSLe problème HT -Cy
le Hamiltonien est bien dans NP.Soit G = (V, E) un graphe 3-régulier. Nous 
onstruisons un graphe hypo-triangulé H = (U, F ) par une transformation polynomiale à partir de G.� Chaque sommet a de G devient un sous-graphe Ha de H isomorphe à
K6 ;� 
haque arête ab de G est rempla
ée par un gadget (voir Fig. 3.1) reliéà Ha et Hb par deux de leurs sommets. Les sommets a1, a2 de Ha et
b1, b2 de Hb sont reliés aux deux sommets u1 et u2 du gadget.

u1

u2

u0

a1

a2

b1

b2

1

Fig. 3.1 � Le gadget 
orrespondant à l'arête ab de G

G est un graphe 3-régulier, un sommet a a don
 trois arêtes in
identes
ab, ac et ad. La �gure 3.2 montre le voisinage d'un sommet a dans G et lesous-graphe 
orrespondant de H .Véri�ons d'abord que le graphe H ainsi 
onstruit est bien hypotriangulé.Pour 
ela, nous 
onsidérons les voisins 
ommuns des sommets à distan
edeux (Fig. 3.2). Étant données les symétries de H , nous ne 
onsidérons queles sommets à distan
e deux de a1 plus le 
ouple {u1, u2}. Les sommets àdistan
e deux de a1 sont b1 (et b2), u0 et v1 (et v2).� Les sommets a1 et b1 ont deux voisins 
ommuns u1 et u2 ;� les sommets a1 et u0 ont deux voisins 
ommuns u1 et u2 ;� les sommets a1 et v1 ont deux voisins 
ommuns a5 et a6 ;� les sommets u1 et u2 ont 
inq voisins 
ommuns a1, a2, b1, b2 et u0.Nous montrons maintenant que si G a un 
y
le hamiltonien alors il existeun 
y
le hamiltonien dans H . Soit CG un 
y
le hamiltonien de G : à partird'un sommet quel
onque v ∈ V , CG induit un ordre total < sur V .Pour une arête xy de G, xy ∈ CG, nous asso
ions une 
haîne hamilto-nienne dans le gadget entre les sous-graphes Hx et Hy de H 
omme dans la�gure 3.3.
44 1. ÉTUDE DES PROBLÈMES CLASSIQUES
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c

a

b d

1

v2v1 v0

c5c6

a5a6

w1

w2

w0

a4

a3

d4

d3

u2

u1

u0

b1

b2

a1

a2

1

Fig. 3.2 � Le voisinage d'un sommet a de G et le sous-graphe de H 
orres-pondant
u1

u2

u0

x1

x2

y1

y2

1

Fig. 3.3 � Chaîne dans H 
orrespondant à une arête 
hoisie dans le 
y
lehamiltonien de GPour une arête xy de G ave
 xy 6∈ CG et x < y, nous asso
ions une
haîne dans le gadget, ne reliant pas Hx et Hy, 
omme dans la �gure 3.4.Pour tout sommet a de G, deux des trois arêtes in
idents en a appar-tiennent à CG. Supposons que b, c, d sont les trois voisins de a et ab et acappartiennent à CG. Il nous faut en
ore relier les 
haînes 
orrespondantesdans les gadgets de H , via les sommets de Ha. Distinguons deux 
as :1. ÉTUDE DES PROBLÈMES CLASSIQUES 45
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u1

u2

u0

x1

x2

y1

y2

1

Fig. 3.4 � Chaîne dans H asso
iée à une arête de G non empruntée par le
y
le hamiltonien� a < d : il y a alors trois 
haînes à relier, une entre Ha et Hb (ave
 pourextrémité a1), une se
onde entre Ha et Hc (ave
 a6 pour extrémité)et en�n, une 
haîne dans le gadget 
orrespondant à l'arête ad (ave

a3, a4 pour extrémités). Nous relions 
es trois 
haînes aux sommets de
Ha qui n'appartiennent en
ore à au
une 
haîne 
'est-à-dire a2 et a5,voir Fig. 3.2.� d < a : dans 
e 
as, il y a deux 
haînes, une entre Ha et Hb (d'extré-mité a1) et l'autre entre Ha et Hc (d'extrémité a6). Nous relions alors
es deux 
haînes par la 
haîne a1a2a3a4a5a6.Soit CH le 
y
le obtenu dans H . Pour tout sommet x de H , x est soitun sommet d'un gadget, soit un sommet d'un sous-graphe isomorphe à K6.Dans les deux 
as, il appartient à CH , don
 CH est hamiltonien.Montrons maintenant que si H a un 
y
le hamiltonien alors il existe un
y
le hamiltonien dans G. Pour 
ela, observons le gadget et les di�érentesmanières d'en par
ourir une seule fois tous les sommets. La présen
e dusommet u0 du gadget impose qu'un 
y
le hamiltonien dans H ne passequ'une seule fois dans le gadget. Ce 
y
le hamiltonien peut soit entrer etsortir du gadget par le même K6 (
omme sur la �gure 3.4), soit entrer dansle gadget d'un 
oté et en sortir de l'autre (
omme sur la �gure 3.3). Dansle se
ond 
as, nous gardons l'arête 
orrespondante de G. De 
ette manière,nous 
onstruisons un 
y
le hamiltonien de G.Amélioration du résultatDans les graphes hypotriangulés 7-réguliers Dans la transforma-tion polynomiale pré
édente, le graphe hypotriangulé 
onstruit est de degrémaximum 7, nous allons montrer i
i qu'il est possible de se ramener à un46 1. ÉTUDE DES PROBLÈMES CLASSIQUES



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSgraphe hypotriangulé 7-régulier. Pour 
ela, nous modi�ons le gadget rem-plaçant les arêtes (voir Fig. 3.5) de manière à avoir tous les sommets dedegré 7. Les arguments ne 
hangent pas et nous obtenons don
 le résultatsuivant :Théorème 5. Le problème (HT ∩ 7R)-Cy
le Hamiltonien est NP-
omplet.
a1

a2

u1

u2

b2

b1

u′

0

u0

u′′

0

Fig. 3.5 � Gadget 7-régulierDémonstration. Nous véri�ons que le graphe H ainsi 
onstruit est 7-régulier,hypotriangulé.Dans les graphes hypotriangulés bipartisThéorème 6. Le problème (HT ∩ Bip)-Cy
le Hamiltonien est NP-
omplet.Démonstration. Ce ne sont pas les gadgets relatifs aux arêtes que nous allonsmodi�er par rapport à la première rédu
tion, 
ar 
eux-
i sont déjà bipartis,mais les graphes remplaçant les sommets de G.Pour 
ela, nous 
onsidérons le problème suivant : Le problème (Bip∩3R)-Cy
le Hamiltonien est NP-
omplet [17℄.Soit don
 G = (V1, V2, E) un graphe biparti 3-régulier. Construisonsalors H tel que :1. ÉTUDE DES PROBLÈMES CLASSIQUES 47



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉS� à 
haque sommet a de V1, nous asso
ions un sous-graphe Ha de Hbiparti 
omplet isomorphe à K5,6 ;� les sommets b de V2 sont asso
iés à un sous-graphe biparti 
omplet de
H , Hb, isomorphe à K4,6 ;� les arêtes des G sont rempla
ées par le même gadget que dans lapremière rédu
tion (Fig. 3.1, page 44).Nous obtenons alors alors les sous-graphes de H donnés Fig. 3.6 et 3.7 :
a

Ha

Fig. 3.6 � Voisinage d'un sommet de V1 et sous-graphe de H 
orrespondantLa preuve est identique à la pré
édente pour prouver la rédu
tion auproblème (Bip ∩ 3R)-Cy
le Hamiltonien.Nous utilisons la transformation polynomiale G 7→ 2G (Dé�nition 5)pour montrer que les problèmes suivants sont di�
iles dans la 
lasse desgraphes hypotriangulés.1.2 ColorationThéorème 7. Le problème HT -k-Coloration est NP-
omplet.Démonstration. Nous rappelons que la transformation G 7→ 2G 
onstruitun graphe hypotriangulé.48 1. ÉTUDE DES PROBLÈMES CLASSIQUES
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b
Hb

Fig. 3.7 � Voisinage d'un sommet de V2 et sous-graphe de H 
orrespondantSupposons avoir une 
oloration minimum de G, nous obtenons une 
olora-tion de 2G en a�e
tant aux sommets v1 et v2 la 
ouleur du sommet 
orres-pondant v dans la 
oloration de G. G étant un sous-graphe induit de 2G,la 
oloration de 2G ainsi obtenue est bien minimum.Considérons maintenant une 
oloration minimum de 2G. Les sommets
v1 et v2 sont jumeaux, 
'est-à-dire qu'ils sont non adja
ents et ont les mêmesvoisins, nous pouvont don
 leur a�e
ter la même 
ouleur. Etant donnée unetelle 
oloration des sommets de 2G, nous en déduisons une 
oloration de Gen a�e
tant à v la 
ouleur 
ommune de ses sommets 
orrespondants dans
2G. Cette 
oloration de G est minimum, sinon nous pourrions obtenir unemeilleure 
oloration de 2G en a�e
tant à v1 et v2 la 
ouleur du sommet vdans une 
oloration minimum de G.1.3 Clique MaximumThéorème 8. Le problème HT -k-Clique Maximum est NP-
omplet.Démonstration. Une 
lique de 2G 
ontient un seul des sommets jumeaux
v1 et v2. Ainsi, étant donné un ensemble K de sommets de G et K ′ unensemble de sommets de 2G où 
haque sommet v ∈ K 
orrespond soit à v11. ÉTUDE DES PROBLÈMES CLASSIQUES 49



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSou v2 dans K ′ (|K| = |K ′|), K est une 
lique maximum de G si et seulementsi K ′ est une 
lique maximum de 2G.1.4 Stable MaximumThéorème 9. Le problème HT -k-Stable Maximum est NP-
omplet.Démonstration. Un stable de 2G peut 
ontenir les sommets jumeaux v1et v2 
ar ils sont non adja
ents. Soit S un ensemble de sommets de G et
S ′ = 2S l'ensemble des sommets 
orrespondants de 2G, |S ′| = 2 × |S|. Sest un stable maximum de G si et seulement si S ′ est un stable maximumde 2G.2 Problèmes de modi�
ationNous 
onsidérons dans 
ette se
tion des problèmes de modi�
ation mini-male de l'ensemble des arêtes d'un graphe, dans le but d'obtenir un graphehypotriangulé. La dé�nition des problèmes qui suivent a été données dansla Se
tion 2.3.2 du Chapitre 1.2.1 HT -Ajout arêtesThéorème 10. Le problème HT -k-Ajout arêtes est NP-
omplet.Démonstration. Tout d'abord, HT -k-Ajout arêtes est bien dans NP.En e�et, la re
onnaissan
e d'un graphe hypotriangulé est polynomiale (voirpage 27). Pour montrer que 
e problème est NP-
omplet, nous allonsmontrer que 
e problème se réduit au problème {diam(G) ≤ 2}-k-Ajoutarêtes.Nous dé�nissons la transformation polynomiale suivante : étant donnéun graphe G = (V, E) 
onnexe et un sommet α 6∈ V , le graphe H est legraphe G auquel nous ajoutons un sommet α voisin de tous les sommetsde G. Formellement, le graphe H = (U, F ) est tel que U = V ∪ {α} et
F = E ∪ {αu/u ∈ V }. Un exemple est donné sur la �gure 3.8.Montrons alors que H est hypotriangulé si et seulement si G est dediamètre inférieur ou égal à 2.50 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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x

z

G
H

α

Fig. 3.8 � dG(x, z) = 3 don
 H n'est pas hypotriangulé
(⇐) Supposons G de diamètre diamètre inférieur ou égal à 2 et 
onsidéronsun P3 xyz de H . Nous distinguons trois 
as :� x, y, z ∈ V : le sommet α étant voisin de x et z, il permet de fermerle P3 xyz en un 
arré dans H ;� z = α : le sommet α étant voisin de tous les sommets de G, il esten parti
ulier voisin de x, ainsi les sommets x, y et α induisent untriangle dans H ;� y = α : dans G, les sommets x et z sont à une distan
e inférieure ouégale à 2, don
 le P3 xαz est in
lus dans un C3 ou C4 dans H .Ainsi H est hypotriangulé.
(⇒) Ré
iproquement, si H est hypotriangulé. Né
essairement, tout P3 dutype xαz ave
 x et z des sommets de G est in
lus dans un C3 ou un C4dans H . Ce
i implique que dG(x, z) ≤ 2, pour tout x, z ∈ V 2, don
 G est dediamètre inférieur ou égal à 2.Ainsi tout P3 de H est in
lus dans un C3 ou un C4 si et seulement sidiam(G) ≤ 2. De plus, le sommet α de H est adja
ent à tous les sommetsde G, don
 toute arête ajoutée à H est en fait, une arête ajoutée à G. Nous
on
luons grâ
e au résultat de [5℄ selon lequel le problème {diam(G) ≤ 2}-
k-Ajout arêtes est NP-
omplet.2.2 Bip→ (Bip ∩HT )-Ajout arêtesNous rappelons (et démontrons) i
i un résultat énon
é dans [13℄ :Lemme 9. Soit G = (U, V, E) un graphe biparti.diam(G) ≤ 3 si et seulement si G est 
onnexe et ∀u, u′ ∈ U, N(u)∩N(u′) 6= ∅et ∀v, v′ ∈ V, N(v) ∩N(v′) 6= ∅.2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 51



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSDémonstration.
(⇒) Si diam(G) ≤ 3. Soient u, u′ ∈ U, u 6= u′, G étant biparti, d(u, u′) estpair et inférieure ou égale à 3 par hypothèse, don
 d(u, u′) = 2 ; 
ela signi�edon
 que u et u′ ont un voisin 
ommun. De même pour v, v′ ∈ V .
(⇐) Si G est biparti, 
onnexe et ∀u, u′ ∈ U, N(u) ∩ N(u′) 6= ∅ et ∀v, v′ ∈

V, N(v)∩N(v′) 6= ∅. Soient u, u′ ∈ U , 
es sommets ayant un voisin 
ommun,
d(u, u′) = 2. De même pour v, v′ ∈ V . Soient u ∈ U et v ∈ V . Deux 
as seprésentent : u et v sont adja
ents et alors d(u, v) = 1, ou u et v ne sontpas adja
ents ; dans 
e 
as, soit u′ ∈ U un voisin de v, d(u, u′) = 2 don

d(u, v) = 3.Rappelons qu'une 
ouverture C d'un ensemble X est une famille de sous-ensembles de X dont l'union est X.
k-Couverture-2 est le problème dé�ni par :Données Un ensemble �ni X, une 
ouverture C de X telle que ∀ x ∈ X, ∃ c, c′ ∈

C, x ∈ c ∩ c′ et ∀x, y ∈ X, ∃ c̃ ∈ C, x ∈ c̃, y ∈ c̃ (
'est-à-dire que toutélément de X appartient à au moins deux ensembles de la 
ouverture
C et toute paire d'éléments de X est 
ouvert par un ensemble de C)et un entier kQuestion Existe-t-il une 
ouverture C′, C′ ⊂ C, de 
ardinal k ?Ce problème est NP-
omplet [5℄, par rédu
tion à partir du problèmede 3-Couverture Exa
te : pour une instan
e C0 de 3-CouvertureExa
te, une instan
e C de k-Couverture-2 est 
onstruite en ajoutant à

C0 toutes les paires d'éléments de X (de 
ardinal 3k) : C0 a réponse "oui"pour 3-Couverture Exa
te si et seulement si C a réponse "oui" pour
k-Couverture-2 (les ensembles de taille 2 dans C sont inutiles).Lemme 10. Le problème Bip → Bip ∩ {diam(G) ≤ 3}-k-Ajout arêtesest NP-
omplet.Démonstration. Ce problème appartient à NP. Nous montrons qu'il est
NP-di�
ile par rédu
tion à partir du problème k-Couverture-2.Soit C une instan
e de k-Couverture-2 sur l'ensemble X. Nous 
onstrui-sons alors le graphe G = (U, V, E) biparti 
omme suit : U = X ∪ {α, γ},
V = C ∪{β} et E = {xicj/xi ∈ X, cj ∈ C, xi ∈ cj}∪{cα/c ∈ C}∪{αβ, βγ}.La �gure 3.9 donne un exemple d'un tel graphe.52 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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α β γ

X CFig. 3.9 � Transformation d'un problème de 
ouverture en problème dediamètre de grapheTous les sommets de V sont voisins de α, ils sont don
 à distan
e 2 lesuns des autres. Pour les sommets de U , ∀ x, y ∈ X, d(x, y) = 2, 
ar ∃ c̃ ∈ Ctel que {x, y} ⊂ c̃ ; d(x, α) = 2 ; d(α, γ) = 2 et d(x, γ) = 4. En�n, pour
x ∈ X et c̃ ∈ C, d(x, c̃) ≤ 3 
ar pour c ∋ x, xcαc̃ est une 
haîne de longueur3 entre x et c̃. Ainsi le diamètre de G est 4.Montrons que si il existe une 
ouverture C′ ⊂ C de 
ardinal k, alorsle problème Bip → Bip ∩ {diam(G) ≤ 3}-k-Ajout-Arêtes admet unesolution pour le graphe G ainsi 
onstruit. Pour 
ela, nous ajoutons au graphe
G les arêtes γci ∈ V × U pour ci ∈ C′ de manière à obtenir un nouveaugraphe G′. Ce graphe G′ véri�e alors dG′ ≤ dG et dG′(x, γ) = 2 ∀x ∈ X 
ar
C′ est une 
ouverture. Ainsi diam(G′) ≤ 3 et G′ est biparti.Ré
iproquement supposons qu'il existe un ensemble F , F ⊂ U × V, E ∩

F = ∅ et |F | ≤ k tel que G′ = (U, V, E ∪ F ) est biparti et de diamètreinférieur ou égal à 3. G′ étant biparti, F ne peut 
ontenir des arêtes que detrois types : βxi, xicj et γcj . Nous allons montrer qu'il existe une solutionéquivalente F ′ ne 
ontenant que des arêtes de type γcj . En e�et, les seulesdistan
es stri
tement supérieures à 3 dans le graphe G initial sont entre lessommets xi et γ don
 une arête n'est ajoutée que pour réduire la distan
eentre xi et γ. Par ailleurs, C est une 
ouverture de X don
 il existe cm tel que
xi ∈ cm, l'arête xicm ∈ E. Nous pouvons don
 rempla
er une arête xiβ de
F par γcm dans F ′ et une arête xicj de F également par γcm dans F ′. Nousgardons dans F ′ les arêtes du type γcj de F . Considérons G′′ = (U, V, E∪F ′).
G′′ est obtenu à partir de G par ajout d'arêtes du type γcj , il est don
 biparti2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 53
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G

x = x1

x2

α

y

β

Fig. 3.10 � dG(x, z) > 3 don
 H n'est pas hypotrianguléet de diamètre inférieur ou égal à 3, 
omme G′. Ainsi dG′′(xi, γ) = 2, don
pout tout xi ∈ X, il existe une 
haîne xicjγ telle que xicj ∈ E. Don
l'ensemble C′ = {cj/γcj ∈ F ′} véri�e |C′| ≤ k et C′ est une 
ouverture de
X.Théorème 11. Le problème Bip → (Bip ∩ HT )-Ajout arêtes est NP-
omplet.Démonstration. Ce problème appartient bien à NP. Pour prouver qu'il est
NP-di�
ile, nous exhibons une rédu
tion polynomiale à partir du problème
Bip→ Bip ∩ {diam(G) ≤ 3}-k-Ajout arêtes.Soit G = (V1, V2, E) un graphe biparti 
onnexe. Nous 
onstruisons alorsle graphe biparti H = (U1, U2, F ) en lui ajoutant deux sommets α et β,un dans 
haque ensemble de la bipartition, 
omplet à l'autre ensemble.Formellement, U1 = V1 ∪ {β}, U2 = V2 ∪ {α} et F = E ∪ {αx/x ∈ U1} ∪

{βy/y ∈ U2}. En parti
ulier l'arête αβ appartient à H . Voir exemple de la�gure 3.10.Montrons alors que H est hypotriangulé si et seulement si G est de dia-mètre inférieur ou égal à 3.
(⇐) Supposons G de diamètre inférieur ou égal à 3 et 
onsidérons les di�é-rents P3 de H :� x1yx2 (respe
tivement y1xy2) ave
 xi ∈ V1, y ∈ V2, 
e P3 est in
lusdans un C4 dans H via le sommet α (respe
tivement β) ;� αxy (respe
tivement xyβ est in
lus dans un 
arré dans H via le som-met β (respe
tivement α) ;54 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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tivement αβy) est in
lus dans un C4 qui passe par unvoisin de x (respe
tivement de y) dans G, G étant 
onnexe ;� x1αx2 (respe
tivement y1βy2) est in
lus dans un C4 
ar diam(G) ≤ 3et G est biparti, d'après le Lemme 9, NG(x1) ∩NG(x2) 6= ∅ (respe
ti-vement NG(y1) ∩NG(y2) 6= ∅).Ainsi diam(G) ≤ 3 implique que H ∈ HT .
(⇒) Supposons maintenant que H est hypotriangulé (et biparti). En parti-
ulier, tout P3 de la forme x1αx2 (respe
tivement y1βy2) est in
lus dansun 
arré, don
 né
essairement, NG(x1) ∩ NG(x2) 6= ∅ ∀x1, x2 ∈ V1 et
NG(y1) ∩NG(y2) 6= ∅ ∀y1, y2 ∈ V1 
e qui d'après le Lemme 9 est équivalentà diam(G) ≤ 3, G étant biparti.Puisqu'une arête ne peut être ajoutée à H qu'entre des sommets de
G, 
ompléter G en un graphe biparti de diamètre inférieur ou égal à troisest équivalent à 
ompléter H en un graphe biparti hypotriangulé. Nous
on
luons en utilisant le Lemme 102.3 Classes polynomiales pour HT -Ajout arêtesLe problème HT -Ajout arêtes étant di�
ile, nous nous intéressonsi
i à des restri
tions de 
e problème pour des 
lasses de graphes parti
u-lières.Commençons d'abord par rappeler les résultats des Théorèmes 2 et 3 :

G est un graphe hypotriangulé minimum ave
 n(G) ≥ 4 et δ(G) = 2

⇔ G = 2̃T où T est un arbre ave
 n(T ) ≥ 3

⇔ G est 2-
onnexe et possède une partition-arbre-stable≤2.Remarque 7. Si nous parvenons à partitionner les sommets d'un graphe
G en stables de taille 1 et 2, 
es stables formant une stru
ture d'arbre et oùles sommets dans des stables de taille 1 ont leur(s) voisin(s) dans un seulstable, alors le graphe G est un graphe partiel d'un graphe hypotrianguléminimum de degré minimal 2.Ainsi, lorsque nous 
her
hons à 
ompléter un graphe en un graphe hypo-triangulé minimum, les sommets de degré supérieur ou égal à 3 sont né-
essairement dans des stables de taille 2 ; les sommets de degré 2 que nous
hoisissons de mettre dans des stables de taille 1 imposent que leurs deuxvoisins soient dans un même stable de taille 2 et les sommets de degré 12. PROBLÈMES DE MODIFICATION 55
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une 
ontrainte supplémentaire, qu'ils soient dans des stablesde taille 1 ou 2.2.3.1 Chaînes et 
y
lesChaînesThéorème 12. Le problème {Pk} → HT -Ajout arêtes est polynomial,le graphe obtenu est un graphe hypotriangulé minimum, par ajout de k − 3arêtes.Démonstration. Soit Pk la 
haîne de longueur k− 1, dont les sommets sontnumérotés de 1 à k.� Si k est pair, nous formons les stables de taille 2 : {i, k − (i − 2)},pour i = 2, . . . , k/2 et les stables de taille 1 : {k/2 + 1} et {1}. Lesstables ainsi 
onstruits forment une stru
ture de 
haîne, Pk est ungraphe partiel de 2̃Pk/2+1. Voir Fig. 3.11.
1

234

k

2
+ 1

k − 1 kFig. 3.11 � Formation des stables pour Pk, k pair� Si k est impair, nous formons les stables de tailles 2 : {i, k − (i− 1)}pour i = 1, . . . , (k − 1)/2 et le stable de taille 1 : {(k + 1)/2}. Pk estun graphe partiel de 2̃T où T est un arbre à trois feuilles dont deuxont leur voisin 
ommun, Fig 3.12.
1

234

k+1

2

k − 1 kFig. 3.12 � Formation des stables pour Pk, k impair
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lesThéorème 13. Le problème {Ck} → HT -Ajout arêtes est polynomial.Proposition 7. Soit Ck un 
y
le à k sommets. Pour k pair, le nombreminimal d'arêtes à ajouter au graphe pour obtenir un graphe hypotrianguléest k − 4 et le graphe obtenu est un graphe hypotriangulé minimum ; pour
k impair, le nombre minimal d'arêtes à ajouter au graphe pour obtenir ungraphe hypotriangulé est k − 3, le graphe obtenu n'est pas hypotrianguléminimum.Démonstration. Soit Ck le 
y
le à k sommets, numérotés de 1 à k.� Si k est pair, nous formons les stables de taille 2 : {i, k − (i − 2)},pour i = 2, . . . , k/2 et les stables de taille 1 : {k/2 + 1} et {1}. Lesstables ainsi 
onstruits forment une stru
ture de 
haîne, Ck est ungraphe partiel de ˜2Pk/2+1.� Si k est impair, Ck n'est pas biparti. Or nous avons montré que toutgraphe hypotriangulé minimum est biparti. De plus, tout graphe par-tiel d'un graphe biparti est aussi biparti. Ainsi Ck n'est pas un graphepartiel d'un graphe hypotriangulé minimum. Il est don
 impossible,par ajout d'arêtes à un 
y
le impair, d'obtenir un graphe hypotrian-gulé minimum. Le nombre minimal d'arêtes à ajouter à un 
y
le im-pair, pour obtenir un graphe hypotriangulé, est alors supérieur ou égalà k−3. Considérons alors les ensembles de taille deux : {i, k− (i−1)}pour i = 1, . . . , (k − 1)/2 qui sont stables pour i ≥ 2 et le stable detaille 1 : {(k + 1)/2} donné en �gure 3.13. L'ajout des arêtes de ma-nière à 
e que les sommets d'un même ensemble de taille deux soientjumeaux 
onstruit un graphe (à k sommets) hypotriangulé. Ce graphepossède 2k−3 arêtes et est un surgraphe du 
y
le impair Ck. Ainsi, lenombre minimal d'arêtes à ajouter à Ck, ave
 k impair, pour obtenirun graphe hypotriangulé est k − 3.2.3.2 Les 
henillesNous nous intéressons i
i au problème Chenille→ HT -Ajout arêtes.Comme dans les problèmes HT -Ajout arêtes pour les 
haînes et les2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 57
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1234

k+1

2

k − 1 kFig. 3.13 � Formation des ensembles de taille 1 et 2 pour Ck, k impair, tousstables sauf {1, k}
y
les, nous allons utiliser la 
ara
térisation des graphes hypotriangulés mi-nimum pour démontrer la minimalité de l'ensemble des arêtes ajoutées.Cependant, dans le 
as des 
henilles, il existe des sommets de degré supé-rieur ou égal à 3, que nous sommes obligés de mettre dans des stables detaille 2, pour espérer obtenir un graphe hypotriangulé minimum, par ajoutd'arêtes.Théorème 14. Le problème Chenille → HT -Ajout arêtes est polyno-mialDémonstration. Soit Ch = (B, N, E) une 
henille, n ≥ 4. Par 
onvention(voir Fig. 3.14, la 
olonne vertébrale de la 
henille est en gras) :� les sommets de la 
olonne vertébrale (les vertèbres) de la 
henille sontnumérotés de 1 à p ;� les sommets 1 et p n'ont pas de pattes ;� le sommet 1 appartient à N .
1 2 3 4 5 6 7 = p

Fig. 3.14 � Une 
henille à 7 vertèbresNous allons maintenant montrer le résultat suivant :Proposition 8. L'ajout de n−3 arêtes à une 
henille à n sommets permetd'obtenir un graphe hypotriangulé minimum (m′ = 2n− 4) sauf lorsque lessommets blan
s sont en nombre impair et tous de degré supérieur ou égalà 3. Dans 
e 
as, le nombre minimal d'arêtes à ajouter à la 
henille pourobtenir un graphe hypotriangulé est n− 2.58 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSPour montrer 
e résultat, nous raisonnons, modulo 4, sur le nombre desommets de la 
olonne vertébrale de la 
henille.Si p ≡ 0[4], nous formons des ensembles stables de taille 2 ave
 les ver-tèbres {i, i + 2} pour i ≡ 1[4] et i ≡ 2[4], ave
 i ≤ p − 2. Ainsi, tous lessommets de la 
olonne vertébrale sont dans des stables de taille 2. Sur la�gure 3.15, la 
olonne vertébrale est en gras, les stables de taille 2 sont enpointillés.
1 3

2 4 pFig. 3.15 � Formation des stables de taille 2 pour une 
henille telle que
p ≡ 0[4]Si p ≡ 1[4], nous formons des ensembles stables de taille 2 ave
 les ver-tèbres {i, i + 2} pour i ≡ 2[4] et i ≡ 3[4], ave
 i ≤ p − 2. Dans 
e 
as, lapremière vertèbre joue le role d'une patte de la vertèbre 2, voir Fig. 3.16.

1 3 5

2 4

p

Fig. 3.16 � Formation des stables de taille 2 pour une 
henille telle que
p ≡ 1[4]Si p ≡ 2[4], nous formons des ensembles stables de taille 2 ave
 les ver-tèbres {i, i+2} pour i ≡ 2[4] et i ≡ 3[4], ave
 i ≤ p−3. I
i la première et ladernière vertèbre n'appartiennent à au
un stable de taille 2, 
es vertèbresse 
omportent 
omme des pattes de leur vertèbre voisine (Fig. 3.17)2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 59
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1 3 5

2 4 pFig. 3.17 � Formation des stables de taille 2 pour une 
henille telle que
p ≡ 2[4]Si p ≡ 3[4], la 
henille possède un nombre impair de vertèbres blan
hes.Nous 
onsidérons alors deux sous-
as :� Si il existe une vertèbre blan
he 2j sans patte, sans perte de généralité,nous supposons que 2j ≥ p+1

2
, 
'est-à-dire le sommet 2j appartient à ladeuxième moitié de la 
olonne vertébrale. Nous formons des ensemblesstables de taille 2 ave
 les vertèbres {2j−i, 2j+i} pour 1 ≤ i ≤ p−2j.La vertèbre 2j est seule dans un stable. Il reste alors les vertèbres

{1, . . . , 4j − p − 1} (ave
 4j − p − 1 ≡ 0[4]). Nous formons alors lesstables de taille 2 ave
 les vertèbres {i, i+2} pour i ≡ 1[4] et i ≡ 2[4],ave
 i ≤ 4j − p− 3 (Fig. 3.18).
1 3

2 4

4j − p

2j − i

2j

2j + i

p

Fig. 3.18 � Formation des stables de taille 2 pour une 
henille telle que
p ≡ 3[4], possédant une vertèbre 2j blan
he sans patte� Si il existe une patte blan
he sur la vertèbre 2j + 1, notons xle sommet blan
 de la patte. Le nombre de vertèbres blan
hes étantimpair, 
ette patte blan
he divise la 
olonne vertébrale en deux, unepartie 
ontenant un nombre pair de vertèbres blan
hes, l'autre unnombre impair de vertèbres blan
hes. Supposons sans perte de gé-60 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSnéralité que les vertèbres {1, . . . , 2j} 
ontiennent un nombre pair devertèbres blan
hes (2j ≡ 0[4]). Nous formons alors des stables de taille2 ave
 les vertèbres {i, i+2} pour i ≡ 1[4] et i ≡ 2[4], ave
 i ≤ 2j−2,le stable {2j + 1, 2j + 3}, le stable {x, 2j + 2} et en�n des stables
{i, i+2} pour i ≡ 0[4] et i ≡ 1[4], ave
 2j +4 ≤ i ≤ p−2 (Fig. 3.19).

1 3

2 4

2j + 1

2j + 2

p

xFig. 3.19 � Formation des stables de taille 2 pour une 
henille telle que
p ≡ 3[4], possédant une vertèbre 2j + 1 noire ayant une patteDans 
ha
un des 
as pré
édents, une fois les ensembles stables 
onstruits,nous ajoutons alors des arêtes de telle manière que 
es stables de taille 2soient des sa
s dans une partition, les autres sommets de la 
henille étantdans des sa
s de taille 1. Nous obtenons alors un graphe 2-
onnexe possédantune partition-arbre-stable≤2, il est don
 hypotriangulé minimum (par leThéorème 3, page 42).Supposons maintenant que les sommets blan
s sont en nombre impair ettous de degré supérieur ou égal à 3, 
'est-à-dire, p ≡ 3[4], toutes les vertèbresblan
hes ont une patte et au
un vertèbre noire n'a de patte. Il est alorsimpossible de 
ompléter 
ette 
henille en un graphe hypotriangulé minimum.En e�et, les graphes hypotriangulés minimum sont bipartis, les stables detaille 2 
ontenant des sommets du même ensemble de la bipartition et toutsommet de degré supérieur ou égal à 3 appartient à un sa
 de taille 2 dansla partition-arbre-stable≤2. Or une telle 
henille possède un nombre impairde sommets blan
s, tous de degré supérieur ou égal à 3. Il est impossible deregrouper les sommets blan
s en stables de taille 2. Ainsi, le nombre minimald'arêtes à ajouter à un tel graphe pour obtenir un graphe hypotriangulé estminoré par n− 2. Nous formons alors des sa
s de taille 2 dont un seul n'estpas stable : les ensembles stables de taille 2 sont {i, i + 2} pour i ≡ 2[4]et i ≡ 3[4], ave
 i ≤ p − 4 auxquels s'ajoute l'ensemble {p − 1, p} nonstable (voir Fig. 3.20). L'ajout des arêtes, de manière à rendre jumeaux les2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 61
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1 3 5

2 4

p− 1 p

Fig. 3.20 � Formation de ensembles de taille 2, {p−1, p} n'étant pas stable,pour une 
henille ayant un nombre impair de sommets blan
s, tous de degrésupérieur ou égal à troissommets d'un même stable, formant ainsi des sa
s de taille deux, 
onstruitun graphe hypotriangulé possédant 2n− 3 arêtes.2.4 Arbre→ HT -Ajout arêtesLes 
as des 
haînes et des 
henilles étant polynomiaux, nous avons bienévidemment voulu nous intéresser au 
as des arbres. Cependant, nous avonsété 
onfronté à des di�
ultés : déterminer si un arbre est ou non graphepartiel d'un graphe hypotriangulé minimum n'est pas aussi aisé que dans le
as des 
henilles.2.4.1 Résultats préliminairesDé�nition 7. Un ensemble �ni G = {Gi}1≤i≤p de graphes est minimale-ment hypotriangulable si il satisfait les 
onditions suivantes :il existe un ordre sur G et deux entiers k1 et k2 tels que :� 0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ p� ∀ i ≤ k1, ni = 1, Gi a un unique sommet xi ;� ∀ i, k1 < i ≤ k2, Gi est un P3, où x1
i et x2

i sont ses extrémités ;� ∀ i, k2 < i ≤ p, Gi est un graphe hypotriangulé minimum ave
 n(Gi) ≥

4 sommets et δ(Gi) = 2, on note x1
i et x2

i deux sommets d'un mêmesa
 de la partition-arbre-stable≤2 de Gi ;� et ∑i n(Gi) ≥ 2.Lemme 11. Soit G = {Gi}1≤i≤p un ensemble de graphes, minimale-ment hypotriangulable. Soient u, v deux sommets, distin
ts des sommetsdes graphes Gi. Soit le graphe G dont l'ensemble des sommets est V =
⋃

i Vi ∪ {u, v} et l'ensemble des arêtes est E =
⋃

i Ei ∪
⋃

i≤k1
{[u, xi], [v, xi]}62 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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∪
⋃

i>k1
{[u, x1

i ], [u, x2
i ], [v, x1

i ], [v, x2
i ]}.

G est un graphe hypotriangulé minimum.
u v

Fig. 3.21 � Constru
tion d'un graphe hypotriangulé minimum à partir d'unefamille minimalement hypotriangulable et deux sommets u et vDémonstration. Si ∑i n(Gi) ≥ 2, alors |V | ≥ 4. D'après le théorème 3,
G est hypotriangulé minimum est équivalent à G est 2-
onnexe et a unepartition-arbre-stable≤2.Les graphes Gi pour i > k1 sont reliés via un graphe biparti 
omplet
K2,2 aux sommets u et v. Cela nous assure que le graphe G est 2-
onnexe(il n'y a pas de sommet d'arti
ulation). De plus en a�e
tant les sommets uet v à un même sa
 A ; les sommets xi, i ≤ k1 dans des sa
s de taille 1 ; etpour k1 < i ≤ k2, les extrémités du P3 dans un même sa
 de taille deux ;les sa
s des graphes Gi, pour i > k2, sont in
hangés ; de 
ette manière, nous
onstruisons une partition-arbre-stable≤2 de G. Voir Fig. 3.21.Dé�nition 8. Une forêt (ensemble d'arbores
en
es) F est à feuilles uni-formes si en imposant aux ra
ines de 
haque arbores
en
e d'appartenir aumême ensemble de la bipartition, alors toutes les feuilles de profondeur su-périeure ou égale à 1 appartiennent à un même ensemble de 
ette bipartition.Lemme 12. Soit F = (N, B, E) une forêt à feuilles uniformes dont lesfeuilles de profondeur supérieure ou égale à 1 appartiennent à N . Si |B| estpair, alors il existe un surgraphe de F qui est minimalement hypotriangu-lable, les ra
ines des arbres de F étant dans des ensembles stables de taille2, à l'ex
eption des arbres de taille 1 si ils appartiennent à N .2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 63
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Fig. 3.22 � Exemple de forêt à feuilles uniformes noires et à ra
ines blan
hesDémonstration. Raisonnons par ré
urren
e sur h la hauteur maximale d'unarbre de F . Nous montrons qu'il est possible de 
oupler les ra
ines desarbres dans des stables de taille 2. Ensuite, l'hypothèse de ré
urren
e et leLemme 11, permettent de 
on
lure.Pour h = 0, F 
ontient uniquement des arbres de taille 1. Don
 F estminimalement hypotriangulable. De plus, si 
es sommets appartiennent à
N , il n'y a rien à prouver. Si par 
ontre ils appartiennent à B, sa
hant que
|B| est pair, alors il est possible de partitionner B en stables de taille 2.Pour h = 1, les feuilles appartenant à N , les ra
ines des arbres de F sontné
essairement dans B. Or |B| est pair, nous partitionnons alorsB en stablesde taille 2 et ajoutons les arêtes de manière à 
e que deux sommets dans unmême stable soient jumeaux (
'est-à-dire qu'ils ont les mêmes voisins), voirFig. 3.23. Soit x et x′ les ra
ines de deux arbres de F , alors x, x′ et leurs
Fig. 3.23 � Formation de stables de taille 2 
ontenant les ra
ines des arbresd'une forêt à feuilles uniformes de hauteur 1�ls (éventuels) forment un graphe K2,|N(x)∪N(x′)|. Si |N(x) ∪ N(x′)| ≥ 2 ils'agit d'un graphe hypotriangulé minimum ; si |N(x) ∪ N(x′)| = 1, alors ils'agit d'un P3 ; sinon (|N(x) ∪N(x′)| = 0) x et x′ sont des sommets isolés.64 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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 ajouté des arêtes à F de manière à obtenir un ensembleminimalement hypotriangulable.Au rang h, l'hypothèse de ré
urren
e est que pour toute forêt à feuillesuniformes F = (N, B, E) dont les arbres sont de hauteur inférieure ou égaleà h, où les feuilles de profondeur supérieure ou égale à 1 appartiennentà N et |B| est pair, F est un graphe partiel d'une famille minimalementhypotriangulable, les ra
ines des arbres de F étant dans des stables de taille2, à l'ex
eption des arbres de taille 1 si ils appartiennent à N .Au rang h+1, soit F une forêt dont les arbres sont de hauteur inférieureou égale à h+1. Soit T un arbre de F , notons BT les sommets de B∩V (T ).
|BT | est pair ou impair, mais puisque |B| est pair, 
es derniers sont ennombre pair.Nous 
onsidérons, dans la suite, les arbres tels que |BT | est pair isolément et
eux dont |BT | est impair par paire T1 et T2. Dans le 
as des arbres de taille1, si ils appartiennent à N , il n'y a rien à prouver et si ils appartiennent à
B alors |BT | = 1 est impair.� Soit T tel que |BT | est pair : |BT | ≥ 2 don
 la hauteur de T est aumoins 2 et T a au moins 4 sommets. Soit u la ra
ine de T et v unpetit-�ls de u (la hauteur de l'arbre est supérieure à 2), {u, v} est unstable de taille 2. Voir Fig. 3.24 et 3.25.

u

v

−→

u v

RFFig. 3.24 � Formation du stable 
ontenant la ra
ine u ∈ B de T tel que
|BT | est pairLes sommets de T \{u, v} induisent une forêt à feuilles uniformes RFdont les arbres sont de hauteur inférieure ou égale à h, où toute feuillede profondeur supérieure ou égale à 1 appartient à N et véri�ant |B|2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 65
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u v

RF

Fig. 3.25 � Formation du stable 
ontenant u ∈ N ra
ine de T tel que |BT |est pairest pair. L'hypothèse de ré
urren
e permet de 
on
lure qu'il existe unsurgraphe de RF qui est un ensemble �ni {Gi} de graphes, minima-lement hypotriangulable, les ra
ines des arbres étant dans des sa
sstables de taille 2 {x1
i , x

2
i }, sauf pour les arbres de taille 1 appartenantà B. RF a au moins 2 sommets, le Lemme 11 assure que l'ajout desarêtes {[u, xi], [v, xi]}i≤k1 et {[u, x1

i ], [u, x2
i ], [v, x1

i ], [v, x2
i ]}i>k1 
onstruitun surgraphe hypotriangulé de T .� Soient T1 et T2 tels que |BT1 | et |BT2 | sont impairs : soit u (respe
ti-vement v) la ra
ine de T1 (respe
tivement T2), voir Fig. 3.27 et 3.26.

u

RF

v

Fig. 3.26 � Formation du stable 
ontenant les ra
ines u et v ∈ N de T1 et
T2 tels que |BT1| et |BT2 | sont impairsL'ensemble {u, v} est un stable de taille 2. Si |V (T1) ∪ V (T2)| = 2,les sommets u et v sont des sommets isolés ; si |V (T1) ∪ V (T2)| = 3,alors l'ajout d'arêtes pour rendre u et v jumeaux donne un P3 ; sinon(|V (T1)∪V (T2)| ≥ 4), les �ls de u et v appartenant au même ensemblede la bipartition, sont les ra
ines d'arbres de hauteur inférieure ou66 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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u

RF

v

Fig. 3.27 � Formation du stable 
ontenant les ra
ines u et v ∈ B de T1 et
T2 tels que |BT1 | et |BT2| sont impairségale à h. Ces arbres forment une forêt RF ayant un nombre pair desommets dans B et où toute feuille de profondeur supérieure ou égaleà 1 appartient à N . L'hypothèse de ré
urren
e appliquée àRF , l'ajoutdes arêtes entre u et les �ls de v (et respe
tivement v et les �ls de u)et le Lemme 11 
onstruisent un surgraphe hypotriangulé minimum de

T1 ∪ T2.2.4.2 Arbres à feuilles uniformesDé�nition 9. Un arbre à feuilles uniformes est un arbre dont les feuillessont toutes dans le même ensemble de la bipartition.Théorème 15. Le problème Arbreunif →HT -Ajout arêtes est polyno-mial.Démonstration. Soit T = (B, N, E) un arbre tel que toutes ses feuilles ap-partiennent à N .Nous allons maintenant montrer le résultat suivant :Proposition 9. L'ajout de n−3 arêtes à un arbre à feuilles uniformes à nsommets permet d'obtenir un graphe hypotriangulé minimum (m′ = 2n−4)sauf lorsque les sommets blan
s sont en nombre impair et tous de degré2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 67
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Fig. 3.28 � Exemple d'arbre à feuilles uniformes noiressupérieur ou égal à 3. Dans 
e 
as, le nombre minimal d'arêtes à ajouter àl'arbre pour obtenir un graphe hypotriangulé est n− 2.Pour montrer 
e résultat, nous raisonnons sur la parité de |B|, ainsi que
δ(B), le degré minimal d'un sommet de B.Si |B| est pair, en 
hoisissant un sommet quel
onque de T 
omme ra
inede l'arbre, 
e résultat est un 
as parti
ulier du Lemme 12.Si |B| est impair et δ(B) = 2, soient x ∈ B de degré 2 et u, v ∈ N lesvoisins de x. Les sommets de V (T ) \ {x, u, v} induisent une forêt RF (voirFig. 3.29) 
ontenant un nombre pair de sommets de B, les ra
ines des arbresappartenant à B et les feuilles à N . Par le Lemme 12, nous savons que 
etteforêt peut être 
omplétée en un ensemble {Gi} minimalement hypotriangu-lable. D'après le Lemme 11 ave
 l'ensemble {Gi} ∪ {x} et les sommets u et
v, T est un graphe partiel d'un graphe hypotriangulé minimum.Si |B| est impair et δ(B) ≥ 3, il est impossible de 
ompléter T en ungraphe hypotriangulé minimum. En e�et, un graphe hypotriangulé mini-mum est né
essairement biparti et 
haque sommet de degré supérieur ouégal à 3 est 
ouplé dans un stable de taille 2 ave
 un sommet jumeau (quiappartient don
 au même ensemble de la bipartition). I
i, il y a un nombreimpair de sommets de B à partitionner en stables de taille 2. Ce
i est im-possible, don
 T n'est pas un graphe partiel d'un graphe hypotrianguléminimum. Le nombre minimal d'arêtes à lui ajouter pour obtenir un graphe68 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉS
u v

x

RF

Fig. 3.29 � Arbre à feuilles uniformes N , |B| est impair et δ(B) = 2hypotriangulé est don
 supérieur ou égal à n− 2.Soit y ∈ N une feuille de T et x ∈ B le voisin de y. Comme y est une feuille,le graphe induit par les sommets V (T ) \ {x, y} est une forêt F à feuillesuniformes, appartenant à N , ayant un nombre pair de sommets de B, dontles arbres sont à ra
ines dans N (voir Fig. 3.30).
xy

F

Fig. 3.30 � Arbre à feuilles uniformes N , |B| impair et δ(B) ≥ 3Ainsi par le Lemme 12, 
ette forêt se 
omplète en un ensemble {Gi} degraphes minimalement hypotriangulable où les ra
ines des arbres de F sontdans les stables de taille 2, à l'ex
eption des arbres de taille 1 appartennantà N . Une 
omplétion semblable à 
elle du Lemme 11 permet d'obtenir ungraphe ayant une partition-arbre≤2 et dont 
haque sa
 est un ensemble2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 69
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 {x, y}. Le graphe ainsi obtenu est ungraphe hypotriangulé et possède 2n − 3 arêtes. L'hypotriangulation de Tpar ajout d'arêtes né
essite don
 n− 2 nouvelles arêtes.2.4.3 Les autres arbresNous avons 
her
hé à obtenir des résultats généraux sur les arbres.Cependant, quelque soit l'appro
he que nous avons envisagé, nous noussommes trouvés dans une impasse : 
ertains arbres sont graphe partiel d'ungraphe hypotriangulé minimum et né
éssite l'ajout de n − 3 arêtes pourobtenir un graphe hypotriangulé. D'autres ne le sont pas. Considérons parexemple les arbres des Figures 3.31 et 3.32.
1 2

3 4 5 6

7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18Fig. 3.31 � Cet arbre est graphe partiel d'un graphe hypotriangulé minimum
1

9

3 4

15 16

7 8

19 20

11 12 13 14

23 24 25 26

10

17 18

21 22

27 28 29 30

2

5 6

Fig. 3.32 � Cet arbre n'est pas graphe partiel d'un graphe hypotrianguléminimumCes deux arbres (respe
tivement T1 et T2) présentent une stru
ture70 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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he : les sommets G = {1 ; 3 ; 4 ; 7 ; 8 ; 11 ; 12 ; 13 ; 14} induisent un sous-arbre à feuilles uniformes noires, ayant un nombre impair de sommets blan
s,tous de degré 3 (dans l'arbre Ti). Quant aux sommets de D = V \ G, ils in-duisent un sous-arbre de ra
ine 2 est un arbre à feuilles uniformes blan
heset possédant un nombre impair de sommets noirs, de degré 3 (dans l'arbre
Ti). Nous avons vu pré
édemment que de tels sous-arbres ne peuvent êtregraphes partiels de graphes hypotriangulés minimum. Ainsi, si T1 (respe
ti-vement T2) est graphe partiel d'un graphe hypotriangulé minimum, né
es-sairement au moins un sommet blan
 de G forme un stable de taille 2 ave
un sommet blan
 de D (plus pré
isément, un nombre impair de tels stablesdoivent exister) et de même pour les sommets noirs : au moins un sommetnoir de D forme un stable de taille 2 ave
 un sommet noir de G.Pour l'arbre T1 en Fig. 3.31, nous donnons les sa
s stables de taille 2 jus-ti�ant ainsi que T1 est graphe partiel d'un graphe hypotriangulé minimum.Les sa
s de T1 sont : {1 ; 5}, {2 ; 3}, {4 ; 9}, {6 ; 7}, {8 ; 15} et {10 ; 11}.Pour l'arbre T2 en Fig. 3.31, nous utilisons l'argument pré
édent, disantqu'au moins un sommet blan
 de G doit être dans un sa
 stable ave
 unsommet blan
 de D et, à symétrie près, énumérons les di�érents 
as pos-sibles :Supposons que le sommet 1 forme un stable ave
 :� le sommet 23, alors nous pouvons en déduire les sa
s {2 ; 19}, {5 ; 15},puis {9 ; 20}, {3 ; 4} et {7 ; 8}. Il est alors impossible d'a�e
ter tous lessommets noirs du sous-arbre de ra
ine 6 à des sa
s stables de taille 2,pour obtenir une partition-arbre-stable≤2.� le sommet 15. Nous obtenons né
essairement les sa
s {2 ; 9}, {3 ; 19}.Le sous-arbre de ra
ine 4 pose alors un problème.� le sommet 5. Nous 
onsidérons alors les di�érentes possibilités de for-mation de stables 
ontenant le sommet 2 : {2 ; 3}, {2 ; 9} ou {2 ; 10}.Par le même type d'argument que pré
édemment, 
ha
une de ses pos-siilités aboutit à une impasse.Nous raisonnons de même pour les stables {7 ; 23}, {7 ; 15} ou {7 ; 5}. Ainsi,l'arbre T2 n'est pas graphe partiel d'un graphe hypotriangulé minimum. Lenombre minimum d'arêtes à lui ajouter pour obtenir un graphe hypotrian-gulé est n− 2. En e�et, en 
onsidérant le sa
 de taille 2 {1 ; 2} non stable,la formation des autres sa
s stables de taille 2 devient évidente : {3 ; 4},2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 71
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{5 ; 6}, {7 ; 8}, {9 ; 10}, {15 ; 16}, {17 ; 18}, {19 ; 20} et en�n {21 ; 22}. Legraphe ayant 
es sa
s pour partition-arbre≤2 est un graphe hypotrianguléà 2n− 3 arêtes.2.5 Grille→HT -Ajout arêtesNous 
hangeons i
i 
omplètement de philosophie dans la démonstrationdes résultats qui suivent. En e�et, nous ne 
onsidérons plus les graphes hy-potriangulés minimum pour montrer la minimalité de l'ensemble des arêtesajoutées.Soit Gp,q la grille de taille p× q (p ≥ q ≥ 2). Nous numérotons les lignesde 1 à p de haut en bas et les 
olonnes de 1 à q de gau
he à droite. Soit unsommet x ∈ Gp,q, nous notons alors L(x) (respe
tivement C(x)) le numérode la ligne (respe
tivement la 
olonne) à laquelle appartient x.

p





q︷ ︸︸ ︷

Fig. 3.33 � Gp,qLe graphe Gp,q n'est pas hypotriangulé. En e�et, tout P3 horizontal ouverti
al n'est in
lus dans au
un C3 ou C4. Rappelons le problème Grille→
HT -Ajout arêtes, dé�ni en Se
tion 2.3.2 du Chapitre 1 :Données Une grille Gp,q = (V, E)Question Quel est le 
ardinal minimal d'un ensemble d'arêtes F, F ⊂ V ×V \Etel que le graphe G′ = (V, E ∪ F ) est hypotriangulé ?Notons rp,q le 
ardinal minimal de F .2.5.1 Trouver un minorant de rp,qLe nombre minimal d'arêtes à ajouter à Gp,q pour que tous les P3 hori-zontaux et verti
aux soient in
lus dans un C3 ou un C4 est un minorant de72 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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rp,q.Soit ayb un P3 horizontal ou verti
al de Gp,q in
lus dans un C3 ou un C4suite à l'ajout d'un ensemble d'arêtes. Si une arête ajoutée e appartient àun C3 ou à un C4 
ontenant ayb, nous dirons que e 
ouvre ayb.Couverture des P3 horizontaux et verti
aux d'une grille Nous dé-taillons i
i les di�érentes manières de 
ouvrir un P3 dans une grille. Soit aybun P3 horizontal (ou verti
al) de la grille, il peut être 
ouvert :� par une seule arête ajoutée :� par l'arête ab, ainsi les sommets a, y, b induisent un C3 dans le nou-veau graphe (voir Fig. 3.34) ;

a y b

Fig. 3.34 � P3 de la grille in
lus dans un C3� par une arête az où z est un voisin de b dans la grille, ainsi lessommets a, y, b, z induisent un C4 dans le graphe 
omplété, donttrois des quatre arêtes appartiennent à la grille (voir Fig. 3.35) ;
a y b z

a y b

zFig. 3.35 � Deux manières de 
ouvrir un P3 de la grille par une seule arêteajoutée, in
lus dans un C4� par une paire d'arêtes ajoutées : az, zb, ainsi ayb est in
lus, dans lenouveau graphe, dans un C4 dont deux des quatre arêtes appartiennentà la grille (voir Fig. 3.36).Partition de l'ensemble des P3 horizontaux et verti
aux La grilleest un graphe biparti, notons don
 Gp,q = (B, N, E). Nous notons alors P h
X2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 73
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a y b

zFig. 3.36 � Un P3 de la grille 
ouvert par deux arêtes ajoutées(X ∈ {N, B}) (respe
tivement P v
X) l'ensemble des P3 horizontaux (respe
-tivement verti
aux) de Gp,q dont le sommet 
entral appartient à X.Ainsi les P3 de la grille qui n'appartiennent à au
un C3 ou C4 sontpartitionnés en P h

B ⊔ P v
B ⊔ P h

N ⊔ P v
N .Couverture de P h

B ⊔ P v
N Nous 
her
hons à déterminer i
i le nombre mi-nimal d'arêtes à ajouter à la grille Gp,q pour que les P3 de P h

B ⊔ P v
N soientin
lus dans des C3 ou des C4.Remarque 8. Une arête seule peut 
ouvrir au maximum un seul P3 de

P h
B ⊔ P v

N . Ce
i est dû au fait que nous ne 
onsidérons i
i que les P3 desommet 
entral blan
 horizontaux et les P3 de sommet 
entral noir verti
aux.En e�et, une arête seule peut 
ouvrir deux P3 (Fig. 3.35), mais alors 
eux-
i sont tous les deux horizontaux ou verti
aux et ont des sommets 
entrauxde 
ouleurs di�érentes.Remarque 9. Une arête ne peut servir à 
ouvrir que des P3 dont un deses sommets est extrémité. Ainsi, si xy ∈ F , 
ette arête peut servir dans la
ouverture d'au plus deux P3 de P h
B ⊔ P v

N d'extrémité x (plus pré
isément,
es P3 sont de type P h
B si x ∈ N et de type P v

N si x ∈ B) et d'au plus deux
P3 de P h

B ⊔ P v
N d'extrémité y.Remarque 10. Soit un ensemble F d'arêtes à ajouter à Gp,q. Supposonsqu'il existe deux P3 de P h

B ⊔ P v
N d'extrémités x, x1 et y, y1 
ouverts par desarêtes xy, xy1 et x1y de F et l'arête xy ne sert dans la 
ouverture d'au
unautre P3.� Si x1y1 ∈ F , les P3 d'extrémités x, x1 et y, y1 sont également 
ouvertspar les arêtes xy1, x1y1 et x1y de F . Ainsi l'ensemble F \ {xy} de
ardinal |F | − 1 
ouvre les mêmes P3 que F .74 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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ardinal |F | 
ouvre lesmêmes P3 que F .Proposition 10. Soit Gp,q = (V, E) où V = N ∪ B. Soit F ∈ V 2 \ E unensemble de paires de sommets de Gp,q. Dans le graphe G = (V, E ∪ F ), auplus |F | éléments de P h
B ⊔ P v

N sont 
ouverts (i.e. sont in
lus dans un C3 ouun C4).Démonstration. Nous montrons 
e résultat par ré
urren
e sur |F |.
|F | = 1, l'ajout d'une arête à Gp,q 
ouvre au plus un P3 de P h

B ⊔P v
N , parla proposition 8.Soit l'hypothèse de ré
urren
e au rang k, HR(k) : tout ensemble d'arêtes

F de 
ardinal k permet par son ajout au graphe Gp,q de 
ouvrir au plus k

P3 de P h
B ⊔ P v

N .Soit F un ensemble de k + 1 arêtes, nous montrons par l'absurde que F
ouvre au plus k + 1 P3 de P h
B ⊔ P v

N de la grille. Par l'absurde, supposonsque F 
ouvre au moins k + 2 P3 de P h
B ⊔ P v

N . Si il existe une arête xy ∈ Fqui ne 
ouvre qu'un seul P3 alors F \ {xy} est de 
ardinal k et 
ouvre aumoins k + 1 P3 de P h
B ⊔P v

N , 
e qui 
ontredit HR(k). Ainsi, toute arête de Fsert à 
ouvrir au moins deux P3 de P h
B ⊔ P v

N .Nous partitionnons F 
omme suit :
NNL = {xy ∈ F/x ∈ N, y ∈ N, L(x) = L(y)} les arêtes dont les deuxextrémités appartiennent à N et à la même ligne ;
NN = {xy ∈ F/x ∈ N, y ∈ N, L(x) 6= L(y)} les arêtes dont les deuxextrémités appartiennent à N qui ne partagent pas la même ligne ;
BB = {xy ∈ F/x ∈ B, y ∈ B} les arêtes dont les deux extrémités appar-tiennent à B ;
NB = {xy ∈ F/x ∈ N, y ∈ B, C(x) < C(y)} les arêtes dont une extrémitéappartient à N et l'autre à B, le sommet noir étant à gau
he dusommet blan
 ;
BN = {xy ∈ F/x ∈ N, y ∈ B, C(x) > C(y)} les arêtes dont une extrémitéappartient à N et l'autre à B, le sommet noir étant à droite du sommetblan
 ;

NBC = {xy ∈ F/x ∈ N, y ∈ B, C(x) = C(y)} les arêtes bi
olores dont lesdeux extrémités appartiennent à la même 
olonne.2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 75
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ha
un des ensembles que nous avons dé�nis, nous le supposonsnon vide et 
hoisissons alors une arête xy de 
et ensemble de manière àrestreindre les possibilités d'arêtes de F in
identes à xy. Ainsi, nous restrei-gnons les possibilités de P3 
ouverts par xy. De plus, nous avons montréque toute arête de F doit servir dans la 
ouverture d'au moins deux P3de P h
B ⊔ P v

N . C'est don
 en parti
ulier vrai pour xy. Nous 
her
hons alorsà aboutir à une absurdité et montrons ainsi que les six ensembles dé�nis
i-dessus sont vides, et don
 que F est vide.Si NNL 6= ∅ , soit une arête xy = argmax{dG(x, y)/xy =argmin
xy∈NNL

(C(x))}. Il s'agit don
 d'une arête la plus longue dont les deux extré-mités sont noires, appartiennent à une même ligne et l'une des extrémitésest la plus à gau
he. Nous raisonnons par ré
urren
e sur dG(x, y).� Si dG(x, y) = 2, alors C(y) = C(x) + 2 et l'arête xy 
ouvre le P3
x y mais elle doit servir à 
ouvrir au moins un autre P3. Il existedon
 une arête xz (ou yz) in
idente à xy telle que y et z (ou x et
z) sont extrémités d'un P3 de P h

B ⊔ P v
N , or x ∈ N (et y ∈ N) don


z ∈ N . Né
essairement l'arête yz est telle que L(z) = L(x) = L(y)et C(z) = C(x)− 2 
e qui est impossible 
ar par minimalité de C(x)ou l'arête est xz telle que L(z) = L(x) = L(y) et C(z) = C(y) + 2 etalors dG(x, z) > dG(x, y) 
e qui est impossible 
ar l'arête xy maximisela distan
e entre ses extrémités, une fois C(x) minimal.� Supposons que dG(x, y) = 2j 
onduit à une absurdité, pour j ≥ 1.� Si dG(x, y) = 2(j + 1), alors C(y) = C(x) + dG(x, y) et l'arête xy ne
ouvre seule au
un P3. Or 
ette arête doit servir à 
ouvrir au moinsdeux P3, il existe don
 deux arêtes in
identes à xy. Par le 
hoix del'arête xy, 
es arêtes sont né
essairement xy1 ave
 C(y1) = C(y)− 2et x1y ave
 C(x1) = C(x) + 2. Utilisons maintenant la remarque 10et le 
hoix de l'arête xy : soit x1y1 appartient à F et dans 
e 
as,
F \ {xy} 
ontredit HR(k), soit l'arête x1y1 n'appartient pas à F etalors F \ {xy} ∪ {x1y1} est un ensemble d'arêtes, dont l'ajout à Gp,qpermet de 
ouvrir les mêmes P3 que F , de même 
ardinal ; 
ontenant
xy1 ∈ NNL et dG(x, y1) = 2j. En itérant pour toutes les arêtes xy de
NNL qui minimise C(x) et telle que dG(x, y) = 2(j+1), nous obtenonsalors un ensemble d'arêtes F ′ de même 
ardinal que F , 
ouvrant les76 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSmêmes P3 tel que max{dG(x, y)/xy = argmin
xy∈NNL

(C(x))} = 2j. D'aprèsl'hypothèse de ré
urren
e, 
e
i est impossible.Don
 NNL = ∅.Si NN 6= ∅ , soit une arête xy = argmax{dG(x, y)/xy =argmin
xy∈NN

(C(x))}. Rappelons que L(x) 6= L(y). Il s'agit d'une arête la pluslongue dont les deux extrémités sont noires et l'une des extrémités est laplus à gau
he. x minimise C(x) don
 C(x) ≤ C(y). L'arête xy seule ne
ouvre au
un P3 de P h
B ⊔ P v

N , don
 il existe deux arêtes in
identes à xypermettant de 
ouvrir des P3 horizontaux appartenant aux lignes L(x) ou
L(y). Or 
es arêtes ne peuvent pas être de la forme yz ave
 L(z) = L(x),
C(z) < C(x), par minimalité de C(x). De plus xy maximise dG(x, y)don
 
es arêtes in
identes ne peuvent pas non plus être de type xz ave

L(z) = L(y), C(z) > C(y). Ainsi les arêtes in
identes à xy sont né
essaire-ment x1y ∈ NN ave
 L(x1) = L(x), C(x1) = C(x) + 2 et xy1 ∈ NN ave

L(y1) = L(y), C(y1) = C(y)−2. Raisonnons par ré
urren
e sur C(y)−C(x)pour montrer que 
ette situation aboutit à une absurdité.� Si C(y) − C(x) = 0 ou 1, le sommet y1 véri�e C(y1) < C(x), 
e qui
ontredit la minimalité de C(x).� Supposons que C(y) − C(x) ≤ j est impossible pour j ≥ 1. Soit

C(y)−C(x) = j+1, la 
on�guration est donnée en Fig. 3.37. Utilisons
x x1

y1 yFig. 3.37 � L(x) 6= L(y)la remarque 10 : si l'arête x1y1 appartient à F , l'ensemble F \ {xy}
ontredit HR(k). Ainsi l'arête x1y1 n'appartient pas à F , nous modi-�ons alors l'ensemble F , en remplaçant l'arête xy par x1y1. L'arête
xy1 appartient toujours à 
et ensemble. En e�e
tuant 
ette opéra-tion pour toute les arêtes xy ∈ NN qui minimise C(x) telle que
C(y)−C(x) = j +1, nous obtenons alors un nouvel ensemble d'arêtes2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 77
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ardinal, 
ouvrant les mêmes P3 pour lequel C(y)−C(x) estmajoré par j pour les arêtes qui minimisent C(x).Don
 NN = ∅.Si BB 6= ∅ , en transposant les arguments pré
édents, relatifs auxlignes, aux 
olonnes et en 
onsidérant une arête xy = argmax{dG(x, y)/xy =argmin
xy∈BB

(L(x))}, nous arrivons à une absurdité. Don
 BB = ∅.Si NB 6= ∅ , soit une arête xy = argmax{dG(x, y)/xy =argmin
xy∈NB

(C(x))}. Il s'agit don
 d'une arête la plus longue dont les extrémitéssont noire et blan
he, l'extrémité noire étant plus à gau
he que la blan
heet la plus à gau
he parmi les arêtes de 
e type.� Si dG(x, y) = 3 et L(x) = L(y), alors C(y) = C(x) + 3 et l'arête xyseule 
ouvre un P3 de P h
B mais elle doit servir à 
ouvrir au moins unautre P3. Il existe don
 une arête xz ou yz dans F in
idente à xy telleque y et z (ou x et z) sont extrémités d'un P3 de P h

B⊔P v
N , or x ∈ N et

y ∈ B don
 soit yz ∈ F ave
 z ∈ N et L(z) = L(x), soit xz ∈ F ave

z ∈ B et C(z) = C(y). Cependant, par minimalité de C(x), le premier
as est impossible. De plus, par maximalité de dG(x, y), le deuxième
as est également impossible. Voir Fig. 3.38.

x y

Fig. 3.38 � L(x) = L(y) et dG(x, y) = 3� Si dG(x, y) > 3 et L(x) = L(y), alors C(y) = C(x) + dG(x, y) etl'arête seule ne 
ouvre au
un P3. Il existe don
 au moins deux arêtesin
identes à xy dans F :� yz ∈ F ave
 z ∈ N et L(z) = L(x), et par minimalité de C(x), nousobtenons né
essairement C(z) = C(x) + 2 ;� xz ∈ F ave
 z ∈ B et C(z) = C(y) or dG(x, y) est maximal, 
e 
asest don
 impossible.Il existe dans F au plus une arête in
idente à xy permettant de 
ouvrirdes P3 de P h
B⊔P v

N . L'arête xy ne sert dans la 
ouverture que d'un seul78 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION
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P3 et sa suppression de F 
ontredit HR(k).� Si L(x) 6= L(y) et dG(x, y) = 3. L'arête xy 
ouvre un P3 de P h

B ⊔ P v
N .Or 
ette arête doit servir dans la 
ouverture d'un deuxième P3, don
il existe une arête in
idente à xy. Nous distinguons deux 
as :� |L(y) − L(x)| = 1, C(y) − C(x) = 2, par minimalité de C(x) etpar maximalité de dG(x, y), l'arête in
idente à xy est xy1 ave


|L(y1) − L(x)| = |L(y) − L(x)| et C(y1) = C(y). Nous voyons surla �gure 3.39 que F \ {xy} 
ouvre alors k + 1 P3, 
e qui 
ontreditHR(k).
x

y1

yFig. 3.39 � |L(y)− L(x)| = 1, C(y)− C(x) = 2� |L(y)−L(x)| = 2, C(y)−C(x) = 1, 
ette fois, la seule arête in
identeà xy qui permet de 
ouvrir un deuxième P3 est x1y ave
 L(x1) =

L(x) et C(x1) = C(x) + 2. En
ore une fois, (voir Fig. 3.40) lasuppression de l'arête xy 
ontredit l'hypothèse de ré
urren
e.� Sinon, L(x) 6= L(y) et dG(x, y) > 3 don
 l'arête xy seule ne 
ouvreau
un P3. Il existe deux arêtes in
identes à xy permettant de 
ouvrirdes P3 de la ligne L(x) ou de la 
olonne C(y). Ce arêtes ne peuventpas être de la forme yz ave
 L(z) = L(x), C(z) < C(x). De plus xymaximise dG(x, y) don
 
es arêtes in
identes ne peuvent pas non plusêtre de type xz ave
 C(z) = C(y) et |L(z) − L(x)| > |L(y) − L(x)|.Ainsi les arêtes in
identes à xy sont né
essairement x1y ave
 L(x1) =

L(x), C(x1) = C(x) + 2 et xy1 ave
 C(y1) = C(y), |L(y1) − L(x)| =

x

y

x1

Fig. 3.40 � |L(y)− L(x)| = 2, C(y)− C(x) = 12. PROBLÈMES DE MODIFICATION 79
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|L(y)−L(x)|−2. Raisonnons par ré
urren
e sur dG(x, y) pour montrerque 
ette situation aboutit à une absurdité.� dG(x, y) = 3 est impossible. Ce 
as a été étudié pré
édemment.� Si dG(x, y) = 5 ave
 {|L(y)− L(x)|, |C(y)− C(x)|} = {2, 3}, dans
e 
as, les sommets x1 et y1 sont voisins dans la grille et l'arête xy1(respe
tivement x1y) 
ouvre seule le P3 d'extrémité x, x1 (respe
ti-vement y, y1). L'ensemble F \ {xy} 
ouvre les mêmes arêtes que F .Don
 F \ {xy} 
ontredit HR(k).

x x1

y1

y

x x1

y1

y

Fig. 3.41 � Deux 
on�gurations telles que dG(x, y) = 5 ave
 {|L(y) −
L(x)|, |C(y)− C(x)|} = {2, 3}� Si dG(x, y) = 5 ave
 |L(y) − L(x)| = 1, C(y) − C(x) = 4. VoirFig. 3.42. On a alors |L(y1) − L(x)| = 1, les sommets y et y1 sontsymétriques par rapport à L(x). En appliquant le même raisonne-ment à xy1, nous obtenons que x1y1 ∈ F . Or d'après la remarque 10,l'ensemble F \ {xy} 
ontredit HR(k).

x x1

y1

yFig. 3.42 � dG(x, y) = 5 ave
 |L(y)− L(x)| = 1, C(y)− C(x) = 4� Si dG(x, y) = 5 ave
 |L(y) − L(x)| = 4, C(y) − C(x) = 1. VoirFig. 3.43. Les sommets x et x1 sont symétriques par rapport à
C(y), l'arête x1y appartient à BN . L'arête x1y1 n'appartient pas à
F , sinon F \ {xy} 
ontredit HR(k), nous remplaçons don
 dans Fl'arête xy par x1y1. En appliquant 
e
i à toutes les arêtes de F de
e type, nous obtenons un nouvel ensemble d'arêtes F ′ dont l'ajout80 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉSà la grille 
ouvre les mêmes P3 que F , de même 
ardinal et ne
ontenant pas d'arêtes xy minimisant C(x) telles que dG(x, y) = 5ave
 |L(y)− L(x)| = 4, C(y)− C(x) = 1.
x x1

y1

y

Fig. 3.43 � dG(x, y) = 5 ave
 |L(y)− L(x)| = 4, C(y)− C(x) = 1� Si dG(x, y) > 5, l'arête xy seule ne 
ouvre au
un P3. Il existe don
au moins deux arêtes in
identes à xy de manière à 
e que 
ettearête serve dans la 
ouverture de deux P3. Né
essairement, par mi-nimalité de C(x) et par maximalité de dG(x, y), 
es arêtes sont xy1ave
 C(y1) = C(y), |L(y1)− L(x)| = |L(y)− L(x)| − 2 et x1y ave

C(x1) = C(x) + 2, L(x1) = L(x). Nous utilisons maintenant laremarque 10 : si l'arête x1y1 appartient à F , la suppression de xy
ontredit l'hypothèse de ré
urren
e HR(k), nous pouvons don
 rem-pla
er l'arête xy par x1y1 dans F ; ainsi nous obtenons un ensembled'arêtes dont l'ajout à la grille permet de 
ouvrir le même ensemblede P3 que F . En e�e
tuant 
ette opération pour toutes les arêtesde 
e type, nous diminuons stri
tement dG(x, y) pour xy ∈ NB quiminimise C(x).Ainsi NB = ∅.Si BN 6= ∅, 
onsidérons une arête xy = argmax{dG(x, y)/xy =argmax

xy∈BN
(C(x))}. En é
hangeant les arguments de minimalité de C(x) pré-
édents pour des arguments de maximalité, nous montrons que 
e 
as estimpossible. Ainsi BN = ∅.Finalement, F = NBC . Nous avons montré que l'existen
e dans Fd'arêtes bi
olores horizontales est impossible. De même, l'existen
e d'arêtesbi
olores verti
ales est impossible, don
 NBC = ∅.2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 81
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ouvre au plus |F | P3 de P h
B ⊔ P v

N .Proposition 11. rp,q ≥ |P h
B ⊔ P v

N | = pq − p− q.Démonstration. Le nombre minimal d'arêtes à ajouter à la grille Gp,q pourobtenir un graphe hypotriangulé est minoré par le nombre d'arêtes minimalà ajouter à la grille pour 
ouvrir tous les P3 de P h
B ⊔ P v

N et |P h
B ⊔ P v

N | =

pq − p− q.2.5.2 p = 2, q ≥ 2

Fig. 3.44 � G2,q et un surgraphe hypotriangulé minimum de G2,qLa grille G2,q est 
ompletée, en ajoutant les q−2 arêtes de la �gure 3.44,en un graphe hypotriangulé minimum. Ainsi q − 2 est le nombre minimald'arêtes à ajouter à 
e graphe pour obtenir un graphe hypotriangulé. Ainsi
r2,q = q − 2.2.5.3 p et q pairsProposition 12. Pour p et q pairs, rp,q = pq − p− q.Démonstration. Le graphe de la �gure 3.45 est un surgraphe hypotrianguléde Gp,q, possédant pq − p− q arêtes supplémentaires. Ainsi, nous obtenonsune borne supérieure pour rp,q : rp,q ≤ pq − p− q.

Fig. 3.45 � Un surgraphe hypotriangulé de Gp,q ave
 p, q pairsOr rp,q ≥ |P h
B ⊔ P v

N | = pq − p− q.82 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉS2.5.4 p = 4, q quel
onqueProposition 13. Pour p = 4 et q quel
onque, rp,q = pq − p− q = 3q − 4.Démonstration. Le graphe de la �gure 3.46 est un graphe hypotriangulé,obtenu par ajout de 3q − 4 = 4q − q − 4 arêtes (en gras) à la grille G4,q.Nous 
on
luons par la proposition 11.
Fig. 3.46 � G4,q2.5.5 Les autres 
asPour p = q = 3, un argument d'énumération montre que r3,3 = 4 >

pq−p−q = 3. En parti
ulier, une solution optimale est donnée en �gure 3.47.
Fig. 3.47 � Un surgraphe hypotriangulé de G3,3Ainsi la borne inférieure pq − p− q n'est pas atteinte dans tous les 
as.Dans les 
as impair-impair ou pair-impair ave
 p ≥ 6, nous obte-nons une borne supérieure en généralisant le 
as p = 3, q = 3. Cette bornesupérieure (illustrée sur la �gure 3.48) nous donne rp,q ≤ (p − 2)(q − 1) +

(q − 2)(p− 1) = 2pq − 3p− 3q + 4.2.6 HT -Suppression arêtesAprès les longues pages pré
édentes, qui pour 
ertaines n'aboutissentqu'à des résultats partiels, nous nous permettons de terminer rapidementsur des problèmes beau
oup plus fa
iles.2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 83
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Fig. 3.48 � Une hypotriangulation possible (minimale ?) d'une grille impair-impair2.6.1 Les arbresThéorème 16. Le problème Arbre → HT -Suppression arêtes est po-lynomial.Démonstration. Soit T un arbre ave
 n(T ) ≥ 2, nous 
her
hons un sous-graphe maximum de T qui est hypotriangulé. Le plus grand sous-graphe
onnexe de T qui est hypotriangulé est K2, don
 né
essairement tout sous-graphe hypotriangulé de T est un ensemble de K2 et de sommets isolés.Nous 
her
hons don
 un sous-graphe maximum de T formé de K2 et desommets isolés.Le problème HT -Suppression-Arêtes pour les arbres est don
 équi-valent au problème du 
ouplage maximum d'un arbre. Ce problème est don
polynomial.2.6.2 Les grillesThéorème 17. Le problème Grille → HT -Suppression arêtes est po-lynomial.Démonstration. Soit Gp,q une grille ave
 min{p, q} ≥ 2. Tout sous-graphehypotriangulé de Gp,q est un ensemble de C4, de K2 et de sommets isolés.Ainsi pour obtenir un sous-graphe maximum de Gp,q hypotriangulé, nous
her
hons un sous-graphe formé de C4, de K2 et de sommets isolés, où nousmaximisons le nombre de C4, puis le nombre de K2.
p, q pairs L'ensemble des sommets de Gp,q peut être partitionné en pq/4

C4. Voir Fig. 3.4984 2. PROBLÈMES DE MODIFICATION



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉS
Fig. 3.49 � Grille Gp,q ave
 p, q pairsCette solution est don
 optimale et né
essite la suppression de pq−p−qarêtes.

p pair, q impair Il est impossible de partitionner les sommets de Gp,quniquement en C4. Le nombre maximum de C4 disjoints dans Gp,q est p(q−

1)/4. Il reste alors p sommets, or p étant pair, 
es sommets peuvent êtrepartitionnés en au maximum p/2 K2.Il existe un sous-graphe de Gp,q formé de p(q − 1)/4 C4 et p/2 K2. VoirFig. 3.50
Fig. 3.50 � Grille Gp,q ave
 p pair, q impairCe graphe est une solution optimale de notre problème, par suppressionde pq − p/2− q arêtes.

p, q impairs Dans 
e 
as, il est également impossible de partitionner lessommets de Gp,q en un ensemble de C4. Le nombre maximum de C4 est
(p− 1)(q− 1)/4. Il reste alors p + q− 1 sommets, p + q− 1 est impair, don
le nombre maximal de K2 disjoints sur 
es sommets est p/2 + q/2− 1.Il existe un sous-graphe de Gp,q formé de (p−1)(q−1)/4 C4, p/2+q/2−1

K2 et un sommet isolé. Voir Fig. 3.51Ce graphe est une solution optimale au problème HT -Suppressionarêtes pour Gp,q. pq − p/2− q/2 + 1 arêtes sont supprimées.2. PROBLÈMES DE MODIFICATION 85



CHAPITRE 3. COMPLEXITÉ DE PROBLÈMES DANS LA CLASSE DESGRAPHES HYPOTRIANGULÉS

Fig. 3.51 � Grille Gp,q ave
 p, q impairs2.6.3 Les 
y
lesSoit Cn un 
y
le de n ≥ 3 sommets.Pour n = 3 ou 4, le graphe Cn est hypotriangulé.Pour n ≥ 5, Cn n'est pas hypotriangulé. Le plus grand sous-graphe hy-potriangulé 
onnexe de Cn est K2 don
 tout sous-graphe hypotriangulé de
Cn est un ensemble de K2 et de sommets isolés.Le problème {Cn}n≥5 →HT -Suppression arêtes est alors équivalentau problème du 
ouplage maximum d'un 
y
le, il est don
 polynomial.
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Con
lusion
Cette thèse 
onsiste en l'introdu
tion d'une nouvelle 
lasse de graphes.Après avoir rappelé les notions de base de théorie de la 
omplexité et dethéorie des graphes, en parti
ulier 
ertaines 
lasses de graphes 
lassiques,nous mentionnons quelques résultats de 
omplexité pour des problèmes dans
es 
lasses de graphes.Dans le Chapitre 2, nous dé�nissons les graphes hypotriangulés. Cesgraphes véri�ent que pour tout 
hemin de longueur deux, il existe une arêteou un autre 
hemin de longueur deux entre ses extrémités. Nous exami-nons alors diverses 
ara
térisations équivalentes. Parmi 
elles-
i, notons no-tamment la 
onservation des distan
es entre toutes paires de sommets nonadja
ents en 
as de suppression d'un sommet ou d'une arête ainsi que l'exis-ten
e de deux plus 
ourtes 
haînes disjointes par les sommets entre toutespaires de sommets non adja
ents. Nous nous intéressons ensuite à di�érentespropriétés de 
ette 
lasse de graphes, en 
ommençant par son interse
tionéventuelle ave
 d'autres 
lasses de graphes 
lassiques, la probabilité qu'ungraphe aléatoire soit hypotriangulé ainsi que la re
onnaissan
e des grapheshypotriangulés. Nous montrons ensuite l'intérêt des graphes hypotriangulésen terme de 
onservation des distan
es en 
as de suppression d'un sommetou d'une arête en 
omparaison aux graphes triangulés 2-
onnexes. Nous in-troduisons ensuite une famille de partitions des sommets d'un graphe, ave
ses restri
tions que sont les partition-arbre, partition-stable et partition≤k.Nous étudions alors les liens entre l'existen
e d'une telle partition et le
ara
tère hypotriangulé du graphe. Ces partitions sont introduites a�n defa
iliter l'étude des graphes hypotriangulés minimum dans la se
tion sui-vant. En e�et, dans la dernière se
tion de 
e 
hapitre, nous 
ara
térisons,pour un nombre de sommets �xé, les graphes hypotriangulés 
onnexes pos-sédant un nombre minimal d'arêtes : les graphes hypotriangulés minimum.87



CONCLUSIONNous 
ommençons par déterminer que tout graphe hypotriangulé 
onnexeà n sommets possèdent au moins 2n−4 arêtes. Nous montrons alors que lesgraphes hypotriangulés minimum (satisfaisant m = 2n − 4) sont bipartis,de degré minimal 2 ou 3. Plus pré
isément, il existe un seul graphe hy-potriangulé minimum de degré minimal 3, qui est le 
ube. Nous montronsalors l'équivalen
e entre les graphes hypotriangulés de degré minimal 2 etles graphes 2-
onnexes possédant une partition-arbre-stable≤2.En�n, dans le Chapitre 3, nous nous intéressons à la 
omplexité de pro-blèmes de graphes, dans le 
as parti
ulier des graphes hypotriangulés. Nousrappelons nos di�érents résultats dans le tableau 
i-dessous.
HT -Cy
le Hamiltonien
(HT ∩7R)-Cy
le Hamiltonien NP-
omplets
(HT ∩ Bip)-Cy
le Hamiltonien
HT -k-Coloration NP-
omplet
HT -k-Clique Maximum NP-
omplet
HT -k-Stable Maximum NP-
omplet
HT -k-Ajout arêtes NP-
omplet
Bip→ Bip ∩ {diam(G) ≤ 3}-k-Ajout arêtes NP-
omplet
Bip→ (Bip ∩HT )-k-Ajout arêtes NP-
omplet
Arbre→ HT -Ajout arêtes ouvert
Arbreunif → HT -Ajout arêtes polynomial
Chenille→HT -Ajout arêtes polynomial
{Ck} → HT -Ajout arêtes polynomial
Grille→HT -Ajout arêtes ouvert
Arbre→ HT -Suppression arêtes polynomial
{Ck} → HT -Suppression arêtes polynomial
Grille→HT -Suppression arêtes polynomialNous étudions tout d'abord la 
omplexité du problème de l'existen
e d'un
y
le hamiltonien dans les graphes hypotriangulés, ainsi que sa restri
tionaux graphes hypotriangulés 7-réguliers ou bipartis. Ces problèmes sont NP-
omplets. Tout 
omme restent NP-
omplets les problèmes de 
oloration,de 
lique maximum et de stable maximum dans les graphes hypotriangulés.88 CONCLUSION



CONCLUSIONNous 
onsidérons ensuite des problèmes de modi�
ations minimales de l'en-semble des arêtes d'un graphe, pour obtenir un graphe hypotriangulé. Nousmontrons que les problèmes HT -k-Ajout arêtes et Bip → (Bip ∩HT )-
k-Ajout arêtes sont NP-
omplets. Ce
i étant établi, nous avons alors
her
hé à restreindre 
es problèmes à des sous-
lasses de graphes où ils se-raient alors polynomiaux. Des résultats prometteurs sur les 
haînes et 
he-nilles nous ont en
ouragé à 
onsidérer les arbres. Cependant, nous n'avonsréussi à obtenir que des résultats partiels 
on
ernant les arbres à feuillesuniformes. Chaque fois que nous avons abordés les arbres de manière géné-rale, nous nous sommes heurtés à un problème : la 
ara
térisation des arbrespouvant être hypotriangulé par l'ajout de n−3 arêtes, 
'est-à-dire les arbresqui sont graphe partiel d'un graphe hypotriangulé minimum. C'est vraisem-blablement sur 
e point que nos pro
hains e�orts devront se 
on
entrer.Voulant explorer une autre 
lasse, nous nous sommes pen
hés sur le 
asdes grilles. Là en
ore, nous n'aboutissons qu'à des résultats partiels : nousavons démontré que pq − p− q est une borne inférieure au nombre d'arêtesà ajouter à une grille Gp,q pour obtenir un graphe hypotriangulé. Ainsi, leproblème Grille→HT -Ajout arêtes est résolu dans le 
as des grilles detaille (2, q), (4, q) et (p, q) ave
 p et q pairs, 
ar nous avons pu montré que
ette borne inférieure est alors atteinte. Cependant, l'exemple de la grille
G3,3, pour lequel nous avons énuméré toutes les possibilités d'ajout d'arêtes,nous permet d'assurer que 
ette borne inférieure n'est pas toujours atteinte.C'est pourquoi, dans les autres 
as, nous avons obtenu une borne supérieureau nombre minimal d'arêtes à ajouter à une grille pour obtenir un graphehypotriangulé. Cette borne supérieure est 2pq−3p−3q+4. Nous ne sommesévidemment pas satisfaits de 
es résultat partiels.
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