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Etant donné un graphe simple pondéré par des entiers et deux sommets particuliers s et t,
le problème bien connu du flot maximum consiste à router le nombre maximum d’unités de flot
entre s et t. De nombreux algorithmes polynomiaux ont été élaborés pour résoudre ce problème
[1], et le théorème de Ford et Fulkerson [7] établit que la valeur d’un flot maximum entier est
égale à la valeur d’une coupe minimum, c’est-à-dire à la valeur d’un ensemble d’arêtes de poids
minimum dont la suppression sépare s de t. Malheureusement, ces propriétés ne sont pas conservées
lorsque l’on étudie des généralisations de ce problème [4]. L’une d’entre elles est le problème du flot
multiterminal entier maximum (PFMTEM) : étant donné un graphe simple pondéré par des entiers
et un ensemble T = {t1, . . . , tk} de sommets terminaux, il consiste à router le nombre maximum
d’unités de flot entre les terminaux. Ce problème se pose, par exemple, lorsque l’on veut router un
nombre maximum de requêtes (unitaires) entre un ensemble prédéfini de nœuds d’un réseau.

Dans cette communication, nous nous intéressons à la difficulté et à l’approximation poly-
nomiale (sous le ratio classique) de ce problème dans les graphes orientés. En particulier, nous
identifions un nouveau paramètre intéressant, kS , le nombre de terminaux solitaires (un terminal
est dit solitaire s’il se trouve sur au moins un circuit ne contenant pas d’autre terminal).

Dans notre démarche d’approximation, nous utilisons la relation de dualité qui existe entre les
relaxations continues des programmes linéaires modélisant PFMTEM et le problème de la coupe
multiterminale minimum (PCMTM), qui consiste à sélectionner un ensemble d’arêtes de poids to-
tal minimum dont la suppression sépare ti de tj pour i 6= j. PCMTM généralise le problème de la
coupe minimum, et a été amplement étudié dans le cas non orienté ([3], [4], [5], [12]). Le cas orienté
a également reçu quelque attention : Garg et al. [9] montrent qu’il est NP-difficile même pour
k = 2 et donnent un algorithme polynomial O(log k)-approché, et Naor et Zosin [10] donnent un
algorithme polynomial 2-approché. Cependant, l’algorithme de Garg et al. a une propriété particu-
lièrement intéressante : il calcule une coupe multiterminale dont la valeur est au plus O(log k) fois
la valeur d’un flot multiterminal entier, et fournit donc une O(log k)-approximation à la fois pour
PCMTM et pour PFMTEM (alors que l’algorithme de Naor et Zosin ne fournit pas de solution
approchée pour PFMTEM). Par ailleurs, Costa et al. [4] montrent que PFMTEM et PCMTM sont
polynomiaux dans les graphes orientés acycliques en utilisant une simple réduction à un problème
de flot maximum et de coupe minimum, respectivement. A notre connaissance, ce sont les seuls
résultats concernant PFMTEM dans les graphes orientés. Dans les graphes non orientés, PFMTEM
est polynomial dans les graphes semi-eulériens [8] et dans les arbres [2]. Cependant, le cas général
orienté est “plus difficile” que le cas non orienté, puisque ce dernier s’y réduit polynomialement
(voir [11, (70.9) à la page 1224]).

Nous montrons d’abord, en adaptant la preuve de [6, Théorème 3], que PFMTEM est NP-
difficile dans les graphes orientés, même si kS = 2 et que toutes les capacités valent 1. Cela implique
que, dans les graphes orientés, PFMTEM est fortement NP-difficile, et n’admet pas de schéma
d’approximation fortement polynomial si P 6= NP (même pour kS = 2). Ensuite, nous montrons
que PFMTEM est polynomial lorsque kS = 0, en adaptant une approche utilisée dans [4]. Enfin,
nous utilisons ce dernier résultat pour améliorer l’algorithme approché proposé en [9], et obtenons
un algorithme polynomial O(log kS)-approché pour kS ≥ 2. Nous montrons également, à l’aide
d’une famille d’exemples, que l’analyse du ratio d’approximation de cet algorithme est fine, et
nous fournissons un algorithme polynomial 2-approché très simple pour le cas (ouvert) kS = 1.
Par ailleurs, certains de nos résultats concernant PFMTEM s’appliquent aussi à PCMTM ou sont
comparables à des résultats déjà connus pour PCMTM.

En guise de conclusion, nous proposons quelques questions ouvertes qui découlent naturellement
des résultats obtenus dans cette étude : quelle est la complexité du cas kS = 1 ? Existe-t-il un
algorithme polynomial O(1)-approché pour PFMTEM dans les graphes orientés ?
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