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Résumé

Ce manuscrit présente des travaux de recherche e�ectués pour Orange Labs sur l'op-
timisation des réseaux d'accès télécoms. Il s'agit de la partie du réseau qui agrège le
tra�c des clients se trouvant dans une même zone géographique, avant de le trans-
mettre vers le coeur du réseau. C'est un réseau hiérarchique avec à son sommet
un concentrateur central et à sa base les clients, et qui présentent un ou plusieurs
niveaux de concentrateur intermédiaires.

Lors du déploiement de nouveaux réseaux, la plus grande part du coût est celle du
réseau d'accès, notamment du fait des travaux de génie civil nécessaires. L'optimi-
sation de ces déploiements est donc un enjeu �nancier majeur. Malheureusement
les problèmes d'optimisation rencontrés dans les réseaux d'accès sont di�ciles, et
la taille des instances posent souvent problème. Nous nous intéressons ici à deux
applications distinctes : l'optimisation de l'accès du réseau téléphonique commuté
sur un territoire vierge, et l'optimisation du déploiement d'un réseau d'accès en �bre
optique en présence d'une infrastructure existante.

Pour la première application, nous proposons d'améliorer les méthodes de résolution
existantes et proposons de nouvelles méthodes a�n d'avoir des méthodes fournissant
des solutions de qualité pour di�érents types d'instance. Ces travaux nous ont amené
à développer une nouvelle méthode de génération de colonnes � centrale � (méthode
d'optimisation pour problème de grande taille basée sur une décomposition du pro-
blème) dont la portée dépasse notre application. Nous avons également adapté les
di�érentes méthodes utilisées à un problème de localisation continue classique nommé
problème de Weber multi-source.

Dans le cas du déploiement du réseau d'accès optique, les technologies et les architec-
tures utilisées font que les modèles existant dans la littérature ne conviennent pas. Le
problème consiste à raccorder les clients au concentrateur central à travers deux ou
trois niveaux de coupleurs optiques, en utilisant di�érentes taille de câbles optiques.
Le but de l'optimisation et de minimiser le coût de déploiement global en plaçant les
coupleurs, en décidant de la topologie du réseau, et en choisissant les câbles utilisés.
Tout cela se fait en tenant compte d'éventuelles conduites libres existantes qui per-
mettent d'économiser sur le génie civil. Nous séparons ce problème d'optimisation en
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localisation des coupleurs d'une part, et en choix du câblage d'autre part. Nous pro-
posons des modèles pour chacune des problématiques et pour les di�érents aspects
opérationnels qu'il est possible de prendre en compte. Quelques tests sont présenter
montrant qu'il est possible d'obtenir des solutions de qualité sur des instances réelles
pour le problème de localisation de coupleurs.



Introduction

Aujourd'hui, les opérateurs de télécommunications, pour conquérir de nouveaux mar-
chés, pour fournir de nouveaux services, ou encore pour faire face à l'augmentation
du tra�c, déploient de nouveaux réseaux ou redéploient et adaptent les réseaux exis-
tants. Les énormes investissements nécessaires poussent ces opérateurs à optimiser
autant que possible ces déploiements. Ils font alors face à des problèmes complexes.
Ces problèmes sont di�érents selon la partie du réseau qui est considérée. Une pre-
mière décomposition des réseaux en deux est donc réalisée :

Réseau coeur : Ce réseau achemine les di�érents tra�cs et contient les équipements
associés aux di�érents services. Il s'occupe aussi de l'interconnexion des di�é-
rents réseaux (réseaux d'opérateurs tiers, réseaux de di�érentes technologies,
réseaux d'accès). Les problématiques d'optimisation associées sont complexes :
routage, dimensionnement, survivabilité, multiplexage, collecte,... mais les ré-
seaux sont de taille moyenne (entre quelques dizaines et quelques centaines de
noeuds).

Réseau d'accès : Ce réseau relie les abonnés au réseau coeur. Il s'agit d'un en-
semble de réseaux hiérarchiques qui agrègent le tra�c des abonnés vers des
concentrateurs faisant la transition vers le coeur du réseau. Chacun de ces
concentrateurs est la racine d'un arbre où le tra�c des abonnés est agrégé au
cours des passages successifs par les di�érents niveaux d'équipements intermé-
diaires. Un grand nombre d'abonnés est ainsi raccordé à un même concentra-
teur. Par exemple, dans le cas du réseau téléphonique commuté, la dizaine de
milliers d'abonnés d'une petite ville est reliée à son concentrateur par le biais
de sous-répartiteurs répartis dans la ville.

Nous nous intéressons dans ce manuscrit à l'optimisation du déploiement du réseau
d'accès. Il s'agit de localiser les équipements intermédiaires (et éventuellement de les
dimensionner), et de raccorder les di�érents éléments.

L'optimisation de ce � dernier kilomètre � (�last mile�) est d'autant plus importante
que sa part dans le coût total du réseau est la plus importante. Son coût énorme est
dû notamment aux travaux de génie civil nécessaires (notamment pour les réseaux
�xes).

11
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La principale di�culté de l'optimisation du réseau d'accès, est la taille des données à
prendre en compte. En e�et, même en ne considérant qu'un seul équipement central,
c'est le raccordement de plusieurs milliers de clients qui doit être optimisé. À cette
di�culté de taille viennent s'ajouter les contraintes techniques liées aux technologies
et la prise en compte des infrastructures existantes, avec d'éventuelles trajectoires
de migration vers le nouveau réseau.

La complexité du déploiement rend la solution optimale hors d'atteinte. Dès lors,
il est nécessaire d'établir un compromis entre la qualité des solutions et les e�orts
nécessaires pour les obtenir.

Pour atteindre ce compromis, les opérateurs cherchent à élaborer des règles d'in-
génierie qui se focalisent sur un aspect particulier du déploiement (localisation des
équipements d'un niveau hiérarchique donné, dimensionnement, type de médium
utilisé,...) en e�ectuant des hypothèses sur les autres. Le but est d'atteindre une
solution de qualité en mettant en oeuvres l'ensemble de ces règles.

Il est nécessaire de valider ces règles et il est possible de les améliorer. Classiquement,
cette validation se fait en utilisant des modèles simpli�és. Par exemple, il peut s'agir
de méthodes statistiques qui permettent de représenter les données à l'aide de peu
de paramètres, ou bien d'optimiser séparément chaque niveau du réseau hiérarchique
à l'aide de méthodes de recherche opérationnelle. La complexité des problèmes fait
que le potentiel d'amélioration est élevé.

Les déploiements se font dans des contextes di�érents selon qu'il s'agit d'un terri-
toire vierge, ou d'un territoire possédant des infrastructures existantes. Lorsque le
territoire est vierge, seuls les emplacements des abonnés et de l'équipement central
sont connus. Les liens entre les éléments du réseau se font souvent à vol d'oiseau pour
simpli�er. Le déploiement d'un réseau sur un territoire possédant des infrastructures
existantes peut signi�er deux choses : l'extension d'un réseau existant pour répondre
à une augmentation de tra�c ou une évolution des abonnés, ou le déploiement d'un
nouveau réseau en utilisant le génie civil (les conduites, les poteaux, les chambres de
béton, ...) laissé disponible par un réseau existant.

Cette thèse se concentre sur deux applications. Dans la première, il s'agit de déployer
le rtc 1 sur un territoire vierge. La deuxième application, et celui d'un réseau d'accès
optique ftth 2 (la �bre optique va de l'équipement central jusqu'au logements) en
réutilisant le génie civil existant.

Dans le rtc, le réseau hiérarchique est composé de 3 niveaux : Le nra 3 au plus haut ;
les sous-répartiteurs ; les abonnés au plus bas. L'objectif est de décider du nombre
de sous-répartiteurs et de les localiser sur le territoire. Ensuite, chaque abonné est
raccordé à un sous-répartiteur, et en�n les sous-répartiteurs sont raccordés au nra.

1. Réseau Téléphonique Commuté
2. Fiber To The Home
3. Noeud de Raccordement des Abonnés
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Le territoire étant vierge, il n'y a pas d'emplacements potentiels prédé�nis pour les
sous-répartiteurs. Le coût du déploiement regroupe les coûts d'installation des sous-
répartiteurs, les coûts des paires de cuivre, et le coût des tranchées et des poteaux
pour faire passer ces paires de cuivre. L'optimisation a pour but la minimisation du
coût global. Ce problème présente des ressemblances avec un problème de localisation
connu : le problème de Weber multi-source, où il n'y a que deux niveaux.

Une manière simple d'analyser la répartition des éléments du réseau sur le territoire,
est d'utiliser des outils statistiques simples pour les représenter. Ces modèles dis-
posent de di�érents paramètres pour chaque niveau d'équipements (par exemple, le
nombre moyen d'équipements par unité de surface). Ces paramètres peuvent être
a�nés en fonction des situations opérationnelles (par exemple di�érentes densités de
clients pour Paris ou pour une zone rurale).

Ces modèles sont utiles pour capturer certaines caractéristiques géographiques du
déploiement ou obtenir des jeux d'essai rapidement. Mais ils ne représentent que
partiellement la réalité et ne permettent pas d'optimiser le déploiement en tenant
compte des emplacements précis des abonnés d'une zone donnée.

Notre objectif est d'améliorer l'optimisation en prenant en compte la répartition
réelle des abonnés de chaque instance. Nous proposons d'établir un panel de mé-
thodes appropriées aux zones de di�érentes tailles en proposant des méthodes de
recherche opérationnelle. Nous nous assurons également de la qualité des solutions
retournées par les di�érentes méthodes.

Pour cela, nous avons adapté des méthodes utilisées pour le problème de Weber
multi-source. Nous avons également développé deux nouvelles méthodes : une heu-
ristique s'appuyant sur les outils statistiques évoqués précédemment, et une méthode
de génération de colonnes (technique de recherche opérationnelle s'appuyant sur une
décomposition du problème). Cette dernière sépare le problème en deux. Le problème
maître choisit parmi une partie des regroupements possibles de clients ceux permet-
tant de minimiser le coût. Le sous-problème est chargé de trouver les regroupements
de clients intéressants à ajouter au problème maître.

La génération de colonnes est souvent utilisée pour l'optimisation de problèmes de
grandes tailles. Elle est toutefois souvent confrontée à des problèmes de convergence
auxquels nous avons consacré une attention toute particulière. Cela nous a amené à
développer une nouvelle méthode de génération de colonnes basée sur un algorithme
de plans coupants central, qui de ce fait di�ère de la génération de colonnes classique.
Il est également à noter que la portée de la nouvelle génération de colonnes centrale
dépasse les problèmes d'optimisation dans les réseaux.

La deuxième application porte sur le déploiement d'un réseau d'accès optique jusqu'à
l'abonné ( Fiber To The Home ) en présence d'une infrastructure existante.

Devant l'augmentation du tra�c internet et a�n de proposer de nouveaux services, les
opérateurs installent de nouveaux réseaux d'accès où la �bre optique se rapproche de
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plus en plus des abonnés. Pour réaliser des économies sur les travaux de génie civil,
les opérateurs cherchent à utiliser les infrastructures existantes. Ces infrastructures
sont celles d'autres réseaux de télécommunications où il reste de la place pour faire
passer les nouveaux câbles. Dans certaines villes, certaines infrastructures urbaines,
comme les égouts, peuvent également être utilisées.

Dans les zones urbaines, les travaux de génie civil coûtent extrêmement cher. De
plus, de nombreuses conduites sont déjà présentes. Par conséquent, nous voulons
nous contenter de l'espace disponible dans ces conduites.

L'architecture choisie pour notre réseau d'accès ftth comprend deux niveaux de
coupleurs optiques entre l'équipement central et les abonnés. Les coupleurs optiques
sont des équipements répartissant le débit d'une �bre en entrée sur plusieurs �bres
en sortie. Le déploiement consiste donc à localiser les coupleurs optiques dans les
chambres de béton, à raccorder chaque abonné à un coupleur de niveau 2, lui-même
raccordé à un coupleur de niveau 1, lui même raccordé à l'équipement central. Les
modèles existants dans la littérature (abordés dans le chapitre 3) ne conviennent pas
à ces spéci�cités.

Notre proposons donc des modélisations et des méthodes de résolution permettant
d'étudier, de véri�er, et éventuellement d'améliorer, les règles d'ingénierie actuelle-
ment mises en place.

Ces règles concernent di�érents aspects du déploiements. Certaines concernent les
coupleurs, plus précisément leur localisation et leur dimensionnement. D'autres concernent
les câbles et précisent leur type et la façon de les raccorder entre eux. D'autres règles
visent à respecter des contraintes techniques, comme par exemple la distance maxi-
male entre l'équipement central et un abonné.

Prendre l'ensemble de ces aspects en compte dans un même modèle est trop com-
plexe. Nous avons donc séparé notre problème en deux : localisation de coupleurs
optiques d'une part, et choix du câblage d'autre part. Le premier problème fait, entre
autres, l'hypothèse que les �bres peuvent être installées une par une. Le deuxième
problème corrige cette simpli�cation en choisissant les câbles qui seront utilisés et
en tenant compte des contraintes spéci�ques sur ces câbles.

Ce manuscrit s'articule en six chapitres. Les deux premiers chapitres portent sur la
génération de colonnes. Le premier présente des rappels nécessaires sur cette méthode
et sa stabilisation. Le chapitre 2 présente la nouvelle génération de colonnes centrale
en détails. L'algorithme de plans coupants central utilisé est introduit, ainsi que son
adaptation à la génération de colonnes. Nous présentons également l'adaptation à
cette nouvelle méthode des techniques de stabilisation présentées dans le chapitre 1.
Cette nouvelle méthode est ensuite comparée à la génération de colonnes classique
pour montrer son e�cacité et sa stabilité.

Le chapitre 3 passe en revue les problèmes d'optimisation de réseaux d'accès dans la
littérature et présente certains problèmes d'optimisation classiques liés à nos appli-
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cations.

Le chapitre 4 est consacré à la résolution du problème de Weber multi-source,
dans sa variante où le nombre d'équipements à placer est inconnu. Ce problème
de localisation-allocation continue classique est di�cile. Il présente des similarités
avec l'application sur le rtc et les méthodes utilisées pour l'un peuvent être adap-
tées à l'autre. Nous présentons dans ce chapitre certaines heuristiques existantes, et
en proposons une nouvelle, ainsi qu'une méthode de génération de colonnes permet-
tant d'obtenir une borne inférieure. Des comparaisons de ces di�érentes méthodes
sont alors présentées. La borne inférieure obtenue par génération de colonnes permet
de montrer leur e�cacité.

Les chapitres 5 est consacré au déploiement du sur rtc un territoire vierge. Le
problème correspondant y est décris, puis modélisé. Deux modélisations sont présen-
tées : une modélisation existante basée sur des outils statistiques pour représenter les
di�érents niveaux d'équipements, et une modélisation sous forme d'un programme
mathématique. Di�érentes méthodes de résolution empruntant aux deux modélisa-
tions sont présentées. Ces méthodes sont comparées sur des instances arti�cielles de
di�érents tailles, ainsi que sur deux instances issues de données réelles. Nous obte-
nons ainsi di�érents compromis entre temps de calcul et qualité des solutions adaptés
aux di�érentes instances.

Le chapitre 6 traite de l'optimisation du déploiement d'un réseau d'accès ftth en
tenant compte des infrastructures existantes. Après la description de ce problème
complexe, nous présentons essentiellement des modélisations mathématiques pour les
deux aspects de ce déploiement : le problème de localisation de coupleurs optiques,
et le problème de choix de câblage.

Pour le premier problème, les spéci�cités de l'architecture de réseau ftth choisie
rendent les modèles existants inappropriés. Nous proposons donc des modélisations
mathématiques pour les di�érents aspects opérationnels du problème. Ces modèles
sont testés sur deux instances réelles. La qualité des solutions obtenue varient selon
les instances et des e�orts restent à faire pour améliorer la résolution du problème.

Pour le problème de choix de câblage, nous présentons des modèles prenant en compte
les di�érentes contraintes opérationnelles. Ces modèles se basent sur une solution du
problème de localisation de coupleurs et n'ont pas encore été testés.



Chapitre 1

Rappels sur la génération de

colonnes

Une des principales di�cultés rencontrées lors de l'utilisation de méthodes d'optimi-
sation sur des instances réelles de problèmes de conception de réseau est la taille des
données. Cette taille rend souvent les méthodes de résolution exactes inabordables
et peut même rendre très di�cile et très longue l'obtention d'une bonne solution à
l'aide d'heuristiques.

Les méthodes de générations de colonnes peuvent être un moyen pour développer
des méthodes de résolution exactes pour des problèmes de grande taille, ou au moins
pour obtenir de bonnes bornes permettant de juger de la qualité d'autres méthodes.
C'est pour ce second objectif que nous avons utilisé la génération de colonnes sur
le problème du chapitre 5. La très grande taille des instances et les problèmes de
stabilisation rencontrés par la génération de colonnes nous ont amené à développer
une nouvelle méthode de génération de colonnes � centrale � présentée au chapitre
2, et dont la portée dépasse le seul problème du chapitre 5. Pour bien saisir les
di�érences avec les méthodes de génération de colonnes classiques, nous présentons
dans ce chapitre des rappels sur la génération de colonnes, ses liens avec les méthodes
de plans coupants, et sur les méthodes de stabilisation qui seront utilisées au chapitre
2.

Dans ce chapitre, nous introduisons d'abord les principes de la génération de co-
lonnes pour résoudre un programme linéaire. Nous présentons ensuite des façons
d'obtenir une modélisation appropriée à l'utilisation de la génération de colonnes.
Nous parlerons notamment de la décomposition de Dantzig-Wolfe et de formulations
sous forme de problème de couverture d'ensembles. Ensuite nous présentons la gé-
nération de colonnes vue du dual et son lien avec les algorithmes de plans coupants.
Ceci nous permet ensuite de parler des problèmes de stabilisation rencontrés en géné-
ration de colonnes et des méthodes pour s'y attaquer. Nous détaillerons notamment

16
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deux méthodes de stabilisation que nous avons utilisées : la méthode boxstep et la
méthode de stabilisation par point intérieur. Nous conclurons par une brève intro-
duction aux procédures de branch & price qui sont nécessaires pour résoudre des
programmes linéaires en nombres entiers avec la génération de colonnes.

1.1 Introduction

Le principe de la génération de colonnes repose sur le fait que toutes les variables
d'un programme linéaire ne sont pas forcément utiles pour atteindre la solution
optimale. L'objectif est alors de résoudre un problème réduit en prenant en compte
un ensemble limité de variables. Le problème initial est appelé problème maître, et
le problème avec un nombre réduit de variables est appelé problème maître restreint.
Le problème restreint est plus facile à résoudre, mais si l'ensemble de ses variables
ne contient pas celles utilisées par la solution optimale du problème maître, nous
n'obtiendrons pas cette dernière. Pour atteindre la solution optimale du problème
maître, il faut rajouter au problème restreint des variables pouvant être utilisées
pour améliorer la solution.

Le problème consistant à trouver la meilleure variable à rajouter dans le problème
maître restreint est appelé sous-problème associé au problème maître. Ce sous-
problème est aussi appelé oracle dans la littérature. Son but est de trouver la variable
(ou colonne) de coût réduit minimum (i.e. la plus prometteuse pour améliorer la so-
lution). Le coût réduit des variables est calculé à l'aide des variables duales obtenues
après résolution du problème restreint. Le point du dual ainsi utilisé dans le sous-
problème est appelé point de séparation. Le plus souvent, il s'agit d'une solution
optimale du dual du problème restreint.

Prenons l'exemple du programme linéaire continu (P) suivant :

(P)



min
z

∑
i∈S

ci.zi

s.c.∑
i∈S

aij .zi ≥ bj ∀j = 1 . . . n (1.1)

zi ≥ 0 ∀i ∈ S

Supposons que le nombre |S| de variables soit trop grand pour que (P) puisse être
résolu en temps raisonnable par un solveur de programmation linéaire classique, et
que nous voulions le résoudre par génération de colonnes.

Nous allons donc résoudre un problème maître restreint avec un ensemble restreint
Ik ⊂ S de variables. Le choix de l'ensemble des colonnes initiales I0 est un point
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important. Il faut que le problème restreint ne soit pas infaisable. Il est possible
d'utiliser des colonnes simples (aisément constructibles), des colonnes aléatoires, ou
encore celles issues d'une solution réalisable obtenue à l'aide d'une heuristique. Si
l'on ne dispose pas de solution réalisable, pour éviter l'infaisabilité, on peut utiliser
des colonnes arti�cielles. On supposera ici que nous n'en avons pas besoin.

Notre problème restreint se présente donc sous la forme suivante :

(RPk)



min
z

∑
i∈Ik

(
cizi
)

s.c.∑
i∈Ik

aijzi ≥ bj ∀j = 1 . . . n (1.1)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik
Le problème (RPk) est de taille réduite et sera résolu plus facilement par un solveur.
Cette résolution nous fournira les valeurs optimales des variables duales uj associées
aux contraintes (1.1). Ces valeurs sont passées au sous-problème qui nous permet de
trouver la ou les colonnes à rajouter dans l'ensemble Ik.

Pour savoir si une colonne permettrait de diminuer la valeur de l'objectif (et donc
de l'améliorer), il nous faut calculer son coût réduit. Prenons par exemple la colonne
zi du problème maître (P), son coût réduit vaut :

ci = ci −
n∑
j=1

aijuj (1.2)

(P) étant un problème de minimisation, le sous-problème cherchera à minimiser ce
coût réduit. Si le coût réduit minimum est positif, alors aucune colonne ne peut
être ajoutée au problème restreint pour améliorer l'objectif. La solution optimale du
problème maître restreint est donc une solution optimale du problème maître. Sinon,
on rajoute une ou des colonnes parmi celles ayant un coût réduit négatif (mettant à
jour Ik), et on résout le nouveau problème restreint (RPk+1).
Pour résoudre des programmes linéaires en variables entières, la génération de co-
lonnes doit être intégrée à un algorithme d'énumération de type Branch&Bound qui
est alors appelé Branch&Price.

1.2 Modélisations appropriées pour la génération de co-

lonnes

Certains problèmes se modélisent assez naturellement de façon appropriée pour uti-
liser la génération de colonnes, par exemple sous forme de problème de couverture
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d'ensemble. Mais souvent il est nécessaire de faire appel à des techniques de refor-
mulation particulières comme la décomposition de Dantzig-Wolfe (voir [26, 13] pour
plus de détails).

1.2.1 Décomposition de Dantzig-Wolfe

Dans un programme linéaire en nombres entiers Q, nous cherchons une solution z
qui appartienne à l'ensemble X ⊂ Nn. Le principe est alors d'exprimer les éléments
de X :

� soit comme une combinaison convexe des points extrêmes de l'enveloppe convexe
de X (notée Conv(X )) plus une combinaison positive de rayons extrêmes de
Conv(X ) (approche de convexi�cation),

� soit comme un point de X et une combinaison positive de rayons extrêmes entiers
de Conv(X ) (approche de discrétisation).

Prenons l'exemple du problème suivant :

(Q)



min
x

n∑
i=1

cixi

s.c.

A.x ≥ b (1.3)
D.x ≥ e (1.4)
x ∈ Nn

On peut choisir ici X = {x ∈ Nn | D.x ≥ e}.

Commençons par l'approche de convexi�cation. Notons maintenant {xp}p∈P l'en-
semble des points extrêmes de Conv(X ), et {xr}r∈R l'ensemble de ses rayons ex-

trêmes. On peut écrire x =
∑
p∈P

λpx
p +

∑
r∈R

µrx
r,
∑
p∈P

λp = 1 où λp et µr sont des

réels positifs. En notant ck = c.xk et en intégrant tout cela dans le modèle précé-



20 CHAPITRE 1. GÉNÉRATION DE COLONNES CLASSIQUE

dent on obtient :

(DW −Q)



min
λ,µ

∑
p∈P

λpc
p +

∑
r∈R

µrc
r

s.c.∑
p∈P

λpAx
p +

∑
r∈R

µrAx
r ≥ b (1.3′)∑

p∈P
λp = 1 (1.5)∑

p∈P
λpx

p +
∑
r∈R

µrx
r ∈ Nn

λp, µr ∈ R+

Ce modèle est une formulation extensive du problème. La contrainte (1.3′) corres-
pond à la contrainte (1.3) et la contrainte (1.5) est appelée contrainte de convexité.
Souvent les ensembles {xp}p∈P et {xr}r∈R sont de taille exponentielle par rapport à
n. Le modèle sera donc résolu par génération de colonnes et les di�cultés liées aux
contraintes (1.4) se retrouveront déplacées dans le sous-problème.

L'approche de discrétisation aboutit à un modèle assez similaire. Notons {xp}p∈P ′un
ensemble �ni de points entiers de X et {xr}r∈R′ l'ensemble des rayons extrêmes
entiers de Conv(X ), on peut écrire :

x =
∑
p∈P ′

λpx
p +

∑
r∈R′

µrx
r,
∑
p∈P ′

λp = 1

où λp et µr sont des entiers positifs. On obtient alors le modèle suivant :

(
DW −Q′

)



min
λ,µ

∑
p∈P

λpc
p +

∑
r∈R

µrc
r

s.c.∑
p∈P

λpAx
p +

∑
r∈R

µrAx
r ≥ b (1.3′)∑

p∈P
λp = 1 (1.5)

λp, µr ∈ N

1.2.2 Modélisation sous forme de problème de couverture d'en-

semble

Une application particulière de la décomposition de Dantzig-Wolfe est la reformula-
tion sous forme d'un problème de couverture d'ensemble. Nous l'illustrerons ici sur le
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problème de localisation simple. Il s'agit de trouver les emplacements d'équipements
et l'a�ectation de clients à ces derniers de façon à minimiser la somme des coûts
d'installation et d'a�ectation. Ce problème est modélisé de façon classique par le
programme linéaire en nombres entiers suivant :

(LS)



min
x,y

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +
m∑
i=1

fiyi

s.c.

xij ≤ yi ∀i = 1 . . . m,∀j = 1 . . . n (1.6)
m∑
i=1

xij ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (1.7)

xij ,yi ∈ {0; 1}

où :
� m est le nombre d'emplacements potentiels pour les équipements ;
� n est le nombre de clients ;
� yi vaut 1 lorsqu'un équipement est placé sur le site i, 0 sinon ;
� xij vaut 1 lorsque le client j est a�ecté à l'équipement installé sur le site i, 0 sinon ;
� cij est le coût d'a�ectation du client j au site i ;
� fi est le coût d'installation d'un équipement sur le site i ;
� Les contraintes (1.6) empêchent un client d'être rattaché à un site sans équipe-
ment ;

� Les contraintes (1.7) s'assurent que chaque client est a�ecté à au moins un site.
Au lieu de considérer chaque client individuellement pour leur a�ectation, il est
possible de les considérer par groupe de clients a�ectés à un même site. Notons E
l'ensemble des clients, et P(E) l'ensemble des parties de E. Le nombre de groupes
de clients possibles est égal à |P(E)| − 1 = 2n − 1. Pour chacun de ces groupes,
m a�ectations sont possibles. Le problème peut donc se formuler sous la forme du
problème de couverture d'ensemble suivant :

(LSset)



min
z

m(2n−1)∑
k=1

ckzk

s.c.

m(2n−1)∑
k=1

xkj zk ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (1.8)

zk ∈ {0; 1}

� zk vaut 1 si le groupe k est utilisé, 0 sinon ;
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� xkj vaut 1 si le groupe k contient le client j, 0 sinon ;

� ck =
m∑
i=1

yki

fi +
n∑
j=1

xkj cij

, où yki vaut 1 si le groupe k utilise un équipement

placé sur le site i. ck correspond donc au coût d'utilisation du groupe k.

Ce modèle présentant un nombre exponentiel de variables peut être résolu par géné-
ration de colonnes et branch-and-price.

Le modèle (LSset) peut être obtenu à partir du modèle (LS) en appliquant l'approche
de discrétisation de la décomposition de Dantzig-Wolfe m fois sur les ensembles sui-

vant : Zi =
{

(xi, yi) ∈ {0, 1}n+1 | xij ≤ yi,∀j = 1 . . . n
}
, pour tous les sites i. L'en-

semble des points entiers de Zi représente les di�érents groupes de clients pouvant
être a�ectés au site i. Appliquons Dantzig-Wolfe à l'ensemble Z1. Nous obtenons :

(DW − LS1)



min
z,x,y

2n+1∑
k=1

c1kz1k +
m∑
i=2

n∑
j=1

cijxij +
m∑
i=2

fiyi

s.c.

xij ≤ yi ∀i = 2 . . . m,∀j = 1 . . . n (1.6′)
2n+1∑
k=1

xk1jz1k +
m∑
i=2

xij ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (1.7′)

2n+1∑
k=1

z1k = 1 (1.9)

xij ,yi, z1k ∈ {0; 1}

� xk1 est le vecteur caractéristique du k-ième élément de l'ensemble Z1, xk1j vaut 1
si ce k-ième groupe contient le client j, 0 sinon ;

� c1k = yk1f1 +
n∑
j=1

xk1jc1j correspond au coût d'utilisation du groupe associé à z1k.
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En continuant à appliquer Dantzig-Wolfe sur tous les autres ensembles Zi, nous
obtenons alors le modèle suivant :

(DW − LS)



min
z

m∑
i=1

2n+1∑
k=1

cikzik

s.c.

2n+1∑
k=1

m∑
i=1

xkijzik ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (1.8′)

2n+1∑
k=1

zik = 1 ∀i = 1 . . . m (1.10)

zik ∈ {0; 1}

� xki est le vecteur caractéristique du k-ième élément de l'ensemble Zi, xkij vaut 1 si
ce groupe associé à zik contient le client j, 0 sinon ;

� cik = yki fi +
n∑
j=1

xkijcij correspond donc au coût d'utilisation du groupe associé à

zik.
Il est possible de supprimer les variables correspondant à des équipements installés
sans aucun client car elles ne seront jamais utilisées. Le vecteur nul faisant partie
des points extrêmes de Conv(Zi), il est également possible de supprimer les variables
correspondantes et de remplacer les contraintes de convexité (1.10) par des inégalités :

2n−1∑
k=1

zik ≤ 1 ∀i = 1 . . . m

De plus, ici ces inégalités peuvent être retirées du modèle car elle seront systéma-
tiquement satisfaites à l'optimum. En e�et, si une solution utilise une variable zik1
correspondant à un groupe de clients J1 et une variable une variable zik2 correspon-
dant à un groupe de clients J2, alors la solution utilisant uniquement la variable zik3
correspondant au groupe de clients J1 ∪ J2 présente un coût inférieur.

L'ensemble des variables {zk}k=1...m(2n−1) du modèle (LSset) est égal à l'ensemble

des variables associées aux éléments de l'ensemble
m⋃
i=1

(Zi \ {(0, 0) , (0, 1)}). En in-

dexant les variables zik à l'aide d'un seul indice au lieu de deux, on retombe donc sur
le modèle (LSset). De plus, les ensembles Zi sont similaires à l'exception de l'indice
i, ce qui fait que les m sous-problèmes peuvent être remplacé par un seul.

Cette modélisation sous forme de problème de couverture d'ensemble se fait de façon
assez naturelle pour les problèmes de localisation-allocation, sans même avoir besoin
d'expliciter l'utilisation de la décomposition de Dantzig-Wolfe.
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1.3 Dualité lagrangienne et parallèle avec les méthodes

de plans coupants

1.3.1 Dualité lagrangienne

Le lien entre le problème primal (ici le problème (P) et sa version réduite (RP))
et son dual lagrangien s'établit par la relaxation lagrangienne. Dans la relaxation
lagrangienne d'un problème, le respect des contraintes n'est plus obligatoire. En
revanche, si l'une des contraintes est violée, le dépassement sera multiplié par un
coe�cient appelé multiplicateur de Lagrange, puis introduit dans la fonction objectif
de façon à la pénaliser. Ces pénalités empêchent de trop s'écarter du domaine des
solutions respectant les contraintes.

Reprenons l'exemple de notre problème (P). La contrainte (1.1) d'indice j de notre
problème est violée lorsque : ∑

i∈S
aijzi − bj < 0

Nous allons multiplier l'écart de chaque contrainte (1.1) par un coe�cient uj positif
et additionner les quantités ainsi obtenues. Il faut ensuite introduire cette quantité
dans l'objectif pour pénaliser le non-respect des contraintes. Comme notre problème
(P) est une minimisation de fonction, il faut ajouter une quantité positive pour
pénaliser l'objectif. Nous obtenons alors la fonction lagrangienne associée à notre
problème :

l(u, z) =
∑
i∈S

cizi −
n∑
j=1

uj(
∑
i∈S

aijzi − bj) (1.11)

Une fois dé�nie la fonction lagrangienne, le dual lagrangien consiste alors à maximiser
la fonction suivante :

(DL− P) maxL(u) = min
z∈R|S|+

l(u, z)

La fonction l(u, z) est bilinéaire donc, quel que soit z0 ∈ R|S|+ , l(u, z0) est une fonc-
tion linéaire de u. L(u) est donc un minimum de fonctions linéaires. Par conséquent,
la fonction L(u) est une fonction concave.

Chacune de ces fonctions linéaires peut être vue comme un hyperplan dans Rn+1 et
la fonction L(u) représente alors l'enveloppe inférieure de tous les hyperplans.

Le dual de (P) peut aussi s'écrire sous la forme d'un programme linéaire dual. Pour
faire apparaître cela, on peut reformuler la fonction l(u, z) de façon à intervertir les
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u

L(u)
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Figure 1.1 � Exemples d'hyperplans (ici des droites) correspondant à di�érentes
valeurs du vecteur z et représentation de la fonction de Lagrange

rôles des variables :

l(u, z) =
∑
i∈S

ci.zi −
n∑
j=1

uj(
∑
i∈S

aijzi − bj)

=
∑
i∈S

ci.zi −
∑
i∈S

zi
n∑
j=1

aijuj +
n∑
j=1

bjuj

=
n∑
j=1

bjuj −
∑
i∈S

zi(
n∑
j=1

aijuj − ci) (1.12)

Sous la forme (1.12) la fonction lagrangienne est associée au programme linéaire
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suivant, qui est le programme linéaire dual de (P) :

(D − P)



max
u

n∑
j=1

bjuj

s.c.

n∑
j=1

aij .uj ≤ ci ∀i ∈ S (1.13)

uj ≥ 0

D'après le théorème de la dualité forte, nous savons que les valeurs optimales des
problèmes (DL − P), (D − P), et (P) sont identiques. Il est donc possible de ré-
soudre le dual lagrangien de notre problème ou son programme linéaire dual plutôt
que le problème lui-même. Malheureusement, pour le dual lagrangien, le nombre ex-
ponentiel de variables zi rend impossible cette résolution, car il n'est pas possible de
calculer facilement la quantité

min
z∈R|S|+

∑
i∈S

ci.zi −
n∑
j=1

uj(
∑
i

aij .zi − bj)


pour toutes les valeurs de u. Quant au programme (D − P), c'est son nombre de
contraintes qui rend sa résolution impossible.

1.3.2 Liens entre génération de colonnes et algorithmes de plans

coupants

Plaçons-nous maintenant dans le cas où nous cherchons à résoudre la relaxation
continue de (DW −Q) par génération de colonnes. Par commodité, supposons que
X est borné et donc que l'ensemble des rayons extrêmes de Conv (X ) est vide. La
�gure 1.2 nous montre les liens entre : la résolution par génération de colonnes de
la décomposition de Dantzig-Wolfe du problème maître, la résolution de son dual
lagrangien par l'algorithme de plans coupants de Kelley (voir [27]), et la résolution
de son programme linéaire dual par génération de coupes. Penchons-nous d'abord
sur la relation avec le dual lagrangien.

Première étape de la génération de colonnes : nous réduisons le nombre de variables
pour obtenir le problème restreint (DW −RQk). Ceci a pour e�et de réduire éga-
lement le dual lagrangien. Seul un sous-ensemble Ik ⊂ P de points extrêmes est
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Figure 1.2 � Les étapes de la génération de colonnes et leurs contreparties du côté
du dual, dans le cas d'une décomposition de Dantzig-Wolfe

considéré :

(DW −RQk)



min
λ

∑
p∈Ik

λpc
p

s.c.∑
p∈Ik

λpAx
p ≥ b (1.3′)∑

p∈Ik

λp = 1 (1.5)

λp ∈ R+∀p ∈ Ik
On e�ectue une relaxation lagrangienne de toutes les contraintes sauf la contrainte
de convexité, et obtient donc à l'itération k le problème (DL−DW−RQk) suivant :

(DL−DW −RQk) max
u∈Rn

+

L̂Ik(u) = min
λ


∑
p∈Ik

cpλp − u.(
∑
p∈Ik

λpAx
p − b)

s.c. :
∑
p∈Ik

λp = 1


La taille restreinte de l'ensemble Ik se traduit dans le dual lagrangien par l'absence de
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certains hyperplans. L̂Ik(u) est donc une approximation supérieure de L(u). L'ajout
de variables supplémentaires dans le problème primal, pendant la génération de
colonnes, va rendre cette approximation de plus en plus juste, en rajoutant des
hyperplans.

À chaque itération k de la génération de colonnes, (DW −RQk) est résolu avec un
nouvel ensemble de variables. Comme cela a été dit précédemment, la résolution de
(DW − RQk) nous apporte les valeurs optimales des variables duales ukj qui nous
permettent de déterminer quelle variable rajouter dans (DW−RQk). Mais ce vecteur
uk est aussi une solution optimale du dual lagrangien restreint (DL−DW −RQk).
L'algorithme de plans coupants de Kelley consiste ici à rajouter un hyperplan tangent
à L(u) en uk. Le sous-problème associé à (DL−DW −RQk) s'exprime donc de la
façon suivante :

min
λ


∑
p∈P

cpλp − uk.(
∑
p∈P

λpAx
p − b)

s.c. :
∑
p∈P

λp = 1


= min

λ


∑
p∈P

(
cp − uk.Axp

)
λp + uk.b

s.c. :
∑
p∈P

λp = 1


= min

λ


∑
p∈P

c̄pλp

s.c. :
∑
p∈P

λp = 1

+ uk.b

où c̄p est le coût réduit associé à la variable λp. La contrainte de convexité fait que
la solution de ce problème est le vecteur λk dont les coordonnées sont égales à 0 à
l'exception de λq = 1, où q = arg min

p∈P
{c̄p}. Trouver un hyperplan tangent à L(u) en

uk revient donc à trouver la variable de coût réduit minimum.

Il est aussi important de noter que, maintenant que nous avons rajouté l'hyperplan
correspondant à λk, notre approximation de la fonction duale est exacte en uk :

L̂Ik+1(uk) = c̄q + uk.b = L(uk)

L̂Ik+1(uk) nous fournit donc une borne inférieure de la valeur optimale.

Intéressons-nous maintenant à la génération de coupes. Dans cette méthode, un
programme linéaire dual restreint contenant seulement une partie des contraintes est
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résolu à chaque itération. La résolution de ce programme linéaire à l'itération k donne
un vecteur solution

(
uk, πk

)
du dual (où πk est la valeur duale optimale associée à

la contrainte de convexité). La résolution du sous-problème pour ces valeurs des
variables duales, permet de déterminer si il existe des contraintes du dual qui sont
violées en

(
uk, πk

)
et de rajouter la contrainte la plus violée. Le programme linéaire

dual restreint de (DW −Q) à l'itération k est le suivant :

(D −DW −RQk)



max
u,π

u.b+ π

s.c.

u.Axp + π ≤ cp ∀p ∈ Ik (1.14)

u ≥ 0, π ∈ R

Ici, le sous-problème consiste à trouver la contrainte la plus violée par le vecteur(
uk, πk

)
solution optimale de (D −DW −RQk), parmi l'ensemble de contraintes

suivant : {u.Axp + π ≤ cp | p ∈ P}. Une contrainte du dual est violée en
(
uk, πk

)
lorsque le coût réduit de la variable correspondante dans le primal est négatif :

uk.Axp + πk > cp

⇔0 > cp − uk.Axp − πk

⇔c̄p − πk < 0

Rechercher la contrainte la plus violée revient donc à résoudre : min
p∈P

c̄p, c'est à dire

à chercher la colonne de coût réduit le plus négatif. Rajouter la contrainte la plus
violée dans le dual correspond donc bien à rajouter la variable de coût réduit le plus
négatif dans le primal.

1.4 Problèmes de stabilisation

Lors de la résolution d'un problème par la génération de colonnes, on constate sou-
vent un ralentissement dans la convergence de la méthode. Ce ralentissement est
souvent dû à des problèmes de stabilisation. Ils sont dûs au fait que la suite des
vecteurs uk des valeurs duales a du mal à converger vers les valeurs duales opti-
males du problème maître. Ceci nous oblige à devoir résoudre un grand nombre de
sous-problèmes sans que les colonnes rajoutées n'apportent d'information réellement
pertinente. Les �gures 1.3 et 1.4 nous montrent deux exemples de problèmes de
convergence des uk.

Dans le cas de la �gure 1.3, les valeurs duales uk oscillent autour des valeurs à l'op-
timum. Ceci est dû au fait que notre approximation de la fonction L(u) n'est bonne
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Figure 1.3 � Exemple de ralentissement de la convergence des valeurs duales
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Figure 1.4 � Problème de convergence lié à la dégénérescence du primal

qu'à proximité des valeurs pour lesquelles nous avons résolu le sous-problème. Dès
que la résolution du problème restreint nous amène à nous éloigner des uk précé-
demment utilisés, il y a un risque que le nouveau plan apporté par la résolution du
sous-problème n'apporte que peu d'information utile.

Le problème de convergence peut aussi être dû à une dégénérescence du problème
maître. Ceci se traduit notamment par la présence de nombreuses solutions optimales
du dual. Dans notre représentation du dual lagrangien, cela correspondrait au rajout
d'une droite parallèle à l'axe des abscisses, comme illustré dans la �gure 1.4. Il se
peut alors que pendant de nombreuses itérations, les droites rajoutées ne permettent
pas d'améliorer la valeur de la solution actuelle du dual.

Plusieurs méthodes existent pour tenter de pallier à ces problèmes de stabilisation.
Celles-ci sont l'objet de la prochaine section, notamment la méthode de boxstep
et celle de stabilisation par point intérieur, utilisées dans les expérimentations des
chapitres 4 et 5.
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1.5 Méthodes de stabilisation

L'idée des méthodes de stabilisation est de donner de meilleures valeurs duales au
sous-problème. Di�érentes méthodes apparaissent dans la littérature. Elles sont ba-
sées sur le fait que l'information apportée par les nouvelles colonnes n'est valable qu'à
proximité du point de séparation où elles ont été trouvées. C'est à dire par exemple
dans le cas du dual lagrangien, que l'hyperplan tangent à L (u) en uk ne fournit une
bonne approximation de L (u) qu'à proximité de uk. Pour pallier ce problème, un
premier groupe de méthodes, que j'appellerai méthodes de stabilisation proximales,
cherchent à pénaliser les déplacements dans l'espace des solutions du dual. Pour cela,
elles ajoutent dans l'objectif un terme qui sera fonction de l'éloignement par rapport
à une valeur du vecteur dual u considérée comme bonne. Plusieurs types de pénalité
ont été étudiées dans la littérature. Cela va de l'imposition pure et simple de bornes
sur les variables duales (méthode Boxstep), à l'ajout d'un terme quadratique dans
l'objectif, en passant par des pénalités linéaires, linéaires par morceaux, ou encore un
lissage entre uk et uk+1. Pour des détails sur ces di�érentes méthodes, voir [31]. Ces
méthodes permettent de diminuer le nombre d'appels au sous-problème, mais parfois
au détriment du temps de résolution du problème restreint. La méthode appelant le
moins de fois le sous-problème peut donc ne pas être la plus rapide.

D'autres méthodes de stabilisation proposent de prendre un point de séparation qui
soit à l'intérieur du polyèdre des solutions duales admissibles. Par exemple, l'algo-
rithme � in-out � de [3] utilise comme point de séparation une combinaison convexe
entre une solution admissible du dual non restreint, et une solution optimale du
dual restreint. D'autres algorithmes de plans coupants comme l'algorithme ACCPM
(également présenté dans [31]) ou l'algorithme d'Elzinga et Moore [17] changent la
nature du problème maître pour trouver un centre (analytique ou géométrique) du
polyèdre des solutions duales admissibles.

Dans [41], les auteurs proposent une méthode de stabilisation par point intérieur
pour faire face aux problèmes de dégénérescence. Leur méthode consiste à prendre
comme point de séparation une combinaison convexe de plusieurs points extrêmes
du polyèdre des solutions duales optimales.

Ces di�érentes méthodes de stabilisation ne sont pas exclusives, il est possible d'en
utiliser certaines conjointement. Dans les chapitres suivants nous utilisons notam-
ment une méthode de boxstep avec la méthode de stabilisation par point intérieur
de [41] que nous détaillons dans les sections suivantes.

1.5.1 Méthode Boxstep

La stabilisation par boxstep consiste à limiter les déplacements dans l'espace du dual
en imposant des bornes aux valeurs duales. L'objectif est de limiter les oscillations
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Figure 1.5 � Utilisation d'une méthode de boxstep avec une taille �xe d sur
l'exemple de la �gure 1.3

observées dans la �gure 1.3 et d'assurer une convergence plus homogène. À chaque
résolution du problème maître, les valeurs duales optimales sont contraintes à ne
pas s'éloigner de plus d'une certaine distance d'un point du dual appelé centre de
stabilité. Du point de vue du dual, tout se passe donc comme si le problème restreint
était résolu à l'intérieur d'une � boîte �. Les contraintes de boîte rajoutées dans le
dual à l'itération k ont la forme suivante :

ukj ≤ Bk
j + dk (1.15)

ukj ≥ Bk
j − dk (1.16)

Où Bk
j désigne la j-ème coordonnée du centre de stabilité à l'itération k et dk re-

présente la taille de la �boîte� à l'itération k. À l'itération k, le dual (D −RPk) du
problème maître restreint a la forme suivante :

(D −RPkboxstep)



max
u

n∑
j=1

bjuj

s.c.

n∑
j=1

aijuj ≤ ci ∀i ∈ Ik (1.13)

ukj ≤ Bk
j + dk ∀j = 1 . . . n (1.15)

ukj ≥ Bk
j − dk ∀j = 1 . . . n (1.16)

uj ≥ 0, ∀j = 1 . . . n

Ces contraintes dans le dual peuvent être intégrées au problème primal restreint sous
la forme de colonnes arti�cielles. Dans le cadre de l'implémentation d'un algorithme
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de génération de colonnes, cela permet d'éviter d'avoir à travailler à la fois sur le
primal et le dual. Le problème restreint (RPk) devient alors le problème suivant :

(RPk boxstep)



min
z,w+,w-

∑
i∈Ik

cizi +
n∑
j=1

w+
j (Bk

j + dk)−w−j (Bk
j − dk)

s.c :∑
i∈Ik

aijzi + w+
j −w−j ≥ bj ∀j = 1 . . . n (1.17)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik
w+
j ,w

−
j ≥ 0 ∀j = 1 . . . n

Ici, les variables w+ sont associées aux contraintes (1.15) et les variables w− aux
contraintes (1.16). Une conséquence du rajout de ces variables arti�cielles w est que
la résolution du problème restreint (RPkboxstep) n'apporte plus nécessairement une
solution admissible du problème. En e�et, une solution de (RPkboxstep) respecte la
contrainte (1.17), mais si les variables w+ ne sont pas nulles, le vecteur z peut ne
pas respecter les contraintes (1.1) du problème maître.

En revanche, dès que les valeurs duales optimales se trouvent à l'intérieur de la boîte
(i.e. les inégalités (1.15) et (1.16) sont strictes), les conditions des écarts complémen-
taires imposent aux variables w d'être nulles, et nous avons une solution admissible
de (RPk). Par conséquent, si les valeurs duales optimales de (RPkboxstep) sont à
l'intérieur de la boîte, et que le sous-problème ne trouve aucune colonne de coût
réduit négatif , cela signi�e que nous sommes à l'optimum du problème maître. De
façon plus générale, lorsque le sous-problème ne trouve pas de variable de coût ré-
duit négatif, nous sommes en présence d'une solution admissible du dual du problème
maître, donc d'une borne inférieure de notre problème.

Pour que cette méthode soit e�cace, il faut bien initialiser le centre de stabilité et la
taille de la boîte, et choisir une bonne politique de mise à jour de ces deux éléments.
L'initialisation du centre de stabilité peut se faire soit à l'origine, soit en utilisant
une estimation des variables duales optimales. Attention toutefois, la qualité de la
borne inférieure correspondant au centre de stabilité n'est pas toujours un bon critère
pour son initialisation. Des vecteurs de valeurs duales fournissant une bonne borne
peuvent se trouver très éloignés de la solution duale optimale. Plusieurs façons de
mettre à jour le centre de stabilité sont proposées dans la littérature :
� Ne pas mettre à jour le centre de stabilité. Dans ce cas, seule la taille de la boîte
varie.

� Mettre à jour le centre de stabilité à chaque itération k en utilisant les valeurs
duales optimales du problème (RPkboxstep).

� Mettre à jour le centre de stabilité lorsque le sous-problème ne retourne pas de
variable de coût réduit négatif, toujours avec les valeurs duales optimales du pro-
blème (RPkboxstep). Une variante consiste à ne mettre à jour le centre de stabilité
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que lorsque les valeurs duales optimales permettent d'améliorer la borne inférieure
du problème.

Pour ce qui concerne la taille de la boîte, il n'y a pas de règle bien dé�nie. Dans
les cas où l'on fait varier le centre de stabilité, on peut garder une taille �xe. Si la
taille est trop grande, l'e�et du boxstep sera négligeable. Mais une taille trop faible
n'est pas e�cace non plus, car cela peut accroître grandement le nombre d'itérations
nécessaires pour atteindre l'optimum. De plus, une taille donnée ne conviendra pas
à toutes les instances du problème. Par conséquent on trouve dans la littérature
di�érentes politiques pour faire varier la taille de la boîte. On peut par exemple
agrandir la taille lorsque le vecteur uk optimal est sur la limite de la boîte, ou bien
l'agrandir uniquement lorsque le sous-problème ne trouve pas de colonne de coût
réduit négatif et la réduire tant qu'il en trouve.

En limitant les déplacements dans l'espace dual, la méthode de boxstep permet
d'éviter que la mauvaise qualité de l'approximation L̂Ik en dehors du voisinage des
vecteurs u1 . . . uk n'ait trop d'impact sur la convergence. En revanche, cela n'a
pas forcément d'e�et sur les problèmes de dégénérescence. Pour lutter contre ces
problèmes nous avons utilisé une autre méthode de stabilisation.

1.5.2 Méthode de stabilisation par point intérieur

A�n de limiter les problèmes de stabilisation dûs à la dégénérescence, Rousseau
et al. [41] proposent de choisir le point de séparation uk à l'intérieur de l'espace
des solutions optimales du dual, et non comme un point extrême de ce dernier.
Cela implique de résoudre plusieurs fois le problème restreint pour obtenir di�érents
points extrêmes, puis de prendre la moyenne de ces points. Le temps de calcul du
prochain terme uk est alors directement proportionnel au nombre de points extrêmes
que l'on souhaite prendre en compte. Un compromis doit donc être trouvé entre
l'augmentation de temps de calcul associé au problème restreint et le gain en nombre
d'appels au sous-problème.

Les problèmes de dégénérescence se manifestent lorsque des colonnes de coût réduit
négatif sont rajoutées dans le problème mais n'améliorent pas la fonction objec-
tif. Cela se traduit dans l'espace dual par une in�nité de solutions optimales. Par
exemple, tout un segment peut-être solution optimale du dual, la valeur de la fonc-
tion objectif du dual étant la même sur tout ce segment. Dans ce cas, la résolution
du problème restreint par l'algorithme du simplexe nous apporte le vecteur dual op-
timal uk associé à un point extrême de l'ensemble des solutions optimales du dual,
i.e. à une extrémité du segment. Une colonne de coût réduit négatif sera trouvée
par le sous-problème et la coupe correspondante dans le dual coupera l'extrémité du
segment. On raccourcira ainsi le segment petit à petit jusqu'à ce qu'il disparaisse ou
que l'on ne trouve plus de colonne de coût réduit négatif. Tant que ni l'un ni l'autre



1.5. MÉTHODES DE STABILISATION 35

u
1

u*

Figure 1.6 � Illustration du choix d'un point intérieur pour le vecteur dual uk

ne se produit, la valeur optimale ne variera pas, sans que l'on puisse conclure que
l'optimum est atteint.

La méthode de stabilisation par point intérieur, introduite dans [41] propose d'ac-
célérer la convergence en ne prenant plus pour uk une extrémité du segment, mais
la moyenne de ses deux extrémités. De cette façon, nous serions assurés de réduire
de moitié au moins la taille du segment. La �gure 1.6 montre comment le prochain
itéré uk est choisi. Elle est à comparer avec l'exemple de la �gure 1.4.

En cas de dégénérescence, le polyèdre des solutions duales optimales a en général
plus de dimensions qu'un segment, et plus de points extrêmes. Obtenir la totalité
des points extrêmes est hors d'atteinte. Rousseau et al. proposent donc d'en générer
un petit nombre en résolvant successivement des versions perturbées du programme
linéaire dual. L'idée est d'identi�er le polyèdre des solutions optimales duales asso-
cié à la solution optimale du problème primal restreint à l'aide des conditions des
écarts complémentaires. On peut alors résoudre le problème dual sur ce polyèdre et
a�ecter à chaque variable duale un coe�cient dans la fonction objectif qui soit tiré
aléatoirement. Pour chaque fonction objectif di�érente, on peut espérer obtenir ainsi
un point extrême di�érent du polyèdre optimal.
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Rappelons la forme du programme linéaire dual (D −RPk) de (RPk) :

(D −RPk)



max
u

n∑
j=1

bjuj

s.c.

n∑
j=1

aijuj ≤ ci ∀i ∈ Ik (1.13)

uj ≥ 0,∀j = 1 . . . n

Notons zk∗ la solution optimale du problème (RPk) obtenue à l'itération k. Les
conditions des écarts complémentaires pour le problème restreint (RPk) et son pro-
gramme linéaire dual s'écrivent :

 n∑
j=1

aijuj − ci

 .zk∗i = 0 (1.18)

∑
i∈Ik

aijzk∗i − bj

 .uj = 0 (1.19)

En notant J∗k =

j/∑
i∈Ik

aijzk∗i − bj > 0

 et I∗k =
{
i/zk∗i > 0

}
on obtient les contraintes

suivantes pour dé�nir le polyèdre des solutions duales optimales associées à zk∗ :

n∑
j=1

aijuj ≤ ci ∀i ∈ Ik\I∗k (1.20)

n∑
j=1

aijuj = ci ∀i ∈ I∗k (1.21)

uj = 0 ∀j ∈ J∗k (1.22)

uj ≥ 0 ∀j ∈ [1;n] \J∗k (1.23)

Pour obtenir un autre point extrême de ce polyèdre que celui obtenu en résolvant
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(RPk), nous pouvons résoudre le problème suivant :

(Modified D −RPk)



max
u

n∑
j=1

ωjuj

s.c.

n∑
j=1

aijuj ≤ ci ∀ i ∈ Ik\I∗k (1.20)

n∑
j=1

aijuj = ci ∀ i ∈ I∗k (1.21)

uj = 0 ∀ j ∈ J∗k (1.22)
uj ≥ 0 ∀ j ∈ [1;n] \J∗k (1.23)

Où ωj est un réel choisi aléatoirement entre 0 et 1.

Dans ce programme linéaire, les contraintes nous assurent que l'on reste dans le
polyèdre des solutions optimales du dual. Les coe�cients des variables duales dans
l'objectif ont été modi�és aléatoirement de façon à favoriser l'utilisation de telle
ou telle variable, de sorte que les valeurs optimales di�èrent de celles obtenues en
résolvant (RPk). Pour obtenir des points extrêmes éloignés les uns des autres, on
peut maximiser puis minimiser le problème ci-dessus.

La transposition des modi�cations de (Modified D−RPk) dans le primal donne le
programme linéaire suivant :

(Modified RPk)



min
z

∑
i∈Ik

(
cizi
)

s.c.∑
i∈Ik

aijzi ≥ ωj ∀j ∈ [1;n] \Jk∗ (1.1′′)

∑
i∈Ik

aijzi ≥ −∞ ∀j ∈ Jk∗ (1.1′′′)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik\Ik∗

zi ∈ R ∀i ∈ Ik∗

Dans les contraintes (1.1′′′) le terme de droite vaut −∞, ceci pour forcer les variables
duales uj correspondantes à être nulles. Les contraintes de positivité sur les variables
zi sont supprimées pour i ∈ Ik∗puisque les contraintes (1.21) dans le dual sont des
égalités.
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Comme présenté ci-dessus, les auteurs de [41] cherchent à obtenir di�érents points
extrêmes du polyèdre des solutions duales optimales associées à une solution optimale
précise zk∗ de (RPk). Le polyèdre obtenu avec les conditions des écarts complémen-
taires dépend de cette solution zk∗. Si (RPk) a plusieurs solutions optimales équi-
valentes, en ne considérant qu'une seule d'entre elles, on peut alors passer à côté de
certaines solutions duales optimales. Il est donc peut-être préférable de chercher des
points extrêmes du polyèdre de toutes les solutions optimales de (D −RPk). Pour
obtenir ces points extrêmes, il possible de rajouter simplement dans (D−RPk) une
contrainte �xant la valeur de l'objectif et de modi�er les coe�cients de ce dernier de
la même façon que dans (Modified D −RPk). Si on note F ∗ la valeur optimale de
(RPk), on pourrait substituer à (Modified D −RPk) le problème suivant :

(Modified D −RPk bis)



max
u

n∑
j=1

ωjuj

s.c.

n∑
j=1

aijuj ≤ ci ∀i ∈ Ik (1.13)

n∑
j=1

bjuj = F ∗ (1.24)

uj ≥ 0

Ces modi�cations sont assez simples à e�ectuer sur le programme linéaire dual, mais
cela implique alors de devoir entretenir à la fois un modèle pour le primal et un
modèle pour le dual au cours du déroulement de l'algorithme. Pour éviter cela, il est
possible de transposer ces modi�cations dans le primal. En transposant la contrainte
(1.24) dans le primal, on rajoute une variable dans (RPk) qui prend alors la forme
suivante :

(Modified RPk bis)



min
z,φ

∑
i∈Ik

(
cizi
)

+ F ∗φ

s.c.∑
i∈Ik

aijzi + bjφ ≥ ωj ∀j = 1 . . . n (1.1′)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik, φ ∈ R

Il faudra prendre soin d'enlever la variable φ et de restaurer les coe�cients de la
fonction objectif une fois les points extrêmes alternatifs obtenus.

Lors de l'utilisation de solveurs comme CPLEX, les modi�cations des bornes des
contraintes et des variables présentées dans (Modified RPk) peuvent être aisément
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réalisées à partir du modèle (RPk). Selon le solveur utilisé, ces modi�cations peuvent
être plus simples que de rajouter une variable au modèle pour l'enlever plus tard.
C'est peut-être pour cette raison que Rousseau et al. ont préféré (Modified RPk)
à (Modified RPk bis).
Le nombre l de vecteurs ω pour lesquels le problème (Modified RPk) sera résolu est
le seul paramètre de la méthode. Ces résolutions apportent un ensemble de solutions
optimales du dual (uk1, . . . ,ukl) qui sont des points extrêmes du polyèdre optimal
de (D−RPk). À partir de ces vecteurs, nous construisons le vecteur uk∗ de la façon
suivante :

uk∗ =
l∑

i=1

uki

l
(1.25)

Le vecteur uk∗ ainsi dé�ni est utilisé comme point de séparation et passé au sous-
problème.

1.6 Procédure de Branch & Price

La génération de colonnes permet de résoudre des problèmes continus. Les relaxa-
tions continues de problèmes entiers peuvent être résolues a�n d'obtenir des bornes
inférieures pour ces problèmes. Mais si l'on veut résoudre ces problèmes en nombre
entiers, il faut intégrer la génération de colonnes dans un algorithme d'énumération
implicite de type branch and bound. La méthode de résolution de problèmes en
nombres entiers ainsi obtenue est appelée branch and price.

Le principe est d'e�ectuer une recherche arborescente dans l'espace des solutions. À
la racine de l'arbre, la relaxation continue du problème est résolue par génération de
colonnes. Si la solution est entière, inutile de chercher plus loin. Sinon, l'algorithme
prend des décisions de branchements qui créeront plusieurs noeuds �ls. Chacun des
noeuds correspond à une branche di�érente de l'espace des solutions admissibles. Le
but des décisions de branchement est de �xer petit à petit les variables fractionnaires
pour essayer d'obtenir des solutions entières.

Chacun des noeuds �ls sera résolu par génération de colonnes. Si la borne inférieure
obtenue pour un noeud est supérieure à la meilleure solution entière connue, alors
on peut couper ce noeud. Pour qu'un algorithme de branch and price soit e�cace, il
faut élaguer au maximum l'arbre des solutions. Cela passe par deux choses : obtenir
de bonnes bornes ; construire un arbre équilibré. Ces deux points dépendent des
décisions de branchement.

Dans les algorithmes classiques de branch and bound sans génération de colonnes,
les décisions de branchement les plus communément utilisées consistent à brancher
sur une seule variable fractionnaire. Malheureusement, pour les modèles adaptés à
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la génération de colonnes, de telles règles de branchements peuvent produire des
arbres très déséquilibrés. Par exemple, dans le cas d'une modélisation sous-forme de
problème de couverture d'ensemble, la variable représentant la totalité de l'ensemble
représente à elle seule une solution.

Dans le cas où l'on utilise la décomposition de Dantzig-Wolfe, on cherchera à brancher
sur les variables xi du modèle initial. En notant (λ∗,µ∗) la solution optimale de la

relaxation continue du noeud courant, on cherche x∗i =
∑
p∈P

λ∗px
p
i +

∑
r∈R

µ∗rx
r
i fraction-

naire. Dans l'une des branches, on rajoutera la contrainte
∑
p∈P

λpx
p
i +

∑
r∈R

µrx
r
i ≤ bx∗i c,

et dans l'autre la contrainte
∑
p∈P

λpx
p
i +

∑
r∈R

µrx
r
i ≥ dx∗i e . Ces contraintes peuvent

être au choix ajoutées au problème maître ou intégrer de façon implicite au sous
problème.

Pour les modélisations sous forme de couverture d'ensemble, une règle de branche-
ment classique est celle de Ryan & Foster [42]. Elle consiste à e�ectuer le branchement

sur les variables auxiliaires suivantes :
∑
k∈I

xkjx
k
i z
k qui représentent le nombre d'en-

sembles couvrant à la fois les clients i et j dans la solution. L'idée est alors de créer
une branche dans laquelle

∑
k∈I

xkjx
k
i z
k = 0 (qui signi�e que les clients i et j doivent

être couverts par des colonnes di�érentes), et une branche où
∑
k∈I

xkjx
k
i z
k = 1 (qui

signi�e que les clients i et j doivent être couverts par les mêmes colonnes).

D'autres aspects sont également importants lors de l'implémentation d'un algorithme
de branch & price en dehors du choix des décisions de branchements : des aspects que
l'on retrouvent dans un branch & bound classique (l'implémentation d'heuristiques
primales), ou des aspects spéci�ques à la génération de colonnes (la gestion des
colonnes, la possibilité de terminer la résolution de la relaxation continue avant
d'atteindre l'optimum, ...). Pour une étude plus approfondie sur l'implémentation
d'un Branch&Price, voir [45].



Chapitre 2

Génération de colonnes

� centrale �

Nous avons vu dans la section 1.3.2 que la génération de colonnes peut être considéré
comme un algorithme de plans coupants du point de vue du dual. Or il existe de
nombreux algorithmes de plans coupants di�érents. Nous allons maintenant nous
intéresser à deux algorithmes de plans coupants dits � centraux �. Ils sont nommés
ainsi car, au lieu de résoudre le sous-problème pour les valeurs optimales duales
uk∗ du problème restreint, ils utilisent un vecteur de valeurs duales correspondant
à un � centre � de l'ensemble des vecteurs duaux admissibles. Nous verrons ensuite
comment utiliser l'un de ces algorithmes pour la génération de colonnes, et comment
lui adapter les techniques de stabilisation classique détaillées dans les sections 1.5.1
et 1.5.2.

2.1 L'algorithme de plans coupants central d'Elzinga-

Moore

Parmi les alternatives qui ont été proposées pour le choix du point du dual pour lequel
sera résolu le sous-problème, les algorithmes centraux de plans coupants proposent
de prendre un point central du polyèdre admissible, plutôt que d'en obtenir un
point extrême en résolvant (D −RPk) avec l'algorithme du simplexe. Dans le cas de
l'algorithme d'Elzinga et Moore [17], ce centre est géométrique.

Le principe de l'algorithme d'Elzinga et Moore est de choisir comme point de sé-
paration le centre de la plus grande sphère contenue dans le polyèdre formé par les
contraintes du dual auxquelles on ajoute une contrainte de borne sur la valeur de
la solution (inférieure ou supérieure selon l'objectif du dual). L'utilisation de cette

41
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méthode implique donc que le polyèdre soit borné. Cela est réalisable dans de nom-
breux problèmes en initialisant (RP0) avec des colonnes triviales (i.e. des colonnes
faciles à construire, n'ayant pas forcément de chances de faire partie de la solution
optimale).

Dans l'algorithme d'Elzinga et Moore, la résolution de (D −RPk) est donc rempla-
cée par le problème (EMk), qui cherche à maximiser le rayon σ de la sphère. Les
contraintes (1.13) sont modi�ées de la façon suivante :

n∑
j=1

aijuj ≤ ci →
n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij ≤ ci (2.1)

où vj est la j-ème coordonnées du centre de la sphère. Dans (2.1), la contrainte de
droite s'assure que tout point de la sphère de coordonnées u respecte la contrainte
de gauche.

Pour la borne inférieure ((D −RPk) est un problème de maximisation), notée LB,
plusieurs possibilités existent pour la prendre en compte, avec des signi�cations géo-
métriques di�érentes. ∑n

j=1 bjvj − σ ≥ LB (2.2)∑n
j=1 bjvj − σ

√∑n
j=1 b

2
j ≥ LB (2.3)∑n

j=1 bjvj − σ(1 +
√∑n

j=1 b
2
j + 1) ≥ LB (2.4)

Elzinga et Moore proposent la contrainte (2.2), qui indique que la valeur du dual
pour le centre de la sphère est supérieure à la borne inférieure plus le rayon de
la sphère. Betrò dans [4] propose de transformer la contrainte de borne inférieure∑
j

bjuj ≥ LB au même titre que les contraintes (1.13). On obtient alors la contrainte

(2.3) qui assure que la valeur du dual en tout point de la sphère est supérieure à LB.

Pour obtenir la contrainte (2.4), il faut considérer une sphère de dimension n + 1.
La dimension supplémentaire est celle de la valeur du dual. Le centre de la sphère a
alors une coordonnée r supplémentaire. Nous voulons que cette sphère soit contenue
entre le plan de la borne inférieure et le plan de la fonction objectif de (RDPk).
Nous avons donc les deux contraintes suivantes :

r + σ
√∑n

j=1 b
2
j + 1 ≤

∑n
j=1 bjvj (2.5)

r− σ ≥ LB (2.6)

Il existe une sphère optimale pour laquelle l'inégalité (2.5) est saturée, c'est à dire
une sphère qui touche le plan de la fonction objectif de (D −RPk). On peut donc
remplacer r dans (2.6) et on obtient la contrainte (2.4).
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u1

Contrainte 2

u2

Contrainte de la borne inférieure
b2.u2+ b1.u1 ≥

u1

Contrainte 1

Contrainte 2
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Figure 2.1 � Interprétation géométrique des trois inégalités de borne inférieure. À
gauche l'inégalité 2.2, au centre 2.3, et à droite 2.4
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La signi�cation géométrique de la sphère et des trois inégalités de borne inférieure
est illustrée par la �gure 2.1. On peut voir que lorsqu'on a ‖b‖2 ≥ 1 (2.4) implique
(2.3), qui implique (2.2). L'utilisation de (2.4) donne un polyèdre plus petit et le
centre de la sphère sera plus proche de l'optimum de (D −RPk). Elle est donc aussi
moins centrale donc potentiellement moins stable. Par la suite, nous avons opté pour
l'inégalité 2.3, qui est un compromis entre les 3. Toutefois des expériences avec les
autres formulations seraient nécessaires pour voir si elles apportent plus ou moins de
stabilité. Le programme linéaire

(
EMk

)
résolu dans l'algorithme d'Elzinga-Moore

est donc :

(EMk)



max
σ,v

σ

s.c.

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2ij ≥ LB (2.3)

n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij ≤ ci ∀i ∈ Ik (2.1)

vj ≥ 0 ∀j = 1 . . . n ; σ ≥ 0

Pour éviter d'avoir à maintenir deux programmes linéaires (le primal (RPk) et le dual
(EMk)) dans un algorithme de génération de colonnes, il peut être intéressant de
dualiser (EMk) pour retourner dans l'espace primal. On obtient alors (D − EMk) :

(D − EMk)



min
z,ρ

∑
i∈Ik

cizi − ρLB

s.c.∑
i∈Ik

zi

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ

√√√√ n∑
j=1

b2ij ≥ 1 (2.7)

∑
i∈Ik

aijzi − bjρ ≥ 0 ∀j = 1 . . . n (2.8)

zi ≥ 0 ; ρ ≥ 0

Le problème (D − EMk) présente peu de modi�cations par rapport à (RPk) : le ra-
jout d'une variable, d'une contrainte, et la modi�cation des termes de droite des in-
égalités (1.1). L'essentiel des coe�cients des contraintes, à savoir les aij , ne changent
pas, ce qui facilite l'utilisation d'une seule structure de données pour (D − EMk) et
(RPk) dans l'implémentation.
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Dans cette méthode, c'est donc le vecteur vk∗, contenant les coordonnées optimales
du centre de la sphère à l'itération k , qui est passé au sous-problème. Il se produit
alors de 2 choses l'une :

� si le sous-problème trouve une variable de coût réduit négatif, elle est rajoutée
à Ik qui devient Ik+1. Cette variable sera rajoutée à (EMk) sous la forme d'une
nouvelle contrainte (2.1). On passe alors à l'itération k + 1.

� si le sous-problème ne retourne aucune variable de coût réduit négatif, alors vk∗

est une solution admissible du dual non restreint de (P). Donc,
n∑
j=1

bjv
k∗
j est une

borne inférieure de (P) et la valeur de LB est mise à jour. On passe ensuite à
l'itération k + 1.

À chaque itération de l'algorithme, la taille du polyèdre à l'intérieur duquel on re-
cherche la sphère diminue. L'algorithme d'Elzinga & Moore s'arrête lorsque le rayon
σ de la sphère est inférieur à un ε > 0 donné. On peut alors repasser au primal
et résoudre (RPk) pour obtenir une borne supérieure. Attention, ce critère d'arrêt
ne signi�e pas que la solution obtenue a une précision ε. Cette faiblesse du critère
d'arrêt est corrigé dans l'algorithme de la section suivante, qui reprend le principe
de celui d'Elzinga & Moore.

2.2 L'algorithme de plans coupants central accéléré de

Betrò

Betrò reprend le principe de l'algorithme d'Elzinga & Moore en proposant principa-
lement une accélération et un critère d'arrêt di�érent. À l'itération k de l'algorithme,
étant données une borne inférieure LBk et une borne supérieure UBk pour notre
problème, Betrò propose dans [4] de remplacer l'inégalité (2.3) dans

(
EMk

)
par

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ τ
k (2.9)

où τk est une combinaison convexe de LBk et de UBk : τk = αUBk+(1−α)LBk , α ∈
[0; 1[. Le problème maître à résoudre dans l'algorithme de Betrò est alors le problème
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(RBetrok) suivant :

(RBetrok)



max
σ,v

σ

s.c.

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ τ
k (2.9)

n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij ≤ ci ∀i ∈ Ik (2.1)

vj ≥ 0 ∀j = 1 . . . n ; σ ≥ 0

τk agit comme une borne inférieure test. Ce n'est pas forcément une véritable borne
inférieure de notre problème. L'algorithme se déroule donc ainsi :

À chaque itération k nous essayons de résoudre (RBetrok).
� Si (RBetrok) est résolu, notons vk∗ le vecteur des coordonnées du centre de la
sphère optimale. Nous résolvons alors le sous-problème pour vk∗. Deux choses
peuvent se produire, comme illustré dans la �gure 2.2 :
� le sous-problème retourne des colonnes de coût réduit négatif. Nous les rajoutons
à Ik et passons à l'itération suivante.

� le sous-problème ne retourne aucune colonne de coût réduit négatif. τk est une
borne inférieure valide, et vk∗ est un point admissible du dual de (P). La valeur
de LB est mise à jour avec

∑
j bjv

k∗
j , et τk est mis à jour également.

� Si (RBetrok) est infaisable, cela signi�e que τk n'est pas une borne inférieure mais
une borne supérieure de notre problème. UB est alors mise à jour ainsi que τk,
comme illustré dans la �gure 2.3. L'encadrement de la valeur optimale est donc
multiplié par α < 1 :

UBk+1 − LBk+1 = τk − LBk

= αUBk + (1− α)LBk − LBk

= α(UBk − LBk)

L'utilisation de τk, associée à un bon choix de α, permet de réduire l'encadrement
de la valeur optimale bien plus rapidement qu'en utilisant l'algorithme d'Elzinga &
Moore. De plus, le critère d'arrêt n'est plus basé sur la taille de la sphère mais sur la
di�érence relative entre UBk et LBk. Ainsi, l'algorithme s'arrête pour une précision
ε > 0 donnée lorsque :

UBk − LBk

UBk
≤ ε (2.10)
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Figure 2.2 � Illustration du déroulement de l'algorithme de Betrò lorsque (RBetrok)
est faisable, pour α = 0, 5
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Figure 2.3 � Illustration du déroulement de l'algorithme de Betrò lorsque (RBetrok)
est infaisable, pour α = 0, 5
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Tout comme pour l'algorithme d'Elzinga & Moore, il est possible de résoudre le dual
(D −RBetrok) du problème (RBetrok) :

(D −RBetrok)



min
z,ρ

∑
i∈Ik

cizi − τkρ

s.c.∑
i∈Ik

zi

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ 1 (2.11)

∑
i∈Ik

aijzi − bjρ ≥ 0 ∀j = 1 . . . n (2.12)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik ; ρ ≥ 0

La résolution du problème (D −RBetrok) à la place de (RBetrok) implique un chan-
gement dans l'algorithme de Betrò. En e�et, l'infaisabilité de (RBetrok) équivaut au
fait que (D −RBetrok) soit non-borné. Si l'on utilise (D −RBetrok) comme pro-
blème maître, c'est lorsque celui-ci est non-borné que l'on saura que τk n'est pas une
borne inférieure mais une borne supérieure.

Comme le montre Betrò dans [4], il est possible d'obtenir une solution admissible de
(P) à partir d'une solution de (D −RBetrok). Notons (z∗, ρ∗) la solution optimale
de (D −RBetrok). Si ρ∗ > 0, alors :∑

i∈Ik

aijzi − bjρ ≥ 0⇒
∑
i∈Ik

aij
z∗i
ρ∗
≥ bj

Le vecteur z∗

ρ∗ respecte donc les contraintes (1.1) et est une solution admissible de
(P). Par contre, rien ne garantit que cette solution fournisse une amélioration de la
borne supérieure.

2.3 Utilisation de l'algorithme central de plans coupants

de Betrò dans une génération de colonnes

Les algorithmes centraux de plans coupants ont été développés dans le but d'accroître
la stabilité des méthodes de plans coupants. La stabilité peut se montrer cruciale
lors de la résolution d'un problème par génération de colonnes pour réduire l'e�et
de tailing-o� (ralentissement de la convergence en approchant de l'optimum). D'où
l'idée d'utiliser l'algorithme de Betrò pour une méthode de génération de colonnes et
de le combiner avec les méthodes de stabilisation présentées dans les sections 1.5.1
et 1.5.2. Nous proposerons également une méthode de mise à jour du paramètre α
et une modi�cation pouvant permettre d'accélérer la terminaison de l'algorithme.
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2.3.1 Choix du paramètre α et amélioration de la borne supérieure

Le paramètre α est celui qui détermine la progression de τk vers la borne supérieure
UB. Un paramètre α peu élevé entraînera une diminution plus lente de la taille des
polyèdres dans lesquels on cherche la sphère. La taille des sphères diminuera donc elle
aussi plus lentement, et les points de séparation seront donc plus � centraux �. Cela
s'est traduit par plus de stabilité dans nos expérimentations mais ralentit l'algorithme
lorsque la stabilité n'est pas ou plus un problème.

Au contraire, un α élevé permet d'accélérer la convergence de τk vers UB. Les points
de séparation se rapprocheront donc vite des solutions optimales du dual restreint
classique (D −RPk), et l'on gagnera peu en stabilité par rapport à la génération de
colonne classique. Par contre, si UB est une très bonne borne (ou même la valeur
optimale) et si la stabilité n'est pas ou plus un problème, un α élevé accélère la
convergence vers une solution.

Betrò propose dans [4] d'utiliser un paramètre α constant pendant tout le déroule-
ment de l'algorithme, et prend comme exemple un compromis avec α = 0, 5. Mais
il est également possible de faire varier α. On retrouve ici des similarités avec le
paramètre α de l'algorithme � in-out � de plans coupants présenté dans [3]. Dans
l'algorithme � in-out �, le point de séparation est une combinaison convexe d'un
point admissible du dual non restreint et d'une solution optimale du dual restreint.
Les mêmes arguments que ceux utilisés dans [3] permettent d'établir que la diver-
gence de la série

∑
k α

k, où αk désigne la valeur du paramètre α à l'itération k, est
une condition su�sante pour la convergence de l'algorithme.

Nous choisissons αmin ∈ ]0; 1[ | ∀k, αk ≥ αmin et αmax ∈ ]0; 1[ | ∀k, αk ≤ αmax, et
avons implémenté la politique de mise à jour des αk suivante :

� Pour k = 0, α0 est initialisé à αmin (par exemple, αmin = 0, 15) ;
� Lorsqu'à l'itération k, la borne inférieure LB est mise à jour, on e�ectue l'opération
suivante : αk+1 = αk + (αmax − αk)/10 ;

� Lorsqu'à l'itération k, UB est mise à jour car τ est une borne supérieure, on
e�ectue l'opération suivante : αk+1 = αk − (αk − αmin)/10 ;

� Pour toutes les autres itérations, αk+1 = αk.

Comme nous l'avons vu précédemment, lorsque UB est mise à jour, l'écart entre LB
et UB est multiplié par αk. Respectivement, lorsque LB est mise à jour, on a :

LBk+1 > τk = αkUBk + (1− αk)LBk

⇒UBk+1 − LBk+1 < (1− αk)(UBk − LBk)

Ainsi l'écart entre LB et UB est multiplié par un facteur inférieur à
(
1− αk

)
. D'après
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le critère d'arrêt (2.10) pour ε > 0, et

∀k
(

1− αk
)
≤ (1− αmin) < 1

∀k αk ≤ αmax < 1

LB (respectivement UB) ne peut pas être mise à jour indé�niment. Comme le
nombre de colonnes est �ni, l'algorithme converge.

Cette politique de mise à jour est basée sur le fait que, lorsque α vaut 0, 5, la borne
mise à jour est la plus éloignée de la valeur optimale. Nous cherchons à favoriser
la borne la plus proche de la valeur optimale. C'est pour cette raison que nous
pénalisons la borne qui est mise à jour.

La valeur du paramètre αmin est très faible pour permettre d'acquérir le plus de
stabilité possible au début de l'algorithme. Pour la même raison, il pourrait être
préjudiciable à la stabilité de l'algorithme d'initialiser LB à une valeur trop élevée.

Lors de l'utilisation de l'algorithme dans une génération de colonnes, il est possible
de mettre à jour la borne supérieure UB en calculant une solution admissible du
problème (P) que l'on cherche à résoudre. Nous avons vu dans la section précédente
qu'il était possible de trouver une solution admissible de (P) à partir d'une solution
optimale de (D −RBetrok), mais que cela ne permettait pas forcément d'amélio-
rer UBk. Il est aussi possible de trouver une solution issue d'une heuristique, ou
de la résolution du problème (RPk). Ces solutions admissibles du primal peuvent
permettre de mettre à jour plus souvent UB et ainsi d'accélérer l'algorithme. C'est
pourquoi dans notre implémentation de l'algorithme, nous résolvons périodiquement
le problème

(
RPk

)
. Si sa valeur optimale est inférieure à UB, alors nous mettons

UB et τk à jour.

2.3.2 Adaptation de la méthode de Boxstep à l'algorithme de Betrò

Ici nous allons détailler l'adaptation d'une méthode de Boxstep à l'algorithme de
Betrò. Rappelons que le principe du Boxstep est de limiter les déplacements dans
l'espace dual entre chaque itération, en rajoutant des bornes sur les variables duales.
Ces bornes forment une � boîte � centrée sur un point appelé centre de stabilité.
Rappelons également que l'algorithme de Betrò utilise une borne inférieure supposée,
et qu'il faut donc pouvoir déterminer si le problème maître est infaisable à cause de
cette borne. Les contraintes de boîte viennent compliquer ce diagnostic. Pour voir
cela, notons Bk

j les coordonnées du centre de stabilité et dk la taille de la boîte à
l'itération k. Les contraintes suivantes sont rajoutées à (RBetrok) :

vj ≤ Bk
j + dk (2.13)

vj ≥ Bk
j − dk (2.14)
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On obtient alors le problème (RBetrok boxstep) :

(RBetrok boxstep)



max
σ,v

σ

s.c.

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ τ
k (2.9)

n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij ≤ ci ∀i ∈ Ik (2.1)

vj ≤ Bk
j + dk ∀j = 1 . . . n (2.13)

vj ≥ Bk
j − dk ∀j = 1 . . . n (2.14)

vj ≥ 0 ∀j = 1 . . . n ; σ ≥ 0

Les contraintes de boîte (2.13) et (2.14) peuvent rentrer en con�it avec la contrainte
de borne inférieure (2.9) et rendre le problème (RBetrok boxstep) infaisable , alors
même que le problème (RBetrok) sans contrainte de boîte reste faisable. Dans ce cas,
l'infaisabilité du problème maître ne signi�e pas que τk est une borne supérieure.
Nous devons donc adapter l'algorithme de Betrò pour qu'en cas d'infaisabilité de
notre problème maître avec boxstep, nous nous assurions que le problème maître
sans boxstep est lui aussi infaisable. S'il l'est, τk est une borne supérieure et nous
mettons à jour UB et τk. Si le problème sans boxstep est faisable, nous augmentons
la taille de la boîte jusqu'à ce que le problème avec boxstep soit faisable.

Dans notre adaptation du boxstep à l'algorithme de Betrò, le centre de stabilité est
mis à jour avec le centre de la sphère optimale lorsque le sous-problème ne retourne
pas de variable de coût réduit négatif. L'augmentation de la taille de la boîte quant
à elle se fait d'une façon un peu particulière. Lorsque le centre de stabilité est mis à
jour, τk est augmenté, ce qui peut facilement entraîner l'infaisabilité de problème si
la taille de la boîte est plus faible que l'augmentation de τk. Pour éviter cela, nous
augmentons la taille de la boîte de la même quantité que τk à chaque fois que le
centre de stabilité est mis à jour.

Voyons maintenant comment utiliser le boxstep dans le primal. La traduction des
contraintes de boîte dans l'espace primal, donne le problème (D −RBetrok boxstep)
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suivant :

(D −RBetrok boxstep)



min
z,ρ,w+,w−

∑
i∈Ik

cizi − τkρ+
n∑
j=1

(
w+
j .(B

k
j + dk)−w−j .(B

k
j − dk)

)
s.c.∑
i∈Ik

zi

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ 1 (2.11)

∑
i∈Ik

aijzi − bjρ+ w+
j −w−j ≥ 0 ∀j = 1 . . . n (2.15)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik; ρ ≥ 0 ; w+
j ≥ 0 ; w−j ≥ 0

où l'on retrouve les variables arti�cielles w+
j et w−j correspondant aux contraintes

de boîte (voir section 1.5.1).

Tout comme cela est mentionné plus haut pour (D −RBetrok), le fait que τk ne
soit pas une borne inférieure se traduira ici par le caractère non-borné du problème
(D −RBetrok boxstep). Comme pour (RBetrok boxstep), il faudra alors distinguer
si cela est dû au boxstep ou à τ . Pour cela, il su�t d'examiner un rayon extrême
responsable du caractère non-borné. Si une ou plusieurs variables arti�cielles w ap-
paraissent dans ce rayon extrême, alors les contraintes de boîte peuvent être respon-
sables de l'infaisabilité du dual. Nous augmentons alors la taille de la boîte et tentons
de résoudre à nouveau (D −RBetrok boxstep). Si le rayon extrême ne contient pas
de variable w, alors le boxstep n'est pas responsable du caractère non-borné de
(D −RBetrok boxstep). Cela signi�e que τk est une borne supérieure et nous pou-
vons mettre à jour UB et τk.

2.3.3 Adaptation de la méthode de stabilisation par point intérieur

à l'algorithme de Betrò

Tout comme le problème
(
D −RPk

)
, le problème (RBetrok) peut comporter une

in�nité de solutions optimales, à savoir plusieurs sphères de rayons identiques mais
de centres di�érents. L'utilisation de l'algorithme de Betrò ne nous prémunit donc
pas contre les problèmes de dégénérescence. Nous nous sommes donc intéressés à
l'adaptation pour l'algorithme de Betrò de la méthode de stabilisation par point
intérieur présentée dans la section 1.5.2. Le but de la stabilisation par point intérieur
sera alors d'obtenir un point intérieur du polyèdre des centres des sphères optimales.
Pour cela, il su�t de suivre les principes décrits dans [41].

Pour obtenir d'autre points extrêmes du polyèdre des centres optimaux, le plus simple
est de rajouter une contrainte �xant la valeur du rayon à sa valeur optimale σ∗, et
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de modi�er les coe�cients des variables vj dans l'objectif. Nous résoudrons donc des
problèmes de la forme :

(Modified RBetrok)



max
σ,v

n∑
j=1

ωj .vj

s.c.

σ = σ∗

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ τ
k (2.9)

n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij ≤ ci ∀i ∈ Ik (2.1)

vj ≥ 0 ∀j = 1 . . . n ; σ ≥ 0

où les ωj sont des coe�cients tirés aléatoirement entre 0 et 1.

En résolvant plusieurs fois (Modified RBetrok) nous espérons obtenir plusieurs
centres optimaux. Les valeurs duales passées au sous-problème seront alors les moyennes
des coordonnées des centres trouvés.

Dans le cas où nous chercherions plutôt à résoudre le dual (D −RBetrok) de (RBetrok),
plusieurs possibilités s'o�rent à nous :

� Première possibilité, résoudre le dual du problème (Modified RBetrok).

(Modified D −RBetrok)



min
z,ρ,φ

∑
i∈Ik

cizi − τkρ− σ∗φ

s.c.∑
i∈Ik

zi

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ

√√√√ n∑
j=1

b2j − φ ≥ 0 (2.16)

∑
i∈Ik

aijzi − bjρ ≥ ωj ∀j = 1 . . . n (2.17)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik; ρ ≥ 0 ; φ ∈ R

� Deuxième possibilité, utiliser comme dans [41] les conditions des écarts complé-
mentaires pour trouver le polyèdre des centres optimaux associés à une solution
optimale (z∗, ρ∗) de (D −RBetrok). Les conditions des écarts complémentaires
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pour le problème (D −RBetrok) sont les suivantes :(∑n
j=1 bjvj − σ

√∑n
j=1 b

2
j − τk

)
ρ∗ = 0(∑n

j=1 aijvj + σ
√∑n

j=1 a
2
ij − ci

)
z∗i = 0(∑

i∈Ik z
∗
i

√∑n
j=1 a

2
ij + ρ∗

√∑n
j=1 b

2
j − 1

)
σ = 0(∑

i∈Ik aijz
∗
i − bjρ∗

)
vj = 0

Ce que nous cherchons, ce sont des vecteurs v optimaux di�érents pour une
même solution optimale du primal et pour une valeur optimale du rayon σ∗.
Nous connaissons donc les z∗i , ρ

∗, et σ∗. Notons I∗k = {i ∈ Ik | z∗i > 0} et J∗k ={
j ∈ [1;n] |

∑
i∈Ik aijz

∗
i − bjρ∗ > 0

}
. Les conditions des écarts complémentaires

nous permettent de déduire le polyèdre des solutions duales optimales associé à la
solution du primal z∗i , ρ

∗ :

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ τ
k si ρ∗ = 0

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2j = τk si ρ∗ > 0

n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij ≤ ci ∀i ∈ Ik \ I∗k

n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij = ci ∀i ∈ I∗k

vj = 0 ∀j ∈ J∗k
vj ≥ 0 ∀j ∈ [1;n] \ J∗k

σ = 0 si
∑
i∈Ik

z∗i

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ∗

√√√√ n∑
j=1

b2j > 1

σ ≥ 0 si
∑
i∈Ik

z∗i

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ∗

√√√√ n∑
j=1

b2j = 1

La modi�cation des coe�cients des variables duales dans l'objectif, et la traduction
de ces contraintes dans le primal, nous donne alors le problème (Modified D −RBetrok bis) :
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(Modified D −RBetrok bis)



min
z,ρ

∑
i∈Ik

cizi − τkρ

s.c.∑
i∈Ik

zi

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ 0 si
∑
i∈Ik

z∗i

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ∗

√√√√ n∑
j=1

b2j = 1 (2.18)

∑
i∈Ik

zi

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ −∞ si
∑
i∈Ik

z∗i

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ∗

√√√√ n∑
j=1

b2j > 1 (2.18′)

∑
i∈Ik

aijzi − bjρ ≥ ωj ∀j tel que
∑
i∈Ik

aijz
∗
i − bjρ∗ = 0 (2.17)∑

i∈Ik

aijzi − bjρ ≥ −∞ ∀j tel que
∑
i∈Ik

aijz
∗
i − bjρ∗ > 0 (2.17′)

zi ≥ 0 ∀i | z∗i = 0 ; ρ ≥ 0 si ρ∗ = 0

Le choix entre (Modified D −RBetrok) et (Modified D −RBetrok bis) peut être
tributaire des facilités d'implémentation fournies par le solveur choisi. Dans le pre-
mier, il faut pouvoir rajouter puis enlever facilement une variable, alors que dans
(Modified D −RBetrok bis) il � su�t � de modi�er les bornes des contraintes et
des variables. L'utilisation de (Modified D −RBetrok) permet assez aisément de
rajouter les variables arti�cielles du Boxstep comme nous allons le voir dans la section
suivante.

2.4 Synthèse : algorithme central de génération de co-

lonnes stabilisée

Les méthodes de Boxstep et de stabilisation par point intérieur ne sont pas exclu-
sives. Il est tout à fait possible de rajouter des bornes sur les coordonnées du centre
de la sphère dans le problème avec stabilisation par point intérieur. En ajoutant
ces contraintes dans le problème (Modified RBetrok), on obtient le programme
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suivant :

(Modified RBetrok boxstep)



max
σ,v

n∑
j=1

ωj .vj

s.c.

σ = σ∗

n∑
j=1

bjvj − σ

√√√√ n∑
j=1

b2j ≥ τ
k (2.9)

n∑
j=1

aijvj + σ

√√√√ n∑
j=1

a2
ij ≤ ci ∀i ∈ Ik (2.1)

vj ≤ Bk
j + dk ∀j = 1 . . . n (2.13)

vj ≥ Bk
j − dk ∀j = 1 . . . n (2.14)

vj ≥ 0 ∀j = 1 . . . n ; σ ≥ 0

De même en ajoutant les variables arti�cielles correspondant aux contraintes de boîte
dans le problème (Modified D −RBetrok), on obtient le programme suivant :

(Modified D −RBetrok boxstep)



min
z,ρ,φ

∑
i∈Ik

cizi − τkρ− σ∗φ+
n∑
j=1

(
w+
j .(B

k
j + dk)−w−j .(B

k
j − dk)

)
s.c.∑
i∈Ik

zi

√√√√ n∑
j=1

a2
ij + ρ

√√√√ n∑
j=1

b2j − φ ≥ 0 (2.19)

∑
i∈Ik

aijzi − ρ+ w+
j −w−j ≥ ωj ∀j = 1 . . . n (2.20)

zi ≥ 0 ∀i ∈ Ik; ρ ≥ 0 ; φ ∈ R ; w+
j ≥ 0 ; w−j ≥ 0

Nous avons choisi dans notre implémentation d'un algorithme de génération de co-
lonnes centrale de résoudre le problème (Modified RBetrok boxstep) et de maintenir
en parallèle le problème (RPk) qui sera résolu périodiquement au cours de l'algo-
rithme pour améliorer la borne supérieure, et également à la �n pour obtenir une
solution admissible de (P).
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Résolution du problème 
(RBetrok boxstep)

Stabilisation par point intérieur

Compteur i = 0

Résolution de 19 problèmes
(Modified RBetrok boxstep)

Calcul de la moyenne des 20 solutions 
optimales de (RBetrok boxstep) obtenues

Coordonnées vk du centre de la sphère

Résolution du sous-problème (SP) associé à vk

Est-ce qu'une ou des 
colonnes de coût réduit 
négatif sont trouvées ?

Oui

Non

Est-ce que l'écart relatif entre 
bornes supérieure et inférieure 
est plus petit que ε = 10-6 ?

Non

Oui

Augmentation de la taille de la boîte
Mise à jour de la borne inférieure, du centre 

de stabilité, de α, et de τ

Stop ! Nous sommes à l'optimum.
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Est-ce que le problème 
est infaisable ?

Oui

Non

Si le problème est infaisable, résolution 
du problème (RBetrok )

Tant que (RBetrok boxstep) est infaisable, 
augmentation de la taille de la boîte

M
ise à

jour de la borne supérieure, de α, et de τ
A

ugm
entation de la taille de la boîte

si i = 1 � i = 0, résolution du problème (RPk) et mise à jour 
de la borne supérieure et de τ si possible

si i = 0 � i = 1

Figure 2.4 � Fonctionnement de la méthode de génération de colonnes centrale
implémentée
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Instance 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 Moyenne

Taille 171 170 176 176 180 198 179 197 160 153 176

Temps Boxstep 1049 415 957 995 1031 2280 1370 1356 706 869 1189.7

CPU Point Intérieur 1478 565 1333 747 762 1154 704 1120 692 586 914.1

Central (s) Conjointement 207 136 173 181 170 195 145 183 162 121 167.3

Temps Boxstep 91 49 53 91 67 111 55 134 48 115 81.4

CPU Point Intérieur 375 302 385 437 463 714 571 810 272 210 453.9

Classique (s) Conjointement 90 47 43 103 54 84 59 135 61 96 77.2

Table 2.1 � Temps de calcul des deux générations de colonnes avec di�érentes
méthodes de stabilization

Le déroulement de l'algorithme de génération de colonnes centrale implémenté à
partir de l'algorithme de Betrò est détaillé dans la �gure 2.4. Le paramètre concernant
le nombre de problèmes résolus à chaque itération pour la méthode de stabilisation
par point intérieur y est �xé à 20.

2.5 Comparaison des générations de colonnes classique

et centrale

Dans cette section, nous comparons les bornes inférieures obtenue par génération de
colonnes classique et par génération de colonnes centrale sur le problème de concep-
tion de réseau hiérarchique présenté plus loin dans le chapitre (5). Ce problème
présente beaucoup de di�cultés liées à la dégénérescence. Les mêmes méthodes de
stabilisation ( boxstep et stabilisation par point intérieur ) sont utilisées pour les
deux générations de colonnes, avec les mêmes paramètres dans la mesure du pos-
sible. 20 problèmes restreints sont résolus pour essayer de trouver des points extrêmes
di�érents. Pour le boxstep, nous augmentons la boîte en multipliant sa taille par 1.5
(excepté quand τk est augmenté, comme expliqué dans la section 2.3.2). À chaque
fois que le problème restreint est réalisable et que le sous-problème retourne des co-
lonnes , la taille de la boîte est réduite en la multipliant par 0.9. Les initialisations
du centre de stabilité, de la taille de la boîte, et des colonnes, sont les mêmes pour
les deux méthodes.

En premier lieu, nous comparons l'e�cacité des méthodes de stabilisation lorsqu'elles
sont utilisées conjointement ou non. Le tableau présente les résultats des deux mé-
thodes de générations de colonnes sur des petites instances. Les deux générations de
colonnes sont utilisées séparément avec le boxstep et la stabilisation par point inté-
rieur, et avec les deux techniques utilisées en même temps. Le tableau (2.1) présente
les temps de calcul obtenus. Ces résultats nous montre qu'il est plus e�cace d'utiliser
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Instance 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Moyenne

Taille 515 508 530 492 561 468 536 504 562 485 516.1

Temps CPU classique (s) 2951 1548 1196 2516 2971 1142 2118 2045 2059 1963 2050.9

Temps CPU centrale (s) 555 627 495 691 853 575 568 433 751 519 606.7

Instance 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 Moyenne

Taille 778 724 744 671 735 747 739 717 787 736 737.8

Temps CPU classique (s) 8981 5197 4569 4183 4702 11209 5536 3232 7906 4686 6020.1

Temps CPU centrale (s) 1162 702 1059 945 1138 1430 1084 1068 1336 1071 1099.5

Table 2.2 � Résultats numériques sur deux séries de dix instances

Instance 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 Moyenne

Temps CPU classique (s) 2403 1362 2718 2117 4069 1108 2306 2280 2650 1168 2218.1

Temps CPU centrale (s) 1022 623 673 455 3003 367 717 573 729 587 874.9

Table 2.3 � Temps CPU consommé avec une initialisation moins bonne

les deux méthodes de boxstep et de stabilisation par point intérieur conjointement.
Ceci est particulièrement visible dans le cas de la génération de colonnes centrale.
C'est moins évident pour la génération de colonnes classique où le gain en moyenne
est assez faible. Nous pouvons également constater que sur ces petites instances, la
génération de colonnes classiques est plus rapide que la génération de colonnes cen-
trale. Les tests suivant sont tous e�ectués avec les deux méthodes de stabilisation
utilisées conjointement.

Dans le tableau 2.2, sont présentés les résultats numériques obtenus sur deux en-
sembles d'instances de tailles moyennes di�érentes. Ces instances ont été obtenues
à l'aide des outils de géométrie stochastiques présentés dans les sections 4.1.2 et
5.2.1. Les colonnes sont initialisées à partir de bonnes solutions heuristiques. Pour
chaque instance sont notés sa taille, et le temps CPU utilisé par les deux méthodes
de génération de colonnes.

Nous pouvons voir dans 2.2 que la génération de colonnes centrale a de meilleures
performances que la génération de colonnes classique, avec des temps CPU moyens
de 3 à 5 fois plus faible.

Dans le tableau 2.3, nous comparons le temps CPU utilisé sur le premier ensemble
d'instances avec une initialisation moins bonne des colonnes. Les résultats montrent
que cette absence d'information a peu d'impact sur les temps de calcul des deux
méthodes.

Il est également intéressant de noter sur la �gure 2.5 que la génération de colonnes
centrale est surtout plus rapide que la génération de colonnes classique pour trouver
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Figure 2.5 � Évolution des bornes sur l'instance 14 avec l'initialisation la moins
bonne

des colonnes permettant d'améliorer la borne supérieure. Cela con�rme le fait qu'elle
est plus e�cace contre les problèmes de dégénérescence.

2.6 Conclusion

Les expérimentations que nous avons menées sur un problème particulier de concep-
tion de réseau présentant de gros problèmes de dégénérescence montrent que notre
implémentation d'une génération de colonnes centrale basée sur l'algorithme de plans
coupants de Betrò est appropriée lorsque l'on a a�aire à de gros problèmes de sta-
bilisation. Elle s'est montrée bien plus performante qu'une génération de colonnes
classique, même stabilisée, et nous pensons qu'à l'avenir elle montrera aussi son
e�cacité sur d'autres problèmes.



Chapitre 3

Problèmes de localisation dans les

réseaux d'accès télécoms

Les problèmes de conception de réseau de télécommunications ont comme di�cile
tâche de répondre aux multiples questions qui se posent lors du déploiement d'un
nouveau réseau :
� Quelle topologie générale pour mon réseau ? Combien de niveaux, quel types d'élé-
ments ?

� Où placer les di�érents éléments ?
� Quelles capacités doivent avoir ces éléments ?
� Comment connecter les di�érents éléments du réseau (topologie, capacités des
liens) ?

Les réponses à ces questions peuvent être liées à di�érents objectifs : minimisation
du coût, �abilité, réduction des délais,... Élaborer un modèle répondant à l'ensemble
de ces questions est très complexe. C'est pourquoi le plus souvent les problèmes de
conception de réseau sont décomposés en problèmes s'occupant d'une partie spéci-
�que du réseau. Ici nous nous intéressons à la conception de la partie accès du réseau,
indépendamment du réseau c÷ur.

3.1 Problèmes de conception de réseau d'accès

Dans cette section nous abordons les multiples variantes du problème de concep-
tion de réseau d'accès (en anglais : Local Access Network Design ou Local Access
Telecommunication Network Design). Dans ces problèmes, le but est d'acheminer
un ensemble de demandes issues de terminaux, jusqu'à un équipement central re-
lié au réseau coeur. De nombreux modèles cherchent à répondre aux questions du
routage des demandes, du dimensionnement des liens, ou du placements de concen-
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trateurs (des équipements qui compressent d'une façon ou d'une autre la demande
pour diminuer le besoin en capacité en amont). Ces modèles respectent souvent des
contraintes sur la topologie du réseau d'accès : en anneau, en étoile, en arbre, ou une
combinaison de ces trois cas.

On trouve dans [8], [29], et [18], des études de di�érents modèles présentés dans la
littérature. Dans [29, 8], les auteurs présentent aussi les di�érentes représentations
du coût des liens : a�ne, concave linéaire par morceaux, linéaire par morceaux non
concave, en escalier.

Dans [8], on trouve d'abord un modèle de localisation de concentrateurs très simple
correspondant à un problème de localisation d'équipements avec capacité où chaque
demande ne peut être a�ectée qu'à un seul concentrateur. Les coûts d'installation
des concentrateurs di�èrent les uns des autres car ils prennent en compte le coût
de la liaison jusqu'à l'équipement central. Les concentrateurs peuvent aussi bien
représenter des changements de taille de câble apportant une économie d'échelle, que
l'installation d'équipements proprement dit. Une variante de ce problème, appelée
TELEPAK, consiste à considérer un nombre �ni de types de concentrateurs di�érents
pouvant être installés sur chaque site (ce qui reviendrait à proposer plusieurs tailles
de câble pour assurer la liaison avec l'équipement central). Dans [44], les auteurs
proposent de prendre en compte en plus une fonction du nombre de concentrateurs
représentant l'économie d'échelle réalisée sur l'ensemble des concentrateurs achetés.
Les auteurs utilisent des techniques de reformulation-linéarisation pour renforcer
le relaxation continue du modèle et propose une heuristique à base de relaxation
lagrangienne.

Les précédents modèles prennent en compte la capacités des concentrateurs et pro-
posent des topologies de réseau étoile-étoile (i.e. les concentrateurs sont reliés à l'équi-
pement central en formant une étoile, et les demandes assignées à chaque concen-
trateur forment elles aussi une étoile). Ils sont apparentés au problème classique de
localisation d'équipements avec capacité (en anglais Capacitated Facility Location
Problem) sur lequel nous reviendrons plus en détails dans la section 3.2.2.

D'autres modèles permettent d'envisager des topologies plus complexes. C'est le cas
des modèles de conception de réseau d'accès, avec ou sans capacité. Dans ces derniers,
le but est toujours de relier un ensemble de demandes à un équipement central, mais
le graphe des liens utilisables n'a pas de topologie particulière, et les sommets de ce
graphe n'ont pas forcément de demande. L'utilisation des liens présente un coût �xe
et un coût variable dépendant de la demande.

Dans le cas avec capacité, on ne choisit pas uniquement quels arcs sont utilisés pour
router les demandes, mais également la capacité à a�ecter à chacun. Les arcs peuvent
par ailleurs disposer de capacités existantes. Notons qu'il n'est pas questions dans
ces modèles de localiser des équipements. Dans [5], les auteurs étudient le polyèdre
des solutions du problème et proposent plusieurs familles d'inégalités valides. Ces
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inégalités sont utilisées pour renforcer la formulation du problème.

Dans le problème sans capacité, l'objectif est donc de choisir les liens utilisés et de
router les demandes au sein de ces liens, de façon à minimiser le coût. Ce problème
généralise le problème de l'arbre de Steiner et est donc NP-di�cile. Dans [36], les
auteurs proposent et comparent plusieurs méthodes de résolution pour ce problème.
Une variante de ce problème modélisant un réseau d'accès utilisant deux technologies
(la �bre optique et le cuivre) est étudiée dans [37]. Dans cette variante, les arcs
� primaires � présentent un coût �xe plus élevé mais un coût variable plus faible, et
forment une arborescence avec pour racine l'équipement central. Les demandes qui ne
sont pas reliées à des arcs � primaires � seront desservies par des arcs � secondaires �
qui forment des arborescences à partir de n'importe quel noeud desservi par un arc
� primaire �. Le réseau d'accès obtenu a donc une topologie arbre-arbre. Il est à
noter que les coûts d'équipements convertissant le signal entre les deux types d'arcs
ne sont pas pris en compte.

D'autres variantes de modèles existent ne prenant en compte que le coût �xe des
liens. C'est le cas par exemple du problème de conception de réseau hybride �bre-
coaxial abordé dans [33]. Dans ce problème, les auteurs cherchent à raccorder les
demandes à l'équipement central par l'intermédiaire d'équipements appelés onu 1,
faisant la transition entre un signal optique venant directement de l'équipement cen-
tral, et un signal électrique sur câbles coaxiaux raccordés aux demandes. L'objectif
consiste à localiser et dimensionner les onu, et choisir la disposition des câbles co-
axiaux pour raccorder chaque demande à un onu. Les onu sont raccordés de façon
directe à l'équipement central. La topologie résultante est donc étoile-arbre. Les au-
teurs utilisent une heuristique ressemblant à une recherche tabou et basée sur une
décomposition du problème en deux : un problème d'arbre couvrant minimum avec
capacités puis un problème de localisation d'équipements avec capacités.

Pour modéliser des topologies de réseau complexes de type arbre-arbre ou présentant
plusieurs niveaux, les problèmes sont souvent décomposés en plusieurs parties. Par
exemple, dans [28] les auteurs proposent un problème de conception de réseau arbre-
arbre basé sur le problème de conception de réseau d'accès sans capacité et prenant en
compte en plus la localisation de concentrateurs (sans capacité). Pour le résoudre, les
auteurs localisent les concentrateurs en résolvant un problème de localisation simple,
puis des problèmes de conception de réseau d'accès sans capacité pour chacun des
concentrateurs avec ses clients. En�n un problème de conception de réseau d'accès
sans capacité est résolu pour raccorder les concentrateurs à l'équipement central.

Dans [12], les auteurs présentent un modèle de conception de réseau hiérarchique
qui traite à la fois de la topologie du réseau, du placement d'équipements, et des
coûts �xes et variables des liens. Le modèle de programmation linéaire en nombres
entiers proposé est valide pour plus de deux niveaux. C'est à dire qu'il peut prendre

1. Optical Network Unit
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en compte plusieurs niveaux distincts de concentrateurs. Par contre le modèle ne
prend pas en compte d'éventuelles capacités existantes. Les auteurs proposent un
algorithme de branch&bound et utilise la relaxation lagrangienne pour calculer des
bornes inférieures. Des résultats sont présentés pour seulement un niveau de concen-
trateurs et sur des réseaux ayant jusqu'à 100 noeuds et 400 arêtes.

Dans les sections suivantes sont présentés plus en détails les problèmes connus de
localisation discrète et continue souvent utilisés dans l'optimisation des réseaux de
télécommunications.

3.2 Problèmes de localisation discrète

Les problèmes de localisation discrète apparaissent souvent directement ou comme
sous-problèmes dans l'optimisation des réseaux. Une étude les concernant ainsi que
leur di�érentes variantes et applications dans les télécoms peut être trouvée dans
[18]. Nous présentons dans cette section plus en détail deux de ces problèmes qui
présentent des liens avec les applications des chapitres 5 et 6.

3.2.1 Problème de localisation simple

Le problème de localisation simple (en anglais Simple Plant Location Problem ou Un-
capacitated Facility Location Problem) est un problème de localisation de concentra-
teurs sans capacité. Pour deux ensembles donnés de n clients et de m emplacements
potentiels pour concentrateur, il s'agit de trouver le nombre et les emplacements des
concentrateurs, ainsi que l'a�ectation des clients à ces derniers, de façon à minimiser
la somme des coûts d'installation et d'a�ectation.

C'est ce problème qui a été utilisé dans la section 1.2.2. Nous rappelons ici le modèle
mathématique et les notations :

(LS)



min
x,y

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +
m∑
i=1

fiyi

s.c.

xij ≤ yi ∀i = 1 . . . m,∀j = 1 . . . n (1.6)
m∑
i=1

xij ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (1.7)

xij ,yi ∈ {0; 1}

où :
� m est le nombre d'emplacements potentiels pour les équipements ;
� n est le nombre de clients ;
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� yi vaut 1 lorsqu'un équipement est placé sur le site i, 0 sinon ;
� xij vaut 1 lorsque le client j est a�ecté à l'équipement installé sur le site i, 0 sinon ;
� cij est le coût d'a�ectation du client j au site i ;
� fi est le coût d'installation d'un équipement sur le site i.
Le fait que les sites potentiels pour les concentrateurs soient �xés et l'absence de
capacité (sur les concentrateurs comme sur les liens) permet d'intégrer les coûts �xes
et variables des liaisons client-concentrateur dans les coe�cients cij . De même, les
coûts de liaison entre les concentrateurs et l'équipement central peuvent être inscrits
dans les coe�cients fi. Le problème de localisation simple peut donc se concevoir
comme un problème de conception de réseau étoile-étoile.

Le problème de localisation simple est NP-di�cile (voir [11]), mais il a été beaucoup
étudié et de nombreuses méthodes de résolution e�caces sont proposées dans la
littérature : à l'aide de méthodes primal-dual [22], de relaxations lagrangiennes [2],
ou encore de méta-heuristiques [19].

3.2.2 Problème de localisation d'équipements avec capacités

Lorsque l'on rajoute des capacités aux concentrateurs dans le problème précédent,
on obtient le problème de localisation d'équipements avec capacité (en anglais Capa-
citated Facility Location Problem). Ce problème est également à la base de nombreux
modèles d'optimisation de réseaux. Le principe est le même que celui du problème de
localisation simple, sauf que les concentrateurs ne peuvent prendre en charge qu'une
quantité limitée de demandes. Le problème est donc modélisé de la façon suivante :

(CFLP )



min
x,y

m∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +
m∑
i=1

fiyi

s.c.

n∑
j=1

djxij ≤ qiyi ∀i = 1 . . . m (3.1)

m∑
i=1

xij ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (3.2)

xij ,yi ∈ {0; 1}

où :
� m est le nombre d'emplacements potentiels pour les équipements ;
� n est le nombre de clients ;
� dj est la demande du client j ;
� qi est la capacité du concentrateur i ;
� yi vaut 1 lorsqu'un équipement est placé sur le site i, 0 sinon ;
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� xij vaut 1 lorsque le client j est a�ecté à l'équipement installé sur le site i, 0 sinon ;
� cij est le coût d'a�ectation du client j au site i ;
� fi est le coût d'installation d'un équipement sur le site i ;
� Les contraintes (3.1) s'assurent que la demande totale a�ectée au concentrateur i
n'excède pas sa capacité.

Ce problème a été abondamment étudié dans la littérature. Dans [18] sont présentés
les derniers résultats notamment sur la structure polyédrique du problème.

3.3 Problèmes de localisation continue

Dans de nombreux problèmes de localisation liés à l'optimisation des réseaux, on
dispose d'emplacements potentiels connus pour l'installation des nouveaux équipe-
ments. Toutefois, lors de l'installation d'un nouveau réseau sur un nouveau territoire,
ou en l'absence d'infrastructure existante, ces emplacements prédé�nis n'existent
plus. Dans ces cas là nous faisons face à des problèmes de localisation continue.
Une étude de ces problèmes se trouve dans [14]. Nous présentons ici les problèmes
classiques ayant un lien avec nos applications.

3.3.1 Le problème de Weber

Le problème de Weber (voir [14]) consiste à localiser un équipement dans le plan de
façon à minimiser la somme des coûts de liaison de cet équipement à un ensemble
de clients dont on connaît les coordonnées. Les coûts de liaisons en question sont en
général proportionnels à la distance euclidienne, bien que d'autres distances puissent
être utilisées.

Le problème de Weber est une minimisation de fonction convexe continue sans
contrainte et l'algorithme le plus employé pour le résoudre est la procédure de
Weiszfeld (voir [14]). Cette procédure itérative correspond en fait à une méthode
de descente du gradient.

Le problème se présente classiquement sous cette forme :

min
x,y

n∑
j=1

wj

√
(x− aj)2 + (y − bj)2

� n est le nombre de clients ;
� wj est le poids du client j ;
� (x,y) sont les coordonnées de l'équipement ;
� (aj , bj) sont les coordonnées du client j .
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La procédure de Weiszfeld est une procédure itérative correspondant à une méthode
de descente du gradient à pas variable. La formule de calcul des itérations successives
s'obtient à partir des conditions d'optimalité du premier ordre :

n∑
j=1

wj(x− aj)√
(x− aj)2 + (y − bj)2

= 0
n∑
j=1

wj(y − bj)√
(x− aj)2 + (y − bj)2

= 0

⇔

∑n
j=1

wjaj√
(x−aj)2+(y−bj)2∑n

j=1
wj√

(x−aj)2+(y−bj)2

= x ⇔

∑n
j=1

wjbj√
(x−aj)2+(y−bj)2∑n

j=1
wj√

(x−aj)2+(y−bj)2

= y

D'où :

(
x(k+1), y(k+1)

)
=


∑n

j=1
wjaj√

(x(k)−aj)2+(y(k)−bj)2∑n
j=1

wj√
(x(k)−aj)2+(y(k)−bj)2

,

∑n
j=1

wjbj√
(x(k)−aj)2+(y(k)−bj)2∑n

j=1
wj√

(x(k)−aj)2+(y(k)−bj)2


(3.3)

Cette formule correspond à une méthode de descente du gradient pour un pas variable
égal à 1/

∑n
j=1

wj√
(x(k)−aj)2+(y(k)−bj)2

.

Comme la fonction objectif n'est pas di�érentiable aux coordonnées des clients, la
procédure de Weiszfeld peut rencontrer un problème si une itération fait coïncider
le point courant avec un client. Une façon d'éviter cet écueil consiste à utiliser une
approximation des distances euclidiennes :

dj (x,y) =
√

(x− aj)2 + (y − bj)2 + ε avec ε très petit

De cette façon la fonction devient di�érentiable en tout point.

3.3.2 Le problème de Weber multi-source

Le problème de Weber multi-source a pour objectif de placer dans le plan continu un
nombre donné, supérieur à un, d'équipements. Nous le présentons ici dans sa version
classique sans capacité, qui possède donc les caractéristiques suivantes :
� Données :
� Nombre d'équipements à placer ;
� Nombre et emplacements des clients ;
� Coûts par unité de distance des liaisons entre chaque équipement et chaque
client.

� Sortie :
� Raccordement (allocation) des clients ;
� Localisation des équipements dans le plan continu.



68 CHAPITRE 3. OPTIMISATION DES RÉSEAUX D'ACCÈS

Client

Équipement

Figure 3.1 � Une solution d'un problème de Weber multi-source

Tout comme pour le problème de Weber, la distance la plus souvent utilisée est la
distance euclidienne mais d'autres distances peuvent aussi être employées. La di�é-
rence avec le problème de Weber vient donc du fait d'avoir plusieurs équipements à
placer, ce qui fait passer le problème dans le domaine de l'optimisation combinatoire.
Dans le cas de la distance euclidienne ce problème est particulièrement di�cile car
la fonction objectif n'est ni convexe ni concave et peut présenter un grand nombre
d'optimums locaux. Dans [30], les auteurs ont montré qu'il était NP-Di�cile en le
formulant comme l'énumération des partitions en cellules de Voronoï (voir dé�nition
page 74) de l'ensemble des clients.

En notant xij la variable représentant la fraction de la demande du client j satisfaite
par l'équipement i, et (ri, si) les coordonnées de l'équipement i, la formulation ma-
thématique du problème de Weber multi-source dans le cas de la distance euclidienne
est la suivante :

(PWM)



min
X,r,s

m∑
i=1

n∑
j=1

xijwj
√

(ri − aj)2 + (si − bj)2

s.c.
m∑
i=1

xij = 1 ∀j = 1 . . . n (3.4)

xij ∈ {0, 1} ; r, s ∈ Rm

Avec :
� m nombre d'équipement ;
� n nombre de clients ;
� xij fraction de la demande du client j satisfaite par l'équipement intermédiaire i ;
� wj est le poids du client j ;
� (ri, si) sont les coordonnées de l'équipement i ;
� X la matrice des xij ;
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� r le vecteur des ri ;
� s le vecteur des si.
Ce problème étant NP-di�cile, de nombreuses heuristiques ont été développées pour
le résoudre. Dans [6], les auteurs e�ectuent une comparaison de plusieurs de ces
heuristiques. Des méthodes de génération de colonnes pour résoudre ce problème
de façon exacte ont également été développées (voir [23] et [39]). La variante du
problème de Weber multi-source où le nombre d'équipements à placer est inconnu a
également été étudiée dans la littérature. La résolution de cette variante est l'objet
du chapitre 4.

Le problème de Weber Multi-source classique est un problème de localisation de
concentrateurs. Il est nécessaire de le modi�er quelque peu pour en faire un pro-
blème de conception de réseau d'accès, notamment en rajoutant les liaisons entre
concentrateurs et équipement central. C'est le sujet de l'application du chapitre 5.

3.3.3 Le problème de Weber avec réseau de transport alternatif

Le problème de Weber avec réseau de transport alternatif reprend le principe du
problème de Weber en permettant en plus d'utiliser un réseau existant sur la totalité
ou une partie des liaisons entre l'équipement et les clients. Ce réseau présente un
avantage au niveau du coût (sinon il ne serait pas utilisé) et il est représenté par un
graphe. Cette variante de problème de Weber a notamment été étudiée dans [34] et
[9].

Dans [34], les auteurs proposent un modèle de programmation linéaire en nombre en-
tier. Pour cela, ils s'appuient sur une modi�cation du graphe de transport alternatif.
Introduisons les notations suivantes :
� Soit G = (V,E) le graphe de transport, avec V = {v1, . . . , vo} l'ensemble des
sommets et E celui des arêtes.

� Soit A = {a1, . . . , an} l'ensemble des clients.
� Soient d(an, vp) la distance euclidienne entre le client n et le sommet p, k(vp, vq)
la longueur de l'arête (p, q), et dG(vp, vq) la longueur d'un plus court chemin entre
vp et vq dans G.

Un graphe G′ est donc construit à partir du graphe G avec les transformations
suivantes :
� Les sommets du graphe G′ sont les éléments de l'ensemble I = V ∪A.
� Tout élément am de A \ V est raccordé à tout élément vp de V par une arête de
longueur d(am, vp) (i.e, tous les clients qui ne sont pas des sommets du graphe G
sont raccordés à tous les sommets du graphe G).

� Si on a k(vp, vq) ≥ d(vp, vq), la longueur de l'arête (vp, vq) est remplacée par
d(vp, vq).

� Si on a d(vp, vq) < dG(vp, vq), une nouvelle arête (vp, vq) de longueur d(vp, vq) est
rajoutée .
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Dans le graphe G′, on tient du fait qu'il soit parfois plus intéressant de se rendre
d'un sommet du graphe G à un autre de manière directe dans le plan plutôt que
par un chemin du graphe G. Par exemple, il peut être plus intéressant de se rendre
à pied d'une station de métro à une autre si celle ci sont sur deux lignes di�érentes
qui n'ont pas de correspondance à proximité.

Il est possible de montrer que la longueur d'un plus court chemin entre deux sommets
de G′ correspond à la longueur d'un plus court chemin entre ces deux sommets dans
le plan muni du graphe G. Grâce à cela, le chemin entre l'équipement à localiser et un
client va pouvoir être représenté uniquement par un point intermédiaire représentant
le premier sommet de G′ traversé par le chemin. Ce point peut être le client lui
même. Dans le cas où l'on cherche à localiser un seul équipement, on note i1, . . . , ik
l'ensemble des sommets de G′ et yrm la variable de décision qui vaut 1 si le client am
est raccordé grâce au point intermédiaire ir, 0 sinon. On obtient alors la formulation
suivante du problème :

min
x,y

n∑
m=1

wm

(
k∑
r=1

yrm (d(x, ir) + dG′(ir, am))

)
s.c.
k∑
r=1

yrm = 1 ∀m = 1, . . . , n

x ∈ R2

yrm ∈ {0, 1} ∀r = 1, . . . , k, m = 1, . . . , n

(3.5)

où :
� wm est le poids du client m ;
� x est le point du plan où est localisé l'équipement ;
� d(x, ir) est la distance entre l'emplacement de l'équipement x et le sommet ir de
G′ ;

� dG′(ir, am) est la longueur du plus court chemin dans G′ entre le sommet ir et le
client am (elle peut être nulle si ir = am).

Le problème (3.5) pourrait être utilisé dans l'optimisation des réseaux d'accès pour
localiser un concentrateur dans le plan en présence d'une infrastructure existante
(une voirie ou des conduites ou poteaux). Toutefois, ce problème est plus complexe
que celui purement discret qui consisterait à localiser l'équipement sur le graphe G′.
On peut alors se demander si la précision gagnée sur la localisation du concentrateur
en vaut la peine.



Chapitre 4

Résolution du problème de Weber

multi-source avec nombre

d'équipements inconnu

La variante du problème de Weber Multi-source où le nombre d'équipements est
inconnu et le coût d'installation d'un équipement constant a déjà été étudié dans
la littérature, par exemple dans [10] et [7]. Cette variante du problème de Weber
multi-source peut se formuler sous la forme :

(WMéquipements)



min
X,r,s,m

m∑
i=1

n∑
j=1

xijwj
√

(ri − aj)2 + (si − bj)2 + mC

s.c.
m∑
i=1

xij = 1 ∀j = 1 . . . n (4.1)

xij ∈ {0, 1} ; r, s ∈ Rm ; m ∈ N∗

où C est le coût d'installation d'un équipement.

Jusqu'à récemment les approches pour résoudre ce problème supposaient que le coût
optimal hors coûts d'installation était une fonction convexe du nombre d'équipe-
ments. Les méthodes de résolutions du problème de Weber multi-source classique
étaient donc utilisées pour des valeurs successives du nombre d'équipements jusqu'à
obtenir un minimum local. Non seulement cette approche n'est pas très e�cace puis-
qu'elle remplace un problème NP-Di�cile par O(n) problèmes de même di�culté,
mais en plus, il est possible de trouver des contre-exemples à l'hypothèse de convexité
faite au départ, comme montré dans [7]. Pour résoudre le problème de façon appro-
chée, l'idée est alors d'obtenir une bonne estimation du nombre d'équipements dans
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la solution optimale, puis d'employer les mêmes techniques que pour le problème de
Weber multi-source. Nous verrons qu'il est également possible d'utiliser la généra-
tion de colonnes sur le problème avec nombre d'équipements inconnus, comme sur
le problème de Weber multi-source classique.

La variante du problème de Weber Multi-source où le nombre d'équipements est
inconnu et le coût d'installation d'un équipement constant, est très proche du pro-
blème de télécommunication étudié dans le chapitre 5. Ici nous avons deux niveaux
hiérarchiques : les équipements et les clients. Dans l'application du chapitre 5 il y a
trois niveaux hiérarchiques : les clients, les équipements intermédiaires, et un équipe-
ment supérieur auquel tous les équipements intermédiaires sont rattachés. Les coûts
changent également. La liaison entre un équipement intermédiaire et l'équipement
supérieur a un coût �xe dépendant uniquement de la distance entre les deux équipe-
ments, et également un coût variable qui dépend aussi du nombre de clients rattachés
à l'équipement intermédiaire.

Malgré ces di�érences, nous avons pu adapté à notre application des méthodes utili-
sées pour le Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnu : l'heuristique
multi-phase de [7], une méthode de recuit simulé, et l'approche de génération de
colonnes. De même, nous avons adapté au Weber multi-source les approches de réso-
lution de notre application utilisant la géométrie stochastique. Nous présentons donc
dans ce chapitre l'ensemble de ces di�érentes méthodes de résolution et leur résultats
sur ce problème de localisation classique. Dans le chapitre suivant nous retrouverons
ces mêmes méthodes dans le cadre de notre application industrielle.

4.1 Estimation du nombre optimal d'équipements

4.1.1 Résolution du problème de localisation simple associé

Cooper, dans [10], a remarqué sur des instances précises de problèmes de Weber
multi-source avec distance euclidienne que l'emplacement optimal d'un équipement
est souvent très proche de l'un des clients, quand il n'est pas confondu avec l'un d'eux.
Une façon d'obtenir un raccordement proche de l'optimal, pourrait donc consister
à résoudre le problème en considérant les emplacements des clients comme étant
les seuls emplacements potentiels pour les équipements. C'est l'idée de l'heuristique
présentée dans [10]. Toutefois, dans cet article, Cooper énumère l'ensemble des allo-
cations pour toutes les valeurs possibles du nombre m d'équipements pour résoudre
ce problème discrétisé. Il est possible de faire mieux. En fait, Cooper résout pour
chaque valeur de m l'équivalent discret du problème de Weber multi-source, ap-
pelé p-médian, en énumérant toutes les solutions admissibles. L'idée de résoudre un
problème p-médian pour obtenir un bon raccordement est reprise dans [20] où les
auteurs présentent une heuristique pour le problème de Weber multi-source. Cette
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transformation du problème continu en problème discret s'appuie sur le comporte-
ment asymptotique du nombre optimal d'équipements quand le nombre de clients
tend vers l'in�ni. Plus la densité de clients augmente, plus les équipements seront
placés près d'un des clients, et plus les raccordements obtenus pour les problèmes
discret et continu seront proches.

En gardant cette idée de discrétiser le problème [7] propose de résoudre un problème
de localisation simple pour le cas du problème de Weber multi-source avec nombre
d'équipements inconnu. Les emplacements potentiels pour les équipements sont ceux
des clients. Ce problème classique de localisation discrète se présente sous la forme
suivante :

(LS)



min
X,y

n∑
i=1

n∑
j=1

cijxij +
n∑
i=1

fiyi

s.c.

xij ≤ yi ∀i = 1 . . . m,∀j = 1 . . . n (1.6)
m∑
i=1

xij ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (1.7)

xij ,yi ∈ {0; 1}

avec les notations :

� xij vaut 1 si le client j est raccordé à l'équipement situé en i, 0 sinon ;
� yi vaut 1 si un équipement est placé en i, 0 sinon ;
� X est la matrice des xij ;
� fi représente le coût d'installation d'un équipement en i. Dans le problème cor-
respondant au Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnus, on a :
fi = C ∀i ;

� cij représente le coût de raccordement du client j à l'équipement en i ;

La contrainte (1.7) signi�e que chaque client est raccordé à au moins un équipement,
tandis que la contrainte (1.6) empêche un client d'être rattaché à un site où aucun
équipement n'est installé. Comme il n'y a pas de contrainte de capacité sur les
équipements, chaque client se raccordera à l'équipement le plus proche.

La résolution de (LS) nous fournira non seulement un raccordement initial des
clients, mais aussi un nombre d'équipements et une borne supérieure de la fonc-
tion de coût pour le problème de Weber multi-source correspondant. Bien entendu,
on espère obtenir précisément le nombre d'équipements et le raccordement optimaux,
mais ce n'est pas forcément le cas. En e�et, même si les caractéristiques des solu-
tions des problèmes discret et continu présentent des similitudes, elles ne sont pas
équivalentes pour autant.
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λ = 0,005 λ = 0,02 λ = 0,05

Figure 4.1 � Exemples de réalisations de processus ponctuels homogène de Poisson
pour di�érentes valeurs de λ

4.1.2 Géométrie Stochastique

Le fait de manipuler des instances réelles de problèmes de localisation de grande
taille implique d'avoir à sa disposition l'ensemble des données. Or ces données ne
sont pas faciles à obtenir dans leur intégralité. L'idée principale d'une approche
statistique consiste à écarter la di�culté due au très grand nombre de données en
élaborant un modèle représentant la réalité sans avoir nécessairement l'ensemble des
données. Pour cela, l'emplacement des clients, et des équipements sont modélisés à
l'aide d'outils de géométrie stochastique nommés processus ponctuels spatiaux. Ces
processus aléatoires sont caractérisés par leur loi de probabilité qui détermine de
quelle manière sont répartis les points dans l'espace. Dans le cas qui nous intéresse
ici, chaque niveau est modélisé par un processus ponctuel homogène de Poisson.
Comme leur nom l'indique, les points sont répartis de manière homogène dans le plan
et l'unique paramètre de leur loi est l'intensité λ qui correspond au nombre moyen
d'éléments par unité de surface. Cette représentation est donc une simpli�cation
importante de la réalité. La �gure 4.1 permet de constater l'in�uence de l'intensité
λ sur la répartition des points.

Le but de l'approche statistique est donc de caractériser le processus qui modélise
les équipements (i.e. trouver le paramètre λ correspondant) de façon à minimiser les
coûts en moyenne.

Dé�nition 4.1. Dans un plan, étant donné un ensemble E de points, on appelle
cellule de Voronoï centrée sur un point p appartenant à E, l'ensemble des points du
plan qui sont plus proches de p que d'un autre point de E.

Le fait de relier les clients à l'équipement le plus proche forme donc un pavage de
cellules de Voronoï centrées chacune sur un équipement. Les clients se trouvant dans
la cellule de Voronoï centrée sur un équipement seront reliés à cet équipement.



4.1. ESTIMATION DU NOMBRE OPTIMAL D'ÉQUIPEMENTS 75

Ci

iNRAidANRAidB N),(),( 22 +

( )∑
∈

+
iVj

j jidAwjidB ),(),( 11

j

Équipement 
supérieur fictif
Équipement
Client

A2 = B2 = 0

B1 = 0 ; A1= 1

Figure 4.2 � Adaptation du modèle de réseau hiérarchique à 3 niveaux pour revenir
à un problème de Weber multi-source

Cette approche statistique est étudiée dans [1] pour un problème de conception
réseau hiérarchique à trois niveaux. Elle permet d'obtenir le paramètre, noté λ∗1,
du processus représentant les équipements du niveau intermédiaire, qui minimise
l'espérance de la fonction de coût. Ce résultat est obtenu à l'aide des paramètres des
processus représentant les autres niveaux, ainsi que les paramètres de la fonction de
coût.

En considérant un niveau �ctif d'équipements supérieurs et en adaptant les para-
mètres de coûts, cette méthode peut être adaptée au problème de Weber multi-
source, comme illustré dans la �gure 4.2. Pour cela, il nous faut calculer les para-
mètres λ2 et λ0 correspondant aux intensités respectives des processus représentant
les clients d'une part, et l'équipement supérieur �ctif d'autre part. Pour obtenir λ2,
nous calculons la densité de la demande en divisant le nombre de clients par la sur-
face de l'instance. Pour λ0, nous considérons qu'un seul équipement supérieur �ctif
est présent sur la zone. La densité de ce niveau �ctif d'équipement est donc l'inverse
de la surface de l'instance. La surface de l'instance peut être calculée comme étant
la surface de l'enveloppe convexe des clients.

Cette méthode fait abstraction de la taille du problème. Les autres avantages sont
le fait de pouvoir prendre en compte des modèles de coût complexes et le fait que
les calculs pour obtenir λ∗1 se font rapidement, puisqu'il est obtenu directement par
formule. De plus, les algorithmes pour obtenir des réalisations des processus des
di�érents niveaux sont connus et e�caces. Cela permet d'obtenir un grand nombre
de solutions initiales générées à l'aide du processus ponctuel représentant les équi-
pements intermédiaires. Le nombre d'équipements présents dans ces solutions sert



76 CHAPITRE 4. PROBLÈME DE WEBER MULTI-SOURCE

Figure 4.3 � Di�érence dans l'homogénéité de la distribution des clients selon
l'échelle

alors d'estimation du nombre d'équipements optimal.

Néanmoins, ce λ∗1 correspond en fait à un nombre moyen d'équipements par unité
de surface. Les résultats de cette méthode restent donc uniquement des résultats
statistiques. Ils ne permettent pas d'obtenir une solution précise pour une instance
donnée, au contraire d'une approche qui serait basée sur la recherche opérationnelle.
De plus, le modèle utilisé dans [1] suppose que la distribution des clients est homogène
et ne suit pas de con�guration particulière. Ceci est loin d'être le cas de toutes les
instances. Sur des instances réelles, cela peut notamment dépendre de l'échelle à
laquelle on se place, comme l'illustre la �gure 4.3.

4.2 Heuristiques basées sur LOCALLOC

Une heuristique connue pour les problèmes de localisation-allocation est celle de [10]
qui s'appuie sur une décomposition du problème en localisation d'une part, et en
allocation d'une autre. Pour une allocation données des clients aux équipements, il est
facile de localiser les équipements de façon optimale. De même, pour une localisation
donnée des équipements, il est facile de raccorder chaque client à l'équipement le plus
proche. L'heuristique LOCALLOC alterne donc entre phases d'a�ectation des clients
aux équipements, aussi nommées phases d'allocation, et phases de localisation de ces
équipements dans le plan.

Phase de localisation : Pour une solution réalisable donnée
(
X̂, r̂, ŝ

)
, chaque

équipement i sera localisé de façon optimale vis-à-vis des clients qui lui sont
a�ectés. Pour cela, il su�t de résoudre un problème de Weber simple pour
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chaque équipement en ne considérant que ses clients.

Phase d'allocation : À l'issue d'une phase de localisation, il est possible que cer-
tains clients ne soient plus a�ectés à l'équipement le plus proche d'eux. Leur
a�ectation est alors changée en conséquence. Une fois l'a�ectation de tous les
clients véri�ée, une nouvelle phase de localisation a lieu si des changements ont
été faits, sinon l'algorithme stoppe.

Le problème de cette heuristique vient de la qualité de l'optimum local trouvé qui
dépend pour beaucoup de la ou des solutions initiales employées dans l'heuristique.
Ainsi, dans [16], sur un problème de Weber multi-source classique avec 50 clients et 5
équipements, 200 solutions initiales aléatoires peuvent mener à 61 optimums locaux
avec un écart relatif d'environ 40% entre le coût minimum et le coût maximum des
solutions trouvées. Il est donc important d'obtenir une ou plusieurs bonnes solutions
de départ.

L'utilisation de LOCALLOC avec les deux di�érentes méthodes décrites dans la
section 4.1 pour trouver une estimation du nombre d'équipements optimal produit
deux heuristiques di�érentes de résolution du problème de Weber multi-source avec
nombre d'équipements inconnu :
� L'heuristique multi-phase de [7] propose de résoudre le problème de localisation
simple associé, puis d'utiliser LOCALLOC sur la solution obtenue. Dans cet article,
les auteurs proposent également une troisième phase optionnelle, qui consisterait à
résoudre des problèmes de Weber classiques pour un nombre d'équipements proche
de celui obtenu lors de la résolution du problème de localisation simple.

� Notre heuristique hybride, développée initialement pour l'application du chapitre
5, utilise l'approche de géométrie stochastique présentée dans 4.1.2 pour obtenir
une estimation de la densité optimale d'équipements. Une fois cette densité obte-
nue, un nombre donné de solutions initiales sont générées comme réalisations du
processus ponctuel de Poisson modélisant les équipements. LOCALLOC est appli-
quée à chacune de ces solutions initiales et nous conservons la meilleure solution.

4.3 Une méthode de Recuit simulé

De nombreuses méta-heuristiques ont été développées pour résoudre le problème
de Weber multi-source classique. Pour une étude plus approfondie sur ces di�érentes
méthodes, voir [6]. Dans ces méthodes, le principe est d'explorer l'espace des solutions
admissibles en e�ectuant des mouvements dans certains voisinages de la solution
courante. Le but est de converger petit à petit vers la meilleure solution dans une
région précise, tout en évitant de s'enfermer trop vite dans un optimum local. Pour
adapter ces méta-heuristiques au cas où le nombre d'équipements m à placer est
inconnu, il faut que les voisinages considérés permettent de faire varier ce nombre
d'équipements.
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Nous proposons ici une méthode de recuit simulé pour résoudre le problème de
Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnu. Rappelons le principe des
méthodes de recuit simulé :
� Au départ, plusieurs paramètres sont �xés :
� la température initiale T0 ;
� le nombre d'itérations K par palier de température ;
� le facteur de diminution X de la température à chaque palier ;
� les di�érents critères d'arrêt possibles : nombre maximum de paliers, temps de
résolution maximum, taux minimum de mouvements améliorant la solution au
cours d'un palier.

� la solution initiale.
� À chaque itération i d'un palier k de température, une solution de valeur cnew
est choisie dans le voisinage de la solution courante (de valeur ccur). Si cette
solution est meilleure, elle devient la solution courante. Sinon, elle a une probabilité

e
− cnew−ccur

Tk d'être acceptée comme nouvelle solution courante.
� Après K itérations au palier k, la température est réduite : Tk+1 ← X Tk.
� L'algorithme stoppe lorsque l'un des critères d'arrêt est atteint.
Au départ de l'algorithme, la température est élevée. La probabilité d'accepter un
mouvement qui dégrade la solution est donc haute, et les mouvements dans l'espace
des solutions se font de façon presque aléatoire. Au fur et à mesure, les mouvements
qui n'améliorent pas la solution sont de plus en plus rejetés et l'algorithme �nit par
converger vers un minimum local.

Dans notre méthode, une solution à notre problème sera décrite par l'ensemble des
groupes de clients qui sont rattachés au même équipement. On e�ectue donc une
partition de l'ensemble des clients, le nombre de classes représentant alors le nombre
d'équipements. Les mouvements pratiqués sur la solution consisteront à transférer
un client d'un équipement à un autre. Il s'agit d'un voisinage classique dans les méta-
heuristiques utilisées sur des problèmes de localisation-allocation. Pour faire évoluer
le nombre de classes, à chaque transfert de client il est possible que celui-ci soit rat-
taché à un nouvel équipement qui formera une nouvelle classe. Parallèlement, si une
classe se voit enlever son dernier client, elle est supprimée et l'équipement correspon-
dant disparaît avec elle. L'utilisation d'autres voisinage relocalisant les équipements
comme ceux présentés dans [6] pourraient aussi être envisagés ici.

A�n d'obtenir des ensembles de clients dont l'enveloppe convexe est disjointe (i.e pas
de client isolé au milieu d'un groupe qui n'est pas le sien) au départ ou à chaque palier
de température, on peut utiliser une itération de LOCALLOC. Pour les instances
de grande taille, l'espace des solutions est très vaste. Par conséquent le nombre de
mouvements nécessaires pour a�ner une solution est très élevé. Pour accélérer la
convergence de l'algorithme il est possible d'utiliser plus activement LOCALLOC
lors des di�érents paliers de température. Di�érentes variantes sont possibles selon
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le nombre d'itérations de LOCALLOC que l'on e�ectue à chaque palier. Une première
variante peut procéder à deux itérations de LOCALLOC, c'est dire que par deux fois
les clients sont raccordés à l'équipement le plus proche et les équipements a�ectés par
ces changements relocalisés. Une variante pourrait consister à laisser LOCALLOC
atteindre un minimum local à chaque palier. Lors de ces utilisations de LOCALLOC,
si un équipement se retrouve sans client, il est supprimé.

Le recuit simulé peut à la fois être utilisé comme méthode de résolution à part
entière, ou intervenir en post-optimisation à partir de solutions obtenues par d'autres
méthodes.

4.4 Méthodes de générations de colonnes

Plusieurs méthodes de génération de colonnes ont été proposées pour le problème
de Weber multi-source classique ( par exemple [40], [23], et plus récemment [39]).
Ces méthodes modélisent le problème de Weber multi-source comme un problème
de couverture d'ensemble.

Tout comme pour la première phase de l'heuristique multi-phase, l'idée est de dis-
crétiser le problème pour se débarrasser de la distance euclidienne. En apparence,
nous ne disposons pas d'emplacements potentiels pour les équipements. Mais dans
la solution optimale, les équipements ne peuvent pas être placés n'importe où dans
le plan. Ils sont placés de façon optimale par rapport à leurs clients. Un seul em-
placement est donc possible par groupe de clients. Si n est le nombre de clients, le
nombre de groupes de clients possibles à l'exception du groupe vide est 2n− 1. Nous
allons donc résoudre le problème non plus en localisant les équipements et en leur
a�ectant des clients, mais en décidant quels groupes de clients se verront a�ecter le
même équipement.

Chaque client doit alors être couvert par un groupe de clients. L'équipement de
chaque groupe est localisé de façon optimale par rapport au clients de ce groupe. Les
di�érents groupes de clients possibles forment les variables du problème. Le problème
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de Weber multi-source classique est donc modélisé de la façon suivante :

(WMsetcover)



min
z

(2n−1)∑
k=1

ckzk

s.c.

(2n−1)∑
k=1

xkj zk ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (4.1)

(2n−1)∑
k=1

zk = p (4.2)

zk ∈ {0; 1} ∀k

� zk vaut 1 si le groupe de clients k est utilisé, 0 sinon ;
� xkj vaut 1 si le groupe de clients k contient le client j, 0 sinon ;

� ck = min
r,s

n∑
j=1

xkjwj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2, correspond au coût total du groupe k :

équipement plus liaisons avec les clients.

Le nombre de variables de ce problème étant exponentiel, il est résolu à l'aide de
méthodes de générations de colonnes. Le coût réduit c̄k de la colonne k est égal à :

c̄k = ck −
n∑
j=1

xkjuj + µ

= min
r,s

n∑
j=1

xkjwj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 −

n∑
j=1

xkjuj + µ

= min
r,s

n∑
j=1

xkj

(
wj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 − uj

)
+ µ

où les uj sont les variables duales associées aux contraintes (4.1), et µ la variable
duale associée à la contrainte (4.2). Le sous-problème, consistant à trouver la colonne
de coût réduit minimum, se présente donc sous la forme suivante :

min
x,r,s

n∑
j=1

xj

(
wj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 − uj

)
(4.3)

Dans le problème (4.3) la variable duale µ n'intervient pas. Or le problème de Weber
multi-source avec nombre d'équipements inconnus se modélise sous la forme d'un
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problème de couverture d'ensemble de la façon suivante :

(WMéquipementssetcover)



min
z

(2n−1)∑
k=1

ckzk

s.c.

(2n−1)∑
k=1

xkj zk ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (4.1)

zk ∈ {0; 1} ∀k

Par rapport au problème (WMsetcover), la contrainte (4.2) a été enlevée et le coût
d'un groupe prend en compte le coût d'installation de l'équipement :

ck = C + min
r,s

n∑
j=1

xkjwj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2

Le coût réduit de la colonne k devient :

c̄k = ck −
n∑
j=1

xkjuj

= C + min
r,s

n∑
j=1

xkjwj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 −

n∑
j=1

xkjuj

= C + min
r,s

n∑
j=1

xkj

(
wj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 − uj

)
et le sous-problème est identique à celui de (WMsetcover) : il s'agit de (4.3).
Les méthodes de générations de colonnes développées pour le Weber multi-source
classique peuvent donc être adaptées très simplement au problème de Weber multi-
source avec nombre d'équipements inconnus.

Le sous-problème (4.3) correspond à un problème de Weber avec distances maxi-
males. En e�et, un client j apportera une contribution négative au coût réduit si et
seulement si :

wj

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 − uj ≤ 0

⇔
√

(r− aj)2 + (s− bj)2 ≤ uj
wj

(4.4)

La quantité uj

wj
agit donc comme une distance maximum entre l'équipement et le

client j au-delà de laquelle le client n'est pas rattaché à l'équipement, comme illustré
dans la �gure 4.4.
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Figure 4.4 � Exemple de problème de Weber avec distances maximales
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Figure 4.5 � Problème de Weber avec distances maximales où la solution est d'ins-
taller l'équipement sur le client isolé 4
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Dans [23], l'auteur propose de résoudre ce problème comme un programme D. C.
(di�érence de fonction convexe). Dans [39] les auteurs utilisent l'algorithme de ré-
solution du problème de Weber avec distances maximales développé dans [15]. Les
auteurs de [15] montrent qu'il est possible de résoudre le problème de Weber avec
distances maximales en résolvant un nombre polynomial de problèmes de Weber
simples. Ils montrent que les cercles centrés sur les clients et de rayon la distance
maximale pour ce client, partitionnent l'espace au maximum en 2n (n− 1) régions,
ainsi que la propriété suivante :

Propriété 4.1 (voir Lemme 1 dans [15]). Il existe une solution optimale (x∗, r∗, s∗)
du sous-problème telle que :

∀j = 1 . . . n, x∗j = 1⇔
√

(r∗ − aj)2 + (s∗ − bj)2 ≤ uj
wj

(4.5)

La propriété 4.1 signi�e que les clients qui sont rattachés à l'équipement dans la
solution optimale sont tous ceux véri�ant l'inégalité 4.4. Par exemple, dans le cas de
la �gure 4.4, il s'agit des clients 1, 2, 6, et 7. Chaque région correspond donc à un
et un seul groupe de clients potentiellement optimal. [15] propose donc de résoudre
le problème en énumérant les régions à partir des points d'intersection des cercles,
puis en résolvant un problème de Weber simple pour chacun des groupes de clients
ainsi obtenus.

L'algorithme utilisé dans [39] pour énumérer les groupes est le suivant, où d(i, j)
représente la distance euclidienne entre le client i et le client j :
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Algorithme 4.1.

Initialisation de G = ∅, l'ensemble des clients.
for i = 1 . . . n do

for j = i+ 1 . . . n do

if d(i, j) <= ui
wi

+ uj

wj
then {si les deux cerles s'intersectent ou que l'un est

contenu dans l'autre}
Trouver l'ensemble Iij des points d'intersections des cercles des clients i et
j ;
for all t ∈ Iij do

G := ∅ ;
for all k = 1 . . . n && k 6= i && k 6= j do

if t est à l'intérieur du cercle centré sur k then

G := G ∪ {k} ;
end if

end for

G := G ∪ {G} ∪ {G ∪ {i}} ∪ {G ∪ {j}} ∪ {G ∪ {i, j}} {On rajoute à
l'ensemble des groupes les 4 groupes dé�nit par le point d'intersection t}

end for

end if

end for

end for

Cet algorithme présente des défauts lorsque certains cercles n'intersectent aucun
autre, par exemple lorsqu'un client est très éloigné des autres, ou lorsque deux clients
sont proches et que l'un des cercles est contenu dans l'autre. Dans ces cas là, les
régions du plan correspondantes ne sont pas dé�nies par les points d'intersection des
cercles. Elles ne sont donc pas prises en compte dans l'algorithme de [39] (ni de [15]).
L'équipement optimal peut pourtant se trouver dans ces zones, par exemple dans le
problème de la �gure 4.5.

Pour tenir compte des cercles isolés ou entièrement contenus dans d'autres cercles
sans présenter aucun point d'intersection , nous proposons les modi�cations suivantes
dans l'algorithme d'énumération des groupes de clients potentiellement optimaux :

Algorithme 4.2.

Initialisation de G = ∅, l'ensemble des clients.
for i = 1 . . . n do

Initialisation de Ci := ∅, l'ensemble des clients dont le cercle contient le cercle
centré en i.

end for

for i = 1 . . . n do

flag = 0 {initialisation du compteur des points d'intersection du cercle i avec
les autres cercles}
for j = i+ 1 . . . n do
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if d(i, j) <= ui
wi

+ uj

wj
then {si les deux cerles s'intersectent ou que l'un est

contenu dans l'autre}
if d(i, j) + ui

wi
<

uj

wj
then {si le cercle centré en i est contenu dans celui

centré en j}
Ci := Ci ∪ {j} ;

else if d(i, j) + uj

wj
< ui

wi
then {si le cercle centré en j est contenu dans

celui centré en i}
Cj := Cj ∪ {i} ;

else

flag + + ;
Trouver l'ensemble Iij des points d'intersections des cercles des clients i
et j ;
for all t ∈ Iij do

G := ∅ ;
for all k = 1 . . . n && k 6= i && k 6= j do

if t est à l'intérieur du cercle centré sur k then

G := G ∪ {k} ;
end if

end for

G := G ∪ {G} ∪ {G ∪ {i}} ∪ {G ∪ {j}} ∪ {G ∪ {i, j}} {On rajoute à
l'ensemble des groupes les 4 groupes dé�nit par le point d'intersection
t}

end for

end if

end if

end for

if flag == 0 then {si le cercle centré en i n'intersecte pas les autres}
G := G ∪ {Ci ∪ {i}} ;

end if

end for

Une fois l'ensemble des groupes de clients potentiellement optimaux obtenus, un
problème de Weber simple est résolu pour chacun d'entre eux a�n de déterminer la
solution optimale. [15] et [39] proposent de faire appel à des bornes inférieures pour
réduire le nombre de groupes de clients à évaluer. Dans les instances très denses, le
nombre de solutions à évaluer peut être très élevé, et la résolution du problème de
Weber avec distances maximum peut donc prendre beaucoup de temps malgré le fait
que l'algorithme soit polynomial en n et en le temps nécessaire à la résolution d'un
Weber simple. Toutefois, dans le cadre de la résolution du sous-problème associé au
Weber multi-source, un avantage de cet algorithme d'énumération est que l'on obtient
un grand nombre de colonnes de coût réduit négatif, que l'on est libre d'ajouter au
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problème maître en plus de la colonne optimale.

Pour résoudre le problème en nombre entiers, il faut implémenter un algorithme de
branch & price. Nous n'avons pas implémenté nous même de branch & price. La
génération de colonnes n'étant pas assez e�cace pour résoudre les tailles d'instance
rencontrées dans l'application du chapitre (5), l'investissement nécessaire pour im-
plémenter un algorithme de branch & price était trop lourd en regard des résultats
escomptés.

Dans [39], les auteurs implémentent un algorithme de branch & price pour résoudre
le problème de Weber multi-source classique. Les décisions de branchement sont ef-
fectuées selon la règle de Ryan & Foster [42] (voir section (1.6)). À un noeud donné,
chaque client a donc un ensemble de clients qui doivent être couverts par la même
colonne que lui, et un ensemble de clients qui doivent être couverts par des colonnes
di�érentes. Les auteurs de [39] proposent d'intégrer ces règles de branchements de
manière implicite au sous-problème en écartant tout groupe de clients ne corres-
pondant aux décisions de branchement parmi ceux générés lors de la résolution du
sous-problème. Il faut faire extrêmement attention à la façon dont ceci est réalisé. Les
auteurs de [39] expliquent qu'ils éliminent les mauvaises colonnes dès leur génération.
Dans ce cas, il n'est plus garanti que l'algorithme de résolution du sous-problème
trouve la colonne de coût réduit minimal. En e�et, cet algorithme n'énumère pas
toute les colonnes de coût réduit négatif, seulement celles étant potentiellement op-
timales pour le sous-problème sans décision de branchement. Or, la colonne optimale
du problème avec décisions de branchements ne fait pas forcément partie de celles-ci.

Prenons l'exemple de la �gure (4.6). Supposons que les décisions de branchements
imposent que le client 4 soit couvert par une colonne ne couvrant ni le client 1,
ni les clients 2 et 3. La colonne optimale correspond alors à l'ensemble de clients
{1, 2, 3} dont l'équipement est placé dans la zone hachurée. Mais cette colonne ne
sera jamais énumérée par l'algorithme de résolution du sous-problème. En e�et ce
dernier construira pour la zone hachurée la colonne {1, 2, 3, 4}, qui sera éliminée car
ne respectant pas les décisions de branchement.

Ce problème vient du fait que la propriété 4.1 n'est plus valide lorsqu'on est en
présence de règles de branchement empêchant certains clients d'être dans la même
colonne. Le meilleur groupe de clients pour chaque région est alors plus di�cile à
trouver. Ce nouveau sous-problème reste à étudier.

4.5 Comparaison des di�érentes méthodes

Dans cette section nous présentons les résultats numériques obtenus avec les di�é-
rentes méthodes présentées dans ce chapitre sur deux instances issues de TSPLIB
([38]) et utilisées notamment dans [7] et dans [39]. La première est l'instance p654 qui
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Figure 4.6 � Exemple de cas où les décisions de branchement peuvent empêcher de
trouver la solution optimale du sous-problème

comporte 654 clients principalement répartis sur quatre zones. La seconde est l'ins-
tance u1060 qui comporte 1060 clients et où ces derniers sont répartis de façon plus
homogène. La �gure 4.7 présente la répartition des clients dans les deux instances.
Deux valeurs di�érentes par instance du coût d'installation C d'un équipement ont
été utilisées.

Heuristique multiphase : Dans notre implémentation, le problème de localisa-
tion simple associé est résolu de façon exacte par un algorithme de branch &
bound s'appuyant sur la méthode primal-duale de [22]. Ceci explique les lé-
gères di�érence de nos solutions avec celles de [7]. Nous n'avons pas utilisé la
troisième phase optionnelle faisant varier le nombre de d'équipements.

Heuristique avec géométrie stochastique : Dans notre implémentation, 100 ti-
rages sont e�ectués avec l'estimation de densité optimale. LOCALLOC est
utilisée sur tous les tirages et nous avons gardé le meilleur en termes de coût.

Recuit simulé : Le recuit simulé est ici utilisé comme méthode de résolution à part
entière. Le nombre d'équipement est initialisé à n/10, et l'a�ectation initiale
de chaque client est tirée au hasard. LOCALLOC n'est pas utilisé au cours du
recuit. Les résultats présentés sont des moyennes obtenues sur 50 exécutions
de l'algorithme.

Génération de colonnes : Seule la relaxation continue est ici résolue pour obtenir
une borne inférieure. Dans certains cas, la solution de la relaxation continue
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Instance  u1060Instance  p654

Figure 4.7 � Topologies des instances p654 et u1060

est entière. Nous avons utilisées les deux méthodes de génération de colonnes
présentées dans les chapitres 1 et 2, et comparées dans la section 2.5. Les deux
générations de colonnes ont été initialisées avec la solution de l'heuristique
multi-phase et 50 tirages de l'heuristique avec géométrie stochastique.

Les tests des heuristiques et du recuit simulé ont été réalisés sur un serveur IBM
XSERIES_455 disposant de quatre processeurs cadencés à 3Ghz (un seul est utilisé)
et de 10Go de mémoire vive. Les tests des générations de colonnes ont quant eux
été réalisés sur un serveur linux équipé d'un processeur xeon 3,6Ghz et de 4Go de
mémoire vive.

Les résultats obtenus sont présentés dans le tableau 4.1. Pour la génération de co-
lonnes, sont indiqués : la valeur de la solution de la relaxation continue ; le temps
CPU utilisé par les deux méthodes ; si oui ou non la solution de la relaxation continue
est entière ; et si elle l'est, le nombrem∗ d'équipements présents dans la solution opti-
male. Pour chaque heuristique sont indiqués : la valeur de la solution obtenue ; l'écart
relatif avec la borne obtenue par génération de colonnes ; le temps CPU utilisé ; et
le nombre m d'équipements dans la solution ainsi que la di�érence avec m∗.

Premier constat, nous avons ici la con�rmation que l'heuristique multi-phase de [7]
fournit des solutions d'excellente qualité avec au maximum 0.15% d'écart avec le
coût optimal et un nombre d'équipements dans les solutions quasi identique à celui
des solutions optimales, et ceci avec un temps CPU utilisé très réduit (quelques
secondes). À propos du temps CPU utilisé par cette méthode, il est intéressant de
noter que dans nos tests, le temps utilisé par l'heuristique multi-phase augmente
lorsque le ratio m/n diminue (ceci est con�rmé par les tests présentés au chapitre 5).
L'inverse est observé dans les tests présentés dans [7]. L'heuristique de résolution du
problème de localisation simple qu'il utilisent semble donc plus adaptée à des ratios
m/n faibles, tandis que la méthode de [22] semble plus adaptées à des ratios m/n
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Instance p654 u1060

C 500 1000 2000 8000

Coût 54191.178 73854.237 483003.164 849002.311

Heuristique Écart à l'optimum 0.03% < 0.01% 0.15% 0.02%

multi-phase Temps CPU (s) 4 6 2 24

m (m−m∗) 57 (+1) 32 (-1) 95 (0) 42 ( ?)

Coût 60295.056 81845.075 498012.041 869385.647

Heuristique Écart à l'optimum 11.3% 10.8% 3.26% 2.42%

Géostoch Temps CPU (s) 48 36 117 88

m (m−m∗) 49 (-7) 33 (0) 105 (+10) 44 ( ?)

Coût 57210.094 82009.789 503410.291 935280.288

Recuit Écart à l'optimum 5.6% 11.1% 4.38% 10.2%

simulé Temps CPU (s) 214.42 207.56 377.14 344.12

m (m−m∗) 61.74 (+5.74) 43.64 (+10.64) 94.26 (-0.74) 68.4 ( ?)

Coût 54175.193 73847.856 482282.62 848862.48

Génération Temps CPU classique (s) 3496 2529 4394 41935

de colonnes Temps CPU centrale (s) 2063 2220 1210 5776

Solution entière oui oui oui non

m∗ 56 33 95 ?

Table 4.1 � Résultats des di�érentes méthodes sur les instances p654 et u1060
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plus élevés.

Concernant, l'heuristique de géométrie stochastique, nous constatons sans surprise
qu'elle produit de meilleures solutions sur l'instance u1060, où la répartition des
clients est la plus homogène. Mais elle fait moins bien que l'heuristique multi-phase,
tant au niveau de la qualité des solutions qu'au niveau du temps de calcul.

Les résultats du recuit simulé sont eux aussi de bien moins bonne qualité que ceux
de l'heuristique multi-phase. On lui préférera également l'heuristique de géométrie
stochastique qui fournit des solutions de qualité comparables en moins de temps.

On retrouve dans les résultats des deux générations de colonnes sur ces deux ins-
tances la stabilité supérieure de la génération de colonne centrale par rapport à la
génération de colonne classique, qui dans le dernier test se perd dans les problèmes
de dégénérescence. Les tests montrent également que la relaxation continue fournit
souvent une solution entière. Les temps de calcul sont quant à eux très élevés et
augmentent lorsque le ratio m/n diminue.

4.6 Conclusion

En conclusion, le développement de méthodes de génération de colonnes pour le
problème de Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnus aura permis de
montrer l'excellente qualité de l'heuristique multi-phase présentée dans [7]. Les autres
méthodes développées pour le problème du chapitre 5 obtiennent des performances
bien moindre sur les deux instances de la littérature testées. Nous verrons toutefois
dans le chapitre suivant que ces méthodes peuvent se montrer utiles lorsque les
tailles d'instances augmentent, et que la résolution du problème de localisation dans
la première phase de l'heuristique multi-phase devient plus di�cile.



Chapitre 5

Déploiement de l'accès du Réseau

Téléphonique Commuté sur un

territoire vierge

Dans ce chapitre nous présentons un problème de localisation optimale d'équipe-
ments dans le réseau téléphonique commuté (RTC). Le problème se place dans la
partie accès du réseau qui agrège le tra�c des clients pour l'envoyer ensuite vers
sa destination. Le réseau d'accès du RTC se décrit comme un réseau hiérarchique.
Au niveau supérieur se trouve un concentrateur agrégeant le tra�c d'un nombre de
clients allant de plusieurs milliers à plusieurs dizaines de milliers, selon la densité de
population de la zone considérée. Nous nous intéressons ici à la localisation optimale
des équipements intermédiaires, entre ce concentrateur et les clients.

La taille des instances considérées est une di�culté majeure. Des hypothèses sont
donc faites pour simpli�er le problème. La localisation des équipements se fait dans
le plan (sans emplacements potentiels prédé�nis), la distance prise en compte est la
distance euclidienne et les liaisons se font à vol d'oiseau. On suppose également que
le coût d'installation des équipements est le même quel que soit l'endroit où ils sont
installés, et ils n'ont pas de capacité.

Une approche existante à France Télécom consiste à utiliser des outils de géométrie
stochastique. Le but de ce chapitre est de proposer des approches de résolution
basées sur des techniques d'optimisation combinatoire et de les comparer à l'approche
existante. L'objectif est de pouvoir proposer un panel d'outils adaptés aux di�érentes
di�cultés et tailles d'instances.

Dans une première partie nous présenterons le problème et son contexte télécom.
Nous présenterons ensuite les di�érentes modélisations du problème et les approches
développées. Ces approches seront ensuite comparées sur des instances arti�cielles,

91
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du réseau
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Figure 5.1 � Partie Accès du RTC pour une zone locale

ainsi que sur deux instances issues de données réelles.

5.1 Introduction

5.1.1 Architecture du Réseau Téléphonique Commuté

Le réseau téléphonique commuté est constitué de deux parties : le c÷ur du réseau
et la partie accès. La partie accès relie les abonnés au c÷ur du réseau qui se charge
d'acheminer les appels. La partie accès prend la forme d'un réseau arborescent à
trois niveaux hiérarchiques (voir �gure 5.1).

Au plus haut niveau se trouve les N÷uds de Raccordement des Abonnés (NRA),
puis en dessous, au niveau intermédiaire, les Sous-Répartiteurs (SR), et en�n au plus
bas niveau : les abonnés ou clients. En réalité, un dernier équipement, le point de
concentration (PC), vient se placer après le SR et juste avant l'abonné. Par abus de
langage et pour simpli�er, nous assimilerons les PC à des clients. Ils correspondront
à notre niveau hiérarchique le plus bas.

Une zone locale est une zone géographique dont les clients sont tous reliés au même
NRA. La partie accès du RTC est donc constituée d'une multitude de zones locales,
communiquant entre elles grâce au c÷ur du réseau. La �gure 5.2 montre un exemple
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Figure 5.2 � Exemple de répartition des éléments du RTC dans le plan

de décomposition d'un territoire en zones locales.

5.1.2 Problème de localisation de sous-répartiteurs

Lors d'une migration technologique des SR, il est possible que le nouveau type d'équi-
pement in�ue di�éremment sur les coûts. La localisation optimale de ces nouveaux
équipements peut donc être di�érente de celle des anciens. Il faut alors déterminer
le nombre et les emplacements des nouveaux équipements en tenant compte des élé-
ments inchangés du réseau et de façon à minimiser les coûts. Pour l'implantation
dans un nouveau territoire, les NRA sont �xés par des contraintes géographiques
ou stratégiques et les emplacements des clients sont connus. Dans les deux cas, les
emplacements des équipements des niveaux supérieur et inférieur (i.e. des NRA et
des clients) sont �xés, soit historiquement dans le cas d'une migration technolo-
gique, soit par des contraintes géographiques, stratégiques ou autres dans le cas de
l'implantation d'un nouveau réseau.

L'objectif est alors de minimiser la somme des coûts du réseau en trouvant le nombre
et les emplacements optimaux pour les sous-répartiteurs. Nous nous plaçons pour
cela à l'échelle d'une zone locale. Les coûts pris en considération sont les suivants :

Les coûts d'installation qui représentent les coûts d'achat et de mise en place des
SR. Nous supposons qu'il s'agit du même coût constant C pour tous les SR.

Les coûts de transport qui représentent les coûts du raccordement des SR aux
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Figure 5.3 � Structure des coûts du réseau d'accès

éléments des deux autres niveaux du réseau. Les coûts de transport ont deux
composantes :

� Le coût d'infrastructure qui est la somme des coûts des infrastructures néces-
saires au raccordement. C'est une fonction de la distance entre les éléments
raccordés dont les paramètres varient selon le type d'infrastructure (tran-
chées, poteaux, . . . ).

� Le coût de capacité qui est le coût du support physique (médium) utilisé
pour le raccordement. C'est une fonction de la distance entre les éléments
raccordés et de la demande transportée. Ses paramètres varient selon le type
de médium (cuivre, �bre optique, . . . ).

Une des particularités de notre problème vient de la mutualisation des coût d'in-
frastructure au niveau de chaque liaison, contrairement aux coût de capacité. En
pratique, cela signi�e que l'on creusera une seule tranchée pour faire passer plusieurs
câbles.

Pour résoudre notre problème, nous considérons que les liaisons entre les di�érents
éléments se font à vol d'oiseau. L'organisation des coûts est représentée sur la �gure
5.3, où :
� B1 et B2 sont respectivement les coûts d'infrastructure par mètre de liaison entre
les clients et les SR, et entre les SR et le NRA.

� A1 et A2 sont respectivement les coûts de capacité par mètre de liaison et par
unité de demande entre les clients et les SR, et entre les SR et le NRA.

� Vi est l'ensemble des clients rattachés au SR i.
� Ni est la demande totale associée aux clients rattachés à i.
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� wj est la demande associée au client j.
� d(i, j) et d(i,NRA) sont respectivement la distance euclidienne entre le SR i et le
client j, et entre le SR i et le NRA.

5.2 Modélisations

Dans cette section nous présenterons les deux principales modélisations de notre pro-
blème. La première est celle développée dans [1] en utilisant la géométrie stochas-
tique. La deuxième est une modélisation sous forme de programme mathématique
qui servira de base aux approches d'optimisation combinatoire.

5.2.1 Modélisation à l'aide de la géométrie stochastique

Dans [1], les auteurs proposent de modéliser des réseaux hiérarchiques à trois niveaux
en utilisant des processus ponctuels pour modéliser chaque niveau d'équipements.
C'est cette même approche que nous avons introduite dans la section 4.1.2.

Un processus ponctuel est un outil statistique décrivant la distribution de points dans
l'espace à l'aide d'une loi de probabilité disposant d'un ou plusieurs paramètres.
Les processus ponctuels utilisés dans [1] sont des processus ponctuels de Poisson
homogènes. Dans ces processus, les points sont répartis de façon homogène dans le
plan. Le seul paramètre du processus est son intensité λ correspondant à la densité
de points (le nombre de points par unité de surface).

Les 3 niveaux du réseau d'accès sont chacun modélisés par un processus ponctuel
de Poisson di�érent indépendant des autres. Notons λ0, λ1, et λ2 les intensités res-
pectives des processus des clients, des SR, et des NRA. Les auteurs de [1] expriment
alors l'espérance de la fonction de coût du réseau rattaché à un NRA en fonction de
ces trois paramètres et des structures de coûts présentées à la section 5.1.2 :

Fgeostoch =

(
B2
√
πλ

3/2
2

Γ (1, 5) +
C

λ2

)
λ1+

(
A2λ0
√
πλ

3/2
2

Γ (1, 5)

)
+
(

(B1 +A1)λ0√
πλ2

Γ (1, 5)
)
λ
− 1

2
1

(5.1)
où Γ est la fonction gamma d'Euler.

Il est alors possible de calculer la valeur λ∗1 de l'intensité du processus des SR qui
minimise l'espérance du coût :

λ∗1 = λ
1
3
2

[
λ0 (A1 +B1)
2B2 + 4C

√
λ2

] 2
3

(5.2)

Le grand avantage de cette approche est qu'elle fait totalement abstraction de la
taille des données. Seuls quelques paramètres sont manipulés pour représenter la
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réalité et le paramètre λ∗1 est obtenu directement par formule. À partir de là, il est
possible de générer très e�cacement un grand nombre de réalisations du processus
ponctuel modélisant les SR. Chacune de ses réalisations peut être considérée comme
une solution potentielle de notre problème de localisation.

Un inconvénient de cette méthode est qu'elle ne tient pas compte des détails de la
con�guration particulière de chaque instance. L'optimisation est faite en moyenne
pour toutes les instances présentant une distribution de clients et de NRA similaires.
De plus, cette approche fait l'hypothèse d'une répartition homogène des clients (et
également des SR) en les modélisant par un processus ponctuel de Poisson et suppose
que leur distribution est indépendante de celle des NRA. Or dans la réalité, ces
hypothèses peuvent être fortement remises en cause.

Ces inconvénients ont motivé la recherche de méthodes de résolution prenant mieux
en compte les spéci�cités de chaque instance. Pour cela nous avons utilisé l'optimisa-
tion combinatoire, même si celle-ci est beaucoup plus sensible à la taille des données
à traiter.

5.2.2 Modélisation sous forme de programme mathématique

Nous voulons donc minimiser les coûts d'installation et de raccordement de notre
réseau d'accès. En utilisant les notations introduites dans la section 5.1.2, nous pou-
vons modéliser notre problème sous la forme du programme mathématique suivant :

(LSR)



min
X,r,s,m

m∑
i=1

n∑
j=1

xij ((wjA1 +B1)d(i, j) + wjA2d(i,NRA))

+
m∑
i=1

B2d(i,NRA) + mC

s.c.

d(i, j) =
√

(ri − aj)2 + (si − bj)2 ∀i = 1 . . .m; ∀j = 1 . . . n

d(i,NRA) =
√

(ri − c)2 + (si − d)2 ∀i = 1 . . .m
m∑
i=1

xij = 1 ∀j = 1 . . . n (5.3)

xij ∈ {0, 1} ; r, s ∈ Rm ; m ∈ N

� n est le nombre de clients ;
� m est le nombre d'équipements ;
� (aj , bj) sont les coordonnées du client j ;
� (c, d) sont les coordonnées du NRA ;
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� xij est une variable de décision qui vaut 1 lorsque le client j est raccordé au
sous-répartiteur i, 0 sinon ;

� X est la matrice des xij ;
� (ri, si) sont les coordonnées de l'équipement i ;
� Les contraintes (5.3) permettent de s'assurer que chaque client est raccordé à un
et un seul équipement.

Dans l'objectif, on peut voir que le coût associé à l'a�ectation d'un client j à un SR
i prend en compte à la fois la totalité du coup de liaison entre ce client et ce SR (
(wjA1 + B1)d(i, j) ), mais aussi la contribution du client au coût de capacité de la
liaison SR-NRA ( wjA2d(i,NRA) ). Dans les autres termes de l'objectif, on trouve
les coûts d'infrastructure des liaisons SR-NRA, et les coûts d'installation des SR.

Cette modélisation fait apparaître les deux sources principales de di�culté du pro-
blème : le fait de ne pas connaître le nombre d'équipement m à placer d'une part,
et la présence de la distance euclidienne d'autre part. Il est intéressant de noter que
si le coût de la liaison SR-NRA était indépendant des clients rattachés au SR, le
modèle deviendrait celui d'un problème de Weber multi-source avec nombre d'équi-
pements inconnus (voir chapitre 4), où le NRA est juste un client particulier devant
être raccordé à tous les équipements.

Notre problème est une généralisation du problème de Weber multi-source avec
nombre d'équipements inconnu. Il est donc lui aussi NP-Di�cile. Un autre point
commun est que si les emplacements des SR (respectivement les a�ectations des
clients au SR) sont connus, le problème devient facile :
� Si les vecteurs (r, s) des coordonnées des équipements sont connus, l'allocation
des clients se fait simplement au SR de moindre coût :

xij = 1⇔ i = arg min
1≤k≤m

(
(wjA1 +B1)

√
(rk − aj)2 + (sk − bj)2

+ wjA2

√
(rk − c)2 + (sk − d)2

) (5.4)

� Si la matrice X des variables d'a�ectation est �xée, alors chaque SR i est localisé
en résolvant le problème de Weber simple suivant :

min
(ri,si)

∑
j|xij=1

(wjA1 +B1)
√

(rk − aj)2 + (sk − bj)2

+

 ∑
j|xij=1

wjA2 +B2

√(rk − c)2 + (sk − d)2

(5.5)

Cette propriété nous permet notamment d'utiliser l'heuristique LOCALLOC de Co-
oper [10] (voir section 4.2) sur notre problème.
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Pour éviter que la variable m représentant le nombre d'équipements n'apparaissent
dans les indices des sommes, il est possible de reformuler le modèle en prenant en
compte le fait qu'il ne peut y avoir plus d'un SR par client. On considère alors n SR
potentiels et on choisit lesquels seront utilisés :

(LSRbis)



min
X,y,r,s

n∑
i=1

n∑
j=1

xij ((wjA1 +B1)d(i, j) + wjA2d(i,NRA))

+
n∑
i=1

yi (B2d(i,NRA) + C)

s.c.

d(i, j) =
√

(ri − aj)2 + (si − bj)2 ∀i = 1 . . . n; ∀j = 1 . . . n

d(i,NRA) =
√

(ri − c)2 + (si − d)2 ∀i = 1 . . . n
n∑
i=1

xij = 1 ∀j = 1 . . . n (5.6)

xij ≤ yi ∀i = 1 . . . n; ∀j = 1 . . . n (5.7)

xij ∈ {0, 1} ; yi ∈ {0, 1} ; r, s ∈ Rn

� yi est une variable de décision qui vaut 1 lorsque le sous-répartiteur i est installé,
0 sinon ;

� Les contraintes (5.8) ont le même but que les contraintes (5.3) du problème (LSR) ;
� Les contraintes (5.9) évitent de rattacher un client à un SR qui n'est pas installé.

Cette modélisation est plus satisfaisante mais elle présente un grand nombre de
symétries, rien ne di�érenciant les SR entre eux. De plus, la fonction objectif, comme
celle du problème de Weber multi-source, n'est ni linéaire, ni quadratique, ni convexe
ni concave et le modèle ne peut donc être passé tel quel à un solveur.

5.3 Comparaison entre géométrie stochastique et heuris-

tiques

Le problème étant une généralisation du problème deWeber multi-source avec nombre
d'équipements inconnu, nous avons utilisé le même type de méthodes pour le ré-
soudre. Nous avons d'abord adapté l'heuristique multi-phase de [7]. Cette heuris-
tique implique de résoudre le problème de localisation discrète associé à notre pro-
blème. Malheureusement, la taille de nos instances peut rendre cette partie di�cile.
Nous avons donc cherché à développer des heuristiques plus simples et rapides :
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une méta-heuristique de recuit-simulé, et une heuristique basée sur LOCALLOC et
sur la géométrie stochastique. Ces deux méthodes de résolution ont été initialement
développées pour notre problème de localisation de sous-répartiteurs mais peuvent
être utilisées pour le problème de Weber multi-source avec nombre d'équipements
inconnus. Elles ont donc été présentées dans les sections 4.1.2, 4.2, et 4.3 du chapitre
précédent. Pour obtenir des bornes inférieures a�n de juger de la qualité des solu-
tions retournées par les heuristiques, nous nous sommes tournés vers la génération
de colonnes.

Dans cette section sont présentés l'ensemble de ces méthodes de résolution et leurs
résultats numériques.

5.3.1 Géométrie stochastique

Une première méthode de résolution consiste à utiliser uniquement la modélisation
sous forme de processus ponctuels. Grâce à la formule de [1] explicitée dans la section
5.2.1, nous calculons l'intensité optimale du processus ponctuel de SR à partir de
celle des NRA et des clients. Une fois cette intensité obtenue, un nombre arbitraire
de réalisations sont générées. Le raccordement des clients est alors fait au moindre
coût, et le tirage de meilleur coût est conservé comme solution.

5.3.2 Heuristique multi-phase

Il s'agit ici d'adapter l'heuristique multi-phase développée dans [7] pour le problème
de Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnu. La première phase de
l'heuristique consiste à résoudre le problème discret associé à notre problème. Pour
cela, prenons le modèle (LSRbis) et �xons les vecteurs (r, s) aux coordonnées des
clients (i.e. les emplacements potentiels des SR seront ceux des clients. Les quantités
d (i, j) et d (i,NRA) deviennent alors des constantes connues. On obtient donc le
modèle suivant :

(LSRdiscret)



min
X,y

n∑
i=1

n∑
j=1

xijcij +
n∑
i=1

yi fi

s.c.

n∑
i=1

xij = 1 ∀j = 1 . . . n (5.8)

xij ≤ yi ∀i = 1 . . . n; ∀j = 1 . . . n (5.9)

xij ∈ {0, 1} ; yi ∈ {0, 1}
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où :

cij = ((wjA1 +B1)d(i, j) + wjA2d(i,NRA))
fi = (B2d(i,NRA) + C)

Il s'agit, comme pour le problème de Weber multi-source avec nombre d'équipements
inconnu, d'un problème de localisation simple. La seule di�érence est qu'ici, le coût
d'installation d'un équipement en i n'est pas identique pour tout i.

Ce modèle sera résolu de façon approchée ou de façon exacte par des méthodes clas-
siques de résolution du problème de localisation simple a�n d'obtenir une première
solution de localisation des SR et d'a�ectation des clients. Dans la deuxième phase,
l'heuristique LOCALLOC est appliquée à cette solution. Rappelons que cette heu-
ristique consiste à alterner entre phases de localisation, où chaque SR est localisé
de façon optimale par rapport à ses clients, et phase d'allocation, où les clients sont
réalloués au SR de moindre coût. Nous n'avons pas choisi d'implémenter la troi-
sième phase optionnelle de l'heuristique multi-phase qui consisterait à faire varier le
nombre d'équipements.

Dans notre implémentation de l'heuristique multi-phase, le problème de localisation
simple est résolue par un branch & bound basé sur la méthode de [22]. Une limite
de temps pour la résolution du problème de localisation simple est �xée à 3 heures.

5.3.3 Heuristiques hybrides : géométrie stochastique et LOCAL-

LOC

La comparaison des méthodes de recherche opérationnelle et de géométrie stochas-
tique pour notre problème nous a amené à associer les deux méthodes, avec pour
objectif de trouver un meilleur compromis entre qualité des solutions et temps de
calcul. Ainsi, d'un côté l'utilisation de réalisations de processus ponctuel en rem-
placement de la résolution du problème de localisation simple permet de gagner en
temps de calcul, et de l'autre côté l'utilisation de LOCALLOC sur ces réalisations
permettent d'améliorer la répartition de leurs SR, et donc leur qualité en tant que
solution.

Il y a deux possibilités d'utilisation des tirages aléatoires, qui aboutissent à deux
méthodes hybrides di�érentes. Les deux méthodes commencent donc par générer un
ensemble de solutions potentielles à l'aide de l'approche de géométrie stochastique.
La di�érence apparaît une fois ces tirages e�ectués.
� La première méthode consiste à déterminer le tirage de meilleur coût pour une
instance donnée, puis à améliorer ce tirage en utilisant LOCALLOC ;

� La deuxième méthode applique LOCALLOC à l'ensemble des tirages de SR e�ec-
tués, et ensuite détermine le meilleur.
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Évidemment, la première méthode est bien plus rapide que la seconde, dont le temps
de calcul dépend directement du nombre de solutions générées par la géométrie
stochastique. La deuxième méthode, quant à elle, a plus de chances de trouver de
meilleures solutions.

5.3.4 Recuit simulé

N'ayant pas encore de borne sur la qualité des solutions trouvées, nous avons voulu
comparer l'heuristique multi-phase à plusieurs autres méthodes. Aux heuristiques
hybrides nous avons donc ajouté une méthode de recuit simulé pour résoudre notre
problème.

Une solution à notre problème sera décrite par l'ensemble des groupes de clients
qui sont rattachés au même sous-répartiteur. On e�ectue donc une partition de
l'ensemble des clients, le nombre de classes représentant alors le nombre de sous-
répartiteurs. Pour les détails, nous renvoyons le lecteur à la section 4.3, le principe
et les mouvements pratiqués sur la solution étant exactement les mêmes que pour le
problème de Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnu.

5.3.5 Obtention de bornes inférieures par génération de colonnes

Aucune des heuristiques présentées ci-dessus ne permet d'obtenir une borne inférieure
de la valeur optimale, nous ignorions la qualité des solutions obtenues. Pour remédier
à cela, nous nous sommes tournés vers la génération de colonnes qui à défaut de
fournir des solutions exactes à l'aide d'un branch & price, pouvait tout au moins nous
fournir des bornes inférieures en résolvant la relaxation continue du problème. La
taille des instances et les problèmes de dégénérescence et de stabilisation rencontrés
nous ont poussé à chercher à améliorer la stabilité et à accélérer le plus possible
la génération de colonnes. C'est dans ce but qu'a été développée la méthode de
génération de colonnes dite � centrale � présentée au chapitre 2.

5.3.5.1 Modélisation

Dans l'heuristique multi-phase, nous commençons par discrétiser le problème en
prenant les sites des clients comme emplacements potentiels pour les SR . Cette
discrétisation permet de reléguer la distance entre un client et son SR à une simple
donnée connue, puisqu'elle dépend non plus des coordonnées variables de ce SR, mais
uniquement de l'emplacement potentiel choisi. Les distances peuvent donc toutes être
calculées a priori.

Malheureusement, dans le problème initial continu nous n'avons pas de tels emplace-
ments potentiels . . .à première vue. Mais de tels emplacements existent pourtant. En
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e�et, nous avons vu que la localisation d'un SR se déduisait simplement une fois ses
clients connus. Nous savons donc qu'à l'optimum les sous-répartiteurs occupent les
emplacement de points qui sont solution d'un problème de Weber simple prenant en
compte leurs clients et le NRA. Or ces points sont en nombre �ni. À chaque groupe
de clients va correspondre un seul de ces points. Nous avons donc en fait autant d'em-
placements potentiels que de regroupements possibles de clients, soit 2n − 1 points.
À chacun de ces points va correspondre un coût correspondant à l'installation du
SR et aux liaisons entre le NRA, le SR et les clients attribués à ce point. Le but du
problème est alors de choisir parmi ces emplacements potentiels ceux qui donnent le
coût le plus faible tout en couvrant tous les clients. Cela se traduit par le modèle de
couverture d'ensemble suivant :

(LSRsetcovering)



min
z

2n−1∑
i=1

cizi

s.c.

2n−1∑
i=1

xijzi ≥ 1 ∀j = 1 . . . n (5.10)

zi ∈ {0, 1}

� zi est une variable de décision qui vaut 1 lorsque le groupe de clients d'indice i est
utilisé, 0 sinon ;

� ci est le coût total associé à l'installation d'un SR pour le groupe de clients i.
Il comprend le coût d'installation lui même plus le coût optimal du problème de
Weber simple optimisant le placement d'un SR pour ce groupe de clients. Ce coût
ci a donc la valeur suivante :

C + min
(ri,si)

[ n∑
j=1

xij(wjA1 +B1)
√

(ri − aj)2 + (si − bj)2

+

 n∑
j=1

xijwjA2 +B2

√(ri − c)2 + (si − d)2

(5.11)

� xij est la valeur de la fonction indicatrice du groupe de clients i pour le client j
(i.e xij vaut 1 si j est dans l'ensemble i, 0 sinon) ;

� Les contraintes (5.10) permettent de s'assurer que tous les clients sont bien dans
au moins une partie. Cela revient à ce que chaque client soit bien relié à un SR.

Ce type de formulation est la même que celle utilisée pour le problème de Weber
multi-source où le nombre d'équipements à placer est connu (voir à ce sujet [23] [39]
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). La seule di�érence avec le modèle présenté dans la section 4.4 se trouve dans la
valeur du coe�cient ci. Il est néanmoins toujours possible de calculer ci facilement
en résolvant de simples problèmes de Weber sans contrainte (par exemple avec la
procédure de Weiszfeld).

Le modèle (LSRsetcovering) peut aussi se voir comme une application de la décompo-
sition de Dantzig-Wolfe (voir section 1.2.1) sur le modèle (LSRbis) pour chacun des

ensembles Zi =
{

(xi,yi) ∈ {0, 1}n+1 | xij ≤ yi,∀j = 1 . . . n
}
. Tout se passe alors

exactement comme pour le problème de localisation simple dans la section 1.2.2.
Nous obtenons donc un programme linéaire dont le nombre de variables croît expo-
nentiellement en fonction du nombre de clients, et nous allons résoudre sa relaxation
continue par génération de colonnes.

5.3.5.2 Le sous-problème : problème de Weber avec coût de raccorde-

ment maximal

Même si le modèle (LSRsetcovering) est similaire à celui de la section 4.4 pour le
problème de Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnu, les coûts des
groupes de clients sont di�érents. Cela entraîne une di�érence dans le sous-problème
qui n'est plus tout à fait un problème de Weber avec distances maximales. Nous
présentons ici ce nouveau sous-problème, dont nous n'avons trouvé aucune trace
dans la littérature, et proposons une méthode de résolution qui est une adaptation
de l'algorithme de [15] pour le problème de Weber avec distances maximales.

Choisir une colonne revient pour nous à choisir les clients qui la composent. Ce
sont donc les xj qui sont les principales variables de notre sous-problème. Ce sous-
problème visant à trouver la colonne de coût réduit minimum se présente sous la
forme :

(SPLSR)


min c̄(x, r, s) =C +

n∑
j=1

xj

(
(wjA1 +B1)

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 − uj

)

+
n∑
j=1

xjwjA2

√
(r− c)2 + (s− d)2 +B2

√
(r− c)2 + (s− d)2

Où (r, s) représente les coordonnées du SR de cette colonne, et xj est une variable
binaire indiquant si le client j �gure ou non dans la colonne.

Il est intéressant de remarquer que sans les coûts de la liaison SR-NRA, notre sous-
problème devient un problème de Weber avec distances maximales. Nous avons donc
cherché à adapter l'algorithme de [15].

En premier lieu, la propriété 4.1 pour le problème de Weber avec distances maximum
devient ici :
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Propriété 5.1. Il existe une solution optimale (x∗, r∗, s∗) du sous-problème (SPLSR),
pour laquelle on a :

∀j = 1 . . . n, x∗j = 1⇔(wjA1 +B1)
√

(r∗ − aj)2 + (s∗ − bj)2

+ wjA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − uj ≤ 0

(5.12)

Démonstration.

- Dans le sens ⇒ :

Supposons que la propriété ci-dessus n'est pas véri�ée pour j = n (l'indice peut être
choisi arbitrairement sans perte de généralité), et que nous avons :{

x∗n = 1
(wnA1 +B1)

√
(r∗ − an)2 + (s∗ − bn)2 + wnA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − un > 0

En gardant les valeurs des x∗j , en �xant x∗n à 0, et en relocalisant le SR au mieux,
on obtient une solution (x̂, r̂, ŝ) qui véri�e :

x̂j =

{
x∗j ∀j 6= n

0 pour j = n

Et :

c̄(x̂, r̂, ŝ) = min
(r,s)

{ n−1∑
j=1

[
x∗j (wjA1 +B1)

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 + wjA2

√
(r− c)2 + (s− d)2 − uj

]
+B2

√
(r− c)2 + (s− d)2

}
En particulier :

c̄(x̂, r̂, ŝ) ≤
n−1∑
j=1

x∗j

[
(wjA1 +B1)

√
(r∗ − aj)2 + (s∗ − bj)2 + wjA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − uj

]
+B2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2

⇔ c̄(x̂, r̂, ŝ) ≤ c̄(x∗, r∗, s∗)− x∗n
(

(wnA1 +B1)
√

(r∗ − an)2 + (s∗ − bn)2

+ wnA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − un

)
Par hypothèse :

x∗n

(
(wnA1 +B1)

√
(r∗ − an)2 + (s∗ − bn)2 + wnA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − un

)
> 0
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Donc :
c̄(x̂, r̂, ŝ) < c̄(x∗, r∗, s∗)

Ce qui est en contradiction avec le fait que (x∗, r∗, s∗) soit une solution optimale.

- Dans le sens ⇐ :

Supposons maintenant que nous avons :{
x∗n = 0
(wnA1 +B1)

√
(r∗ − an)2 + (s∗ − bn)2 + wnA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − un ≤ 0

En gardant les valeurs des x∗j , en �xant x∗n à 1, et en relocalisant le SR au mieux,
on obtient une solution (x̂, r̂, ŝ) qui véri�e :

x̂j =

{
x∗j ∀j 6= n

1 pour j = n

Et :

c̄(x̂, r̂, ŝ) = min
(r,s)

{ n−1∑
j=1

x∗j

(
(wjA1 +B1)

√
(r− aj)2 + (s− bj)2 + wjA2

√
(r− c)2 + (s− d)2 − uj

)
+
(

(wnA1 +B1)
√

(r− an)2 + (s− bn)2 + wnA2

√
(r− c)2 + (s− d)2 − un

)
+B2

√
(r− c)2 + (s− d)2

}
En particulier :

c̄(x̂, r̂, ŝ) ≤
n−1∑
j=1

x∗j

(
(wjA1 +B1)

√
(r∗ − aj)2 + (s∗ − bj)2 + wjA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − uj

)
+
(

(wnA1 +B1)
√

(r∗ − an)2 + (s∗ − bn)2 + wnA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − un

)
+B2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2

⇔ c̄(x̂, r̂, ŝ) ≤
(

(wnA1 +B1)
√

(r∗ − an)2 + (s∗ − bn)2 + wnA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − un

)
+ c̄(x∗, r∗, s∗)

Par hypothèse :

(wnA1 +B1)
√

(r∗ − an)2 + (s∗ − bn)2 + wnA2

√
(r∗ − c)2 + (s∗ − d)2 − un ≤ 0

Donc :
c̄(x̂, r̂, ŝ) ≤ c̄(x∗, r∗, s∗)
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En cas d'égalité, (x̂, r̂, ŝ) est une solution optimale. Sinon, il y a contradiction avec
le fait que (x∗, r∗, s∗) soit une solution optimale.

Avec la propriété 5.1, tout se passe comme si un client j devenait inintéressant dès
que la somme de son coût de raccordement au SR et de sa contribution au coût de
liaison SR-NRA dépassait un seuil �xé par la valeur duales uj . Dans le problème de
Weber avec distances maximales, un client j n'est intéressant que si l'équipement
est situé à l'intérieur du cercle centré sur ce client et de rayon uj

wj
. En revanche,

dans la propriété 5.1 nous avons a�aire non plus à des cercles mais à des sortes
d'ellipses dont les foyers sont pondérés di�éremment. Ces courbes sont représentées
par l'équation (5.13) et se nomment ovales de Descartes (voir �gure 5.4). Ces courbes
vont de l'ellipse au cercle centré sur l'un des deux foyers, selon la rapport des poids
des deux foyers.

(wjA1 +B1)d(SR, j) + wjA2d(SR,NRA) = uj (5.13)

jjj uNIJI =++ .A.w).BA.w( 211

J
I

N

Figure 5.4 � Représentation par des ellipses des ovales de Descartes induits par la
propriété 5.1

L'ovale de Descartes associé au client j a pour foyer le NRA et le client j. La pro-
priété 5.1 signi�e donc qu'il est possible d'associer une allocation optimale des clients
à chaque région du plan découpé par les ovales de Descartes associés aux clients.
L'idée pour résoudre notre sous-problème serait alors de procéder comme pour le
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aIMmNM =+ .

J

I

N

M
c

d

α
β

bJMnNM =+ .

Figure 5.5 � Intersection de deux ovales de Descartes partageant le foyer N

problème de Weber avec distances maximales : énumérer ces régions à partir des
points d'intersections des ovales et évaluer les groupes de clients ainsi obtenus.

Malheureusement, les points d'intersection de deux ovales de Descartes sont plus
di�ciles à caractériser que ceux de deux cercles. Mais cela reste faisable. Il est donc
possible d'énumérer les solutions potentiellement optimales dé�nies par ces ovales,
à partir de leurs points d'intersection en s'inspirant de l'algorithme 4.2 . On note
respectivement N , I, et J , les points représentant le NRA et deux clients i et j. Soit
M un point appartenant aux deux ovales (voir �gure 5.5). M véri�e les propriétés
suivantes : {

wiA2NM + (wiA1 +B1)IM = ui

wjA2NM + (wj .A1 +B1)JM = uj

⇔

{
NM + wiA1+B1

wiA2
IM = ui

wiA2

NM + wjA1+B1

wjA2
JM = uj

wjA2

Introduisons les notations suivantes :
� m = wiA1+B1

wiA2
; n = wjA1+B1

wjA2
;

� a = ui
wiA2

; b = uj

wjA2
;

� c = NI ; d = NJ ;
� α = ̂(N, I,M) ; β = ̂(N, I, J) ;
� r = NM .
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En utilisant le théorème d'Al-Kashi pour exprimer IM et JM , le système précédent
devient :{

r +m
√
r2 + c2 − 2r c cosα = a

r + n
√
r2 + d2 − 2r d cos(β − α) = b

⇔

{
(r − a)2 = m2

(
r2 + c2 − 2c r cosα

)
(r − b)2 = n2

(
r2 + d2 − 2r d cos(β − α)

)
⇔

{
(r − a)2 = m2

(
r2 + c2 − 2c r cosα

)
(r − b)2 = n2

(
r2 + d2 − 2r d (cosα cosβ + sinα sinβ)

)
⇔

{
(r − a)2 = m2

(
r2 + c2 − 2c r cosα

)
(r − b)2 − n2

(
r2 + d2 − 2d cosβ r cosα

)
= −2dn2 sinβ r sinα

⇔

(r − a)2 = m2
(
r2 + c2 − 2c r cosα

)(
(r − b)2 − n2

(
r2 + d2 − 2d cosβ r cosα

))2
= 4d2 n4 sin2 β r2 sin2 α

⇔

(r − a)2 = m2
(
r2 + c2 − 2c r cosα

)(
(r − b)2 − n2

(
r2 + d2 − 2d cosβ r cosα

))2
= 4d2n4 sin2 β

(
r2 − (r cosα)2

)
En notant x et y les coordonnées du point M dans le repère orthonormé centré en
N , et dont l'axe des abscisses a la direction de ~NI, nous pouvons remplacer r cosα
par x. Nous obtenons alors :(r − a)2 = m2

(
r2 + c2 − 2c x

)(
(r − b)2 − n2

(
r2 + d2 − 2d cosβ x

))2
= 4d2n4 sin2 β

(
r2 − (x)2

)
⇔

x =
m2(r2+c2)−(r−a)2

2cm2 (5.14)(
(r − b)2 − n2

(
r2 + d2 − 2d cosβ x

))2
= 4d2n4 sin2 β

(
r2 − x2

)
(5.15)

En remplaçant x dans l'équation (5.15) par son expression dans (5.14), nous obtenons
une équation de degré 4 d'inconnue r. Cette équation a au maximum 4 solutions
réelles positives (r est une distance), que l'on peut obtenir par exemple avec la
méthode de Ferrari. Pour chacune de ces solutions nous pouvons calculer une abscisse
x à laquelle peuvent correspondre deux ordonnées, y et −y telles que : y2 = r2− x2.
Pour chacun des deux points ainsi obtenus il faudra donc véri�er qu'il appartient
bien au deux ovales de Descartes. Nous avons donc au maximum 8 couples (x, y)
di�érents solutions du système ci-dessus.

Pour deux ovales de Descartes, nous obtenons donc au maximum 8 points d'inter-
sections, au lieu de 2 pour deux cercles. Un raisonnement similaire à celui tenu



5.3. COMPARAISON DES MÉTHODES 109

J

I

N

M
K

{K} {I,K}

{J,K} {I,J,K}

Figure 5.6 � Les 4 régions du plan auxquelles appartient le point d'intersection M
et les groupes de clients correspondants.

dans [15] nous permet de déduire que le nombre de régions formées par le décou-
page du plan par les ovales de Descartes des clients est borné par 8n(n − 1). En
e�et, si tous les ovale s'intersectent, le nombre de points d'intersections est alors :∑n−1

i=1 8i = 4n(n − 1). Chacun de ces points d'intersection appartient au maximum
à 4 régions du plan (comme illustré dans la �gure 5.6), et chacune des régions est
dé�nie par au moins 2 points d'intersection, d'où la borne de 8n(n− 1).

Nous savons maintenant que nous avons juste à énumérer un nombre polynomial
de groupes de clients potentiellement optimaux. Chacun de ces groupes sera évalué
en résolvant un problème de Weber simple, comme dans l'algorithme de [15]. La
complexité d'un tel algorithme pour notre sous-problème sera donc polynomiale en le
nombre de clients et le temps de résolution d'un problème de Weber simple (méthode
de descente du gradient).

Il est intéressant de remarquer que nous disposons d'une information supplémentaire
sur les ovales de Descartes par rapport aux cercles, à savoir une condition d'existence :

min {wjA1 +B1;wjA2} d(j,NRA) ≤ uj (5.16)

Si un client j ne véri�e pas (5.16), alors on peut éliminer toutes les solutions où il est
présent. Ces tests peuvent s'e�ectuer rapidement et permettent de réduire l'ensemble
des solutions explorées. Nous avons toutefois constaté que cette réduction diminuait
au fur et à mesure du déroulement de l'algorithme de génération de colonnes.

Étant capable de résoudre le sous-problème à l'exact, nous avons pu implémenter les
deux méthodes de générations de colonnes présentées aux chapitres 1 et 2.
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Intensité
λNRA

Intensité
λClients

Intensité
λSR

formule
100 tirages 

de SR

Cellule avec 
un NRA

10 instances
Solutions

Meilleur tirage

Heuristiques 
hybrides

Heuristique 
multi-phase

Bornes 
inférieures

Recuit simulé

Génération 
de colonnes

Figure 5.7 � Méthodologie des tests sur les instances arti�cielles

5.3.6 Comparaison sur des instances générées aléatoirement

Les données d'instances réelles étant di�ciles à obtenir, et a�n de faciliter la compa-
raison avec les méthodes de géométrie stochastique, nous avons généré des ensembles
d'instances arti�cielles à partir de processus ponctuels.

Les tests des heuristiques et du recuit simulé ont été réalisés sur un serveur IBM
XSERIES_455 disposant de quatre processeurs cadencés à 3Ghz (un seul est utilisé)
et de 10Go de mémoire vive. Les tests des générations de colonnes ont quant eux
été réalisés sur un serveur linux équipé d'un processeur xeon 3,6Ghz et de 4Go de
mémoire vive.

5.3.6.1 Méthodologie des tests

La méthodologie des tests est représentée sur la �gure 5.7. Un processus ponctuel de
Poisson modélise les NRA et un autre les clients. Celui modélisant les NRA est utilisé
pour générer un pavage de Voronoï (voir la dé�nition 4.1 page 74) dont est extrait une
cellule type. Celle cellule type est utilisée comme zone locale. Le processus ponctuel
de Poisson modélisant les clients est alors utilisé pour générer plusieurs ensembles de
clients à l'intérieur de la cellule type. On obtient ainsi plusieurs instances di�érentes
correspondant à un couple de densités moyennes de NRA et de clients.

Les di�érentes méthodes de résolution ou d'obtention de borne inférieure sont ensuite
utilisées sur ces instances. Pour les méthodes utilisant la géométrie stochastique (
approche de géométrie stochastique pure et heuristiques hybrides ), l'intensité opti-
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male du processus modélisant les SR est calculée et un certain nombres d'ensemble
de SR sont générés pour être utilisés dans ces approches.

La génération de colonnes est initialisées à l'aide des colonnes des solutions issues de
l'heuristique multi-phase et des heuristiques hybrides.

5.3.6.2 Résultats numériques

Les résultats présentés dans cette section sont organisés en deux parties. D'abord
nous présentons les résultats obtenus par l'heuristique multi-phase sur des instances
de taille moyennes, comparés à la borne inférieure obtenue par génération de co-
lonnes. Les instances utilisées sont celles ayant servi à comparer les deux générations
de colonnes dans la section 2.5. Il s'agit de deux séries de dix instances avec une
moyenne d'environ 500 clients pour la première série, et de 725 clients pour la se-
conde. Les résultats sont présentés dans le tableau 5.1.

Il est indiqué pour chaque instance : le nombre de clients, la valeur de la borne
inférieure obtenue par génération de colonnes, la valeur de la solution de l'heuris-
tique multi-phase, le temps CPU utilisé par la génération de colonne centrale, l'écart
relatif entre la solution heuristique et la borne inférieure, le temps CPU utilisé par
l'heuristique multi-phase, et le nombre de SR utilisés dans la solution de la relaxation
continue et dans celle de l'heuristique multi-phase.

Ces résultats montre l'e�cacité de l'heuristique multi-phase sur les deux ensembles
d'instances. L'écart relatif moyen avec la borne inférieure reste inférieur à 0, 1%, et
le temps de calcul ne dépasse pas la minute. Les résultats sur les instances pour les-
quelles la génération de colonnes obtient la solution optimale permettent de consta-
ter que le nombre d'équipements présents dans les solutions de l'heuristique est très
proche du nombre optimal, avec une di�érence maximum de 1.

Le temps de calcul de la génération de colonnes est déjà très long sur ces instances
de taille moyenne. Par conséquent, ayant montré sur ces instances la qualité des
solutions de l'heuristique multi-phase, dans la suite des résultats les solutions des
di�érentes méthodes seront comparées uniquement à celle de l'heuristique multi-
phase, sans borne inférieure.

Les tableaux 5.2, 5.3, 5.4, et 5.5 présentent les résultats obtenus par les di�érentes
méthodes d'optimisation présentées dans ce chapitre, sur des instances allant de 1189
à 3092 clients. Ces instances sont regroupées en quatre ensemble de dix instances de
taille similaire. Sont présentés pour chaque méthode et chaque instance la valeur de
la solution obtenue, le temps de calcul en secondes, et l'écart relatif avec la valeur
de la solution de l'heuristique multi-phase.

Pour l'heuristique multi-phase, nous avons utilisé pour la première phase la méthode
primale-duale de [22]. Le temps alloué au branch & bound pour résoudre le problème
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Instance
0

1
2

3
4

5
6

7
8

9
M
o
y
e
n
n
e

T
aille

515
508

530
492

561
468

536
504

562
485

5
1
6
.1

B
orne

inférieure
391859

392855
400463

376750
414670

363457
393657

383986
413315

370954

Solution
heuristique

392341
393124

400786
377084

415052
363657

393704
384002

413592
371095

T
em

ps
C
P
U

G
én.

C
ol.

(s)
555

627
495

691
853

575
568

433
751

519
6
0
6
.7

É
cart

de
l'heuristique

0.12%
0.07%

0.08%
0.09%

0.09%
0.06%

0.01%
0.004%

0.07%
0.04%

0
.0
6
%

T
em

ps
C
P
U

heuristique
(s)

6
1

3
13

4
6

7
2

7
4

5
.3

N
bre

de
SR

G
én.

C
ol.

28
26.5

1
30

29
1

28.5
1

27
29

26
30

27
1

N
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de
SR

heuristique
28

27
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29
28

27
29
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30

27

Instance
10

11
12

13
14
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17
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M
o
y
e
n
n
e

T
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724

744
671

735
747

739
717

787
736

7
3
7
.8

B
orne
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614671

577720
590511

553245
589612

595074
600231

574386
620545

594641

Solution
heuristique
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591272
553497

590141
595242

600881
574816

621471
595261

T
em

ps
C
P
U

G
én.

C
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(s)
1162

702
1059

945
1138

1430
1084

1068
1336

1071
1
0
9
9
.5

É
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l'heuristique

0.05%
0.04%

0.13%
0.05%

0.09%
0.03%

0.11%
0.07%

0.15%
0.10%

0
.0
8
%

T
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C
P
U

heuristique
(s)

40
5

33
8

24
5

33
28

28
27

2
3
.1

N
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de
SR

G
én.

C
ol.

41.67
1

39
41

38
38.71

1
39.5

1
40.5

1
38.5

1
39.67

1
41

N
bre

de
SR

heuristique
41

40
40

38
39

40
38

38
41

42

T
a
b
l
e
5.1

�
R
ésultats

de
l'heuristique

m
ulti-phase

sur
des

instances
de

taille
m
oyenne

a.
L
a
solution

de
la

relaxation
continue

n'est
pas

entière.
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P
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P
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P
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P
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0
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de localisation simple est limité à 10800 secondes (le temps de calcul peut-être supé-
rieur à cause du premier noeud). Les solutions où le problème de localisation simple
associé n'est pas résolu à l'optimum sont indiquées (dans ce cas, le branch & bound
fournit une solution approchée). L'heuristique multi-phase est la méthode de résolu-
tion fournissant la meilleure solution sur l'ensemble des instances testées. Toutefois,
on peut constater dans les tableaux 5.4 et 5.5 que sur les instances de très grande
taille, le temps de calcul nécessaire à la résolution du problème de localisation simple
de la phase 1 peut poser problème. Une solution pourrait être de résoudre ce pro-
blème à l'aide d'heuristiques plus rapides. Quoiqu'il en soit cela nous a amené à
chercher un compromis entre qualité et temps de calcul parmi les autres méthodes
présentées.

Trois di�érentes variantes du recuit simulé sont présentées. La première utilise uni-
quement une itération de LOCALLOC au moment de l'initialisation. La deuxième
utilise deux itérations de LOCALLOC à chaque palier de température. La dernière
utilise LOCALLOC jusqu'à l'obtention d'un minimum local à chaque palier de tem-
pérature.

Pour les heuristiques hybrides, nous utilisons 500 réalisations du processus ponctuel
représentant les sous-répartiteurs.

La �gure 5.8 reprend les points clefs des résultats présentés dans les tableaux. Au
niveau de la qualité des solutions, il apparaît que les heuristiques hybrides utilisant la
géométrie stochastique s'en sortent beaucoup mieux que le recuit simulé, et résistent
très bien à l'augmentation de la taille des instances. À ce titre, la seconde heuristique
hybride (utilisant LOCALLOC sur l'ensemble des tirages stochastiques) est celle qui
fournit les solutions les plus proches de celles de l'heuristique multi-phase. Mais la
première heuristique hybride (utilisation de LOCALLOC uniquement sur le meilleur
tirage) s'en rapproche au fur et à mesure de l'augmentation de la taille des instances.

En revanche, au niveau du temps de calcul, la �gure 5.8 nous montre que ce sont la
première heuristique hybride et les méthodes de recuit simulé utilisant LOCALLOC
qui résistent le mieux. La seconde heuristique montre une augmentation linéaire
de son temps de calcul en fonction de la taille des instances, ce qui peut devenir
problématique. Toutefois nous rappelons que ce temps de calcul est directement lié
au nombre de tirages stochastiques utilisés. Ce paramètre pourrait donc être ajusté
par l'utilisateur pour obtenir un compromis plus acceptable entre qualité et temps
de calcul.

Comparons maintenant le nombre moyen de SR trouvé par l'ensemble des méthodes
avec la �gure 5.9. On retrouve dans cette �gure des résultats similaires à ceux concer-
nant la qualité des solutions. Les méthodes s'approchant le plus du nombre de SR
obtenu dans l'heuristique multi-phase sont les deux heuristiques hybrides, qui l'en-
cadrent littéralement.

Il ressort de ces tests que lorsque les instances sont de très grande taille, les heu-
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Figure 5.8 � Évolution de l'écart avec l'heuristique multi-phase et du temps de
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ristiques hybrides alliant géométrie stochastique et LOCALLOC fournissent un bon
compromis entre qualité des solutions et temps de calcul. Selon le temps dont on
dispose et la taille des instances, on pourra choisir la première heuristique (en cas
de données de très grande taille ou de fortes contraintes sur le temps de calcul), ou
la seconde.

5.3.7 Expérimentations sur instances réelles

Dans la section précédente, les heuristiques hybrides ont été testées sur des instances
générées à l'aide de la géométrie stochastique. On peut donc se poser la question de
leur e�cacité sur des instances réelles. Nous comparons donc ici l'heuristique multi-
phase et les heuristiques hybrides sur deux instances réelles.

5.3.7.1 Adaptation de la méthodologie

Ici nous ne disposons en entrée que des coordonnées des clients et du NRA, ainsi
que des paramètres de coûts. Or, pour les heuristiques hybrides, nous avons besoin
de la densité de clients et de la densité de NRA a�n de calculer la densité optimale
de SR. Pour obtenir ces densités, nous allons utiliser l'idée introduite dans la section
4.1.2, à savoir calculer l'enveloppe convexe de l'ensemble des clients. Cette enveloppe
convexe nous fournit la surface de l'instance et nous pouvons alors calculer les densité
de clients et de NRA. L'intensité optimale du processus modélisant les SR est obte-
nue par formule et les réalisations du processus ont lieu à l'intérieur de l'enveloppe
convexe des clients. Les solutions des trois méthodes sont alors comparées.

Le calcul de la surface de l'instance a�ecte le calcul des densités et donc le nombre
de SR présents dans les solutions issues des heuristiques hybrides. Les clients des
instances réelles ne sont pas répartis de façon homogène, parfois même certaines
données peuvent être erronées, rendant l'enveloppe convexe mauvaise pour estimer
la surface de l'instance. A�n d'étudier cet impact nous avons e�ectué des tests où
quelques clients trop éloignés sont exclus du calcul de la surface de l'instance.

5.3.7.2 Résultats numériques

Nous présentons ici les résultats de l'heuristique multi-phase et des heuristiques
hybrides sur deux instances issues de données réelles : MNA et DAN. Ces deux
instances représentent plus de dix mille clients mais du fait de leur densité, il est
possible de les réduire respectivement à 1761 et 2965 clients auxquels sont a�ectés
des poids.

Le tableau 5.6 donne pour chacune des deux instances et pour chaque solution son
coût et le temps de calcul nécessaire pour l'obtenir. Pour les heuristiques hybrides
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MNA DAN

Solution Temps CPU Écart relatif Solution Temps CPU Écart relatif

Heuristique

multi-phase
8718622 1551 11526092 19196

Heuristique

hybride 1
9006729 68 3.30% 12237340 184 6.17%

Heuristique

hybride 2
8998141 1306 3.21% 11984180 3437 3.97%

Table 5.6 � Résultats sur deux instances issues de données réelles

Clients

NRA

Surface considérée

Figure 5.10 � Ajustement de la surface considérée pour le calcul des densités sur
DAN

est également précisé l'écart relatif avec la valeur de la solution de l'heuristique
multi-phase.

L'heuristique multi-phase est toujours e�cace sur l'instance MNA, où son temps de
calcul est d'un peu moins de 26 minutes. Il y a alors peu d'intérêt à utiliser une
heuristique hybride. En revanche, la taille plus importante de DAN fait exploser le
temps de calcul de l'heuristique multi-phase, et il peut être alors intéressant d'utiliser
la seconde heuristique hybride. On constate également que les heuristiques hybrides
sont un peu moins performantes pour DAN. Pour véri�er si cela est dû à une mauvaise
estimation de la densité des clients et du NRA, nous avons utilisé les heuristiques
hybrides avec une enveloppe convexe � ajustée � ne prenant pas en compte 4 clients,
comme illustré dans la �gure 5.10.

Les résultats des heuristiques hybrides s'améliorent sensiblement puisque leur écart
relatif avec la solution de l'heuristique multi-phase passe respectivement à 3, 81% et
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3, 08%. Un pré-traitement pour mettre de côté les clients isolés pourrait donc être
utile en cas d'utilisation des heuristiques hybrides sur des instances réelles.

Nous avons essayé d'utiliser la génération de colonnes centrale sur MNA pour obtenir
une borne inférieure. Le temps de calcul était malheureusement beaucoup trop long,
et nous avons dû stopper la résolution. La dernière borne inférieure obtenue indique
que la solution de l'heuristique multi-phase se trouve à moins de 10% de la valeur
optimale.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé un éventail de méthodes appropriées pour
résoudre un problème de localisation d'équipements réseau intermédiaires sur des ins-
tances de grandes tailles. Selon la taille des données et le temps de calcul disponible,
l'utilisation à la fois de l'optimisation combinatoire et de la géométrie stochastique
fournit une solution adéquate.

Pour les instances les moins grandes, quand le temps de calcul n'est pas un problème,
l'heuristique multi-phase adaptée de celle de [7] est celle qui fournit les solutions
de meilleure qualité. La qualité des solutions a été véri�ée sur des instances de
taille moyenne à l'aide de bornes inférieures obtenues par une nouvelle méthode de
génération de colonnes centrale stabilisée. Pour les besoins de cette approche de
génération de colonnes, nous avons résolu un nouveau sous-problème que nous avons
appelé : problème de Weber avec coût de raccordement maximal.

Au fur et à mesure que la taille des instances augmente, ou que le temps de calcul
disponible diminue, les heuristiques hybrides utilisant la modélisation du problème
à l'aide d'outils de géométrie stochastique se révèlent être de très bons compromis,
même sur les instances issues de données réelles.

Toutefois, en regardant la répartition des clients dans les instances réelles (voir �gure
5.10), on s'aperçoit qu'ils ne sont pas répartis de façon homogène et l'on peut même
deviner une voirie ou un réseau sous-jacent. Nous avons donc cherché à prendre en
compte cette voirie ou ce réseau existant dans les problématiques de localisation
d'équipements, ce qui nous a également amené à changer d'application pour passer
au réseau en �bre optique.

Ce second cas d'application avec prise en compte d'une infrastructure existante est
l'objet du chapitre suivant.



Chapitre 6

Déploiement d'un réseau d'accès

optique ftth 1 en présence

d'infrastructures existantes

6.1 Introduction

Dans le chapitre précédent la localisation des équipements s'e�ectuait dans le plan.
Ces modèles permettent des études à grande, et même très grande échelle. Mais les
hypothèses e�ectuées ne correspondent pas toujours à la réalité opérationnelle. À
l'issue de la section 5.3.7, nous avons noté la non-homogénéité de la distribution des
clients et l'existence d'une structure sous-jacente. Dans le cas des zones urbaines no-
tamment, les câbles ne peuvent passer partout. Ils suivent le plus souvent le réseau de
voirie. Une infrastructure (génie civil ou réseau existant) est également souvent déjà
présente sur la zone. Cette infrastructure in�uence non seulement le raccordement
des équipements entre eux mais également leur placement qui peut être restreint à
des sites bien précis. Nous voulions donc en tenir compte dans nos modèles.

Ceci nous a amené à changer d'application pour nous tourner vers le déploiement de
réseau optique ftth. En e�et, la ftth est un nouveau réseau et les investissements
nécessaire pour le déployer sont énormes, notamment les coûts de génie civil. Pour
cette raison, France Télécom cherche au maximum à réutiliser son génie civil existant
(i.e. les chambres et conduites déjà installées pour d'autres réseaux et où il reste de
la place pour faire passer des câbles optiques ) et le nouveau génie civil devra suivre
la voirie. Le déploiement de réseau ftth est donc une application où l'infrastructure
existante a une importance cruciale.

1. Fiber To The Home : désigne une architecture de réseau optique amenant la �bre optique
jusqu'au logement de l'abonné.

122
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Dans ce chapitre, nous présenterons d'abord les di�érentes architectures des réseaux
ftth. Ensuite, nous expliquerons les enjeux et les problématiques de conception de
réseaux rencontrées par France Télécom. La réalité opérationnelle étant complexe,
nous avons séparé le problème de conception de réseau ftth en deux problèmes :
le problème de localisation des coupleurs optiques ( les équipements intermédiaire
entre l'équipement central et les clients), et le problème d'a�ectation de câblage. Ces
deux problèmes sont présentés dans des sections séparées. En�n, nous présenterons
des résultats de tests e�ectués sur deux instances réelles où nos modèles sont utilisés
pour comparer deux choix d'architectures.

6.1.1 Le réseau d'accès ftth

L'utilisation des réseaux de télécommunications IP pour des usages de plus en plus
gourmands en bande passante (transfert de �chiers, streaming vidéo ou audio, cloud
computing, ...), ainsi que leur fusion progressive avec les réseaux de téléphonie �xe et
mobile, augmente le débit nécessaire aux utilisateurs. Pour répondre à ces besoins,
les opérateurs de télécommunications ont recours à la �bre optique pour remplacer
l'actuelle paire de cuivre. Pour permettre des débits toujours plus élevés la �bre
descend dans le réseau, de plus en plus près de l'abonné. Dans la �gure 6.1, on
voit que certaines architectures apportent la �bre aux environs du clients (fttn 2

ou fttc 3), d'autres vont plus loin jusqu'au bâtiment (fttb), et en�n la ftth va
jusqu'au logement de l'abonné.

La ftth est le choix le plus pérenne en terme d'évolution du débit car le client est
raccordé intégralement en �bre optique. Mais pour la même raison, c'est aussi le
choix nécessitant le plus d'investissements, car on ne réutilise pas du tout la paire
de cuivre du réseau téléphonique commuté.

Deux architectures ftth sont possibles pour relier les abonnés à l'équipement central
optique (nommé olt 4) :
Point à Point : chaque abonné est connecté à une �bre optique directement reliée

à l'équipement central.

Point à multi-point : une �bre sortant de l'olt passe par un ou plusieurs cou-
pleurs optiques passifs qui distribuent le débit d'une �bre en entrée sur plu-
sieurs �bres en sortie. Ainsi, un nombre de clients dépendant de la capacité
des coupleurs peuvent être connectés à l'olt par une même �bre.

France Télécom a fait le choix d'utiliser une architecture point à multi-point suivant
la norme gpon 5 avec un taux de partage de 1 : 64 (i.e. jusqu'à 64 clients peuvent être

2. Fiber To The Neighbourhood : la �bre va jusqu'au voisinage du client.
3. Fiber To The Curb : littéralement, la �bre va jusqu'au trottoir du client.
4. Optical Line Termination : Désigne l'équipement central optique agrégeant le tra�c de l'en-

semble des clients d'une zone.
5. Gigabit capable Passive Network Architecture
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Équipement 
central

Coupleur Optique

Armoire 
extérieure

FTTC 
Fiber To The Curb

FTTH
Fiber To The 
Home

FTTB
Fiber to the 
BuildingMatériel actif

Point à Point

Point à
Multipoint

cuivre

fibre optique

Figure 6.1 � Les di�érentes architectures FTTx
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connectés à une même �bre sortant de l'olt). Dans les pilotes actuels de déploiement
ftth, ce taux de partage est atteint en utilisant deux niveaux de coupleurs optiques
passifs 1 : 8 et nous avons un réseau hiérarchique à plusieurs niveaux :

1. Le nro (Noeud de Raccordement Optique ou nora : Noeud Optique de Rac-
cordement des Abonnés) est le lieu où est installé l'olt.

2. Les pdz (Points de Distribution de Zone) sont les endroits où sont installés le
premier niveau de coupleurs alimentés par des �bres venant de l'olt.

3. Les pe (Points d'éclatement) sont les endroits où sont regroupés les câbles
optiques d'un voisinage. Selon les règles d'ingénierie, des coupleurs de deuxième
niveau peuvent être installé dans ces endroits.

4. Les pri (Point de Raccordement d'Immeuble ou Point de Raccordement d'Ilôt)
sont les premiers point d'agrégation juste avant les abonnés. Ils sont soit placés
au pied des immeubles, soit à proximité de plusieurs habitations en cas de
logements individuels. Selon les règles d'ingénierie, des coupleurs de deuxième
niveau peuvent être installés dans ces endroits.

5. Les logements des abonnés.

Ces éléments sont représentés dans la �gure 6.2. Dans la liste des éléments du réseau,
on voit bien qu'à la fois les emplacements des coupleurs mais également le choix du
câblage, sont importants.

6.1.2 Problématiques et enjeux pour France Télécom

Le choix de la ftth entraîne le déploiement d'un tout nouveau réseau d'accès. Au-
cune partie des paires de cuivre du Réseau Téléphonique Commuté, utilisées à l'heure
actuelle pour le haut débit internet (adsl), n'est réutilisée. Les investissements sont
donc énormes, en particulier les coûts de génie civil.

Pour économiser grandement sur le génie civil, il est possible de réutiliser le génie
civil existant, c'est à dire les conduites déjà posées pour d'autres réseaux et où il
reste de la place pour faire passer des câbles optiques. C'est particulièrement le
cas en zone urbaine où France Télécom dispose d'un génie civil existant abondant.
Par conséquent, France Télécom ne veut poser de nouvelles conduites qu'en dernier
recours sur ces zones. Pour les zones moins denses, le génie civil existant peut ne
pas su�re et il faut donc l'intégrer à la problématique de déploiement. Mais même
dans ce cas les nouvelles conduites ne pourront passer n'importe où et devront le
plus souvent suivre la voirie.

Du fait du génie civil, l'infrastructure existante prend énormément d'importance
dans le déploiement du réseau d'accès ftth. Il est donc nécessaire de l'intégrer à nos
modèles. Nous ne pouvons plus e�ectuer une localisation des équipements n'importe
où dans le plan comme dans le chapitre précédent.
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Figure 6.2 � Les éléments de réseau d'accès FTTH dans l'architecture actuelle
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Actuellement, les pilotes de déploiement ftth s'appuient sur un ensemble de règles
d'ingénierie censées fournir un cadre de � bonnes pratiques � menant à un déploie-
ment e�cace. Ces règles portent sur la localisation des coupleurs, le cadre d'uti-
lisation du génie civil existant, le dimensionnement des noeuds du réseau où sont
installés les coupleurs, le choix des câbles et leur raccordement, etc... Certaines cor-
respondent à des contraintes techniques, d'autres à des choix d'architecture. Elles
sont issues des expérimentations sur le terrain. Elles doivent répondre au principaux
enjeux pour France Télécom :
� La réutilisation du génie civil existant ;
� Le choix d'une architecture pour le nombre, la localisation, et la capacité des
coupleurs optiques ;

� Le choix d'un plan de câblage pour raccorder les di�érents éléments du réseau
entre eux ;

� Accroître le taux d'éligibilité (le pourcentage de logements pouvant accéder à la
�bre optique par rapport à l'ensemble des logements de la zone.

Les modèles mathématiques que nous allons présenter dans ce chapitre ont pour but
d'aider à l'évaluation des règles d'ingénierie et des architectures en les comparant à
une solution � idéale � issue de la résolution de nos modèles. Pour fournir de bons
éléments de comparaison, nos modèles doivent donc s'approcher le plus possible des
exigences opérationnelles.

La taille des données étant importante, il est trop compliqué de prendre en compte
l'ensemble des enjeux dans un même modèle. Dans [35], les auteurs présentent une
heuristique pour optimiser à la fois la localisation de trois niveaux d'équipements :
des points de distribution (correspondant à nos pe), un seul niveau de coupleurs
optiques, et des points d'éclatement (correspondant hiérarchiquement à nos pdz )
où peuvent s'e�ectuer des raccords de câbles. Leur modèle ne prend pas en compte
d'infrastructure existante. L'heuristique se décompose en plusieurs phases. Elle lo-
calise d'abord les coupleurs, puis les points d'éclatements, et en�n les points de
distribution.

Dans [25], les auteurs proposent un modèle d'optimisation de réseau ftth localisant
dans le plan et dimensionnant un niveau de coupleurs. Le modèle présenté s'ap-
parente au problème de Weber multi-source avec des contraintes supplémentaires
sur la longueur maximale des liens et sur la capacité des équipements. Les auteurs
proposent une heuristique alternant localisation et allocation sur le principe de LO-
CALLOC (voir section 4.2).

Dans [24], les auteurs proposent un modèle de programmation linéaire en nombre
entiers pour optimiser le placement des coupleurs et le dimensionnement des câbles.
Un seul niveau de coupleurs est pris en compte et le graphe sous-jacent est un arbre.

Pour notre part, nous avons séparé la problématique de conception de réseau ftth
en deux parties :
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� Le problème de localisation de coupleurs optiques :
Dans ce problème, il s'agit de trouver le nombre et les emplacements des coupleurs
optiques, ainsi que le raccordement des di�érents éléments par des �bres optiques
(et éventuellement où rajouter de nouvelles conduites). Le but est de minimiser les
coûts d'installation et de réutiliser le génie civil existant. Deux simpli�cations sont
faites : la problématique du câblage n'est pas considérée (i.e. les �bres sont instal-
lées de façon individuelles), ni la problématique de l'éligibilité (i.e. on considère
que la cible de clients à raccorder a été prouvée éligible par un autre moyen).

� Le problème d'a�ectation de câblage :
Ce problème prend en entrée la solution du problème de localisation de coupleurs
optiques et détermine le câblage de moindre coût en prenant en compte l'impact
des épissures ou soudures (connections entre deux câbles) sur l'éligibilité.

Ces deux problèmes sont présentés dans les sections suivantes. Nous présenterons
ensuite l'évaluation de ces modèles sur deux instances réelles.

6.2 Problème de localisation de coupleurs optiques

La partie accès d'un réseau ftth, située entre l'olt 6 et les pri 7, se présente sous la
forme d'un réseau hiérarchique. Entre les deux, nous trouvons deux ou trois niveaux
de coupleurs optiques passifs (i.e. non alimenté électriquement), selon l'architecture
choisie. Il y a plusieurs types de coupleurs qui démultiplient une �bre en 2, 4, 8, ou
16 �bres en sortie. Pour une �bre partant de l'olt, nous voulons pouvoir satisfaire
au maximum 64 clients. On dit que nous voulons avoir un taux de partage de 1 : 64
.

Une des particularités de notre problème est que nous disposons d'un graphe G
représentant un réseau de génie civil existant (i.e. un ensemble de conduites et de
chambres en béton dans lequel on peut faire passer les �bres et installer les coupleurs)
et/ou une voirie, et sur lequel se trouvent l'olt et les pri. Chaque arête de ce graphe
a une longueur et une capacité représentant le nombre maximum de �bres optiques
pouvant transiter dans les conduites existantes le long de cette arête. Ces capacités
empêchent de représenter un lien entre deux éléments du réseau par une seule arête
directe. Ceci implique une topologie de réseau du type arbre-arbre-arbre (pour deux
niveaux de coupleurs), et non arbre-étoile ou étoile-étoile comme c'est plus souvent
le cas dans la littérature.

L'objectif de l'ensemble des modèles présentés dans cette section est de trouver les

6. Optical Line Terminal : concentrateur regroupant le tra�c venant des clients pour le trans-
mettre au coeur du réseau.

7. Point de Raccordement Immeuble/Îlot. Ordinairement placé au pied du bâtiment dont il
agrège les demandes (PRImmeuble), il peut également servir à agréger de faibles demandes issues
de plusieurs petits bâtiments (PRÎlot).
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Figure 6.3 � Exemple d'instance avec une solution admissible

emplacements et le nombre de coupleurs optiques, ainsi que les �bres déployées, de
façon à minimiser le coût des coupleurs et des �bres. Un exemple de génie civil
existant et de solution de déploiement est présenté dans la �gure . Il est également
possible de considérer dans l'objectif le coût du nouveau génie civil si l'on autorise
à augmenter la capacité des conduites existantes.

Dans un premier temps nous présenterons un modèle de base, où le nombre de �bres
installées doit respecter la capacité existante (c-à-d sans nouveau génie civil), et
où les pri sont nécessairement raccordés à l'olt en passant par deux coupleurs. Un
ensemble d'inégalités valides est proposé pour ce modèle. Nous présentons ensuite une
variante de ce modèle destinée à prendre en compte la volonté des opérationnels de
dimensionner les coupleurs par rapport à une estimation du pourcentage d'abonnés.
En�n, nous présentons des modèles permettant la pose de nouvelles conduites et/ou
les connections point à point (i.e. les pri peuvent être connectés directement à l'olt
sans passer par des coupleurs).

6.2.1 Problèmes proches

Notre problème de localisations de coupleurs optiques est proche de nombreux pro-
blèmes d'optimisation dans les réseaux. En occultant certains aspects du problème,
des problèmes classiques apparaissent.
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Sans capacité sur les arêtes : Le graphe du génie civil existant peut alors être
remplacé par un graphe complet dont les arêtes ont pour longueur celle du plus
court chemin entre les deux sommets dans le graphe de génie civil. La topologie
du réseau se transforme alors en étoile-étoile-étoile et le problème en variante
du problème de localisation d'équipements avec capacités. Dans cette variante,
les équipements doivent être dimensionnés (plusieurs coupleurs peuvent être
placés sur le même site), et il y a deux niveaux d'équipements.

Sans coupleurs : Pour une architecture point-à-point où chaque client serait relié
par une �bre individuelle, il n'y a plus de coupleurs à placer. Dans ce cas,
on considère uniquement le routage des �bres et le creusement éventuel de
nouvelles tranchées. On retombe alors sur des modèles de conception de réseaux
d'accès classiques comme ceux présentés dans la section 3.1, par exemple dans
[36].

Sans nouveau génie civil : Si l'on s'interdit la création de nouvelles tranchées,
alors on peut rapprocher le problème d'un problème de �ot généralisé entier
dans un graphe G′ (V ′, E′) obtenu à partir du graphe du génie civil existant
G (V,E). Pour obtenir G′, on prend trois copies orientées de G : G1 = (V1, E1),
G2 = (V2, E2), et G3 = (V3, E3). Chacune de ces copies correspond à un niveau
de �bres optiques. Toutes les arêtes de ces copies ont la capacité de l'arête
copiée et un multiplicateur de 1 (i.e. le �ot de �bres entrant est égal au �ot
sortant). Notons fi : V → Vi, i = 1, 2, 3 les bijections qui associe à chaque
élément de V sa copie dans Vi. Pour passer d'un niveau de �bres à l'autre, nous
allons ajouter les ensembles d'arêtes suivantes : E12 = {(f1(x), f2(x)) | x ∈ V }
et E23 = {(f2(x), f3(x)) | x ∈ V }. Ces deux ensembles représentent les deux
niveaux de coupleurs. Les arêtes de E12 (respectivement E23) ont une capacité
in�nie et un multiplicateur correspondant à la capacité des coupleurs de niveau
1 (respectivement de niveau 2). Au �nal on a : V ′ = V1 ∪ V2 ∪ V3, E′ = E1 ∪
E2∪E3∪E12∪E23. Sur la �gure 6.4 est représenté le graphe G′ correspondant
à l'exemple de la �gure 6.3.

Notre problème de localisation de coupleurs optiques généralise donc plusieurs pro-
blèmes di�ciles rencontrés en optimisation des réseaux. C'est à la version sans nou-
veau génie civil que nous allons d'abord nous intéresser en proposant un premier
modèle.

6.2.2 Modèle de base

Dans les zones denses, la pose de nouvelles conduites coûte extrêmement cher. On
compte donc sur le génie civil existant pour faire passer la totalité des �bres optiques.

Le génie civil existant est décrit de la façon suivante. Un ensemble de chambres en
béton sont réparties sur la zone. Les chambres sont reliées entre elles par des tronçons
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Figure 6.4 � Représentation du graphe G′ dans le cas de l'exemple de la �gure 6.3
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artères. Chaque tronçon artère est constitué d'un ensemble d'alvéoles qui sont autant
de conduites dans lesquelles peuvent passer des câbles optiques. Ces alvéoles sont
parfois occupées par des câbles d'autres réseaux ou d'autres opérateurs. Leur capacité
en nombre de �bres est donc variable.

Nous allons présenter une formulation s'appuyant sur trois niveaux de �bres, repré-
sentés chacun par des variables de �ots. Les trois niveaux correspondent chacun à
un niveau dans la hiérarchie du réseau :

1. le premier représente les �bres allant de l'olt aux coupleurs de premier niveau ;

2. le second celles allant des coupleurs de premier niveau aux coupleurs de second
niveau ;

3. le dernier représente les �bres issues des coupleurs de second niveau

Dans ce modèle, les coupleurs peuvent être placés uniquement dans les chambres
et les demandes ne peuvent être satisfaites que par des �bres de niveau 3 (pas de
connexion en point à point).

Soit G(V,E) un graphe non orienté représentant le génie civil existant. Ses sommets
sont indicés de 0 à n. Le sommet d'indice 0 est celui où se trouve l'olt. Soit C ⊆ V
l'ensemble des sommets correspondant aux pri (ci-après dénommés clients). Soit S ⊆
V l'ensemble des sommets pouvant accueillir des coupleurs. On dé�nit les variables
et les notations suivantes :

� fkij k = 1, 2, 3 : variables entière représentant le nombre de �bres optiques de
niveau k empruntant l'arête (i, j) ∈ E de i vers j ;

� zki k = 1, 2 : variables entières indiquant le nombre de coupleurs de niveau k
installés sur le sommet i ∈ S ;

� dij : la longueur en mètre de l'arête (i, j) ∈ E ;
� Ck : le coût d'installation d'un coupleur de niveau k ;
� ck : la capacité d'un coupleur de niveau k ;
� Fi : le coût au mètre d'une �bre optique de niveau i (ce prix par �bre est obtenu en
divisant les prix des câbles prévus pour les di�érents niveaux par leur capacité) ;

� ai : entier représentant la demande du sommet i (nulle si i /∈ C) ;
� bij : le nombre de �bres pouvant passer par l'arête (i, j) dans des tuyaux existants.

Le problème de localisation de coupleurs optiques se modélise sous la forme du
programme linéaire en nombres entiers suivant :
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(LCO)



min
F,z

∑
i∈S

(C1 z1
i + C2 z2

i ) +
∑

(i,j)∈E

dij .
3∑

k=1

F k(fkij + fkji)

s.c. :

z1
i =

∑
j 6=i

f1
ji −

∑
j 6=i

f1
ij ∀i ∈ S\{0} (6.1)

z2
i ≤

∑
j 6=i

f2
ji −

∑
j 6=i

f2
ij + c1 z1

i ∀i ∈ S (6.2)

ai ≤
∑
j 6=i

f3
ji −

∑
j 6=i

f3
ij + c2 z2

i ∀i ∈ S (6.3)

0 =
∑
j 6=i

f1
ji −

∑
j 6=i

f1
ij ∀i ∈ V \ (S ∪ {0}) (6.4)

0 =
∑
j 6=i

f2
ji −

∑
j 6=i

f2
ij ∀i ∈ V \S (6.5)

ai =
∑
j 6=i

f3
ji −

∑
j 6=i

f3
ij ∀i ∈ V \S (6.6)

3∑
k=1

(fkij + fkji) ≤ bij ∀(i, j) ∈ E (6.7)

fkij , zki ∈ N

Les contraintes (6.1) et (6.4) assurent :

� que chaque coupleur de niveau 1 est alimenté par une �bre de niveau 1 ;
� la conservation du �ot de niveau 1 lorsqu'aucun coupleur n'est installé sur le
sommet i.

Les contraintes (6.2) et (6.5) reprennent le même principe pour les coupleurs de
niveau 2 et le �ot de niveau 2 en ajoutant les �bres de niveau 2 issues de coupleurs
de niveau 1. Les contraintes (6.3) et (6.6) s'assurent que la demande en �bres du
sommet i est satisfaite, ou que le �ot de niveau 3 est conservé si la demande est nulle.
Les contraintes (6.2) et (6.3) sont des inégalités car un coupleur peut être utilisé en
dessous de sa capacité. Les contraintes (6.7) assurent qu'il y a su�samment de place
libre pour faire passer les �bres sur l'arête (i, j).

Notons que dans ce modèle, il est tout à fait possible d'installer des coupleurs de
niveau 2 sur le même sommet que des coupleurs de niveau 1, et d'alimenter les pre-
miers avec des �bres directement issus des derniers. Notons également que l'ensemble
de l'infrastructure est dimensionnée pour un taux de pénétration de 100% (i.e. en
considérant que tous les clients potentiels souscriront à l'o�re ftth).
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6.2.2.1 Inégalités valides basées sur les équations de �ots

Dans cette section nous présentons des inégalités valides pour notre problème basées
sur le principe des inégalités mixed-integer rounding (voir par exemple [46]).

Résultats préliminaires On considère S l'ensemble des points (x,y) satisfaisant :{
dx +y ≥ a
x ∈ N y ∈ N

avec a ∈ N, d ∈ N.

Le polyèdre P dé�ni par les inégalités suivantes :

{
dx +y ≥ a
x ≥ 0 y ≥ 0

, contient S.

Considérons maintenant l'inégalité suivante :

rx + y ≥ r(q + 1) (6.8)

avec r et q le reste et le quotient de la division entière de a par d : a = q×d+ r avec
0 ≤ r < d.

Proposition : L'inégalité (6.8) est valide pour S .

Démonstration :

On a :
dx + y ≥ a⇔ y ≥ (q − x)× d+ r

et (6.8)⇔ y ≥ (q − x)× r + r

x étant entier, il se produit de deux chose l'une :
� soit x ≤ q, et on a alors :

y ≥ (q − x)× d+ r

r < d

q − x ≥ 0

⇒ y ≥ (q − x)× r + r

et donc l'inégalité (6.8) est valide.
� soit x ≥ q + 1 , et alors :

(q − x)× r + r ≤ −r + r = 0
y ≥ 0

}
⇒ (6.8)

On voit dans cette démonstration que l'inégalité proposée tronque le polyèdre P
dans la région q < x < q + 1, comme illustré dans la �gure 6.5.
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y

x

a = 5
d = 3

q = 1
r = 2

3.x + y = 5

2.x + y = 2

région coupée

Figure 6.5 � Illustration d'une inégalité valide obtenue par rotation

Exemples d'application Soit A un ensemble de sommets i ∈ V \{0}. Lorsqu'on
additionne les équations (6.1) et (6.4) pour i ∈ A les �ots f1

ij et f1
ji pour i, j ∈ A

s'annulent. Il en va de même pour les contraintes des niveaux 2 et 3.

1. Pour le niveau 3, On obtient :∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

f3
ji −

∑
i∈A,j /∈A

f3
ij + c2

∑
i∈A∩S

z2
i

⇒
∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

f3
ji + c2

∑
i∈A∩S

z2
i (6.9)

En posant x =
∑
i∈A∩S

z2
i , y =

∑
i∈A,j /∈A

f3
ji, et a =

∑
i∈A

ai on obtient une inégalité

de la forme c2x +y ≥ a avec x,y ∈ N. On peut alors créer une inégalité
valide selon la formule du paragraphe précédent :(

a−
⌊ a
c2

⌋
c2
)⌈ a

c2

⌉
≤

∑
i∈A,j /∈A

f3
ji +

(
a−

⌊ a
c2

⌋
c2
) ∑
i∈A∩S

z2
i (6.10)
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2. En utilisant les inégalités de �ots du niveau 2 i ∈ A, on a :∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

f3
ji + c2

∑
i∈A∩S

z2
i

⇒
∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

f3
ji + c2

 ∑
i∈A,j /∈A

f2
ji −

∑
i∈A,j /∈A

f2
ij + c1

∑
i∈A∩S

z1
i


⇒
∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

(
f3
ji + c2f2

ji

)
+ c2c1

∑
i∈A∩S

z1
i (6.11)

En posant x =
∑
i∈A∩S

z1
i , y =

∑
i∈A,j /∈A

(
f3
ji + c2f2

ji

)
, et a =

∑
i∈A

ai on obtient une

inégalité de la forme c2c1x +y ≥ a avec x,y ∈ N. On peut alors créer une
inégalité valide selon la formule du paragraphe précédent :(
a−

⌊ a

c2c1

⌋
c2c1

)⌈ a

c2c1

⌉
≤

∑
i∈A,j /∈A

(
f3
ji + c2f2

ji

)
+
(
a−

⌊ a

c2c1

⌋
c2c1

) ∑
i∈A∩S

z1
i

(6.12)

3. On pourrait générer d'autres inégalités valides en combinant de façon di�érente
les contraintes de �ots.

6.2.3 Réduction du graphe sous-jacent

Le graphe représentant le génie civil existant et ou la voirie est un graphe de très
grande taille (de mille à plusieurs milliers de sommets) mais très creux, même si ce
n'est pas un arbre. Il contient donc de nombreux sommets de degré 2, parfois sans
demande, dont un certain nombre peuvent être fusionnés car ils n'in�uent pas sur
a solution. Des réductions du graphe peuvent donc être e�ectuées à la manière de
celles pratiquées pour le problème de l'arbre de Steiner (voir [21]).

Propriété 6.1. Si le sommet v de degré 1 n'a pas de demande (av = 0), alors dans
la solution optimale du problème on a :

fk∗vu = fk∗uv = 0, (v, u) ∈ E,∀k = 1 . . . 3 et zk∗v = 0,∀k = 1 . . . 3

Démonstration

Supposons qu'on dispose d'une solution optimale pour laquelle on a :

∃k ∈ [1; 3] | fk∗vu 6= 0 ou ∃k ∈ [1; 3] | zk∗v = 0
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Construisons alors la solution
(
f̂ , ẑ
)
de la façon suivante :

∀k = 1 . . . 3,


f̂kvu = f̂kuv = ẑkv = 0
ẑku = zk∗u + zk∗v
f̂kij = fk∗ij , f̂

k
ji = fk∗ji ∀(i, j) ∈ E, (i, j) 6= (v, u)

ẑki = zk∗i ∀i 6= u, i 6= v

Les seules contraintes a�ectées sont les contraintes de �ots de chaque niveau pour
les sommets u et v. Pour le sommet v, on a :

ẑ1
v = 0 = 0 = f̂1

uv − f̂1
vu

ẑ2
v = 0 ≤ 0 = f̂2

uv − f̂2
vu + c1 ẑ1

v

0 ≤ 0 = f̂3
uv − f̂3

vu + c2 ẑ2
v

Les contraintes sont donc satisfaites pour v. Pour le sommet u, on a :

ẑ1
u = z1∗

u + z1∗
v

(avec la contrainte (6.1) pour u) =
∑
j 6=u,v

f1∗
ju −

∑
j 6=u,v

f1∗
uj + f1∗

vu − f1∗
uv + z1∗

v

(avec la contrainte (6.1) pour v) =
∑
j 6=u,v

f̂1
ju −

∑
j 6=u,v

f̂1
uj + f1∗

vu − f1∗
uv + f1∗

uv − f1∗
vu

(avec la dé�nition de f̂1
ij) =

∑
j 6=u

f̂1
ju −

∑
j 6=u

f̂1
uj

ẑ2
u = z2∗

u + z2∗
v

(avec la contrainte (6.2) pour u) ≤
∑
j 6=u,v

f2∗
ju −

∑
j 6=u,v

f2∗
uj + f2∗

vu − f2∗
uv + c1z1∗

u + z2∗
v

(avec la contrainte (6.2) pour v) ≤
∑
j 6=u,v

f̂2
ju −

∑
j 6=u,v

f̂2
uj + f2∗

vu − f2∗
uv + f2∗

uv − f2∗
vu + c1

(
z1∗
u + z1∗

v

)
(avec la dé�nition de f̂2

ij et de ẑ
1
u) ≤

∑
j 6=u

f̂2
ju −

∑
j 6=u

f̂2
uj + c1ẑ1

u

(contrainte (6.3) pour u) au ≤
∑
j 6=u,v

f3∗
ju −

∑
j 6=u,v

f3∗
uj + f3∗

vu − f3∗
uv + c2z2∗

u

(avec la contrainte (6.3) pour v) ≤
∑
j 6=u,v

f3∗
ju −

∑
j 6=u,v

f3∗
uj + f3∗

vu − f3∗
uv + c2z2∗

u + c2z2∗
v + f3∗

uv − f3∗
vu

(avec la dé�nition de f̂3
ij et de ẑ

2
u) ≤

∑
j 6=u

f̂3
ju −

∑
j 6=u

f̂3
uj + c2ẑ2

u
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La solution
(
f̂ , ẑ
)
respecte donc l'ensemble des contraintes du problème, tout en

faisant l'économie des �bres installées sur l'arête (u, v). La solution (f∗, z∗) n'est
donc pas optimale.

La première phase de réduction consiste donc à retirer successivement les sommets
de degré 1 sans demande du graphe G. Retirer ces sommets peut faire apparaître de
nouveaux sommets de degré 1 qui sont retirés à leur tour.

Passons maintenant au sommets de degré 2 sans demande dont les arêtes incidentes
ont la même capacité.

Propriété 6.2. Si le sommet v de degré 2 n'a pas de demande (av = 0), et si ses
deux arêtes incidente (u, v) et (v, w) ont la même capacité alors il existe une solution
optimale du problème qui véri�e :

zk∗v = 0,∀k = 1 . . . 3

Démonstration

Supposons que l'on dispose d'une solution optimale où :

∃k = 1 . . . 3 | zk∗v > 0

Supposons sans perte de généralité que cette solution véri�e :

3∑
k=1

F k
(
fk∗vu + fk∗uv

)
≥

3∑
k=1

F k
(
fk∗wv + fk∗vw

)
Considérons alors la solution

(
f̂ , ẑ
)
construite de la façon suivante :

∀k = 1 . . . 3,



ẑkv = 0
ẑku = zk∗u + zk∗v
f̂kuv = fk∗vw, f̂

k
vu = fk∗wv (possible car les deux arêtes ont la même capacité)

f̂kij = fk∗ij , f̂
k
ji = fk∗ji ∀(i, j) ∈ E, (i, j) 6= (v, u)

ẑki = zk∗i ∀i 6= u, i 6= v

La di�érence de coût entre la solution
(
f̂ , ẑ
)
et la solution optimale est négative :

2∑
k=1

Ck
(
ẑkk + ẑku − zk∗u − zk∗v

)
+

3∑
k=1

F k
(
f̂kuv + f̂kvu − fk∗uv − fk∗vu

)
=

3∑
k=1

F k
(
fk∗vw + fk∗wv

)
−

3∑
k=1

F k
(
fk∗uv + fk∗vu

)
≤ 0
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La solution est donc meilleure. Véri�ons maintenant qu'elle véri�e les contraintes.
Les seules contraintes a�ectées sont celles des sommets u et v. La contraintes de
capacité sur (u, v) est respectée puisque celle de (w, v) est respectée par la solution
optimale. Considérons maintenant les contraintes de �ots pour le sommet v :

f̂1
uv + f̂1

wv − f̂1
vu − f̂1

vw =f1∗
vw + f1∗

wv − f1∗
wv − f1∗

vw

=0 = ẑ1
v

f̂2
uv + f̂2

wv − f̂2
vu − f̂2

vw + c1 ẑ1
v =f2∗

vw + f2∗
wv − f2∗

wv − f2∗
vw

=0 ≥ 0 = ẑ2
v

f̂3
uv + f̂3

wv − f̂3
vu − f̂3

vw + c2 ẑ2
v =f3∗

vw + f3∗
wv − f3∗

wv − f3∗
vw

=0 ≥ 0 = av

Les contraintes de �ots sont donc respectées pour le sommet v. Passons maintenant
au sommet u :

∑
i 6=u,i 6=v

f̂1
iu −

∑
i 6=u,i 6=v

f̂1
ui + f̂1

vu − f̂1
uv =

∑
i 6=u,i 6=v

f1∗
iu −

∑
i 6=u,i 6=v

f1∗
ui + f1∗

wv − f1∗
vw

=
∑
i 6=u

f1∗
iu −

∑
i 6=u

f1∗
ui + f1∗

uv + f1∗
wv − f1∗

vw − f1∗
vu

=z1∗
u + z1∗

v = ẑ1
u∑

i 6=u,i 6=v
f̂2
iu −

∑
i 6=u,i 6=v

f̂2
ui + f̂2

vu − f̂2
uv + c1 ẑ1

u =
∑

i 6=u,i 6=v
f2∗
iu −

∑
i 6=u,i 6=v

f2∗
ui + f2∗

wv − f2∗
vw + c1z1∗

u + c1z1∗
v

=
∑
i 6=u

f2∗
iu −

∑
i 6=u

f2∗
ui + c1z1∗

u + f2∗
uv + f2∗

wv − f2∗
vw − f2∗

vu + c1z1∗
v

≥z2∗
u + z2∗

v = ẑ2
v∑

i 6=u,i 6=v
f̂3
iu −

∑
i 6=u,i 6=v

f̂3
ui + f̂3

vu − f̂3
uv + c2ẑ2

u =
∑

i 6=u,i 6=v
f3∗
iu −

∑
i 6=u,i 6=v

f3∗
ui + f3∗

wv − f3∗
vw + c2z2∗

u + c2z2∗
v

=
∑
i 6=u

f3∗
iu −

∑
i 6=u

f3∗
ui + c2z2∗

u + f3∗
uv + f3∗

wv − f3∗
vw − f3∗

vu + c2z2∗
v

≥au + av = au

La solution
(
f̂ , ẑ
)
respecte donc toutes les contraintes et présente un coût inférieur

ou égal à la solution optimale.
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La propriété (6.2) permet de réduire toute chaîne sans demande et de capacité uni-
forme à une seule arête.

Une heuristique de réduction a également été testée sur les graphes de voirie (plus
grands que les graphes de génie civil existant). Elle consiste à éliminer tout sommet
n'appartenant à aucun des plus courts chemins entre les sommets appartenant à
l'ensemble {0} ∪ C (clients et olt). Cette réduction permet d'éliminer des parties
du graphe qui sont sans demande et qui sont plus complexes que des chaînes. En
revanche, elle ne garantie pas la conservation de la solution optimale.

Nous présentons ici d'autres propriétés intéressantes sur la solution optimale même
si elles ne permettent pas une réduction du graphe.

Propriété 6.3. Dans toute solution optimale, j'ai la propriété suivante :

fk∗ij ≥ 1⇒ fk∗ji = 0 (6.13)

Démonstration.

Supposons qu'il existe i, j, et k tels que :

fk∗ij ≥ 1 et fk∗ji ≥ 1

On peut supposer sans perte de généralité que fk∗ij ≤ fk∗ji . Alors la solution de
déploiement où l'on e�ectue le changement suivant :

fkij = 0 et fkji = fk∗ji − fk∗ij

respecte toutes les contraintes et présente un coût inférieur de 2F kdijfk∗ij à celui de
la solution optimale. Il y a donc une contradiction.

De façon plus générale, il est possible de montrer qu'il n'y a pas de circuit de �bres
dans la solution optimale.

Propriété 6.4. Dans la solution optimale, il n'existe pas de séquence d'indice de
sommets (v1, . . . , vp) telle que :

f l∗v1v2 ≥ 1, f l∗v2v3 ≥ 1, . . . , f l∗vp−1vp
≥ 1, f l∗vpv1 ≥ 1 (6.14)

Démonstration

Supposons que l'on dispose d'une solution véri�ant (6.14). Par commodité notons
vp+1 = v0 = v1. Sans perte de généralité, supposons que :

min
{

min
i=1...p

f l∗vivi+1

}
= f l∗v1v2
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Considérons la solution
(
f̂ , ẑ
)
suivante :

ẑki = zk∗i ∀k = 1 . . . 3,∀i ∈ V
f̂ lvivi+1

= f l∗vivi+1
− f l∗v1v2 ∀i = 1 . . . p

f̂ lv1v2 = 0
f̂kij = fk∗ij ∀k = 1 . . . 3,∀(i, j) ∈ E \ {(vi, vi+1) | i = 1 . . . p}

Véri�ons que cette solution satisfait les contraintes. Les seuls sommets a�ectés sont
les sommets (v1, . . . , vp). Pour les sommets {vi, i = 1 . . . p} on a :∑
j 6=vi

f̂ ljvi
−
∑
j 6=vi

f̂ lvij =
∑

j 6=vi,j 6=vi−1

f l∗jvi
+
(
f l∗vi−1vi

− f l∗v1v2
)
−

∑
j 6=vi,j 6=vi+1

f l∗vij −
(
f l∗vivi+1

− f l∗v1v2
)

=
∑
j 6=vi

f l∗jvi
−
∑
j 6=vi

f l∗vij

Par conséquent, pour tout sommet i ∈ V :∑
j 6=i

f̂1
ji −

∑
j 6=i

f̂1
ij =

∑
j 6=i

f1∗
ji −

∑
j 6=i

f1∗
ij

=z1∗
i = ẑ1

i∑
j 6=i

f̂2
ji −

∑
j 6=i

f̂2
ij + c1ẑ1

i =
∑
j 6=i

f2∗
ji −

∑
j 6=i

f2∗
ij + c1z1∗

i

≥z2∗
i = ẑ2

v∑
j 6=i

f̂3
ji −

∑
j 6=i

f̂3
ij + c2ẑ2

i =
∑
j 6=i

f3∗
ji −

∑
j 6=i

f3∗
ij + c2z2∗

i

≥ai

Les contraintes de �ots sont donc respectées par la solution
(
f̂ , ẑ
)
. Les contraintes

de capacité sont également respectées puisque le nombre de �bres passant sur une

arête dans la solution
(
f̂ , ẑ
)
est inférieur ou égal aux �bres passant sur l'arête dans

la solution optimale. On a donc une solution respectant les contraintes et avec moins
de �bres, donc un coût inférieur.

6.2.4 Dimensionnement des coupleurs

Les premières règles d'ingénierie prévoient de dimensionner les câbles à 100% mais
pas les coupleurs. En e�et, la �bre doit être amenée chez chaque client potentiel
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mais seulement une partie d'entre eux souscriront à l'o�re ftth. S'il est compliqué
de rajouter des câbles au fur et à mesure de l'augmentation du nombre de clients, il
est facile de rajouter des coupleurs aux endroits où il y en a déjà, si les câbles sont
déjà en place. Les coupleurs de niveau 2 seront donc dimensionnés pour un taux de
pénétration cible donné, noté cible2 et compris entre 0 et 1. C'est à dire que pour
un immeuble avec une demande de 100, on installera des coupleurs que pour une
demande de d100× cible2e.

Pour les coupleurs de niveau 1, c'est plus complexe. Les coupleurs de niveau 1 sous-
utilisés (si les souscriptions sont inférieures localement au taux de pénétration cible)
induisent en pratique un surcoût au niveau de l'olt. Tout comme les coupleurs de
niveau 2, on veut donc réduire le nombre de coupleurs de niveau 1 installés mais,
l'enjeu en terme de coût étant plus important, la réduction sera plus grande. Dans
l'idéal, chaque coupleur de niveau 1 devrait être utilisé à plus de 50%. En l'absence
de prévisions exactes sur la répartition des futurs souscripteurs, il est di�cile de
savoir combien installer de coupleurs et où. Nous ferons donc preuve de prudence
en considérant un second taux de pénétration cible1, inférieur au premier, qui sera
utilisé pour dimensionner les coupleurs de niveau 1.

Pour tenir compte de ces règles dans nos modèles, on crée de nouvelles variables w1
i

et w2
i correspondant au nombre de coupleurs qui seront e�ectivement installés sur

le sommet i après dimensionnement. Avec ces variables, on modi�e le modèle de la
façon suivante :
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(LCOdim)



min
F,z

∑
i∈S

(C1 w1
i + C2 w2

i ) +
∑

(i,j)∈E

dij .
3∑

k=1

F k(fkij + fkji)

s.c. :

z1
i =

∑
j 6=i

f1
ji −

∑
j 6=i

f1
ij ∀i ∈ S\{0} (6.1)

z2
i ≤

∑
j 6=i

f2
ji −

∑
j 6=i

f2
ij + c1 z1

i ∀i ∈ S (6.2)

ai ≤
∑
j 6=i

f3
ji −

∑
j 6=i

f3
ij + c2 z2

i ∀i ∈ S (6.3)

0 =
∑
j 6=i

f1
ji −

∑
j 6=i

f1
ij ∀i ∈ V \ (S ∪ {0}) (6.4)

0 =
∑
j 6=i

f2
ji −

∑
j 6=i

f2
ij ∀i ∈ V \S (6.5)

ai =
∑
j 6=i

f3
ji −

∑
j 6=i

f3
ij ∀i ∈ V \S (6.6)

0 ≤ 1
cible1

w1
i − z1

i ∀i ∈ S (6.15)

0 ≤ 1
cible1

w2
i − z2

i ∀i ∈ S (6.16)

3∑
k=1

(fkij + fkji) ≤ bij ∀(i, j) ∈ E (6.7)

fkij , zki ∈ N

Par rapport au modèle de base (LCO), les variables z1
i et z2

i ont été remplacées dans
l'objectif par les variables w1

i et w2
i . Les contraintes (6.15) et (6.16) ont également été

rajoutées au modèle. Ces dernières imposent que le nombre de coupleurs de niveau
k installé sur un noeud i soit égal à : wk

i =
⌈
ciblek × zki

⌉
.

Ces contraintes de dimensionnement vont malheureusement dégrader la qualité de
la relaxation continue. En e�et, en continu il est possible d'installer des fractions de
coupleurs correspondant exactement au besoin. Par exemple si dans une solution on
a z1

i = 1, il su�t d'avoir w1
i = 1/cible1 pour satisfaire la contrainte (6.15).

Il serait donc intéressant d'étendre les inégalités valides de la section précédente de
façon à inclure les variables w1

i . En utilisant les nouvelles contraintes de dimen-
sionnement (6.15) et (6.16) avec les inégalités (6.9) et (6.11) donnent les inégalités
suivantes :
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∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

f3
ji +

c2

cible2

∑
i∈A∩S

w2
i (6.17)

∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

(
f3
ji + c2f2

ji

)
+

c2c1

cible1

∑
i∈A∩S

w1
i (6.18)

En appliquant alors le principe détaillé dans la section (6.2.2.1), on obtient les in-
égalités valides suivantes :(
a−

⌊
cible2 a

c2

⌋
c2

cible2

)⌈
cible2 a

c2

⌉
≤

∑
i∈A,j /∈A

f3
ji +

(
a−

⌊
cible2 a

c2

⌋
c2

cible2

) ∑
i∈A∩S

w2
i

(6.19)(
a−

⌊
cible1 a

c2c1

⌋
c2c1

cible1

)⌈
cible1 a

c2c1

⌉
≤

∑
i∈A,j /∈A

(
f3
ji + c2f2

ji

)
+
(
a−

⌊
cible1 a

c2c1

⌋
c2c1

cible1

) ∑
i∈A∩S

w1
i

(6.20)

Dans l'exemple de la �gure 6.6, on pourrait rajouter l'inégalité (6.18) pour l'ensemble
A = {1, 2} :(

112−
⌊

0, 16× 112
8× 8

⌋
8× 8
0, 16

)⌈
0, 16× 112

8× 8

⌉
≤ f3

32 + 8f2
32 +

(
112−

⌊
0, 16× 112

8× 8

⌋
8× 8
0, 16

)(
w1

1 + w1
2

)
⇔112 ≤ f3

32 + 8f2
32 + 112×

(
w1

1 + w1
2

)
Dans l'exemple, le terme de droite vaut 112×0, 32 < 112. L'inégalité rajoutée coupe
donc cette solution fractionnaire.

Des comparaisons avec les solutions du modèle avec dimensionnement à 100% per-
mettront de voir les économies réalisées dans l'achat de coupleurs, et de juger de la
validité des règles actuelles de localisation des coupleurs de niveaux 1et 2. Le taux
de pénétration à prendre en compte pour chaque niveau de coupleurs fait partie des
paramètres à passer au modèle.

On cherche en fait ici a dimensionner de façon prudente en tenant compte de l'incer-
titude de la demande �nale. Plus on sous-estime la demande, plus les investissements
seront chers sur le long terme mais moins on investit en premier lieu. La �gure 6.7
illustre ce fait.

Pour un taux de pénétration �nal donné, il est possible d'établir une courbe pré-
sentant le coût de déploiement initial et le coût �nal selon le taux de pénétration
initial pris en compte. Avec une meilleure connaissance de la distribution des clients
et de son évolution, il pourrait être intéressant d'optimiser le dimensionnement des
coupleurs de façon robuste sur plusieurs périodes.
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NRA       Carrefour

Client

demande ; wi
2 ; wi

1

80 ; 2,5 ; 0,32
1

2
3
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32 ; 0,75 ; 0

96 ; 3 ; 0,48 56 ; 1,75 ; 0

5
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7

Figure 6.6 � Exemple de solution de la relaxation continue de (LCOdim) avec des
variables fractionnaires, avec des coupleurs 1 :8 et des taux de dimensionnement de
16% et 25%

25% de clients 100% de clients

T
opologie optim

isée 
pour 25%

 de clients
T

opologie optim
isée 

pour 100%
 de clients

Coupleur
Fibre allumée
Client
Chambre

Figure 6.7 � Comparaison des déploiements selon le nombre de clients
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6.2.5 Dimensionnement de l'olt

Les di�érents composants installés au niveau de l'équipement central dépendent,
entre autres, du nombre de �bres de niveau 1 utilisées en sortie de l'olt, c'est à
dire du nombre de coupleurs de niveau 1 e�ectivement installés. Chaque coupleur de
niveau 1 installé doit être alimenté par une �bre de niveau 1 rattachée à une carte
pon installée au niveau de l'olt. Le nombre de �bres pouvant être reliées à chaque
carte pon est limité.

Les coupleurs de niveau 1 ont donc un coût caché lié à l'installation des cartes pon.
Il est possible de prendre en compte ce coût de di�érentes façons : soit en rajoutant
une variable de décision représentant le nombre de cartes pon installées, soit en in-
tégrant le coût d'une fraction de carte pon directement dans le coût d'installation
d'un coupleur de niveau 1. En l'absence de coupes e�caces sur la nouvelle variable,
ces deux méthodes reviennent au même car an continu la variable prendra systéma-
tiquement la valeur fractionnaire correspondant exactement au nombre de coupleurs
de niveau 1 installés. De plus, la prise en compte de ce coût dégrade un peu plus
encore la qualité de la borne obtenue par relaxation continue.

La prise en compte de ces coûts dans notre modèle ne peut donc s'envisager que si
nous disposons de méthodes de résolution très e�caces.

6.2.6 Architecture à trois niveaux de coupleurs

Nous avons dit dans la section 6.1.1 que nous souhaitions un taux de partage de
1 : 64 (soit 64 clients au maximum par �bre connectée à une carte pon). Ce taux de
partage est atteint dans les pilotes avec deux niveaux de coupleurs. Mais une autre
architecture avec trois niveau de coupleurs est également possible. Le premier niveau
de coupleurs serait placé directement au niveau de l'olt, comme illustré sur la �gure
6.8.

La localisation des coupleurs de niveau 0 étant déjà �xée, il est possible de résoudre le
problème de localisation de coupleurs à trois niveaux de façon approchée en utilisant
le modèle de base à deux niveaux pour localiser les coupleurs des niveaux 1 et 2.
Ensuite, le nombre de coupleurs de niveau 0 nécessaires est calculé en fonction du
nombre de coupleurs de niveau 1 installés. Le coût des coupleurs de niveau 0 étant
proche de ceux des autres niveaux tout en étant beaucoup moins nombreux, ils ne
représentent qu'une faible fraction du coût total. Il ne devraient donc avoir qu'un
faible impact sur la topologie optimale.

6.2.7 Création de nouveau génie civil et connexions point-à-point

Dans des zones où il y a peu de génie civil existant, il n'y a pas d'autre choix que
de poser de nouvelles conduites. La création de nouvelles tranchées doit donc être
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Coupleurs optiques
passifs

OLT

NRO ou NORA

Figure 6.8 � Architecture gpon à trois niveaux de coupleurs optiques

intégrée au problème. Les sections suivantes présentent une variante de modélisation
prenant les tranchées en compte.

Nous en pro�tons également pour proposer dans le modèle qui suit la possibilité
de raccorder certains clients à l'olt sans passer nécessairement par 2 niveaux de
coupleurs.

En plus de celles du modèle de base (voir section 6.2.2), on dé�nit les variables et
les notations suivantes :

� fki k = 1, 2, 3 : variables représentant le nombre de �bres de niveau k � consom-
mées � par le n÷ud i (�bres utiles pour satisfaire la demande, ou �bres non utilisées
en sortie d'un coupleur) ;

� yij : variable binaire indiquant le creusement d'une tranchée sur l'arête (i, j) ∈ E ;
� T : le coût au mètre d'une tranchée ;
� M : nombre maximum de �bres pouvant être mises dans une tranchée (grande
constante simulant l'in�ni) ;

Le problème de localisation de coupleurs optiques peut alors se modéliser sous la
forme du programme linéaire en nombres entiers suivant :
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(LCOgc)



min
F,Y,z

∑
i∈S

(C1 z1
i + C2 z2

i ) +
∑

(i,j)∈E

dij

(
T yij +

3∑
k=1

F k(fkij + fkji)

)
s.c. :

z1
i + f1

i =
∑
j 6=i

f1
ji −

∑
j 6=i

f1
ij ∀i ∈ S\{0} (6.21)

z2
i + f2

i =
∑
j 6=i

f2
ji −

∑
j 6=i

f2
ij + c1 z1

i ∀i ∈ S (6.22)

f3
i =

∑
j 6=i

f3
ji −

∑
j 6=i

f3
ij + c2 z2

i ∀i ∈ S (6.23)

f1
i =

∑
j 6=i

f1
ji −

∑
j 6=i

f1
ij ∀i ∈ V \ (S ∪ {0}) (6.24)

f2
i =

∑
j 6=i

f2
ji −

∑
j 6=i

f2
ij ∀i ∈ V \S (6.25)

f3
i =

∑
j 6=i

f3
ji −

∑
j 6=i

f3
ij ∀i ∈ V \S (6.26)

f1
i + f2

i + f3
i ≥ ai ∀i ∈ C (6.27)

3∑
k=1

(fkij + fkji) ≤ bij +Myij ∀(i, j) ∈ E (6.28)

fkij , f
k
i , z

k
i ∈ N ; yij ∈ {0, 1}

Avec l'ajout des variables fki , les contraintes de �ots se transforment toutes en éga-
lités. Les contraintes (6.21) et (6.24) assurent :
� que chaque coupleur de niveau 1 est alimenté par une �bre de niveau 1 ;
� la conservation du �ot de niveau 1 lorsque le sommet i n'est pas un client et
qu'aucun coupleur n'y est installé ;

� la possibilité de satisfaire la demande d'un client situé en i grâce à des �bres de
niveau 1 (i.e. lorsque que f1

i est non nulle).
Les contraintes des niveaux 2 et 3 suivent un principe similaire.

La satisfaction de la demande est maintenant assurée par les contraintes (6.27) où
la demande peut être satisfaite par des �bres optiques de l'un ou l'autre niveau.
Les contraintes de capacités changent également et font maintenant intervenir les
variables yij . Ainsi, si une tranchée a été creusée sur l'arête (i, j) sa capacité passe
à bij +M . Cette modi�cation dégrade fortement la qualité de la borne obtenue par
relaxation continue, d'autant plus que le coût des tranchées est souvent bien plus
important que celui des �bres ou des coupleurs.

Cette constatation nous amène soit à chercher des inégalités valides pour les variables



6.2. LOCALISATION DE COUPLEURS OPTIQUES 149

yij , soit à élaborer des heuristiques �xant d'abord les tranchées avant de repasser au
modèle de base.

6.2.7.1 Inégalités valides sur les �ots

Le fait de pouvoir satisfaire la demande avec n'importe quel niveau de �bres rend
moins évidente la recherche d'inégalité valides d'après le principe détaillé dans la
section (6.2.2.1). Il faut en e�et additionner les trois variables f1

i , f2
i , et f3

i pour
pouvoir faire apparaître la demande du sommet i.

1. Additionnons l'ensemble des contraintes de �ots pour i ∈ A et notons : fi =
f1
i + f2

i + f3
i , fij = f1

ij + f2
ij + f3

ij .
On obtient :∑

i∈A
fi +

∑
i∈A,j /∈A

fij =
∑

i∈A,j /∈A

fji +
∑
i∈A

(c1 − 1)z1
i +

∑
i∈A

(c2 − 1)z2
i

En utilisant (6.27) et la positivité des �ots, on obtient l'inégalité :∑
i∈A

ai ≤
∑

i∈A,j /∈A

fji +
∑
i∈A

(c1 − 1)z1
i +

∑
i∈A

(c2 − 1)z2
i (6.29)

Dans le cas où c1 = c2 = c, en posant x =
∑

i∈A
(
z1
i + z2

i

)
, y =

∑
i∈A,j /∈A fji,

et a =
∑

i∈A ai on obtient une inégalité de la forme (c− 1)x +y ≥ a avec
x,y ∈ N. On peut alors créer une inégalité valide selon la formule de la section
(6.2.2.1).

2. Additionnons les contraintes de �ot de niveau 2 pour i ∈ A . On obtient :∑
i∈A

z2
i +

∑
i∈A

f2
i +

∑
i∈A,j /∈A

f2
ij =

∑
i∈A,j /∈A

f2
ji + c1

∑
i∈A

z1
i

Additionnons
∑

i∈A f1
i + f3

i de part et d'autre. On obtient :∑
i∈A

z2
i +

∑
i∈A

(
f1
i + f2

i + f3
i

)
+

∑
i∈A,j /∈A

f2
ij =

∑
i∈A,j /∈A

f2
ji + c1

∑
i∈A

z1
i +

∑
i∈A

(
f1
i + f3

i

)
En utilisant (6.27), la positivité des �ots et des variables z2

i , on obtient l'in-
égalité : ∑

i∈A
ai ≤

∑
i∈A,j /∈A

f2
ji + c1

∑
i∈A

z1
i +

∑
i∈A

(
f1
i + f3

i

)
(6.30)

En posant x =
∑

i∈A z1
i , y =

∑
i∈A,j /∈A f2

ji +
∑

i∈A
(
f1
i + f3

i

)
, a =

∑
i∈A ai on

obtient une inégalité de la forme c1x +y ≥ a avec x,y ∈ N. On peut alors
créer une inégalité valide selon la formule du paragraphe précédent.

3. On pourrait agir de façon similaire avec les contraintes de �ots de niveau 3.
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6.2.7.2 Inégalités valides basées sur les capacités

Pour renforcer la formulation, il est possible d'ajouter des inégalités inspirées des
inégalités de coupes pour le problème de l'arbre de Steiner. Soit A un ensemble de
sommets i ∈ V \{0}. Posons b =

∑
i∈A,j /∈A,(i,j)∈E bij et a =

∑
i∈A ai. b est la somme

des capacités incidentes à l'ensemble A et a est la somme des demandes des sommets
de A.

Propriété 6.5. Si b < a
c1c2

alors il faut nécessairement construire une tranchée
incidente à A ce qui s'exprime par l'inégalité valide suivante :

∑
i∈A,j /∈A,(i,j)∈E

yij ≥ 1 (6.31)

Démonstration

Sommons chaque niveau de contraintes de �ots pour l'ensemble des sommets de A.
Nous obtenons les trois égalités suivantes :

∑
i∈A

f3
i =

∑
i∈A,j /∈A

(
f3
ji − f3

ij

)
+ c2

∑
i∈A

z2
i (6.32)

∑
i∈A

z2
i =

∑
i∈A,j /∈A

(
f2
ji − f2

ij

)
+ c1

∑
i∈A

z1
i −

∑
i∈A

f2
i (6.33)

∑
i∈A

z1
i =

∑
i∈A,j /∈A

(
f1
ji − f1

ij

)
−
∑
i∈A

f1
i (6.34)

En remplaçant z1
i dans (6.33), puis z2

i dans (6.32), on obtient :

∑
i∈A

f3
i =

∑
i∈A,j /∈A

(
f3
ji − f3

ij

)
+ c2

∑
i∈A,j /∈A

(
f2
ji − f2

ij

)
+ c1c2

∑
i∈A,j /∈A

(
f1
ji − f1

ij

)
− c2

∑
i∈A

f2
i − c1c2

∑
i∈A

f1
i

⇒
∑
i∈A

(
f3
i + c2f2

i + c1c2f1
i

)
≤ c1c2

∑
i∈A,j /∈A

3∑
k=1

(
fkji − fkij

)

avec (6.27)⇒
∑
i∈A

ai ≤ c1c2
∑

i∈A,j /∈A

3∑
k=1

fkji

⇒
∑
i∈A

ai ≤ c1c2

M ∑
i∈A,j /∈A

yij +
∑

i∈A,j /∈A

bij
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Si on a b < a
c1c2

, alors :

∑
i∈A

ai < c1c2

M ∑
i∈A,j /∈A

yij +
∑

i∈A,j /∈A

bij


⇒

∑
i∈A,j /∈A

yij ≥
∑

i∈A ai/c1c2 −
∑

i∈A,j /∈A bij

M
> 0

Et donc :
b <

a

c1c2
⇒

∑
i∈A,j /∈A

yij ≥ 1 (6.35)

Soit A1 et A2 deux ensembles de sommets tels que {(i, j) | i ∈ A1, j ∈ A2} = ∅, il
est facile de montrer que les inégalités valides (6.31) pour A1 et A2 impliquent celle
pour A1 ∪ A2. Ainsi, les inégalités (6.31) ne sont intéressantes à générer que pour
des ensembles de sommets induisant un sous-graphe connexe.

Si le graphe sous-jacent au problème comporte des arêtes sans capacité initiale, il
est possible d'améliorer les inégalités (6.31).

Propriété 6.6. Si
∑

i∈A,j /∈A,(i,j)∈E bij <
a
64 et

∑
i∈A,j∈A,(i,j)∈E bij = 0, et si ai > 0

pour tout i ∈ A, l'inégalité suivante est valide pour le problème (LCOgc) :∑
i∈A,j /∈A,(i,j)∈E

yij +
∑

i∈A,j∈A,(i,j)∈E

yij ≥ |A| (6.36)

Démonstration : on procède par récurrence sur le nombre d'éléments de A.

|A| = 1. Supposons A = {i}, l'inégalité (6.36) devient
∑

j /∈A,(i,j)∈E yij ≥ 1 ce qui
correspond à l'inégalité (6.31) présentée plus haut.

|A| ≥ 2. Pour k ∈ A notons Ak = A\ {k}. Pour tout k ∈ A, par hypothèse de
récurrence, l'inégalité suivante∑

i∈Ak,j /∈Ak,(i,j)∈E

yij +
∑

i∈Ak,j∈Ak,(i,j)∈E

yij ≥ |Ak| = |A| − 1

est valide. Additionnons ces |A| inégalités avec
∑

i∈A,j /∈A,(i,j)∈E yij ≥ 1 l'inégalité
(6.31) présentée plus haut. Dans cette somme, chaque arête (i, j) avec i ∈ A, j /∈ A
ou i ∈ A, j ∈ A apparaît |A| fois. On obtient donc

|A| ×

 ∑
i∈A,j /∈A,(i,j)∈E

yij +
∑

i∈A,j∈A,(i,j)∈E

yij

 ≥ |A| × (|A| − 1) + 1

⇔
∑

i∈A,j /∈A,(i,j)∈E

yij +
∑

i∈A,j∈A,(i,j)∈E

yij ≥ |A| − 1 +
1
|A|



152 CHAPITRE 6. APPLICATION À LA FTTH

Le membre de gauche étant un nombre entier, on peut arrondir le membre de droite
|A| − 1 + 1

|A| au premier entier supérieur, soit |A|.

6.2.7.3 Heuristique à base d'arbres

Dans les zones peu denses où le génie civil existant est moins abondant, il est probable
que beaucoup de nouvelles tranchées soient nécessaires. Étant donné que le coût
d'un mètre de tranchée est bien supérieur à celui d'un mètre de �bre et au prix d'un
coupleur, il est probable que le génie civil forme la plus grosse part du coût total.

Cette remarque nous amène à considérer des heuristiques décomposant le problème
en deux : déterminer les nouvelles tranchées, puis intégrer ces tranchées aux capacités
de chaque arc et repasser au modèle de base. Le premier problème consistera à se
donner un arbre reliant tous les clients à l'olt par des tranchées. Les variables yij
sont alors �xées et le modèle de base obtenu (sans génie civil). En�n, si des tranchées
de l'arbre ne sont pas utilisées, on peut les retirer de la solution �nale.

Plusieurs possibilités existent pour le choix de l'arbre : arbre des plus courts chemins
entre les clients et l'olt ; arbre couvrant sur tout le graphe ; arbre de Steiner dont
les terminaux sont les clients et l'olt ; etc...

À l'heure actuelle, nous n'avons implémenté que la variante avec l'arbre couvrant.
Celle-ci permet de traiter des instances à l'échelle d'une zone locale en quelques
minutes.

6.2.8 Expérimentations numériques

Nous avons testés nos di�érents modèles sur de petites instances �ctives mais éga-
lement sur des instances issues de données réelles. Les tests ont été réalisés avec le
solveur CPLEX 11 sur un serveur linux équipé d'un processeur xeon 3,6Ghz et de
4Go de mémoire vive.

6.2.8.1 Modèle sans nouveau génie civil

Le modèle de base sans création de nouveau génie civil a été testé sur deux instances
issues de données réelles, nommées GLO et BDV, correspondant à deux zones ur-
baines respectivement dense et très dense.

Le tableau (6.1) présente les caractéristiques des deux instances. On constate que le
nombre d'arêtes et de sommets du graphe de GLO sont plus grands que pour BDV,
mais que la demande totale et la demande moyenne par sommet y sont inférieures.
Cela correspond bien à la di�érence de densité de population entre ces deux instances.

Nous avons testé ces deux instances avec et sans prise en compte du dimensionne-
ment des coupleurs. Dans le cas avec dimensionnement des coupleurs, en plus de
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Instance GLO BDV

Nb. de sommets 1 1623 807
Nb. d'arêtes 1 1987 1101
Demande totale 23774 49294

Demande moyenne 14.6412 57.3656

Table 6.1 � Présentation des principales caractéristiques des instances GLO et BDV

la résolution standard par CPLEX, nous avons implémenté un branch&cut avec les
inégalités valides (6.20) seules ou avec (6.19). Dans tous les cas, nous avons �xé une
limite de temps d'une heure pour la résolution.

Pour observer l'utilisation des coupleurs de niveau 1 et 2, nous avons dé�ni deux
indicateurs nommé taux d'utilisation client et taux d'utilisation de la capacité. Le
taux d'utilisation client pour un coupleur est dé�ni comme le rapport entre le nombre
de clients raccordés au coupleur et le nombre maximum de clients pouvant être
raccordé au coupleur. Le taux d'utilisation de la capacité est quant à lui dé�ni par
le rapport entre le nombre de sorties utilisées sur le coupleur et la capacité de ce
dernier. Pour les coupleurs de niveau 2, les deux dé�nitions reviennent aux même
car chaque sortie utilisée correspond à une �bre de niveau 3 qui sera raccordée à un
client. En revanche, pour les coupleurs de niveau 1, les deux dé�nitions di�èrent. En
e�et, le lien entre les sorties utilisées et le nombre de clients raccordés dépend du
taux d'utilisation client des coupleurs de niveau 2.

Il n'est pas possible avec notre modèle de base, de savoir exactement quels coupleurs
de niveau 2 sont reliés à quels coupleurs de niveau 1. Pour les coupleurs de niveau
1, nous nous sommes donc contentés de calculer le taux moyen d'utilisation de la
capacité pour chaque sommet i à l'aide des formules suivantes :

Sans dimensionnement :

∑
j 6=i f

2
ij −

∑
j 6=i f

2
ji + z2

i

c1z1
i

(6.37)

Avec dimensionnement :
cible1

(∑
j 6=i f

2
ij −

∑
j 6=i f

2
ji + z2

i

)
c1w1

i

(6.38)

Pour les coupleurs de niveau 2, nous pouvons calculer le taux d'utilisation client
moyen pour le sommet i avec les formules suivantes :

Sans dimensionnement :

∑
j 6=i f

3
ij −

∑
j 6=i f

3
ji + ai

c2z2
i

(6.39)

Avec dimensionnement :
cible2

(∑
j 6=i f

3
ij −

∑
j 6=i f

3
ji + ai

)
c2w2

i

(6.40)
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sommet sans demande

sommet avec demande

Réduction des 

sommets de 

degré 1 ou 2

Réduction 

heuristique

Figure 6.9 � E�et des di�érentes réductions du graphe sur l'instance AIG

Ces deux critères fournissent un autre moyen d'apprécier et de comprendre la qualité
des solutions trouvées.

Dans les tests, les capacités des coupleurs de niveau 1 et 2 sont identiques et égales
à 8. Les coûts des coupleurs et des �bres optiques sont les coûts réels.

Sans dimensionnement des coupleurs Lors de la résolution du modèle sans
dimensionnement, CPLEX n'a trouvé de solution optimale pour aucune des deux
instances. Mais la qualité des solutions trouvées est assez bonne. Nous n'avons donc
pas testé les coupes sur ce modèle et nous sommes passés directement aux tests avec
dimensionnement.

Les résultats des tests

Avec dimensionnement des coupleurs Dans les tests avec dimensionnement,
le taux de pénétration cible de niveau 2 a été �xé à 25%, et celui de niveau 1 à 16%.

6.2.8.2 Modèle avec création de génie civil

Le modèle avec création de génie civil a été testé sur une instance réelle pour laquelle
les données sur le génie civil existant ne sont pas disponibles. C'est donc le graphe
de la voirie qui est utilisé. L'instance AIG correspond à une zone rurale. Comme les
données sont manquantes, les capacités existantes sont considérées comme nulles.

Sur la �gure 6.9, on peut constater l'e�cacité des réductions du graphe dans le cas
de l'instance AIG.

L'heuristique à base d'arbre couvrant a été utilisée sur AIG et la topologie de la
solution obtenue est illustrée dans la �gure 6.10. Cette heuristique permet de trouver
des solutions rapidement pour des instances de taille réelle. Malheureusement, la
qualité de la borne de la relaxation continue pour le problème avec création de génie
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Figure 6.10 � Topologie de la solution heuristique de déploiement pour AIG

civil est très mauvaise, et nous n'avons pas implémenté de branch-&-cut avec les
coupes présentées dans la section 6.2.7.2. Nous ignorons donc la qualité des solutions
de l'heuristique.

6.2.9 Perspectives

Comme le montre les résultats numériques sur les deux instances réelles, des progrès
restent à faire sur les méthodes de résolution pour obtenir de bonnes solutions sur
tout type d'instance. Pour cela, il serait intéressant d'élaborer de bonnes heuristiques
pouvant éventuellement être mises à pro�t dans l'algorithme de branch&cut.

Si les méthodes de résolution progressent, il serait alors intéressant de chercher à
intégrer dans les modèles la contrainte de distance maximum entre un abonné et
l'olt. Il n'est pas possible de le faire avec le modèle de base actuel car celui-ci ne
permet pas d'établir le routage exact du tra�c entre un abonné et l'olt. En e�et,
si des �bres arrivent à un noeud par plusieurs endroits, le modèle actuel ne fait pas
de di�érence entre la provenance des �bres sortant de ce noeud. Une formulation
à l'aide d'un multi-�ot permettrait de remédier à cela, mais les coupleurs optiques
compliquent la tâche. De plus, il faudrait un �ot par pri, ce qui peut provoquer une
explosion du nombre de variables sur les problèmes de tailles réelles. Heureusement
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les graphes de nos instances sont peu denses, mais est ce su�sant ?

Un avantage à obtenir un routage précis des tra�cs dans une solution du problème de
localisation de coupleurs serait la simpli�cation du passage au problème de câblage.

Ces améliorations sont nécessaires car les solutions actuelles ne fournissent pas assez
de renseignements pour étudier en profondeur les règles d'ingénierie. Un indicateur
très utile serait la distance moyenne entre un client et son coupleur de niveau 2. Pour
l'instant nous sommes capables d'obtenir avec la solution de (LCO) le pourcentage
de clients pour lesquels cette distance est nulle. C'est une première indication mais
ce n'est pas su�sant.

6.3 Problème d'a�ectation du câblage pour l'accès FTTH

Un certain nombre d'hypothèses simpli�catrices sont réalisées dans le problème de
localisation de coupleurs optiques et certaines décisions concernant le déploiement
du réseau sont laissées en suspens. C'est le cas notamment du choix des câbles. En
e�et, la solution du premier problème ne prend pas en compte le fait que les �bres
optiques ne sont pas installées une à une mais par câbles de capacités variables.

Le choix des câbles a un impact économique mais in�ue également sur la qualité du
signal, donc sur la portée maximale, et donc sur l'éligibilité ou non d'un abonné à
une o�re. Le choix d'un câblage est donc un réel problème d'optimisation.

6.3.1 Contrainte d'éligibilité

Un des avantages du réseau d'accès ftth est qu'il permet une plus grande portée
que l'actuel réseau cuivre. Cela devrait permettre d'accroître le taux d'éligibilité des
clients sur un territoire. Certains facteurs atténuent le signal entre l'abonné et l'équi-
pement central et font diminuer cette portée. On dit qu'ils consomment du budget
optique. Le budget optique représente l'atténuation maximale du signal tolérée par
l'architecture entre un client et l'olt. Ce budget est consommé par le passage dans
les coupleurs, les épissures (raccords) entre les �bres optiques, les di�érents connec-
teurs, est la distance entre les clients et l'olt.

Le passage par un coupleur optique passif atténue grandement le signal. Mais comme
le signal destiné à chaque abonné passe par un nombre �xé de coupleurs, cette
atténuation ne dépend pas du câblage. En revanche, les soudures qui sont réalisées
entre les �bres de deux câbles di�érents qui sont raccordés l'un à l'autre dépendent
directement du choix du câblage.

Ce problème d'optimisation du câblage est donc soumis à une contrainte sur le budget
optique qui limite le nombre d'épissures entre les clients et l'olt, a�n de respecter
les critères d'éligibilité pour chaque client.
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6.3.2 Arborescence de câblage

Pour pouvoir traiter ce problème, la solution de déploiement est représentée par une
arborescence. La racine de cette arborescence est le nro. À partir du nro, une arête
est crée à chaque fois que des �bres d'un niveau vont vers un sommet.

Cette arborescence représente l'ensemble des routages possibles pour le tra�c entre
chaque client et l'olt. Certains sommets peuvent donc être représentés plusieurs
fois s'ils sont accessibles de di�érentes façons depuis l'équipement central. On peut
observer ce phénomène sur l'exemple des �gures 6.11, 6.12, et 6.13 avec le sommet
11.
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NRO         Carrefour

Client

3
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8

11

12

Carrefour

0

10

Figure 6.11 � Exemple de topologie du génie civil existant

La description de l'instance du problème de câblage avec cette arborescence doit
nous permettre de connaître pour tout sommet les deux facteurs qui jouent sur le
budget optique et qui ne dépendent pas du câblage :

La portée. La longueur de l'unique chemin entre l'équipement central et un noeud
donné est connue.

Les coupleurs. Pour chaque noeud, on connaît le nombre de coupleurs par lequel
on est passé.

Cela implique que lorsqu'un sommet peut être atteint par deux chemins di�érents, il
faut créer deux sous-arborescences identiques. Dans la première on considère que les
�bres sont passées par le premier chemin, et par le second chemin dans la seconde.
De ce fait, des parties entières du sous-graphe utilisé par la solution de déploiement
se trouvent dupliqués plusieurs fois dans l'arborescence.

Les étapes de construction de l'arborescence consistent à parcourir la solution de
déploiement de la façon suivante :
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Figure 6.12 � Exemple de solution de déploiement

0

3

2

7

4 6

1

2

5 11

12

11

8

9 10

11

12

11

10

Figure 6.13 � Arborescence pour le déploiement de la �gure 6.12
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La liste des noeuds actifs est initialisée avec l'emplacement de l'OLT comme noeud
de niveau 1 ;
while liste des noeuds actifs non vide do
Noeud courant← Premier noeud de la liste ;
Niv ← niveau du noeud courant
On enlève le premier noeud de la liste ;
for all arêtes incidentes à Noeud courant do

if des �bres de niveau Niv passent sur l'arête then

Création de l'arc de niveau Niv correspondant dans l'arborescence ;
Rajout de l'extrémité de l'arête dans la liste des noeuds actif comme noeud
de niveau Niv ;

end if

if Niv ≤ 2 & des �bres de niveau Niv + 1 passent sur l'arête & un coupleur
de niveau Niv est installé sur Noeud courant then
Création de l'arc de niveau Niv + 1 correspondant dans l'arborescence ;
Rajout de l'extrémité de l'arête dans la liste des noeuds actif comme noeud
de niveau Niv + 1 ;

end if

if Niv = 1 & des �bres de niveau 3 passent sur l'arête & un coupleur de niveau
1 est installé sur Noeud courant & un coupleur de niveau 2 est installé sur
Noeud courant then
Création de l'arc de niveau 3 correspondant dans l'arborescence ;
Rajout de l'extrémité de l'arête dans la liste des noeuds actif comme noeud
de niveau 3 ;

end if

end for

end while

La propriété 6.4, qui dit qu'il n'y aucun circuit de �bres de même niveau dans la
solution optimale du problème de localisation de coupleurs optiques, assure la termi-
naison de l'algorithme ci-dessus. Toutefois, si l'on dispose seulement d'une solution
sous-optimale dont les circuits n'ont pas été éliminés, il faut prendre garde dans
l'algorithme à empêcher de retourner à un noeud de même niveau déjà exploré.

Propriété 6.7. Lorsque les arêtes du graphe utilisées par le déploiement forment
un arbre ayant n sommets, la construction de l'arborescence a une complexité en
O
(
n3
)
.

Démonstration.

Nous allons calculer tout d'abord le nombre maximum d'arc de niveau 1 (i.e. d'arc
sur lequel passent uniquement une ou des �bres de niveau 1). Dans un arbre, il n'y a
qu'un seul chaîne reliant la racine à chaque sommet du graphe. D'après la propriété
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6.3, il ne peut pas y avoir de �bres de même niveau circulant dans les deux sens sur
cette chaîne. En conséquence, il y aura autant d'arcs de niveau 1 dans l'arborescence
que d'arêtes dans l'arbre de la solution de déploiement, soit n− 1 arcs.

Calculons maintenant le nombre d'arc de niveau 2. Une sous-arborescence de niveau 2
peut avoir pour racine n'importe quelle extrémité d'un arc de niveau 1 ou la racine de
l'arborescence. Pour chacune de ces sous-arborescences nous pouvons faire le même
calcul que pour les arcs de niveau 1, prouvant qu'elles ont au maximum n− 1 arcs.
Il y a donc au maximum n (n− 1) arcs de niveau 2.

Avec les mêmes arguments que précédemment on montre qu'il y a au maximum
n× n (n− 1) arcs de niveau trois.

L'algorithme de construction de l'arborescence créera donc au maximum
(
n2 + n+ 1

)
(n− 1)

arcs.

Cette complexité en O(n3) dans le cas d'un arbre peut paraître déjà très élevée. Mais
il s'agit d'un pire cas. En pratique les arborescences de �bres de même niveau issues
de l'olt ou des coupleurs ne couvrent pas l'ensemble des arêtes du déploiement. En
fait, peu d'arêtes sont utilisées en même temps par des �bres de niveaux di�érents.
Par conséquent, dans le cas d'un arbre, on peut espérer une taille d'arborescence qui
soit plus de l'ordre de O(n).
Malheureusement, dans le cas général, rien ne garantit que la taille de l'arborescence
soit une fonction polynomiale de la taille du sous-graphe utilisé par la solution de
déploiement. Malgré cela, il faut rappeler que nos graphes sont très peu denses et
que donc le sous-graphe utilisé pour le déploiement, s'il n'est pas un arbre, est très
peu dense lui aussi.

Un exemple rassurant est celui de l'instance GLO utilisé dans la section précédente.
À partir d'une bonne solution du problème de localisation de coupleurs sans dimen-
sionnement de ces derniers nous avons pu construire une arborescence ayant environ
15000 arêtes, ce qui reste manipulable.

La principale raison de la grande taille de l'arborescence est le fait que le routage
exact du tra�c de chaque client n'est pas dé�ni par la solution du problème de
localisation de coupleurs. En e�et, connaître ce routage nous permettrait d'éviter
d'avoir à dupliquer certaines parties du sous-graphe dans l'arborescence.

6.3.2.1 Heuristique de réduction de l'arborescence

Il est possible de réduire l'arborescence de câblage en e�ectuant certains choix de
routage a priori en certains sommets de l'arborescence. Les choix e�ectués ne garan-
tissent pas un routage optimal et cette réduction de l'arborescence se ferait donc de
façon heuristique.
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Par exemple, lorsque se présente le choix de passer dans un coupleur ou non pour
des �bres provenant de plusieurs endroits, on peut choisir d'éliminer certaines possi-
bilités. L'idée de l'heuristique est de privilégier, d'une part les �bres les plus longues
pour passer dans un coupleur, et d'autre part les �bres les plus courtes pour conti-
nuer sans passer dans un coupleur. Ce choix tend à équilibrer les distances entre olt
et clients (et donc le budget optique).

Il est possible d'élaguer l'arborescence selon ce principe pour les trois niveaux :
� Pour le premier niveau, dans le cas où il existe p chemins de longueurs respectives
croissantes l1 ≤ . . . ≤ lp permettant d'accéder au sommet i, où sont installés des
coupleurs de niveau 1 et dont s'échappe des �bres de niveau 1.

� Lorsque la propriété suivante : f1
ji ≤

∑
l 6=i

f1
il −

j∑
l=1

f1
li est véri�ée, aucune �bre

issue du chemin passant par j n'alimentera un coupleur de niveau 1 situé en i.

� De façon symétrique, lorsque la propriété suivante : f1
ji ≤ z1

i −
p∑
l=j

f1
li est véri�ée,

toutes les �bres issues du chemin passant par j alimenteront un coupleur de
niveau 1 situé en i. Dans ce cas, si des coupleurs de niveau 2 sont également
installés en i, alors :

� Si la propriété suivante : c1 f1
ji ≤

∑
l 6=i

f2
il − c1

j∑
l=1

f1
li

� Pour le second niveau, c'est un peu plus complexe car les coupleurs de niveau
2 peuvent être alimentés directement par des coupleurs de niveau 1 installés au
même endroit. Plaçons nous donc dans le cas où il existe p chemins de longueurs
respectives croissantes l1 ≤ . . . ≤ lp permettant d'accéder au sommet i par des
�bres de niveau 2.
� Lorsque la propriété suivante : f2

ji ≤
∑
l 6=i

f2
il − c1 z1

i est véri�ée, aucune �bre issue

du chemin passant par j n'alimentera un coupleur de niveau 1 situé en i.
� Si dans la solution du problème de localisation de coupleurs, l'une ou les deux
propriétés suivantes sont véri�ées∑

j 6=i
f2
ij ≥ c1z1

i et ∃k | f2
ik > 0

ou ∑
j 6=i

f2
ij ≥ c1z1

i et ∃k | f2
ik > 0

alors il existe une solution où tous les coupleurs de niveau 2 installés en i sont
alimentés par les coupleurs de niveau 1 installés eux-aussi en i. En particulier,
lorsqu'il existe un j tel que f2

ji > 0, alors il existe une solution où aucune �bre
venant de j n'alimente de coupleurs de niveau 2.
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Démonstration∑
j 6=i f

2
ji

∑
j 6=i f

2
ij

z2
i ≤

∑
j 6=i

f2
ji −

∑
j 6=i

f2
ij + c1 z1

i∑
j 6=i

f2
ij −

(
c1 z1

i − z2
i

)
≤
∑
j 6=i

f2
ji

6.3.3 Première modélisation

Dans ce problème de choix de câblage il y a plusieurs décisions à prendre. Les pre-
mières concernent la répartition des �bres parmi les di�érents chemins représentés
par l'arborescence. Ensuite, il faut a�ecter un câble approprié à chaque arc par lequel
des �bres passent. Mais les décisions ne s'arrêtent pas là. À chaque changement de
type de câble, il faut réaliser une jonction appelée épissure. Comme énoncé précédem-
ment, une épissure dégrade légèrement la qualité du signal. On dit qu'elle consomme
une partie du budget optique. Ce budget optique est essentiellement consommé par
les coupleurs optiques, mais également par les épissures, la distance, et les di�é-
rents connecteurs utilisés au niveau de l'olt et du client. Pour chaque noeud de
l'arborescence, tous ces facteurs sont connus sauf les épissures. Nous devons donc
intégrer au modèle une contrainte limitant le nombre d'épissure entre les sommets
de l'arborescence et la racine.

Lorsque les câbles incidents à un noeud sont di�érents des câbles en sortie, nous
savons qu'une ou plusieurs épissures doivent être réalisées. Mais pas nécessairement
sur tous les câbles en sortie. Sur l'exemple de la �gure 6.14, un des trois câbles de
taille 2 en sortie n'a pas besoin d'épissure : c'est le prolongement direct du câble de
taille 2 en entrée.

4

2

2

2

2

Câbles (taille)2

Figure 6.14 � Exemple de situation où il faut décider sur quels câbles les épissures
sont pratiquées

Il nous faut donc décider sur quels câbles les épissures sont pratiquées.

Les variables de décision pour notre problème sont donc les suivantes :
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� xa : variables entières indiquant le nombre de �bres passant par l'arc a ;
� sa : variables entières indiquant le nombre de coupleurs de niveau 2 utilisés à
l'extrémité terminale de l'arc a de niveau 1 ;

� gta : variables entières indiquant le nombre de câbles de type t installés sur l'arc a
de l'arborescence ;

� ea : variables binaires indiquant si une épissure a été réalisée au départ de l'un des
câbles installés sur l'arc a ;

� eta : variables entières indiquant le nombre de câbles de type t installés sur l'arc a
qui débutent sur cet arc.

Les variables xa et sa permettent de décider quels chemins de l'arborescence seront
empruntés et par des �bres. Il est aussi possible grâce à elles de savoir combien
de coupleurs sont utilisés à l'extrémité terminale d'un arc a de l'arborescence. Le
nombre de coupleurs de niveau k utilisés à l'extrémité terminale de l'arc a, de niveau
k également, est donné par la formule :

xa −
∑

u∈Γk(a)

xu (6.41)

où Γk(a) désigne les arcs de niveau k successeurs de a dans l'arborescence.

Les variables eta permettent de prendre en compte le coût des épissures et des raccor-
dement de câbles dans l'objectif. Elles permettent aussi de calculer les variables ea
qui interviennent dans les contraintes de budget optique limitant le nombre d'épis-
sures entre l'olt et les clients.

Le rôle des variables gta est quant lui très explicite.

Nous avons également besoin des notations suivantes :
� A est l'ensemble des arcs de l'arborescence ;
� Ak est l'ensemble des arcs de niveau k de l'arborescence ;
� C est l'ensemble des arcs pendants de l'arborescence ;
� T est l'ensemble des types de câble ;
� Et est le coût d'une épissure pour raccorder un câble de type t ;
� Gt est le coût au mètre d'un câble de type t ;
� da est la longueur de l'arc a ;
� budgeta nombre maximum d'épissures autorisé entre l'OLT et l'extrémité terminale
de a.

� fkij le nombre de �bres de niveau k installé sur l'arête (i, j) dans le graphe G du
problème LCO ;

� hkaij vaut 1 lorsque l'arc a correspond aux �bres de niveau k sur l'arête (i, j) dans
le graphe G du problème LCO, 0 sinon ;

� βua vaut 1 lorsque l'arc u fait partie du chemin entre l'olt et l'extrémité terminale
de l'arc a, 0 sinon ;
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� M t
a est une borne supérieure du nombre de câbles installés sur l'arc a. Elle peut

valoir par exemple


∑
ij

haijf
k
ij

mint{capat}

.
6.3.3.1 Contraintes sur les chemins pris par les �bres et l'utilisation des

coupleurs

Nous allons d'abord détailler les contraintes liées au choix de routage des �bres dans
l'arborescence. Les variables xa et sa sont soumises aux contraintes suivantes :

∑
a∈A

∑
j∈V

h1
aji

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

 = z1
i ∀i ∈ V (6.42)

∑
a∈A

∑
j∈V

h2
aji

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

+ h1
aji sa

 = z2
i ∀i ∈ V (6.43)

xa −
∑

u∈Γ1(a)

xu

 c1 −
∑

u∈Γ2(a)

xu ≥ sa ∀a ∈ A1 (6.44)

c2 sa −
∑

u∈Γ3(a)

xu ≥ 0 ∀a ∈ A1 (6.45)

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

 c2 −
∑

u∈Γ3(a)

xu ≥ 0 ∀a ∈ A2 (6.46)

xa −
∑

u∈Γ3(a)

xu

 ≥ 0 ∀a ∈ A3 (6.47)

∑
a∈A

hkaij xa = fkij ∀(i, j) ∈ E | fkij > 0,∀k (6.48)

Les contraintes (6.42) s'assurent que le nombre de coupleurs de niveau 1 utilisés
par les sommets de l'arborescence correspondant au même sommet i du graphe G,
est égal au nombre de coupleurs de niveau 1 installé en i. Les contraintes (6.43)
s'assurent de la même chose mais pour les coupleurs de niveau 2.

Les contraintes (6.44) et (6.45) s'assurent du bon écoulement des �bres lors du pas-
sage sur un arc a de niveau 1, comme illustré dans la �gure 6.15. Les contraintes
(6.46) s'assurent du bon écoulement des �bres lors du passage sur un arc a de niveau
2, comme illustré dans la �gure 6.15. Les contraintes (6.47) stipulent juste qu'il doit
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xa = 4

xu1 = 2 xu3 = 4xu2 = 1

xa = 2

xu1 = 2

sa = 1

xu4 = 1xu3 = 4xu2 = 1

coupleur de niveau 1
coupleur de niveau 2 
arc de niveau 1
arc de niveau 2
arc de niveau 3

Figure 6.15 � Illustration des contraintes (6.44) et (6.45) d'une part, et (6.46)
d'autre part, avec des coupleurs de capacité 4.

y avoir plus de �bres arrivant par un arc a de niveau 3 qu'il n'y en a qui repartent
de cet arc. En�n, les contraintes (6.48) s'assurent que le nombre de �bres passant
par les arcs de l'arborescence correspond bien au nombre de �bres installées dans la
solution de localisation des coupleurs.

En réalité, les contraintes (6.42) sont redondantes. Elles sont en e�et impliquées par
les contraintes (6.48) et les contraintes (6.1) du problème (LCO). En revanche, les
contraintes (6.43) ne sont pas super�ues. En e�et, les contraintes (6.48), (6.44) et
les contraintes (6.1) du problème (LCO) impliquent seulement l'inégalité suivante :

∑
a∈A

∑
j∈V

h2
aji

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

+ h1
aji sa

 ≤∑
a∈A

∑
j∈V

h2
aji

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

+ h1
aji

xa −
∑

u∈Γ1(a)

xu

 c1 − h1
aji

∑
u∈Γ2(a)

xu


≤
∑
j∈V

∑
a∈A

h2
ajixa −

∑
a∈A

h2
aji

∑
u∈Γ2(a)

xu + h1
aji

∑
u∈Γ2(a)

xu

+ c1z1
i

≤
∑
j∈V

[
f2
ji −

∑
u∈A

h2
uijxu

]
+ c1z1

i

∑
a∈A

∑
j∈V

h2
aji

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

+ h1
aji sa

 ≤∑
j∈V

[
f2
ji − f2

ij

]
+ c1z1

i (6= z2
j )

Si dans la solution de déploiement utilisée, la contrainte (6.2) pour i n'est pas saturée,
alors la contrainte (6.43) peut donc se révéler utile. La �gure illustre une situation
où le passage des �bres dans l'arborescence ne respecte pas la contrainte (6.43).

6.3.3.2 Contraintes sur les épissures

Pour comprendre combien d'épissures sont nécessaires, il est important de noter qu'il
est possible de faire du piquage sur les câbles. Le piquage est une technique consistant
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xu1 = 

xv2 = 2

su1 = 2

fiv2 = 2

zi
2 = 1

fiv3 = 6

fui
3 = 2 fui

1 = 1

zi
1 = 1

Solution de
déploiement

Passage des fibres
dans l’arborescence

= 1

xv3 = 6

xu3 = 2

xv3bis = 0

Passage des fibres
dans l’arborescence

Niveau 1
Niveau 2
Niveau 3

Figure 6.16 � Cas où le passage des �bres dans l'arborescence utilise trop de cou-
pleurs de niveau 2

Une épissure 

est nécessaire

Pas d’épissure 

nécessaire

Figure 6.17 � Illustration du piquage

à extraire une partie des �bres d'un câble sans le couper. Une fenêtre est taillée dans
la gaine du câble et les �bres sont prélevées à l'intérieur. Le câble sur lequel on a
réalisé le piquage n'est pas coupé et continue sa route, mais une partie des �bres
à l'intérieur ont été coupées et ne sont plus utilisables. Cette technique permet de
réduire le nombre d'épissure nécessaires et est illustrée par la �gure 6.17.

Le nombre d'épissures à pratiquer pour chaque type de câble est lié aux câbles
installés sur un arc a de niveau k et sur ses successeurs de même niveau. S'il y a plus
de câbles d'un type t installés sur les successeurs, qu'il n'y en a d'installés sur l'arc
a lui-même, alors les nouveaux câbles ont subi une épissure. Cela se traduit par la
relation suivante :

max

 ∑
u∈Γk(a)

gtu − gta ; 0

 =
∑

u∈Γk(a)

etu

Une épissure nécessite du matériel et de la main d'oeuvre. Elle a donc un coût qu'il
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faut prendre en compte dans le modèle. Par conséquent, eta apparaît dans l'objectif
avec un coe�cient positif. Le modèle va donc chercher à minimiser le nombre de
câbles coupés. On peut donc remplacer l'égalité précédente par la contrainte sui-
vante : ∑

u∈Γk(a)

gtu − gta ≤
∑

u∈Γk(a)

etu (6.49)

Il nous faut maintenant modéliser le lien entre les eta et ea. Il est possible d'utiliser
les contraintes suivantes :

eta ≤ gta (6.50)

eta ≤M t
aea (6.51)

La première inégalité (6.50) modélise le fait qu'on ne peut couper plus de câbles qu'il
n'y en a d'installés. Dans la seconde inégalité (6.51), M t

a est une borne supérieure
du nombre de câbles de type t pouvant être installé sur l'arc a. L'inégalité (6.51)
signi�e que dès qu'on coupe un des câbles installés, nous devons considérer qu'une
épissure a été réalisée sur tous les câbles de l'arc a . On e�ectue donc l'hypothèse
simpli�catrice suivante :

Propriété 6.8. Les câbles installés sur un même arc de l'arborescence ont le même
budget optique.

Cette hypothèse restreint l'ensemble des solutions admissibles mais nous permet de
compter facilement le nombre d'épissures entre un abonné et l'olt. La contrainte de
budget optique limitant les épissures entre l'olt et l'extrémité terminale de l'arc a
est la suivante : ∑

u∈A
βuaeu ≤ budgeta (6.52)

Il est possible d'intégrer ces contraintes uniquement pour les arcs pendants de l'ar-
borescence (a ∈ C), car cet ensemble de contraintes implique que le budget optique
est respecté pour l'ensemble de l'arborescence.

6.3.3.3 Modèle

En se basant sur les contraintes exprimées précédemment, notre problème de
câblage se modélise sous la forme du programme linéaire en nombre entiers suivant,
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noté (CBL) :

min
gt
a,e

t
a,ea,xa

∑
a∈A

da
∑
t∈T

Gt gta +

(∑
a∈A

∑
t∈T

Et eta

)
s.c. :∑
a∈A

∑
i∈V

h2
aij

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

+ h1
aij sa

 = z2
j ∀j ∈ V | f2

ij > 0 (6.43)

xa −
∑

u∈Γ1(a)

xu

 c1 −
∑

u∈Γ2(a)

xu ≥ sa ∀a ∈ A1 (6.44)

c2 sa −
∑

u∈Γ3(a)

xu ≥ 0 ∀a ∈ A1 (6.45)

xa −
∑

u∈Γ2(a)

xu

 c2 −
∑

u∈Γ3(a)

xu ≥ 0 ∀a ∈ A2 (6.46)

xa −
∑

u∈Γ3(a)

xu

 ≥ 0 ∀a ∈ A3 (6.47)

∑
a∈A

hkaij xa = fkij ∀i, j ∈ V | fkij > 0, ∀k (6.48)∑
u∈Γk(a)

gtu − gta ≤
∑

u∈Γk(a)

etu ∀a ∈ Ak, ∀t = 1 . . . T, ∀k = 1, 2, 3 (6.49)

eta ≤ gta ∀a ∈ A, ∀t = 1 . . . T (6.50)
eta ≤M t

aea ∀a ∈ A, ∀t = 1 . . . T (6.51)∑
t∈T

capatgta ≥ xa ∀a (6.53)∑
u∈A

βuaeu ≤ budgeta ∀a ∈ C (6.52)

eta, gta ∈ N ; ea ∈ {0, 1}

Les seules contraintes qui n'ont pas été expliquées précédemment sont les contraintes
(6.53). Les contraintes (6.53) s'assurent que les câbles installés sur l'arc a ont une
capacité su�sante pour le nombre de �bres passant sur l'arc a.

Il est tout à fait possible d'avoir des types de câbles di�érents pour les di�érents
niveaux de �bres. Dans ce cas, nous noterons T k l'ensemble des types de câble
autorisés pour le niveau k. Établir une telle di�érence peut permettre de réduire le
nombre de variables et de contraintes présentes dans le modèle.
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72

34 / 3
36

72
38 / 4

72 / 6 7 modules : impossible !

Câbles (taille)2

34 / 3   Fibres utilisées / modules nécessaires 

Figure 6.18 � Illustration d'une solution irréalisable à cause de la modularité des
câbles (ici 12)

xu1 = 6

xv2 = 4

su1 = 1

xv1 = 5

Modules
de taille 6

correspondants
Niveau 1
Niveau 2

4/6

5/6 fibres
1/6 fibres

Figure 6.19 � Exemple de cas ou l'indivisibilité des modules amène à devoir en
installer deux au lieu d'un seul

6.3.4 Problème de la modularité des câbles

Dans les gros câbles, les �bres ne sont pas accessibles une à une mais par module
de plusieurs �bres. En cas de piquage, c'est le module entier qui est extrait. Les
�bres non-utilisées d'un module piqué ne sont donc plus disponible dans le câble.
Ne pas tenir compte de ce phénomène peut amener à proposer des solutions non
opérationnelles. Par exemple, dans le cas illustré par la �gure 6.18.

Le module est l'unité de base d'une solution opérationnelle de câblage. Cela signi�e
que les �bres d'un même module sont indissociables, même en cas d'épissure. Par
exemple, si une �bre d'un module est utilisée pour alimenter un coupleur dans une
chambre i, alors le reste des �bres de ce module s'arrêtent elle aussi dans cette
chambre. Elles ne peuvent être utilisées que pour alimenter d'autres coupleurs de
même niveau dans cette même chambre. Cela peut amener à devoir installer plus de
modules que le nombres requis par leur capacité, comme l'illustre la �gure 6.19.

Nous noterons ma le nombre de modules installés sur l'arc a, et modk le nombre de
�bres optiques par module de niveau k. En e�et, s'il est possible d'avoir di�érents
types de câbles pour chaque niveau de �bre, il est également possible d'avoir dif-
férentes tailles de modules selon le niveau. L'introduction des modules nécessite le
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rajout des contraintes suivantes :

mod1

ma −
∑

u∈Γ1(a)

mu

 ≥
xa −

∑
u∈Γ1(a)

xu

 ∀a ∈ A1 (6.54)

mod2

ma −
∑

u∈Γ2(a)

mu

 ≥
xa −

∑
u∈Γ2(a)

xu

 ∀a ∈ A2 (6.55)

ma −
∑

u∈Γ3(a)

mu

 ≥ 0 ∀a ∈ A3 (6.56)

modkma ≥ xa ∀a ∈ Ak (6.57)

et les contraintes (6.53) sont remplacées par :

∑
t∈Tk

capamodtgta ≥ma ∀a ∈ Ak (6.53)

où capamodt représente le nombre de modules de niveau k contenu dans un câble de
type t ∈ T k.

Les contraintes (6.54) s'assurent que les coupleurs de niveau 1 utilisés à l'extrémité
terminale de l'arc a sont desservis par des modules spéci�ques qui s'arrêtent à cette
extrémité et ne continuent pas plus loin. Le principe est le même pour les contraintes
(6.55) et les coupleurs de niveau 2. Les contraintes (6.56) s'assurent qu'il y a plus de
modules installés sur l'arc a que sur ces successeurs. Il est important de noter que
les contraintes (6.54) et (6.55) impliquent l'équivalent des contraintes (6.56) pour les
arcs de niveau 1 et 2.

Les contraintes (6.57) indiquent simplement qu'il faut un nombre de modules su�-
sant pour satisfaire le besoin en �bre.

6.3.5 Contraintes sur le nombre de câble

Les règles de tubage des conduites, dans lesquelles passent les câbles, peuvent entraî-
ner une limitation du nombre de câbles sur certaines arêtes du graphe G. Supposons
que les types de câble sont ordonnés par diamètres croissants. En notant btij le nombre
de câbles de type t pouvant passer sur l'arête (i, j), et γst le nombre de câble de type
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s occupant la place d'un seul câble de type t, on obtient les contraintes suivantes :

∑
a∈A

3∑
k=1

hkaijg
T
a ≤ bTij ∀(i, j) ∈ E |

3∑
k=1

fkij > 0

∑
a∈A

3∑
k=1

hkaij

(
gT−1
a + γ(T−1)TgTa

)
≤ bT−1

ij ∀(i, j) ∈ E |
3∑

k=1

fkij > 0

...∑
a∈A

3∑
k=1

hkaij

(
g1
a +

T∑
t=2

γ1tgta

)
≤ b1ij ∀(i, j) ∈ E |

3∑
k=1

fkij > 0

Ces contraintes sont plus précises que celles présentes dans le problème de localisation
de coupleurs qui portaient uniquement sur le nombre total de �bres pouvant passer
sur une arête. Cependant, la taille du modèle étant déjà importante, l'opportunité
d'encombrer le modèle en rajoutant ces contraintes doit être discutée.

6.3.6 Modélisation alternative des câbles

Une autre façon de modéliser le problème consiste à créer une variable gl par câble.
La solution obtenue est alors plus facile à traduire en solution opérationnelle. Le prix
du câble l, noté Pl serait alors :

Pl = Eθl +
∑
a∈A

ηal daG
θl

où :
� θl est le type du câble l ;
� ηal vaut 1 si le câble l passe par l'arc a, 0 sinon ;
� δal vaut 1 si le câble l débute par l'arc a.
La fonction objectif devient alors :

∑
l∈L

Pl gl, où L est l'ensemble des câbles, et les

contraintes (6.53), (6.49), (6.50), et (6.51) sont remplacées par les contraintes sui-
vantes :

∑
l∈L

ηal capal gl ≥ xa ∀a ∈ A (6.58)∑
l∈L

δal gl ≤Maea ∀a ∈ A (6.59)

où Ma est une borne sur le nombre de câble installé sur l'arc a.
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Pour résoudre le problème ainsi obtenu, il faut alors mettre en place une procédure
de Branch&Price . Le coût réduit de la variable gl est :

P̄l = Pl −
∑
a∈A

ηal capal λa +
∑
a∈A

(
ηal − ηΓ−(a)l

)
µa

=
∑
a∈A

δalE
θl +

∑
a∈A

ηal daG
θl −

∑
a∈A

ηal capal λa +
∑
a∈A

δal µa

=
∑
a∈A

δalE
θl +

∑
a∈A

ηal

(
daG

θl − capal λa

)
+
∑
a∈A

δal µa

où les λa sont les variables duales associées aux contraintes (6.58), et où les µa sont
les variables duales associées aux contraintes (6.59).

Trouver le câble de type t ayant le coût réduit minimum revient à un problème de
plus court chemin dans la forêt des di�érents niveaux de l'arborescence munie de
la valuation

(
daG

t − capal λa
)
, et à laquelle on a rajouté une source reliée à tous

les sommets par des arcs de poids µa + Et (ou 0 pour les sommets racines d'un des
arbres de la forêt), ainsi qu'un puits relié à tous les sommets par des arcs de poids
nul. Il nous faut résoudre ce problème pour tous les types de câble et comparer les
coûts réduits des câbles obtenus. Le sous-problème est donc polynomial en la taille
de l'arborescence et le nombre de types de câble.

Si l'on enlève le puits on obtient un arbre ayant moins de deux fois le nombre d'arcs
de l'arborescence. Plus exactement, un arc est rajouté entre la source et chaque
sommet à l'exception des feuilles (inutile de faire débuter un câble au niveau d'une
feuille). Le graphe du sous-problème a donc 2×|A|− |C| arcs. La �gure 6.20 montre
le graphe correspondant à l'arborescence de la �gure 6.13.

Si l'on veut rajouter des contraintes de longueur sur les câbles, on obtient alors
un problème de calcul de plus court chemin contraint. Mais le sous-problème reste
polynomial car le nombre de chemins à énumérer est borné polynomialement. En
e�et, dans le pire des cas un sommet peut être atteint par |A| chemins di�érents. Le
nombre de chemins à évaluer est donc inférieur à |A| (|A|+ 1).
Une formulation plus serrée pour le problème consisterai à remplacer les contraintes
(6.59) par les contraintes suivantes :

δal gl ≤ ea∀a ∈ A, ∀l ∈ L (6.60)

L'impact de ce changement sur le sous-problème reste à étudier.

6.3.7 Reconstruction d'une solution opérationnelle

La solution du modèle (CBL) nous donne le nombre de câbles de chaque type installés
sur chaque arc de l'arborescence et donc sur chaque arête de voirie. Elle nous donne
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Figure 6.20 � Exemple de graphe du sous-problème
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aussi le détails du routage des �bres (et éventuellement des modules de �bres) allant
de l'olt aux clients.

Il nous faut maintenant reconstruire à partir de la solution de câblage une solution
contenant toutes les informations nécessaires pour une exploitation par l'opération-
nel. Les câbles dans la solution du problème de câblage (dans la première modéli-
sation) ne sont pas identi�és individuellement. Or il faut qu'en cas d'épissure, on
sache précisément quels câbles sont utilisés. Ils nous reste donc quelques décisions à
prendre, bien qu'elles n'in�uent pas sur le coût du déploiement.

Nous voulons donc obtenir ces données dans la forme suivante :
� Pour chaque arête du graphe G (le graphe des conduites existantes ou de la voirie) :
la référence individuelle de chaque câble installé le long de cette arête ;

� Pour chaque sommet du graphe G (chambres en béton où il est possible d'installer
des coupleurs et de pratiquer des épissures) :
� le détails des coupleurs installés : sa référence, son niveau, son type, la référence
du câble utilisé en entrée, la liste des références des câbles utilisés en sortie.

� le détails des épissures e�ectuées sur le noeud : la référence de l'épissure, la
référence du coupleur ou du câble en amont, la référence du coupleur ou du
câble en aval, l'indication qu'il y a piquage ou non ;

� La liste des câbles installés avec pour chacun d'entre eux : sa longueur, la liste
des sommets parcourus, la référence du câble ou du coupleur (ou bien encore de
l'olt) auquel il est raccordé en amont, la référence du câble ou du coupleur (ou
bien encore du pri) auquel il est raccordé en aval.

Ces données peuvent être renseignées à parcourant la solution du problème d'a�ec-
tation de câblage. À chaque fois qu'un câble ou un coupleur est rencontré pour la
première fois, sa référence unique est créée.

Mise à part ces informations nécessaires pour pouvoir déployer la solution, il peut être
intéressant d'obtenir certains indicateurs comme la distance moyenne entre un client
et son coupleur de second niveau. Ces indicateurs sont nécessaires pour l'évaluation
des règles d'ingénierie actuelles.

6.4 Conclusion et perspectives

Les particularités des réseaux accès ftth avec une architecture gpon font de l'op-
timisation de leur déploiement un problème complexe. Cette complexité se retrouve
tant sur le plan théorique que sur le plan pratique. En e�et, les données sont souvent
di�cilement accessibles, et l'analyse des contraintes et des enjeux n'est pas évidente.

Cette complexité se retrouve dans les modèles proposés pour nos deux sous-problèmes :
le problème de localisation de coupleurs optiques et celui du choix du câblage. Faire
en sorte que ces modèles correspondent exactement à la situation opérationnelle est
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extrêmement di�cile. Mais pour que ces modèles soient pertinents pour évaluer les
règles d'ingénierie, ils doivent s'approcher de cette réalité opérationnelle le plus pos-
sible. C'est ainsi que la prise en compte du dimensionnement des coupleurs pour le
problème de localisation de coupleurs, ou celle de la modularité des câbles pour le
problème du choix du câblage, se révèlent indispensables même si elles complexi�ent
les modèles.

Pour le problème de localisation de coupleurs optiques, les tests ont montré qu'il
était possible de trouver de bonnes solutions en un temps raisonnable. L'instance la
moins dense semble plus di�cile, mais les inégalités valides rajoutées au problème
ont permis de réduire l'écart à l'optimal à un niveau acceptable.

Plusieurs indicateurs ont été extraits de ces solutions : deux indicateurs sur l'usage
qui est fait des coupleurs et un indicateur sur la façon dont sont satisfaites les de-
mandes. Ces indicateurs donnent un premier aperçu de la pertinence des solutions
proposées et de certaines règles d'ingénierie.

Bien que nous obtenions de bonnes solutions, les méthodes de résolution peuvent
encore être améliorées. Par exemple, avec le développement d'heuristiques. Une plus
grande e�cacité de ces méthodes permettrait d'améliorer encore la pertinence du
modèle, notamment en prenant en compte la portée maximale au sein du problème
de localisation de coupleurs. En e�et, à l'heure actuelle, la contrainte d'éligibilité
n'est prise en compte que dans le problème de câblage. Cela peut causer des problème
d'infaisabilité du câblage, si la solution de localisation des coupleurs ne permet pas
de respecter cette contrainte d'éligibilité.

Une prise en compte du routage du tra�c associé à chaque client au sein du problème
de localisation de coupleur est également à étudier, car cela simpli�erai grandement
la construction de l'arborescence utilisée dans le problème de câblage.

Concernant le problème de câblage, les modèles doivent encore être testés. La taille
de l'arborescence décrivant la solution de déploiement est un enjeu majeur pour
que ces modèles soient utilisables. Dans nos premières expérimentations la taille de
cette arborescence dépendait grandement de la qualité des solutions du problème de
localisation de coupleurs. C'est pourquoi nous avons focalisé nos e�orts sur ce premier
problème, mettant de côté les tests des modèles du second. Une des perspectives
majeures à court termes est donc le test de ces modèles sur les instances réelles, a�n
d'arriver en�n à une solution de déploiement détaillée.



Conclusion

Dans cette thèse, nous avons abordé deux applications de problèmes d'optimisation
dans les réseaux d'accès de télécommunications. Ces réseaux d'accès se présentent
sous forme de réseaux hiérarchiques, avec au plus haut niveau un concentrateur cen-
tral, au plus bas les clients, et entre les deux un ou plusieurs niveaux d'équipements
intermédiaires.

La première application consiste à optimiser le nombre et le placement des sous-
répartiteurs dans l'accès du Réseau Téléphonique Commuté. Cette optimisation se
fait sur un territoire vierge. C'est à dire sur un territoire sans infrastructure exis-
tante où il n'y a pas d'emplacements potentiels pour les équipements, et où les
liaisons entre les éléments se font en ligne droite. Les équipements intermédiaires
sont considérés sans capacité. Ces simpli�cations permettent de résoudre des tailles
d'instances correspondant au territoire associé à un concentrateur central dans les
instances réelles. C'est à dire des instances avec plusieurs milliers de clients.

Pour cette première application, nous avons proposé et testé di�érentes heuristiques
de résolution fournissant di�érents compromis entre qualité de la solution et temps de
calcul nécessaire. Une des ces heuristiques est adaptée d'une heuristique multi-phase
existante pour un problème proche de localisation, le problème de Weber multi-
source. Les autres proposent de se servir conjointement des méthodes de recherche
opérationnelle et d'un modèle de géométrie stochastique existant pour ce problème.
La qualité des solutions de ces heuristiques a pu être évaluée grâce à une méthode
de génération de colonnes que nous avons développée pour cette application.

Les di�érentes méthodes ont été testées sur un ensemble d'instances arti�cielles de
grande taille, ainsi que sur deux instances issues de données réelles. La meilleure
heuristique est l'heuristique multi-phase, qui apporte de très bonnes solutions en un
temps raisonnable pour les instances présentant entre 1000 et 2000 clients. Pour les
instances plus grandes, le temps de calcul devient prohibitif, et il faut alors utiliser les
heuristiques hybrides utilisant le modèle de géométrie stochastique. Ces heuristiques
proposent des solutions d'une qualité légèrement inférieure mais peuvent résoudre
les instances les plus grandes avec près de 3000 clients.

Notre objectif qui était de proposer un éventail de méthodes o�rant des solutions de
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qualité en un temps raisonnable pour di�érentes taille d'instances réelles est donc
atteint.

Plusieurs aspects de nos travaux sur l'optimisation du réseau d'accès du rtc peuvent
dépasser le cadre de cette application. C'est le cas notamment de la méthode de
génération de colonnes que nous avons développée. Notre problème présentant de
gros problèmes de dégénérescence et nos tailles d'instance étant très élevées, nous
avons mis l'accent sur la stabilisation. Pour cela, nous avons développé une méthode
de génération de colonnes basée sur un algorithme de plans coupants central, auquel
nous avons adapté des techniques de stabilisation classiques. Nous avons comparé
cette nouvelle méthode à une génération de colonnes classique stabilisée pour notre
problème. Sur les instances de grande taille, l'e�cacité de notre nouvelle méthode est
manifeste. Elle se montre systématiquement plus rapide que la génération de colonnes
classique et son temps de calcul moyen est entre cinq et six fois inférieur. Nous n'avons
pas eu l'occasion de tester cette nouvelle méthode sur d'autres problèmes au cours
de cette thèse, mais nous avons bon espoir que son e�cacité soit montrée à l'avenir
sur d'autres applications sou�rant de problèmes de stabilisation.

Le problème d'optimisation de l'accès du rtc étant proche de la variante du pro-
blème de Weber multi-source avec nombre d'équipements inconnus, nous y avons
adapté les heuristiques à base de géométrie stochastique, ainsi que notre génération
de colonnes. La génération de colonnes nous a ainsi permis d'évaluer la qualité de
di�érentes méthodes de résolution pour ce problème di�cile sur quelques instances
de la littérature ainsi que sur des instances générées aléatoirement. La principale
conclusion est l'excellente qualité de l'heuristique multi-phase développée pour ce
problème par [7].

La deuxième application abordée par cette thèse est l'optimisation du déploiement
d'un réseaux d'accès ftth, en présence d'une infrastructure existante. Cette appli-
cation répond au besoin actuel des opérateurs qui déploient des réseaux en �bre
optique pour répondre à l'augmentation du tra�c et pour pouvoir proposer de nou-
veaux services. Les coûts de génie civil importants nécessaires lors du déploiement
de nouveaux réseaux poussent à vouloir réutiliser au maximum les infrastructures
existantes comme les conduites libres déployées pour d'autres réseaux, ou encore les
égouts.

Les particularités de l'architecture considérée, notamment les deux niveaux de cou-
pleurs optiques qui permettent de � mutualiser � les �bres optiques entre le concen-
trateur central et les clients. Nous proposons donc dans cette thèse un ensemble de
modèles pour deux problématiques liées au déploiement : la localisation des coupleurs
optiques d'une part, et le choix du câblage d'autre part. Ces modèles ont pour but
de proposer des solutions de référence permettant d'évaluer les règles d'ingénierie
mises en place pour le déploiement sur le terrain.

Nous avons rencontré de nombreuses di�cultés lors de la modélisation de ces pro-
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blèmes, notamment pour obtenir les informations nécessaires : données des instances,
coûts du réseau, contraintes et règles existantes, ... Cela explique la variété des mo-
délisations proposées et le fait que les tests ne sont e�ectués que sur un petit nombre
d'instances. Nous avons concentré nos e�orts sur le problème de localisation de cou-
pleurs car ce sont ses solutions qui doivent servir de base au problème de choix du
câblage.

Nous avons pu testé di�érentes versions de notre problème de localisation de cou-
pleurs avec un solveur de programmation linéaire en nombre entiers sur quelques
instances réelles. Les problèmes ne sont pas résolus de façon exacte et une limite de
temps est imposée au solveur. Des techniques de réduction sont utilisées pour réduire
la taille des instances sans in�uer sur la solution optimale.

Les résultats montrent que la qualité des solutions dépend de la topologie des ins-
tances et des di�érents aspects pris en compte où non dans les modèles. Notre objec-
tif étant de rapprocher le plus possible les modèles de la réalité opérationnelle, nous
avons proposé une famille d'inégalités valides pour ce problème et l'avons implémen-
tée dans un branch-&-cut. Cela nous a permis d'améliorer sensiblement la qualité
des solutions dans certains cas.

Ces premières solutions peuvent fournir des indications sur la validité de certaines
règles d'ingénierie, notamment la localisation du second niveau de coupleur ou l'im-
pact des taux de dimensionnement des coupleurs. Mais pour une évaluation complète
des règles d'ingénierie, d'autres facteurs doivent encore être intégrés aux modèles, et
des progrès doivent donc être réalisés sur les méthodes de résolution.

Une autre perspective à court terme est le test des modèles de choix de câblage à
partir des solutions de qualité obtenue pour la localisation de coupleurs. La réso-
lution de ces modèles devrait mener à des solutions de déploiements complètes et
opérationnelles, mais leur di�culté est encore inconnue.
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