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bornée et les cactus : complexité et inapproximabilité
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1 Introduction

Nous étudions du point de vue de la complexité et de 'approximation polynomiale le probléme
classique de la multicoupe minimum (MCM), un probléme fondamental de la théorie des graphes,
et pour lequel on connait de nombreuses applications [2]. Soit G = (V, E) un graphe orienté ou
non, soit f : E — N* une fonction de pondération sur les arétes (ou les arcs), et soit £ une liste
de couples de sommets terminauz (source s;, puits s;). MCM consiste & sélectionner un ensemble
d’arétes (ou d’arcs) de poids minimum dont la suppression assure qu’il n’existe aucun chemin de s;
a s} pour tout i. Le probléme de la coupe multiterminale minimum (CMTM) est un cas particulier
de MCM o1, étant donné un ensemble de sommets 7 = {t1,...,# 7|}, les couples de terminaux
sont (¢;,t;) pour ¢ # j.

Pour |£] =1, MCM est équivalent au probléme de la coupe minimum, et est donc polynomial.
Néanmoins, MCM et CMTM deviennent A P-difficiles (et méme AP X-difficiles, voir une défini-
tion ci-aprés) dés que |£| = 3 et |7| = 3 respectivement [3]. En outre, MCM est AP X-difficile
(c’est-a-~dire qu’il existe un réel € > 0 tel que concevoir un algorithme (1 + €)—approché pour ce
probléme est en soit un probléme N P-difficile) méme dans les étoiles non pondérées [4], et CMTM
est N'P-difficile dans les graphes planaires [3]. En comparaison, MCM est polynomial dans les
arbres orientés [2], et CMTM est polynomial dans les graphes orientés sans circuit [2] et, d’aprés
[3], dans les graphes de largeur d’arbre bornée (voir une définition dans [6]). Enfin, il existe un
schéma d’approximation polynomial (PTAS) pour MCM dans les graphes non orientés qui sont
non pondérés et de largeur d’arbre et de degré maximum bornés, mais, si I’une des trois hypothéses
(non pondération, largeur d’arbre bornée, degré maximum borné) n’est pas vérifiée, le probléme
devient APX-difficile (et non plus simplement N'P-difficile) [1].

Il existe également une variante de MCM (et CMTM) ou on requiert d’enlever des sommets
(terminaux ou non) et non plus des arétes (problémes MCMS et CMTMS respectivement). Dans
[1], il est également prouvé que MCMS est polynomial dans les arbres non pondérés et admet un
PTAS dans les graphes non pondérés de largeur d’arbre bornée. En outre, il y est montré que
ce probléme est N'P-difficile dans les graphes séries-paralléles (c’est-a-dire les graphes de largeur
d’arbre 2) non pondérés de degré maximum 3.

2 Nos résultats

Nous montrons d’abord que MCMS est N'P-difficile dans les cactus non pondérés de largeur
de chemin (voir [6]) et de degré maximum bornés (alors qu'’il est polynomial dans les arbres non
pondérés), un cactus étant un graphe non orienté dans lequel toute aréte appartient & au plus
un cycle. Encuite, nous prouvons que, contrairement & CMTM, MCM est N 'P-difficile dans les
graphes orientés sans circuit (méme si le graphe non orienté sous-jacent est un cactus non pondéré
de degré maximum borné), alors qu’il est polynomial dans les arbres orientés. Enfin, nous montrons
que MCM est AP X-difficile dans les graphes orientés non pondérés de largeur d’arbre et de degré
maximum bornés, alors que le cas non orienté admet un PTAS.

Graphes non orientés. Nous montrons que MCMS est A/P-difficile dans les cactus non pondérés de
largeur de chemin et de degré maximum bornés en adaptant la preuve de N'P-difficulté de MCM
dans les arbres binaires non pondérés donnée dans [1].
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Graphes orientés. Comme dans [1], pour les graphes orientés, nous utilisons la définition de la
notion de largeur d’arbre donnée dans [5], qui est différente de la notion non orientée. Rappelons
simplement que les graphes orientés sans circuit sont les graphes de largeur d’arbre orientée 0.
Pour montrer que MCM reste A'P-difficile dans les graphes orientés sans circuit, nous adaptons,
encore une fois, la preuve donnée dans [1] pour montrer la N'P-difficulté de MCM dans les arbres
binaires non pondérés. Cette réduction étant donnée pour des graphes non orientés, la difficulté
de notre approche est de parvenir & orienter la construction utilisée dans la preuve. Enfin, pour
prouver que MCM est AP X-difficile dans les graphes orientés non pondérés de largeur d’arbre et
de degré maximum bornés, nous présentons une réduction préservant ’approximation & partir du
probléme de COUVERTURE PAR LES SOMMETS dans les graphes de degré maximum borné, qui est
AP X-difficile. Nous montrons d’abord comment réduire ce probléme & CMTMS dans les graphes
orientés sans circuit, puis comment réduire ce probléme auxiliaire & notre probléme initial.
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