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Résumé

La programmation semidéfinie est
connue pour les avancées qu’elle a ren-
dues possibles en approximation au pire
cas de problemes difficiles de I'optimisation
combinatoire. Elle est également réputée
comme une approche cotliteuse en temps
de calcul, et donc difficilement exploitable
dans la pratique. Qu’en est-il réellement ?
Cet article replace dans leur contexte un
ensemble de références bibliographiques
permettant de mieux appréhender ce do-
maine de recherche encore trés jeune et
actif.

1 Introduction

La programmation semidéfinie (SDP) a pro-
voqué un réel engouement dans la commu-
nauté de l'optimisation combinatoire apres les
fameux résultats de Goemans et Williamson
concernant l'approximation du probleme MAX-
cuT [Goemans 1995]. Une série d’articles connexes
est alors parue (par exemple [Karger at al 1994,
Alon et Kahale 1995, Freize et Jerrum 1995]).
Cette ”explosion” est tres visible sur la figure sui-
vante qui donne le nombre de publications concer-
nant la SDP par année (source :[Wolkowicz 2004]).
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Ces résultats concernant l'approximation au
pire cas, bien que remarquables, limitaient 1'uti-
lisation de la SDP au plan théorique car la
résolution numérique des SDP restait tres cotiteuse
en temps. D’autre part, il manquait des méthodes
générales et systématiques pour ’élaboration de re-
laxations semidéfinies, i.e. ne relevant pas d’une

simple application ”d’astuces”. En effet, les relaxa-
tions semidéfinies proposées étaient la plupart du
temps congues “ex nihilo” en suivant une recette
a la ”Goemans-Williamson”. Enfin, un gotut cer-
tain pour I’ésotérisme dans quelques notations, et
I'utilisation courante de variables bivalentes a va-
leurs dans {-1,1} pour établir les modeles utilisés
pour obtenir les relaxations SDP ne facilitaient
ni la lecture ni la comparaison des différentes ap-
proches, pour la plupart des néophytes. Ce contexte
représentait un obstacle certain pour la diffusion
et l'utilisation pratique de cette approche (pour la
résolution exacte ou approchée).

Parallelement a tous ces résultats théoriques sur
I’approximation de problemes difficiles, des progres
fulgurants furent accomplis dans le domaine des al-
gorithmes de points intérieurs. Ainsi, les travaux
de [Nesterov 1994, Alizadeh 1995] furent les pre-
miers représentants de méthodes de plus en plus
efficaces (voir Section 3). Grace & ces nouveaux ou-
tils, plusieurs expérimentations numériques furent
menées (par exemple [Zhao 1998]), conduisant
a de meilleures bornes mais également a des
méthodes exactes de résolution (par exemple
[Cung Roupin 1999]). Plus récemment, des études
ont comparé les différentes approches (linéaire, la-
grangienne, semidéfinie) et les liens entre elles ont
été clarifiés (voir Section 4). Enfin en revisitant les
méthodes utilisées en programmation linéaire et en
profitant de l'effet de ”levier” de la contrainte (non
linéaire) de positivité, plusieurs schémas ou algo-
rithmes ont été élaborés pour construire des relaxa-
tions semidéfinies (voir Section 5).

2 Qu’est-ce qu’un programme
semidéfini ?

Le produit scalaire habituel sur S,, (espace des
matrices symétriques réelles n x n) est

(A,B)eS2 — AeB=Tr(AB)=) Y A;By

i=1 j=1
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On peut ainsi réécrire toute forme quadratique
2T Az +bTx+c comme AexzT +bTx+c, o x € R™.
On considére S} = {A cVzeR", 2TAz > O}C
S™ I’ensemble des matrices (semidéfinies) positives.
Pour A € S on écrit également A = 0. Un pro-
gramme semidéfini peut alors étre défini comme la
maximisation d’une fonction linéaire de X € S;
soumise a des contraintes linéaires :

Max Age X
(SDP){ sc. A;jeX=¢ i=1,...m
X >0

ounceR™ et A, € S, Vi € {0,...,m}. Le pro-
gramme dual de (SDP) est :

Min Ty
(DSDP) q sc.  F(y) =37 Aiyi — Ao =0
yeR™

En fait, (DSDP) est également un programme
semidéfini. Pour s’en convaincre, il suffit de consta-
ter que les matrices s’écrivant F(y) = > 1w, Ay —
Ay sont éléments de l'espace affine de repere
(Ao, ..., Arm) (la matrice —Agy est donc lorigine,
et les y; les coordonnées de F(y) dans la base).
En décrivant cet espace par un ensemble de
contraintes linéaires, on peut reformuler (DSDP)
comme (SDP) (avec des matrices A; et des vec-
teurs ¢; différents bien stir). La programmation se-
midéfinie peut étre vue comme une généralisation
de la programmation linéaire, puisque si toutes les
matrices A; pour ¢ € {0,...,m} sont diagonales
alors (SDP) et (DSDP) deviennent de simples pro-
grammes linéaires. On peut également vérifier que
la programmation quadratique convexe est un cas
particulier de la programmation semidéfinie.

3 Reésoudre un programme se-
midéfini

Un des problémes majeurs rencontrés lorsque
I’on souhaite utiliser la programmation semidéfinie
est l’absence d’outils numériques commerciaux
éprouvés. Cela est dia en partie au fait que
I’élaboration de méthodes de résolution de SDP
est un domaine de recherche récent et en-
core tres actif. Il existe cependant a présent
un certain nombre d’outils gratuits, mais qui
réclament une certaine habitude et dont leffi-
cacité est variable suivant les probléemes traités
[Borchers 1999,  Sturm 1999, Helmberg 2000d,
Burer Monteiro 2003, Tiitiincii et al 2003].

Les premiers outils de résolution mettaient pres
d’une heure pour venir a bout d’une relaxation se-
midéfinie d’'un MAXCUT d’un graphe de cinquante

sommets. A présent, grace a l'outil SB (”Spectral
Bundle method”) [Helmberg 2000d], il est possible
d’obtenir la valeur optimale du probléme ”had14”
(QAP : affectation quadratique) en résolvant en
moins de dix minutes sur un simple PC une relaxa-
tion semidéfinie [Roupin 2004] impliquant 19701
variables et 24851 contraintes. Des programmes
comportant plus de 400000 variables et 450000
contraintes peuvent étre traités en moins d’une
journée (par exemple une relaxation semidéfinie de
nug30, une instance bien connue d’affectation qua-
dratique). SB est 'implémentation d’une méthode
de sous-gradient [Helmberg 2000c] qui résout le
dual de SDP dont la trace de la matrice est
constante (et donc en fait bornée en introduisant
une variable d’écart). Si la borne est trés grande,
la convergence peut étre tres lente et d’autres ou-
tils (comme CSDP, une méthode primal-dual) sont
beaucoup plus efficaces.

De expérimentations ont par
conséquent menées [Helmberg 2000a,
Benson 2000, Anjos 2002, Helmberg 2003,
Roupin 2004], et on peut trouver des études com-
paratives des différentes méthodes et logiciels exis-
tants (par exemple [Mittelmann 2003]).

nombreuses
été

4 Approches lagrangienne et
Semidéfinie

Le lien entre relaxations lagrangienne et se-
midéfinie est clairement établi dans [Poljak 1995].
D’autre part, dans [Lemarechal 1999] il est
démontré (entre autres) que les relaxations se-
midéfinies proposées dans [Goemans 1995] pour
le probleme MAX-CUT peuvent étre obtenues en
dualisant n contraintes z? = 1, une formula-
tion naturelle des contraintes de bivalence z; €
{—1,1} présentes dans un modele du probléme.
Dans ce méme article, les auteurs établissent le
lien entre relaxation lagrangienne partielle d’un pro-
gramme quadratique en 0-1 (les contraintes linéaires
sont maintenues) et programmes semidéfinis. Ce
lien peut étre étendu [Faye Roupin 2004b] au cas
plus général d'un probléme quadratique quelconque
(x n’étant donc pas nécessairement booléen)
le dual d'une relaxation lagrangienne partielle
(les contraintes linéaires sont maintenues) peut
étre également formulé comme un programme se-
midéfini avec cependant plus de contraintes que
dans le cas booléen. Dans ce dernier cas, les deux
SDP sont équivalents, mais il existe un point ad-
missible de la relaxation lagrangienne correspon-
dant a la relaxation semidéfinie présentée dans
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[Faye Roupin 2004b] qui atteint la valeur optimale.
Ceci influence fortement les temps de résolution
des programmes semidéfinis correspondants. Une
meilleure compréhension des liens entre les deux ap-
proches a donc des conséquences directes sur le plan
pratique.

5 Construire une relaxation
semidéfinie

L’article fondateur de Goemans-Williamson a
influencé de nombreux auteurs. L’idée de base de
cette approche est de remplacer chacune des n va-
riables (& valeur dans {—1,1}) du modele discret
initial par un vecteur unitaire v;. L’interprétation
géométrique de la matrice Y VTV (variable
du SDP) comme la donnée de ce champ de vec-
teurs V = [vq,...,v,] de la sphere unité a conduit
a D'élaboration de plusieurs algorithmes avec ga-
ranties de performance. La relaxation SDP peut
également étre vue comme une relaxation sur le
rang de la matrice Y = VIV (qui vaut 1 avant
relaxation). Le probleme technique de la represen-
tation des termes linéaires dans ce SDP est simple-
ment résolu en ajoutant un vecteur de référence vy
(uniquement contraint & étre de norme 1), et donc
une ligne et une colonne & la matrice Y (les produits
scalaires vl v;). Bien que fertile pour construire
des algorithmes approchés, cette approche est en
fait équivalente a celle proposée dans [Shor 1987,
Lovasz 1991] puis dans [Poljak 1995], oit un modele
plus "classique” en variables booléennes (a va-
leurs dans {0,1}) est défini. En effet, les relaxa-
tions semidéfinies issues de ces deux approches
sont équivalentes [Laurent 1997]. Le passage de
I'une a lautre étant simplement obtenu en uti-
lisant I'automorphisme X — QXQT de S}, ou

1 0
={ e 4.
éléments valent 1) [Helmberg 2000b]. On peut en
particulier établir les formulations correspondantes
des contraintes de linéarisation standard dans les
deux modeles (i,j et k sont dans {1,...,n}) :

(en, est le vecteur dont tous les

’ modele {—1,1} | modele {0,1} |

Yo, + Yo; +Vi; > —1 Xij =20
Yij—Yio—Yjo>-1 |mi+z; <1+X
Yio —Yjo -V > —1 Xij <z
—Yio+Yjo—Yi; > —1 Xij < xj
Plusieurs  7recettes” ont été proposées
pour améliorer ces relaxations semidéfinies

[Lemarechal 1999, Helmberg 2000b, Lasserre 2002a),
ainsi que des comparaisons entre les différents

schémas existants [Lasserre 2000b, Laurent 2003].
D’autre part, dans [Roupin 2004], un algorithme
est proposé pour construire des relaxations se-
midéfinies a partir de n’importe quelle relaxa-
tion linéaire. Les avantages principaux de cette
démarche sont de garantir ’obtention d’une re-
laxation SDP plus efficace que la relaxation PL
servant a la construire, et de profiter de toute
I'expérience accumulée dans le domaine de la pro-
grammation linéaire afin d’identifier des coupes
efficaces. Des résultats théoriques et numériques
sont présentés pour les probléemes suivants : af-
fectation quadratique (QAP), la recherche d'un
sous-graphe dense (k-cluster), et un probléme de
placement de taches dans un systeme distribué
avec contraintes de ressources. Enfin, grace au ca-
ractere algorithmique de cette démarche, un mode-
leur automatique a été développé (SDP_S), et est
disponible sur le site http : //semidef.free.fr
[SDPS 2003], la résolution numérique des pro-
grammes semidéfinis obtenus étant prise en charge
par SB [Helmberg 2000d].

6 Coupes et approche

midéfinie

se-

Un autre domaine tres actif actuellement est
I'utilisation de coupes pour améliorer les bornes
mais également les temps de résolution des relaxa-
tions semidéfinies existantes. Ainsi, plusieurs ar-
ticles présentent des résultats d’expérimentations
numériques issus de cette démarche. Par exemple,
dans [Helmberg, 2001] un algorithme de coupe uti-
lisant les inégalités de cycles de longueur im-
paire est décrit pour les problemes MAXCUT,
EQUICUT et celui de la bisection d’un graphe.
Dans [Faye Roupin 2004a], nous avons amélioré les
bornes obtenues dans [Roupin 2004] (ainsi que di-
minué les temps de calcul de 60 & 80%), en ajoutant
a une relaxation semidéfinie du QAP (affectation
quadratique) des coupes appartenant aux familles
présentées dans [Blanchard et al 2000]. I existe
également un article de synthese sur les différentes
tentatives SDP+coupes [Mitchell 2002]. Des coupes
non linéaires (en fait quadratiques convexes) ont
été présentées dans [Iyengar, 2001b], et des tech-
niques généralisant celles de "lift-and-project” de la
programmation linéaire [Adams 1990, Lovasz 1991,
Balas 1993] ont été explorées dans [Iyengar 2001a]
(toujours avec l'objectif d’engendrer des coupes
pour des SDP).
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7 Conclusion

D’un point de vue théorique, la SDP a permis
d’améliorer significativement les résultats sur I’ap-
proximation de nombreux problémes. Sur le plan
pratique, il est a présent possible de résoudre des
programmes semidéfinis de taille moyenne et méme
grande pour des instances suffisamment ”creuses”
(voir section 3). Cependant, il est clair que 'ap-
proche semidéfinie doit étre réservée au traitement
de problemes tres difficiles, en particulier pour ceux
ou la programmation linéaire est inefficace. En ef-
fet, le gain obtenu sur la borne doit compenser la
perte de temps provoquée par la résolution d’un
SDP. Cependant, les derniers progrés des outils
numériques et l'utilisation de relaxations SDP de
plus en plus élaborées montrent que cette approche
est dorénavant tout a fait exploitable dans la pra-
tique, et ceci méme dans le cadre de la résolution
exacte de certains problemes.
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