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
 

Il est souvent impossible d’obtenir des expressions exactes pour les 
distributions de statistiques de test ou d’estimateurs, car les calculs 
sont trop complexes. 


 

Les méthodes de simulation et de rééchantillonnage permettent de 
substituer à une étude théorique, une démarche expérimentale où 
les lois exactes sont approchées par des répartitions empiriques. 


 

La simulation aléatoire (dite de Monte-Carlo par référence aux jeux 
de hasard) consiste à engendrer sur ordinateur des échantillons 
artificiels, à effectuer pour chacun de ces échantillons les calculs 
nécessaires, qui sont ensuite synthétisés. 
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I Génération de variables 
aléatoires


 

Toutes les méthodes reposent sur la génération 
de variables uniformes.


 

I.1 Génération de variables uniformes R sur [0 ;1]


 
Pour mémoire :  procédés physiques (roue de loterie) 
incompatibles avec l’informatique et la nécessité de 
disposer très rapidement de grands échantillons. 


 

Algorithmes de génération de valeurs comprises 
entre 0 et 1 : déterministe, nombres pseudo- 
aléatoires. 
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
 

Un bon algorithme doit pouvoir réaliser des suites 
très grandes de nombres qui ont en apparence 
toutes les propriétés d’un n-échantillon de variables 
indépendantes et identiquement distribuées.


 

Méthode de Lehmer :
ri+1 =ari (m)


 

choix classiques: a=75 =16807
ou a= 216+3=65539 avec m=231-1


 

Tests d’ajustement et d’indépendance.
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I.2 Simulation de variables 
de loi connue


 

I.2.1 Méthodes générales


 
Anamorphose


 
Théorème:


 
Si X de loi F, alors F(X) uniforme sur [0;1]


 

F-1(R) est de distribution F

Exemple: loi exponentielle
F(x)= 1-exp(-cx)
X=-ln(1-R)/c ou X=-ln(R)/c
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
 

Méthode du rejet  (Von Neumann) 


 
X à support borné. On prendra 0<X<1


 
Soit m tel que f(x)<m


 

Tirer R uniforme entre 0 et 1 et V uniforme entre 
0 et m


 
Si V<f(R) alors R=X , sinon R est rejeté et on 
recommence 


 

Suppose f facilement calculable. Taux de rejet 
souvent élevé



8

Rejet amélioré


 
Utiliser une autre fonction de densité g facilement 
simulable,  telle que    


 

On génére alors un couple (y ; r) de réalisations 
indépendantes de Y de densité g, et de R uniforme.


 

Si                       

y est accepté comme réalisation de X de densité f(x). 
Sinon on rejette la valeur y et on recommence. Si X est 
à support borné, on prendra par exemple pour Y une loi 
triangulaire.


 

S  surface comprise entre les deux courbes,  taux de 
valeurs acceptées = 1/(S+1)  

( ) ( )cg x f x

( )
( )

f yR
cg y


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I.3 Méthodes spécifiques


 

Bernoulli : tirer R, si R<p alors X=1, sinon X=0


 
Loi de Gauss


 
Théorème central limite: tirer 12 valeurs de R, 
(R1

 

+R2

 

+..+R12

 

)-6 suit approximativement une N(0;1)


 
Box-Muller


 

Bray-Marsaglia
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Méthode de Box-Muller

Soit U1
 

et U2
 

deux variables uniformes sur [0;1]
indépendantes, alors:

suivent des lois N(0;1) indépendantes

Forme polaire pour une N2
 

(0;I)

R2
 

suit un 2
 

à
 

deux ddl, R2/2 une exponentielle


 
suit une loi uniforme sur [0;2]

1 2 1 22 ln( ) cos(2 ) et 2 ln( ) sin(2 )U U U U  
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Variante de Bray-Marsaglia

Méthode de rejet


 
Engendrer r1

 

et r2

 

uniformes indépendantes sur [0;1]


 
U1

 

=2 r1

 

-1 U2

 

=2 r2

 

-1 uniformes indépendantes sur [-1;1]


 
On rejette U1

 

et U2

 

si 


 
Il reste une distribution uniforme dans le cercle

sont deux réalisations indépendantes d’une N(0;1)

2 2
1 2 1U U 

2 2

1 22 2

2 ln 2ln  et  R RU U
R R

 
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estimation de 



 
http://www- 
sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node15.html#SECTION00033120000000 
000000

http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node15.html#SECTION00033120000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node15.html#SECTION00033120000000000000
http://www-sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node15.html#SECTION00033120000000000000
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I.4  Simulation d’un vecteur aléatoire 
gaussien


 

Deux méthodes voisines: 


 
ACP sur matrice de variance covariance , les 
composantes principales sont des combinaisons 
linéaires gaussiennes et indépendantes que l’on 
simule 


 

Transformation de Mahalanobis. On simule des 
N(0;1) et on effectue ensuite la transformation 
inverse 
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II Applications

II.1 Simulation de fonctions de 
variables aléatoires


 

Y= f(X1
 

, X2
 

,.. Xp
 

) fonction de variables de lois 
connues. En général difficile de donner la loi (densité

 ou fonction de répartition) de Y même dans des cas 
simples.


 

Si les Xi
 

sont indépendantes, pour obtenir un 
échantillon artificiel de Y : il suffit de générer 
indépendemment une valeur de chaque variable, de 
calculer f et de recommencer
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exemple


 

Calcul du volume Y de réserves récupérables d’un 
champ pétrolifère

Benmore, R., Cooper, M., Wells, B., "Stochastic Modelling for Reducing Risk in Prospect Evaluation", 
AAPG Annual Convention, Houston, Tx., March 1995
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En simulant 1000 valeurs de Y on trouve :
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Statistiques résumées pour réserve

Moyenne 571.188
Ecart-type 369.078
Coef. de variation 64.6158%
Minimum 28.5575
Maximum 2220.11
Etendue 2191.55
Asymétrie std. 16.6978
Aplatissement std. 11.7676

Quantiles pour réserve
Quantiles

1.0% 87.6372
5.0% 148.66
10.0% 189.576
25.0% 303.302
50.0% 483.626
75.0% 749.64
90.0% 1117.42
95.0% 1302.86
99.0% 1766.73

Histogramme
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Distributions d’échantillonnage de 
statistiques complexes

• Distribution approchée de statistiques complexes, et même de 
statistiques simples quand la population a une distribution peu 
maniable.
• Répéter N fois la simulation d’un n-échantillon de X pour obtenir N 
valeurs de la statistique d’intérêt T

• Exemple : U variable aléatoire uniforme sur [0 ; q] le milieu de 
l’étendue d’un n-échantillon est un estimateur de q/2 noté T.
• Quelle est la distribution et la variance de T pour n=5 ?
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• En prenant q=1, on simule N=1000 échantillons de 5 valeurs 
d’une loi uniforme, on calcule à chaque fois T , d’où sa distribution 
empirique.

0.5003752       0.1106459t s 

Remarque : l’estimateur sans biais de variance minimale 
est: 

1
1sup( ;...; )

2 n
n X X

n

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Calcul d’intégrales (méthode de 
Monte Carlo)


 

Première méthode :
on simule n valeurs de U


 

Deuxième méthode: fonction d’importance
T variable sur  [0 ;1] de densité p(t) 

1

0
( ) ( ( ))I g t dt E g U 

1

1ˆ ( )
n

i
i

I g u
n 

 

1

0

( ) ( )( )
( ) ( )

g t g TI p t dt E
p t p T

 
   

 
 1

( )1ˆ
( )

n
i

i i

g tI
n p t

 
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III Méthodes de rééchantillonnage


 

Facile d’obtenir les distributions d’échantillonnage 
d’estimateurs dans le cas classique où l’on dispose d’un 
modèle parametrique f(x ;).


 

En l’absence de modèle réaliste,  comment simuler une 
distribution inconnue ? 


 

Réponse : simuler une distribution proche. La 
meilleure en l’absence d’information, n’est autre que la 
distribution empirique. 


 

Rééchantillonnage : tirer au hasard des observations 
dans l’échantillon dont on dispose.


 
Bootstrap : tirages avec remise


 

Jack-knife : tirages sans remise.
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Le bootstrap (B.Efron) 


 

Soit une variable X de loi F inconnue ; on dispose d’un échantillon 
(x1,x2,..,xn ) et on veut étudier par exemple la distribution d’un 
estimateur T d’un certain paramètre , calculer sa variance, en 
donner un intervalle de confiance.


 

Tirage iid  dans la loi empirique Fn
Tirage avec remise de n parmi n


 

Si le nombre de réplications B tend vers l’infini , la moyenne de 
toutes les estimations bootstrap converge vers l’estimateur du 
maximum de vraisemblance empirique (c’est à dire utilisant la loi Fn ) 
et permet ainsi d’estimer sa variance. En pratique on se contente 
de quelques centaines de tirages au plus.
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
 

En anglais, le bootstrapping fait référence aux 
aventures du baron de Münchhausen, lequel est censé

 s'être sorti d'un marécage où
 

il était embourbé
 

rien 
qu'en se tirant par les bottes et se propulsant ainsi 
dans les airs. Les bootstraps sont les anneaux, en cuir 
ou en tissu, cousus sur le rebord des bottes et dans 
lesquels on passe les doigts pour s'aider à

 
les enfiler. 

(Wikipedia)
«

 
To pull oneself up with his one booststrap

 
»


 

Thinking the unthinkable (Efron)
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intervalles de confiance bootstrap  
• Méthode des percentiles :  repérer les quantiles dans  la distribution des 
B valeurs. 
Approximation normale : moyenne et l’écart-type des B réalisations puis 
intervalle à 

 
1.96 écart-types. 

(Vérifier la normalité approximative de la distribution des B valeurs).

Exemple : 
Médiane du taux de taxe d’habitation de 100 communes françaises.  
médiane =17.625  B=1000 

• Intervalle de confiance à 95 % des percentiles [16.70  18.92] 
en prenant respectivement la 25ème et la 975ème valeur ordonnée. 
• Intervalle avec approximation normale  [16.55  19.02] 

Moyenne = 17.7872
Médiane = 17.625
Ecart-type = 0.630658
Minimum = 15.87
Maximum = 19.39 
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Stabilité de résultats en analyse factorielle 

Logiciel DTM http://www.dtmvic.com

http://www.dtmvic.com/
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
 

Méthode très générale qui permet de répondre à
 

des 
problèmes jusque là

 
quasi impossibles à

 
résoudre 

comme l’étude de la variabilité
 

de résultats d’analyses 
factorielles (valeurs propres, vecteurs propres etc.) 
ou l’estimation de variance dans des sondages 
complexes.


 

Si la taille n de l’échantillon de départ est faible, en 
général sous-estimation de la variabilité

 
: les 

intervalles de confiance auront tendance à
 

être trop 
petits (couverture insuffisante).



 
En effet le rééchantillonnage ne permet pas par définition d’engendrer 
des valeurs autres que celles déjà observées, ce qui peut être génant 
pour des variables numériques, mais l’est moins pour des variables 
qualitatives où en général, toutes les modalités sont observées, au 
moins marginalement.



 
Le bootstrap est une méthode d’étude de la variabilité intrinsèque à un 
échantillon.
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