Quelques rappels sur les intervalles de confiance

I/ Généralités
Soient X une variable aléatoire de loi paramétrée par 6 et Xi,..,Xn nvariables i.i.d selon la loi de X.

1) Principe d'un intervalle de confiance

Plutdt que d’estimer ponctuellement la vraie valeur inconnue du parameétre €, on recherche un intervalle
recouvrant «trés vraisemblablement » cette vraie valeur.

Définition : On appelle intervalle de confiance de niveau de confiance 1- « du paramétre 6 tout intervalle
ICtel que : P(IC>6)=1-a pour a €[0]] fixé.

Remarques :
* Les bornes de l'intervalle de confiance IC dépendent de I'échantillon, elles sont donc aléatoires.

 Par abus de langage, on note souvent P(0 eIC)=1-a.
* Si « augmente, 'amplitude de l'intervalle de confiance diminue.

2) Vocabulaire

La probabilité ¢ pour que lintervalle de confiance ne contienne pas la vraie valeur peut étre répartie

difféeremment de part et d'autre des bornes de I'intervalle de confiance. Ecrivons donc a¢= oy +a, 0oU oy et a
mesurent respectivement les risques a gauche et a droite de dépasser un seuil plancher ou plafond.

* L'intervalle de confiance est dit bilatéral quand a1 # 0 et a2 = 0.
. . . o . Las . Lo .
e En particulier, si a1 = a2 = > l'intervalle est symétrique. Il est dissymétrique sinon.

¢ L’intervalle de confiance est dit unilatéral sia1a2 =0 :

- gquand on veut assurer une valeur minimale au paramétre a estimer, on considere
a1 = aet a2 =0, l'intervalle de confiance est alors de la forme : IC = [a,+oo[ .

- quand on ne veut absolument pas dépasser un seuil maximal, on prend a1 =0€et a2 =«
et on obtient alors un intervalle de confiance de la forme : IC = ]— oo,b] .

3) Construction

Pour construire un intervalle de confiance, on utilise une variable aléatoire dont on connait la distribution
de probabilité.

Définition : une fonction pivotale pour le paramétre € est une fonction des observations (Xu,..., Xn) et du
paramétre @ dont la loi ne dépend pas du paramétre 6.

On recherche dans la suite des fonctions pivotales particulieres adaptées aux cas étudiés.
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I1/ Intervalles de confiance pour I'espérance

On peut envisager deux cas :
¢ lavariable aléatoire mesurée est normale et le nombre de réalisations est quelconque,
* la variable aléatoire mesurée n'est pas normale et le nombre de réalisations est important. Dans

ce cas, la distribution de la moyenne empirique tend vers une loi normale d'apres le théoréme central
limite. On parlera d’intervalle de confiance asymptotique.

Dans la suite, on considére X ~N(m,o?) et Xi,..,.Xn n variables i.i.d selon la loi de X.
On définit respectivement la moyenne empirique et la variance empirique modifiée par :

1 n 1 n )
_ 2 1 o
Xn=— i§=l X, S2= n_1i§=1(x. Xn)

1) Cas ou la variance est connue

Xn—m
O

Aprés centrage et réduction de la moyenne empirique, on obtient : Jn

~ N(0)

Xn—m
Ona: P(—us\/ﬁ na Su)=1—a ouU u est le fractile d’ordre 1—% de laloi N(0J).

Ce qui revient & : P()?n—ui<ms Xn +uij=1—a.

I n

Quand la variance est connue, l'intervalle de confiance bilatéral symétrique pour I'espérance d'une loi
normale s'écrit donc au niveau 1-« sous la forme suivante :

= o = o L = . .
IC(m)= {xn —Uﬁ , Xn +uﬁ} X, est la réalisation de Xpn sur I'’échantillon.

2) Cas ou la variance est inconnue

Ona: Jn X“S(,]_m ~ S(n-1) (loi de Student a n-1 degrés de libertés).

N -m . . .
d'ou P(—t <vn ”& st) =l-« ou test le fractile d’ordre 1—% de laloi S(n-1)
et donc P()?n St o Xn +tiJ =l-«.
Jn Jn
Quand la variance est inconnue, l'intervalle de confiance bilatéral symétrique pour I'espérance d’une loi
normale s’écrit donc au niveau 1- « sous la forme suivante :

s s X, et s, sont les réalisations respectives de Xn et Sy
|C(m): Xn —t— , Xn +t— )z .
Jn Jn sur 'échantillon.
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3) Cas particulier : intervalle de confiance pour une proportion

n
. . X .
Soient Xi,..,Xn i.i.d. selon B(p) et X = E X; ~B(n, p). Notons F = estimateur sans biais de p.
i=1

¢ Dans le cas de grands échantillons :

En approchant une loi binomiale vers une loi normale (valable si np>5 et n(1-p)>5),ona:
F _ .
x/ﬁ n— loi (0,1) .

VpA-p) oo

E —
On en déduit : P(—u s\/ﬁ”—p < UJ =1-« ou u est le fractile d’ordre 1—% de laloi N(0]J).

VP~ p)
Et donc l'intervalle de confiance bilatéral symétrique pour une proportion p au niveau 1-« s’obtient en

N el N Y
v p(-p)

Ce qui donne en notant f, la réalisation de Fn sur I'échantillon:

résolvant I'inéquation :

u u |u? uz  u fu?
f —— | —+f (1-f fo+—t+t—, | —+f (1-f
n 2n \/ﬁ 4n n( n) n 2n \/ﬁ 4n n( n)
1C(p) = 3z , "
1+— 1+—
n n

Pour une taille d’échantillon tres importante, on considéere I'approximation suivante :

IC(p) = fn—u‘fM, f,ﬁUﬂM

Cette approximation est parfaitement justifiée sur le plan théorique.

En effet, d’aprés le théoréme de Slutsky, on a: 4 Fn(l— Fn) SN p(l— p) .

F _ .
On en déduit donc que : ﬁﬁi) 9, N(01).
n — M n—w

F _
D'oU : P(—u sx/ﬁn—p < uJ =1-a ouu estle fractile d'ordre 1—% de laloi N(0,1).

JFn(1-Fn)

Quand n est grand, l'intervalle de confiance bilatéral symétrique pour une proportion s'écrit donc au
niveau 1-« sous la forme indiquée.

¢ Sinon, construction d’intervalles de confiance « exacts » :

On construit ces intervalles en considérant la fonction de répartition de la loi binomiale. Si la
probabilité de recouvrement de l'intervalle ne vaut pas exactement 1-« , on prend l'intervalle ayant la
plus petite probabilité de recouvrement parmi ceux ayant une probabilité de recouvrement supérieure a
l-«.
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11/ Intervalles de confiance pour la variance d'une loi normale

On envisage ici le cadre ol X ~N(m,o-?) et X1,...Xn n variables i.i.d selon la loi de X.

1) Cas ou I'espérance est connue

* 1 n * D
Soit nz . Ona nsq—2 ~ z%(n)
i=1 o
S:Z
Dou P| 42, a_sllz-ﬂ =l-a ou zZ estle fractile d'ordre o, de laloi z*(n),
2 2

et ;(f_az est le fractile d’ordre 1- o de laloi z*(n).

Quand I'espérance est connue, l'intervalle de confiance bilatéral pour la variance d’'une loi normale s’écrit
donc au niveau 1- « sous la forme suivante :

2 "2 * e * . .
IC (62) = |n 52” , nS“_ s, est la réalisation de S, sur I'échantillon.

a2 Zal

T2 2

Remargue : cet intervalle n'est pas centré car la loi du khi-deux n'est pas symétrique.

2) Cas ou 'espérance est inconnue

. 1 < _
On considére la variance empirique modifiée S, 2 =nT12(Xi - Xn)2 comme fonction pivotale pour c2.
i=1
_ (N-1)S, °
On sait que ~———— ~ 72in-1).
SL]Z
Ona donc P| 72 <(n-D—5<4%, |=1-«a ou 2 estle fractile d'ordre o, de laloi z*(n-1),
o o L2
2 2

et y7 . lefractile d'ordre 1- a;de laloi x?(n-1).

Quand l'espérance est inconnue, lintervalle de confiance bilatéral pour la variance d'une loi normale
s'écrit donc au niveau 1- « sous la forme suivante :

‘2 2

IC (62)= | (n-1) -, (n- snest la réalisation de S, sur I'échantillon.
X o @
T2 2
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