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|.Généralités sur les vecteurs
aleatoires

.1 Fonction de répartition et densite
XeRP

F (X, Xp) = P(Xp < X)) X, < X,)

o°F(X,,..., X
f(Xl’_“,Xp): ( 1 p)
OXy...OX,




Changement de variable

Y = ¢(X)
Y =i (X,,., X))
. f(p™(y))
Densite =
9= ety
J Jacobien (0N % B Y
0%, OX,| |y,
J=| ..
YNy K| |
ox,  OX,| |0y




1.2 Fonction caractéristique (transformée
de Fourier de la densité)

@y (a) = E(expia’x) = E(expi(Zp:anj))

Condition nécessaire et suffisante
d'indépendance

¢X(a) :ﬁ E(expiajxj) :ﬁ¢j(aj)



Théoreme de Cramer-Wold (1936):

La loi de X est déterminée de fagcon unique
par celle des combinaisons linéaires des
composantes

P
— a'v —
J:

¢, (t) = E(exp(itY)) = E(exp(ita’x))
Dy (1) = P (a)



Harald Cramer Herman Wold
1893-1985 1908-1992



1.3 Espérance et matrice de variance

E(X,)

E().(p)

Transformation linéaire y=Ax
p,=Ap, X =AX A’

Cas particulier y=a’'x

V(y)=a'Xa



CNS pour étre une matrice de variance:
2. symétrique positive

Y a une racine carrée: Y/
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1.4 Transformation de Mahalanobis:
-1
y=X"(x-p)
Composantes de Y centrees, reduites, non-

corrélées

Distance de Mahalanobis au centre:
D’ =(x-w)Z'(x-p)=yy

P
E(D*)=p carD?=) Y/
j=1
Pour toute matrice orthogonale P (P’=P-1),
Py a aussi ses composantes centrées,
réduites et non-correlées.
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Prasanta Chandra Mahalanobis

1893-1972

Fondateur de I'Indian
Statistical Institute
1931

On the generalized
distarnce in statistics,
1936

Mahalanobis
International Award
In Statistics depuis
2003
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.5 Composantes principales

Combinaisons linéaires de variance
maximale :  V(y)=a'Xa

a vecteur propre de X

13



Il Lol normale a p dimensions

11.1 Définition

X suit une Np S| et seulement si toute
combinaison linéaire des composantes suit
une lol normale

No(u; X)
Les composantes de X sont independantes si
et seulement si ¥ est diagonale
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11.2 Densité
1
(272')p/2 ‘ ‘1/2

T (X Xp) =

TP

1 .
eXp(—E(X -W)'E(x-p))

Démonstration: changement de variable: y est

No(031) y
" y=24(x-u)

9(y) = H F exp(- V?) = o )p,z exp(— " ¥?)

puis jacobien et retour a X
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11.3 loi de D2 et surfaces d’isodensité
2 o -1 / - 2
D? =(x-p)Z'(x-p=yy=>Y,
j=1

D2 suit une loi du khi-deux a p degrés de
liberté

f(x)=c = D?=k : ellipsoide
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Lol normale a deux dimensions

Source: http://azzalini.stat.unipd.it/SN/plot-SN2.html
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Lol normale a deux dimensions

mu[1] is changing!

Source : http://www2.kenyon.edu/people/hartlaub/MellonProject/Bivariate2.htmi

18



Lol normale a deux dimensions

sigmal2] 15 changing, toal

rho across (-1,1)

thao is -9
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1l Quelgques problemes
d’inférence

I11.1 Centre de gravité d’'un nuage de
points
n observations iid

/X11 le\
. . g =(X";X°;....X")
1 P
X X

\.’'n nJ y

E(g)=n Zg:F
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Théoreme central-limite

Pour n grand g suit approximativement une
lol N,(u; 2/n)

Ellipsoide de confiance:
sI Z est connu

2

(g—u)’(ﬁj (g—n) suitune loi ;(ﬁ
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sI 2 est iInconnu: estimation par V matrice de

variance-covariance de I'échantillon (nen
dénominateur)

La loi du khi-deux doit étre remplacée par une F:

(g—n)'Vi(g—pn)=——F(p;n-p)
n—-p
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I11. 2 Ellipsoide de tolérance: ou se
trouve une nouvelle observation?

(x—)' =7 (x—p)=k
ou k est le fractile 1-o d'un y;
SI u est estimé par g,

X-g suit une Np(0;2(1+£j]

N

Si X estimé par la matrice de variance du
nuage V:

(x-g)'v i (xmg) = IR )
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111.3 Distance de Mahalanobis
./DM> d>
J:
Distance au sens de la métrique W-1.

D =(09,-9,)W™(9,-9,)

—  — \2

. nn X, —X nn

pour p=1: L2 22 =12 D~ F(Ln +n,—2)
n +n, n,+n,

O

D§ :(gl_gz)lw_l(gl_gz)
P quelconque :

D;=(g,-g,) W W™ (g,-g,)
w-L2 x
Standardisation de chaque composante Xx;

Décorrélation...
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Le A théorique:Asz(ﬁl—gz)' Z'l(ﬁl—gz)
2 populations N (ﬁl,Z) et N, (EZ,Z)

D; estimation (biaisée) de A;

_ nVv, +n\V, N

n-2 2

D§ = (gl_gz)lw_l(gl_gz)

W
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Test de comparaison de
deux moyennes multivariées

n—2 pn
E(D?)= — p_l[Ai + nlnzj

Si A°=0 Moo=l

2

nn, n-p-1
n p(n-2)

D.~F(p;n—p-1)
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Forme de Hotelling

n(n 2)

(g, -2,)"W' (g -2,)=T (n-2)

T (n) =——F(pin-p-+1)
+1
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2 groupes parmi k

Théoriques :

Estimeées : -1
3= (0,0, [-% | (6,9
Si A°=0
nn; n-k-p+l

D? = F (p;n-k-p+1
N +n, (n-k)p ° (pin-keptl)
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