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I.Généralités sur les vecteurs 
aléatoires 

 I.1 Fonction de répartition et densité 
 x∈Rp 
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 Changement de variable 

 
 
 
 Densité 

 
 J jacobien 
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 I.2 Fonction caractéristique (transformée 
de Fourier de la densité) 
 
 
 
 
 

 Condition nécessaire et suffisante 
d’indépendance 
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 Théorème de Cramer-Wold (1936): 

 
 La loi de X est déterminée de façon unique 

par celle des combinaisons linéaires des 
composantes 
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Harald Cramer 
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 I.3 Espérance et matrice de variance 
 
 
 
 

 Transformation linéaire y=Ax 
 
 
 Cas particulier y=a’x 
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 CNS pour être une matrice de variance: 
 Σ symétrique positive 

 

 Σ a une racine carrée:  
 
 
 

1
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 I.4 Transformation de Mahalanobis: 
 

 
 Composantes de Y centrées, réduites, non-

corrélées 

 Distance de Mahalanobis au centre: 
 
 
 
 Pour toute matrice orthogonale P (P’=P-1), 

Py a aussi ses composantes centrées, 
réduites et non-corrélées. 
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I.5 Composantes principales 

 Combinaisons linéaires de variance 
maximale : 
 

  a vecteur propre de Σ 

( )V y ′= a Σa
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II Loi normale à p dimensions 

 II.1 Définition 
 X suit une Np si et seulement si toute 

combinaison linéaire des composantes suit 
une loi normale 
 Np(µ; Σ) 
 Les composantes de X sont indépendantes si 

et seulement si Σ est diagonale 
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 II.2 Densité 
 
 

 
 Démonstration: changement de variable: y est 

Np(0;I)  
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 II.3 loi de D2 et surfaces d’isodensité 
 
 
 
 
 

 D2  suit une loi du khi-deux à p degrés de 
liberté 
 
   f(x)=c  ⇒ D2=k :  ellipsoïde 
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 Loi normale à deux dimensions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Source: http://azzalini.stat.unipd.it/SN/plot-SN2.html 
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 Loi normale à deux dimensions 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 Source : http://www2.kenyon.edu/people/hartlaub/MellonProject/Bivariate2.html 
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 Loi normale à deux dimensions 
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III Quelques problèmes 
d’inférence  

 III.1 Centre de gravité d’un nuage de 
points 
  n observations iid  
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 Théorème central-limite 
 Pour n grand g suit approximativement une 

loi Np(µ; Σ/n) 
 

 Ellipsoïde de confiance: 
  si Σ est connu 

1
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 si Σ est inconnu: estimation par V matrice de 
variance-covariance de l’échantillon (n en 
dénominateur) 

 La loi du khi-deux doit être remplacée par une F: 
1( ) ( ) ( ; )p F p n p

n p
−′− − = −

−
g μ V g μ
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 III. 2 Ellipsoïde de tolérance: où se 
trouve une nouvelle observation? 
 
 
 Si µ est estimé par g, 
      x-g suit une 
   
Si Σ estimé par la matrice de variance du 

nuage V: 
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III.3 Distance de Mahalanobis 

Distance au sens de la métrique W-1. 
 
 
1. pour p=1 : 

 
 

2. p  quelconque : 
 
 
 Standardisation de chaque composante xj 
 Décorrélation...  
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Forme de Hotelling 
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2 groupes  parmi k 

 
 Théoriques : 

 
 Estimées :  
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