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NOMBRES ALEATOIRES et 
PSEUDO-ALEATOIRES

G.Saporta, P.Périé et S.Rousseau, octobre 2011

Utiles pour rUtiles pour rééaliser des tirages et simuler des aliser des tirages et simuler des 
phphéénomnomèènes alnes alééatoiresatoires
Nombres alNombres alééatoires: suite de ratoires: suite de rééalisations alisations 
indindéépendantes dpendantes d’’une variable uniforme sur [0;1]une variable uniforme sur [0;1]

Peuvent être obtenus par des procPeuvent être obtenus par des procééddéés physiques:s physiques:
roues de loterie, roues de loterie, 
ééclairage clairage àà intervalles irrintervalles irrééguliers d'un disque divisguliers d'un disque diviséé en 10 en 10 
secteurs isomsecteurs isoméétriques et numtriques et numéérotrotéés de 0 s de 0 àà 9 : table de 9 : table de 
Kendall et Babington SmithKendall et Babington Smith
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Nombres pseudo aléatoires 

ProcProcééddéés ds dééterministes mais fournissant terministes mais fournissant 
une suite de nombres en apparence iid sur une suite de nombres en apparence iid sur 
[0; 1][0; 1]

Suites mathSuites mathéématiquesmatiques
ddéécimales de cimales de ππ, des tables de logarithmes, des tables de logarithmes

ProcProcééddéés arithms arithméétiquestiques
Milieu du carrMilieu du carréé de Von Neumann (1946)de Von Neumann (1946)
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On part d'un nombre entierOn part d'un nombre entier
On lOn l’é’éllèève au carrve au carréé
On extrait les chiffres du centre comme nombres alOn extrait les chiffres du centre comme nombres alééatoires.atoires.

Exemple : xExemple : x00 = 7534= 7534
(7534)(7534)22 == 56 7611 5656 7611 56
(7611)(7611)22 == 57 9273 2157 9273 21
(9273)(9273)22 == 85 9885 2985 9885 29
(9885)(9885)22 == 97 7132 2597 7132 25

........
d'od'oùù la suite 7611 9273 9885 7132 la suite 7611 9273 9885 7132 
InconvInconvéénients majeurs : dnients majeurs : déépendance au nombre de dpendance au nombre de déépart et part et 
rréégularitgularitéés nombreuses (permanence de 0 ou de ss nombreuses (permanence de 0 ou de sééries ries 
particuliparticulièères).res).
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MMééthodes de congruencethodes de congruence
Elles reposent sur des suites récurrentes :

choix arbitraire d’un entier x 0 appelé germe (ou seed ou graine)
génération d’une séquence (x1 ,..., xn ) d’entiers :

Xi+1 =a xi +b (modulo m) pour i  =  1, ..., n ,
où a, b et m sont des entiers appelés respectivement multiplicateur, 

incrément et modulo.

On vérifie : 0< xi < m pour i  1, ..., n .

Intérêt : les nombres u1 ...,un où

forment un échantillon pseudo-aléatoire de la loi uniforme sur [0,1] si 
les entiers a, b et m sont « bien » choisis.

ixu
m

=

Intuition de l’horloge : les heures 
9h et 21 sont Congrues modulo 12
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Le procédé étant déterministe, ces nombres sont 
dits pseudo-aléatoires.
Exemple : x0 = 1 ; a = 6 ; b = 0 ; m = 25
x0 = 1 x1 = 6 [25] = 6 x2 = 36[25] =11
x3 = 66[25] = 16 x4 = 21 x5 = 1 = x0
Ce cycle a pour longueur 5.

Remarque :
La séquence     xi i=1,...,n contient au plus m 
termes distincts.
Cette suite est donc périodique de période p 
avec p≤ m  Si p = m, la période est dite pleine.
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Choix des entiers a, b et m :
Ils sont déterminés de telle sorte que la séquence ait les 

meilleures propriétés  possibles.
En particulier, m est pris aussi grand que possible pour 

assurer une grande variété de valeurs dans la suite xi
Hull et Dobell (1962) ont montré que les séquences de 
période pleine sont  obtenues si et seulement si :

b et m sont premiers entre eux,
(a-1) est un multiple de chaque nombre premier qui divise m
si m est un multiple de 4 alors (a-1) aussi

Un algorithme très usité est la méthode congruentielle de 
Lehmer (1948) qui pose b = 0.
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MMééthode de Lehmer :thode de Lehmer :
xxi+1i+1=ax=axii (m)(m)

(Sur machines 32 bits m aussi grand que possible (Sur machines 32 bits m aussi grand que possible m=2m=23131--1)1)

choix classiques:choix classiques:
a=7a=755 =16807 m=2=16807 m=23131--11
a= 2a= 21616+3=65539  m=2+3=65539  m=23131--11
a=279470273 m=4294967291a=279470273 m=4294967291

Remarque : a= 2Remarque : a= 21616+3=65539  m=2+3=65539  m=23131--1 : 1 : RANDURANDU
(introduit dans les ann(introduit dans les annéées 1960, sur des machines IBM. Il est tres 1960, sur des machines IBM. Il est trèès s 
impopulaire car il possimpopulaire car il possèède de nombreux biais auxquels ont dde de nombreux biais auxquels ont dûû faire face les faire face les 
personnes qui l'ont utilispersonnes qui l'ont utiliséé).).



RANDURANDU

a= 2a= 21616+3=65539  m=2+3=65539  m=23131--1 1 
mm = 2= 21616 + 3 + 3 mm²²=6m=6m--9 mod 29 mod 23131

Pb : trPb : trois nombres successifs ois nombres successifs XXnn XXnn + 1+ 1 et et XXnn + 2+ 2 vvéérifient toujours la rifient toujours la 
relation relation XXnn + 2+ 2= 6= 6XXnn + 1+ 1 --99 XXnn

Cette relation donne un caractCette relation donne un caractèère re ‘‘prpréédictifdictif’’ àà la sla séérie pseaudo alrie pseaudo alééatoire: par atoire: par 
exemple, une modification des valeurs de exemple, une modification des valeurs de XXnn et et XXnn + 1+ 1 de l'ordre de 0,01, de l'ordre de 0,01, 
change la valeur de change la valeur de XXnn + 2+ 2 d'au plus 0,15. d'au plus 0,15. 

Pour avoir un "bon" gPour avoir un "bon" géénnéérateur, on souhaite une relation avec des rateur, on souhaite une relation avec des 
coefficients beaucoup plus grands, de telle manicoefficients beaucoup plus grands, de telle manièère qu'une petite re qu'une petite 
modification de modification de XXnn et et XXnn + 1+ 1 change complchange complèètement tement XXnn + 2+ 2

88
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http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Lcg_3d.gif#file

http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Lcg_3d.gif#file
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Solutions variSolutions variéées: congruences avec retard  es: congruences avec retard  
xi = a xi -r +b [m]

Exemple:  rri+1i+1 =(1664525r=(1664525rii+1013904223)  m = 2+1013904223)  m = 232 32 

(Numerical Recipes in C(Numerical Recipes in C ))

Nombreux tests pour valider le caractère 
uniforme et l’indépendance des 
réalisations

Chi-deux, Kolmogorov, tests de séquences, de non 
corrélation
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estimation de π

http://wwwhttp://www--
sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node15.html#SECTION000331200sop.inria.fr/mefisto/java/tutorial1/node15.html#SECTION0003312000000000000
000000000000
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Calcul d’intégrales: méthode de Monte Carlo

PremiPremièère mre mééthodethode ::
on simule on simule nn valeurs de valeurs de UU

DeuxiDeuxièème mme mééthode:thode: fonction dfonction d’’importanceimportance
T variable sur  [0T variable sur  [0 ;1] de densit;1] de densitéé p(t) p(t) 
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Générateurs pseudo-aléatoires 
cryptographiques

Doivent être capable de produire des sDoivent être capable de produire des sééries dont le ries dont le 
caractcaractèère pseudo alre pseudo alééatoire est moins discernable pour atoire est moins discernable pour 
mméériter ce titreriter ce titre
…… Mais plus lentsMais plus lents

Un gUn géénnéérateur congruenciel rapide et possrateur congruenciel rapide et posséédant de dant de 
bonnes propribonnes propriééttéés : Mersenne Twister (1997)s : Mersenne Twister (1997)
Mais nMais n’’est pas considest pas considéérréé comme gcomme géénnéérateur rateur 
cryptographiquecryptographique
UtilisUtiliséé dans SPSS dans SPSS àà partir de la version 12partir de la version 12

1313
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ALGORITHMES DE TIRAGE

QualitQualitéés souhaits souhaitéées:es:
Sans remiseSans remise
SSééquentielquentiel
RapideRapide
Respecte les probabilitRespecte les probabilitéés ds d’’inclusioninclusion
De taille fixeDe taille fixe
Utilisable si N est inconnuUtilisable si N est inconnu
Etc.Etc.



Une méthode inefficace : énumération puis 
sélection

(Yves Till(Yves Tilléé, , ‘‘Sampling AlgorithmsSampling Algorithms’’ p 31)p 31)

Si le plan de sondage est connu, et que la population nSi le plan de sondage est connu, et que la population n’’est par trop est par trop 
large, une mlarge, une mééthode pour sthode pour séélectionner un lectionner un ééchantillon est lchantillon est l’’approche approche 
éénumnuméérative : rative : éénumnuméérer tous les rer tous les ééchantillons possibles, puis en chantillons possibles, puis en 
sséélectionner 1 au hasard.lectionner 1 au hasard.
…… mmééthode pure et simple conceptuellement mais impossible dthode pure et simple conceptuellement mais impossible dèès que s que 

la population dla population déépasse quelques dizainespasse quelques dizaines

LL’’objectif des algorithmes de tirage est de tirer un objectif des algorithmes de tirage est de tirer un ééchantillon en chantillon en 
respectant le plan de sondage et en respectant le plan de sondage et en éévitant une vitant une éénumnuméération complration complèète te 
au prau prééalablealable
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Classes de méthodes (Yves Tillé pp 32 – 39)

MartingalesMartingales
Algorithmes sAlgorithmes sééquentielsquentiels
SSéélection pas lection pas àà paspas
Par Par ééliminationlimination
Sondages rSondages rééjectifsjectifs
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Notion d’entropie
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On montre aisOn montre aiséément que I(p) est toujours positif. ment que I(p) est toujours positif. 

Plus lPlus l’’entropie est entropie est éélevlevéée, plus le plan de sondage est en un certain e, plus le plan de sondage est en un certain 
cas alcas alééatoireatoire

A dA dééfaut dfaut d’’information auxiliaire, on peut chercher le plan le plus information auxiliaire, on peut chercher le plan le plus 
alalééatoire (au sens de latoire (au sens de l’’entropie) qui ventropie) qui véérifie les probabilitrifie les probabilitéés ds d’’inclusion inclusion 
fixfixééeses
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Plans à probabilités égales sans remise
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Plans à probabilités égales sans remise

Tirage de Bernoulli:Tirage de Bernoulli:
on tire N nombres alon tire N nombres alééatoires. Latoires. L’’unitunitéé i est retenue si Ui est retenue si Uii<<ππ . . 
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Tirage de BernoulliTirage de Bernoulli
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Tri alTri alééatoireatoire
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SSéélectionlection--rejetrejet
si Usi U11<n/N on prend l<n/N on prend l’’unitunitéé 1. Puis n=n1. Puis n=n--1 et N=N1 et N=N--1. On s1. On séélectionne lectionne 

ll’’unitunitéé 2 si U2 si U22<n<n--1/N1/N--11
Si USi U11>n/N, on passe >n/N, on passe àà ll’’unitunitéé 2 avec N=N2 avec N=N--1. On s1. On séélectionne llectionne l’’unitunitéé

2 si U2 si U22<n/N<n/N--1 etc.1 etc.

j= nb d’unités
déjà sélectionnées 
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MMééthode de mise thode de mise àà jour de ljour de l’é’échantillonchantillon
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Pas alPas alééatoires atoires 
Tirer U et trouver s tel que                      Tirer U et trouver s tel que                      

sséélectionner llectionner l’’unitunitéé s+1, faire N=Ns+1, faire N=N--ss--1 et n=n1 et n=n--1 etc.1 etc.

et aussi le tirage systet aussi le tirage systéématiquematique……

11
n
N s

n
N

CU
C
− −≤ −
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Tirage systTirage systéématiquematique
DDééfinir un finir un paspas de tirage = N/n (entier par arrondi) de tirage = N/n (entier par arrondi) 
Tirer une unitTirer une unitéé au hasard au dau hasard au déébut du fichier entre 1 but du fichier entre 1 
et et paspas
SSéélectionner une unitlectionner une unitéé tous les tous les paspas

Avantages: simplicitAvantages: simplicitéé, N pas n, N pas néécessairement connu a cessairement connu a 
priori, peut être plus efficace que le tirage alpriori, peut être plus efficace que le tirage alééatoire si atoire si 
le fichier est trile fichier est triéé selon une variable bien corrselon une variable bien corréélléée e àà la la 
variable dvariable d’’intintéérêt (cf cours sur le sondage en grappes)rêt (cf cours sur le sondage en grappes)
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InconvInconvéénientsnients
Si pSi péériodicitriodicitéé dans le fichier  (Ardilly)dans le fichier  (Ardilly)
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Probabilités inégales sans remise

InfinitInfinitéé de plans de sondage pour des de plans de sondage pour des ππ i  i  fixfixééss
Plus de 50 mPlus de 50 mééthodes de tirage! Aucune ne satisfait tous les thodes de tirage! Aucune ne satisfait tous les 
critcritèères.res.

Quelques techniques simples:Quelques techniques simples:
Tirage avec remise et conservation des unitTirage avec remise et conservation des unitéés distinctes mais s distinctes mais 
taille non fixetaille non fixe
Rejet de lRejet de l’é’échantillon si il y a des doublons mais proba chantillon si il y a des doublons mais proba 
dd’’inclusion non proportionnelles aux xinclusion non proportionnelles aux xii
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Tirage successif sans remise:Tirage successif sans remise:
On recalcule les probas dOn recalcule les probas d’’inclusion aprinclusion aprèès tirage de s tirage de 
chaque individu. Si j est tirchaque individu. Si j est tiréé: : 

Ne respecte pas les probas dNe respecte pas les probas d’’inclusion dinclusion d’’ordre 1ordre 1

Tirage poissonnien: sTirage poissonnien: séélectionner i si Ulectionner i si Uii<<ππii
ππijij= = ππii ππj   j   variance simplevariance simple
Mais taille non fixeMais taille non fixe

' i
i

j

ππ
π

=
−1
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(S.Rousseau, 2004)Tirage poissonnien
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MMééthode de Sunter thode de Sunter (g(géénnééralisation de la mralisation de la mééthode de thode de 
sséélectionlection--rejet)rejet)
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MMééthode RHC (Rao, Hartley,Cochran)thode RHC (Rao, Hartley,Cochran)

Pour un tirage Pour un tirage àà probabilitprobabilitéés proportionnelles s proportionnelles àà la la 
taille Xtaille X
Trier les unitTrier les unitéés dans un ordre als dans un ordre aléétaoiretaoire
TronTronççonner le fichier en n groupes successifs de N/n onner le fichier en n groupes successifs de N/n 
unitunitééss
Tirer dans chaque groupe Tirer dans chaque groupe uneune unitunitéé
proportionnellement proportionnellement àà la taillela taille

Simple et performantSimple et performant
Remarque: procRemarque: procééddéé «« inexactement proportionnel inexactement proportionnel àà la la 
tailletaille »» car les groupes ne sont pas de même taille car les groupes ne sont pas de même taille 
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