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L’analyse des données

Enquétes, sondages et statistiques accumulent un nombre grandissant d'in-

Sformations sur des échantillons towjours plus importants. Pour dégager les

paramétres cdractéristiques de ces données, il s'est créé une nouvelle

discipline mathématique que les ordinateurs ont rendue opérationnelle.

par J. M. Bouroche et G. Saporta

our préveitr avenir et ainsi opti-
miser {os décisions de tous ordres,
il faut aujourd’hui réunir un
nombre toujours plus imporiant de
données {(on utilise couramment des
ensembles comprenant des centaines
de milliers d’informations). Il 2st alors
indispensable de traiter ces données
sclon des procédés rigourcux pour en
dépager les paramétres importants.
Depuis unc dizaine d'années, Ia
stafistique s’est enrichie d’une pouvvelle
famille de méthodes Panalyse des
données. Ces méthodes, développées
pour la plupart avant ’apparition des
ordinatenrs, n'ont pu @tre appliquées
gque griace a Pimportante vitesse de
cafcul de ceus-ci et A lewr faculté de
mettre en mémoire de grandes quantités
diinformations. Lorsqu’on dispose d’un
fichier de 10 000 salariés sur lesquels ont
ét¢ relevées plusicurs dizaines de caracté-
ristiques tous les ans, il est difhcile
d’appréhender globalement 1informa-
tion conienue. De plos les méthodes
statistiques classiques sont insuffisantes,
La statistique descriptive nous enscigne
seulement comment représenter des pour-
centages et comment construire des
diagrammes ¢qui mesurent ['intensité
A’une caractéristique en fonction d’un
paramétre, par exemple, le salaire en
fonction de 1*ige, de Fancienneté, eic. La
statistigue mathématique, quant a elle,
permet d'estimer des paramétres de
distribution {moyenne, variance...} et
de vérifier Iz validité d’hypothéses,
notamment si deux séries de donpées
correspondant aux variations de deux
caractéres sont corrélées. Ces méthodes
ne sont pas suffisantes lorsqu’il s*ngit
d’extraire Jes informations d’un trés
grand fichier, d’od Pon veut, en dépis-
tant des concomitiances répétées, deé-
duire les relations stotistiques epire
diverses caractéristiques : l'analyse des
domnées autorise des études globales
incluant toutes les caractéristiques de

ces mémes données; ces études ont pour
but de mettre en lumiére les phénomeénes
importants en faisant e minimum d’hypo-
théses @ prieri sur les importances rela-
tives des infnrmations.

Pour mieux comprendre ce domt il
S’agit, prenous un exempie : les ressem-
blances entre consonnes, étudiéas expé-
rimentalement par G. A. Miller et
P. E. Nicely et théoriquement par
R. N. Shepard, J. D. Carcll et M. Wish,
I s’agit de détermingr les ressemblances
entre scize consonnes, telles quelles sont
pergues par {oreille, cesi sans faire
intervenir aucune idée précongue sur la
skmilarité de leur forme, sur leur spectre
de fréquence etc. Les données sonf ras-
semblées an cours de séances d’expéri-
mentation, ot un individy prononge une
consonne au hasard et le son émis est
dégradé de différentes manidres : en lui
superposant un bruit blanc, en le faisant
passer 4 travers un filtre de fréquence,
ete, Des auditeurs notent le son qu’ils
pergoivent, et confondent certaines con-
sonnes, ce gqui fait qu’on peut reporier
sur un tableau (une matrice de confu-
siom), la fréquence des confusions,
c'est-d-dire la fréquence avec laguelle
elles sont prises ["une pour Fautre (voir
figure 1} : on voit par exemple que les
consonnes & et 4 sont confondues dans
5,8 % des cas; lorsque deux consonnes
sont « proches », I'indice de confusion
est élevé.

Une méthode d’analyse des données
permet d’assigner aux différentes con-
sonnes des positions sur un plan (voir
figure 2. On peur vérifier que deux
consonnecs sont « proches » l'upne de
P"autre dans ce plan lorsqu’elles sont
souven! confondues et inversement. La
maniére dont on les dispose sur le plan
sera détaillée pius loin. Selan R. N. She-
pard, les consonnes sannantes (telles que
z, 4, b) -forment un groupe séparé, le
long de Yaxe horizontal, des consonnes
sourdes (telles que ¢, &, p). L'axe vertical

sépare les consonnes en fonction de la
nasalité (il s’agit d'une expérience
réalisée aux Etats-Unis). Pour établir
Parbre (partie de droite de la figure 2},
Shepard utilise une méthode de classifi-
ciation automatique; cetie autre méthade
d’analyse dont le résultat est également
représenté sur la figure 2 permet de
regrouper en classes (ou en types homo-
génes), les consonnes qui sont les plus
proches (& et p par exempic); on consi-
dére ensuite ceite classe commic une
consonne fictive dont 1’indice de proxi-
mité avec toutes les autres consonngs
esi recalculé : Findice de ta classe (fc, 7}
aver une autre consonne, § par exemple,
est & plus petit des deux indices de k
avec 4 et de p avec 5, c'est-d-dire le
minimum du couple (0,063; 0,052), soit
0,052. Ce processus répété permet de
construire arbre de classification. Sur
cet arbre, le niveau d’un neeud est le plus
petit indice entre les consonnes d*une
méme classe. Le tahleau représentant les
proximités et Fartre de classification
donnent le méme résuliat; on y distingue
trois grandes classes de consonnes : les
nasales, les sourdes non nasales et les
sonnanles non nasales. Les deux ana-.
lyses menécs parallélement sur les mémes
doonées donnent des inderprétations
compatibles qui s'enrichissent mutuelle-
ment : les groupementis et les critéres de
ressemblance qui s’en dégagent en sont
Jd’antant plus crédibles. Le tableau des
données analysé dans cet exemple est
de dimension trés modesie; i arrive
qu‘il faille traiter avec ces mémes techni-
ques des tableaux hien plus grands. Mais
avant d’exposer ces technigues, il nous
faut considérer les données & analyser
et les probiémes 3 résoudre. Puis nous
examingrons les méthodes statistiques
qui ont donné naissance i Panalyse des
données, En 196}, on comptait environ
500 ordinateurs en Europe. En 1978, on
en compte environ L0Q 00 de la méme
capacité. Le développement de Pana-
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1. CE TABLEAi{] DE CONFUSION, imdiquant aves guoelle
fréquence une consonne ost prise pour nne antre, a ¢ié¢ établi de
fagon expérimentale. Une personne émet une comsonne, loguelie
es{ enregistrée ef déformée par ume source de broit et un filire.

lyse des données a été parailéle 4 celui des
moyens de calculs; c'est probablement 2
travers les applications de I'analyse des
données que Vordinateur a le plus
transformé nos vues statistiques du
monde.

La nature des donnpdes.

On distingue généralement deux en-
sembles : les /ndividus et les caractéres
relatifs 4 ces individus. Le terme « indi-
vidu » peut désigner, selon les cas, un
interviewé, Pemployé d'une entreprise,
un clienf, un animal, un lieu Eéogra-
phique, un pays, efc. L’ensemble des
individus observés peut provenir d'un
¢chantillonnage dans une population (il
s'agit alors d’un sondage) ou il peut
&’agir de la population tout entiére.

Sur ces individus, on reléve un certain
nombre de caractéres. Par exemple, si
on considére une enquéte par somndage,
Ies caractéres seront las questions; s'il
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s’agit des employés d’une entreprise, les
caraciéres sont ; le salaire, 1’ancienneté,
le dipléme, etc. Les caractéres observés
peuvent étre guantitatifs ou qualitatifs,
Un caractére est, quantitatif forsqu’il
prend ses valeurs sur une échelle numeé-
rique : salaire, fge, chiffre d’affaire,
tailie, poids... Un caractére est qualitatif
forsqu’il prend des modalités non numé-
Tiques; sexe, profcssion, région, couleur,
nivean hidrarchique.., Les modalités d’un
caractére gqualitatif peuveni &tre ordon-
nées {niveau hiérarchique); on dit alors
que le caractére est ordinal. Sinon, on
dit qu’il est nominal (profession, cou-
leur).

Les données ainsi coilectées peuvent
&ire représeniées dans un tableau explici-
tatt Jes caraciéres des individus (voir
figure 1) par exemple, le dipléme (carac-
tére ¥0) du {ome individu cst représenté
par [a modalité xi; son salaire est égal
3 x5

Bien entendu, on peut construire de

Lorsijue cette consonne est restituée, elle n été profondément trans-
formée et peui Btre confondue avec une aatre. Les deux consonnes
les plus confosdues et par conséquent les plus proches sont le &
ct fe p. L’analyse des données précise certe notion de proximiteé,

nombreux autres types de tableaux de
données, Citons par exemple, les tableaux
de contingence et les tableaux de proxi-
mité. Un tablcau de contingence con-
tient ies fréquences d'association entre
les modalités de deux caractéres nomi-
Raux. Si, par exemple, au cours dun
recensement, on reléve sur les Frangais
Ia classe d’Age et la région ou iis habitent,
on peut croiser ces deux caractéres et
construire le tableau des implantations
géographiques en fonction de la classe
d’age, Cet exemple a &€ choisi pour les
développements futurs qu’il va permet-
tre : ici, 1o classe d'Age est considérée
comme une modalfté en dépit de son.
caractére numérique évident. On aurait
pu également considérer le tableau des
professions en fonction des quartiers de
Paris qui relie cette fois deux véritables
caractéres NOMENAUX.

Dans le tablean de Ia fgure 3, & repré.
sente le nombre dé personnes dans la
classe d’dge j habitant-la /o= région. Les
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individus ont été agrégés et, contraire-
ment au tableau précédent, ne peuvent
plus 2tre distingués, Le tablean de la
figure ! (association entre consonnes)
contient des données de proximité, Le
tableau des distances entre les pringi-

pales villes de France est également un -

tableau de proximité siricio sensu.

NASALITE

i

Suivant la connaissance que Pona du
phénoméne étudié, on peut chercher &
analyser les données seion plusieurs
paoints de vue. La recherche des ressem-
blances ou des différences entre- les
individus peut étre un dJes objets de
Panalyse, Par ¢zemple, un économiste
peut s’intéresser anx différents pays de

SOURDES"

SONNANTES

lo

2. L'ANALYSE DES PROXIMITES, permet de placer les consonnes sor un plan; leur proxi.
mité, tradoisapt leuwr fréquence de confusions, est établie expérimentalement. A partir du
méme tablean des données, c’est-h-dire le tableau de confusion (veir la Gguwre précidente), on
établit Parbre ol lcs consonnes sont groupées deux i denx par ordre de confusion croissanie.
Diilférentes sectlons de Farbre correspondent o différents regroupements des consonnes.
_Pour la cinquidme section, c’est-i-dire le 5% pofulillé coloré, om différencie trois groupes de
copsonpes, les sourdes, les sonnantes ef les nasales, regroupées sur le plan. La classi-
fication et Pamalyse en Composantes principales donnent les mémes regroopements, ce
qui est une comfirmation de la validité des dewx méthodes et de leur bonne interprétation.

POCDE. Ces pays sont représenids par
fes valeurs numériques prises par une
batterie d’indicateurs économiques (voir
figure 4). On considére que deux pays
s¢ Tessemblent lorsque les profils carac-
térisant ces deux pays sont voisins. H
est possible, 4 l"aide d'une méthode
d’analyse lactorielle, de représenicr les
proximiteés entre pays; un exemple dc
ce genre est développé plus ioin. Une
auire méihode de classification automa-
tique permettrait de regrouper les pays
les plus proches relativement aux indi-
cateurs économiques, de méme que nous
avons regroupé les consonnes les plus
sembiables. La description des refations
entre caracléres peut Glre un autre objet
de ["analyse : deux caractéres sont
considirés comme ligs, ou corréiés,
forsqu’ifs varient de Ia méme fagon sur
les différents individus; om peuat, par
exempie, privilégier un (ou plusiears)
caractére ct chercher 4 expliciter ses
variations en fonction des autres. Par
exemple, un industrie! peut chercher 4
sxpliquer son chiffre de venie aupris
de différents clients i 1"aide des caracté-
ristiques de la clienfélc. Une fois la
formule établie, il pourra véritablement
s'adapter A cette clientélc.

Lorsque tous les caractéres jouent un
rivie identique, on cherche simplement 4
mettre en évidence les groupes de carac-
téres, soit corrélés, soit indépendants.
L4 encore, on peut utiliser PPanalyse
factoriclie ou la classification. Selon lc
type de probiémes ¢t selon la nature des
données, on choisit la méthode appro-
priée.

Historigue.

I.es fondements mathématiques de
Yapalyse des donpées remontent au
début du siécle : ils sonf associés aux
noms de K. Pearson et de H. Hotelling
qui inventérent I’analyse en composautes
principales ei lanalyse canonique, Les
débuts véritables de 'analyse des don-
nées remontent aux travaux de C.
Spearman et de "école psychométrique
anglo-saxonne. [es travaux de C. Spear-
man avaient pour but wne mesure de
Vintelligence; pour mesurer 1’intelli-
gence, ou recourt i des batteries de tests
auxquels on soumct de nombreux
sujets ; des donnédes recucillies, multidi-
mensionnelles, C. Spearman prétendait
isoler an « facteur général » unique
mesurant i“intelligence. Selon J. P. Ben-
zecri (Histoire et préhistoire de [Panaiyse
des données) « de ce que depuis des
miilénaires les hommes ont appelé
intelligence, mémoire, imagination, pa-
tience..., sucune mesure immédiate n'est
possible d'oh la nécessité d'une cons-
troction statistique .
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[¥ans les années 30, L. L. Thurstone
généralise et précise Ie probléme en
proposaut un modéle moins contraignant
et moins idéaliste. Il existe plusieurs
types de facteurs et L. L. Thurstone
différencie, dans son analyse, facteurs
communs et facteurs spécifiques.

L’hypothése fondamentale de Pana-
lyse factorielle est quil existe un petit
nombre de caractéres numériques indé-
pendants, non directement observables
appelés « facteurs communs » et qui
rendent compte des dépendances entre
les quantiids mesurées. Ces caracléres
s'expriment comme des sommes pondé-
rées de ces facteurs A un terme pres, le
& facteur spécifique » du caractire,
terme correcieur qui rend compte de
I'aptifude particulidre 3 exécuter un
certain test. Le probléme est donc de
trouver pour chaque individu la valeur
des différenis facteurs, comumuns et
spécifiques, et den determiner les coeffi-
cients de pondération. L’analyse facto-
rielle est donc un modéle a priori car
on postule 'existence de facteurs com-
muns et on cherche & vérifier le modéle
a partir des données expérimentales. Les
conceptions plus modernes visent 3
extraire [Pinformation uotilisable sans
hypothéses a priori cependant, la
démarche qui fait apparaitre des carac-
téres cachés plus significatifs et en plus
petit nombre que les caractéres initiaux
reste 4 la base des méthodes pius mo-
dernes d’annlyse des domnées que !'on
qualifie par fe terme générique d’analyse
factorielle, « Fanalyse en composantes

principales » en étant peut-&tre le plus
bel exemple.

Drailleurs, 1’analyse factoriclle en
facleurs communs et spécifiques ot
Panalyse en composantes principales
fournissent souvent des résultais voisins :
les facteurs communs calculés par la
premiére technique apparaissent natu-
rellement sous forme de composanies
principales dans Ja seconde qui a Pavan-
tage d’&tre plus simple et plus siire.

A 'opposé des méthodes issues de
Fanalyse factorielie, qui visent & élucider
des relations entre caractéres, les mé-
thodes de classification et de typologie
visent 4 faire apparaiire des groupes
homagénes d'individus ou de caractéres.
Elles tirent leur origine dans les fravaux
des naturalistes. La classification du régne
animal de Linné est une des premiéres
tentatives de classification hiérarchique.
Depuis cette époque, naturalistes, bota-
nistes et zoolagistes n'ont cesse de
manipuler d*%mmenses recueils de
donnégs, par des méthodes que la sta-
tistique a repriscs et enrichies A 1'aide des
ordinateurs.

‘LTanalyse en composuntes
principales,

S 4 un ensemble d'individus on
n'associait quau plus deux ou trois
caractéres, 1} serait facile de représenter
les ndividus par un ensemble de points
appelé « le noage », dans un graphique
cartésien on chague coordonnée repré-
sente 1a mesure d'un des caractéres, Une

simple inspection visuelle apporte, dans
ce cas, une fouwic de renseignements
concernant la dépeudance entre les
caractéres, le repérage d'individus excep-
tionnels, la séparation cnire d’éventuels
groupes d'individus.

Lorsque le nombre des caractires est
p, un individu ¢ est un point, dans un
cspace a p dirnsnsions, de coordonnées

xi, x} ... x¥ . Cet espace est appelé
Pespace des individus. Mais si p dépasse
3, il nous est impossible de représenter la
figure formée par le nuage de points et
d'en tirer « par inspeciion » des conclu-
Sioms.

Lanalyse en composantes principales
va nous aider a obtenir une représenta-
tion dans un espace de dimension
familiére, en réduizant le nombre de
caractéres descriptifs @ cette réduction
sera d’autan: plus facile que les carac-
téres présenteront entre eux une ¢orréia-
tion importante. Les caractéres obtenus
grice 4 cetie analyse ne constituent pas
une simple séiection des caractéres de
départ : ce sont de nouveaux caractéres
appelés caractéres principaux (ou com-
posantes principales) réalisant la synthése
de piusieurs caractéres initiaux au moven
d’une formuie linéaire (établie par le
calcui) du type :

T=032 4+ 028~ 1584+ ...
Il conviendra ensuite ¢t dans la mesure
du possible, de donner un sens concret
aux composanies principales : c'est le
difficile probléme de Uinterprétation.

Mais voyons d’abord le principe de Ia
méthode : si on connait les coordonnées

CARACTERES CLASSE D'AGE
% ¢ I . Lﬂ ¢ 2 3. - b
Age Salairs DOiplame ciermet? 0-4 ans |4-8 ans
1 X *® R x| xf 1 ki ki . k| . kKl
2 x; o - Xy v x5 2 k. LTI - ki, . k%
j R
N . ; £ . . . . .
D . . . . ' G . . . .
| . . . i . . .
¥ 0
' : 2 | 4 N H 4 4
D i x! X! LI I X} s i K ki . kb - | $4
]
5 = . » - - .
n X} xZ | e Xh | e xh n Kh k# Kh | e | 34

3. LES DONNEES COLLECTEES peuveut 8tre représentées
gur différentes sories de tablenu, Le tablean de gaache dénombre
les divers caraetétres en fonction des individus, Ces caracidres
peuvent &ire geantitatifs pu qualitatifs. Le tableau de droite est
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un fableac de contingepce oif on a Televé ¢ nombre d‘habitanis
d’npe  classe d’Age déferminée en
tableaux de coniipgence contiensent les fréquences d'association emtre
les modalités des deux caract?res cominaux considérés dans Panalyse.

fopcticn -des régions. Ces
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~0,3428

0.50632
- 0,0636

4, REPRESENTATION PLANE des pays de PO.C.D.E. L’apa-
lyse en comypogantes principales selon un plan donne cette répartition
des différents pays. A pariir des treize indicateurs domt la liste apparati
sur le tabieau, on peut, par cetie analyse, dégager deax composantes
qui, aprés Interprétation, reprécentent Pune le développement éeono-
mique (¢n abscrsse), Pantre Jes investissements et le commerce exté-
rieur (¢a evdonnée). Le pourcentage d'infurmation conservé par cette

simplification selon deux dimensiops, alors que P'espace initiai en
avait {reize, esf de 62,59 7. On remarquera ln place du Japon qui
investit beaucoup et exporte relativement pen. Sous le graphique,
ou a indiqué les corrélatioms des différents caracitres avec les
composanies principales, en coloriant les plus imporiantes. Ce sont
ces corrélations qui permetfent de donner un sens économigue oux
composanies principales dont le sens m’est pas connu a prier),
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des r points représentatifs des individus,
on peut calculer les distances entre fous
les points pris deux i deux.

Notre préoccupation va étre de trouver
un sous-espace avant un petit nombre de
dimensions dans lequel on puisse faire
une représentation de poims-individus
sans irop déformer les distances ini-
tiales entre les paints;. supposons que
Pespace des individus soif 4 trois dimen-
sicns (p= 1) et que Uon cherche &
en faire une représentation a deux dimen-
sions, c¢’est-d-dire sur un plan {voir
figure 5). En projetant les points-indivi-
dus sur un plan, les distances entre les
polnts projetés ne peuvent étre qu’infé-
ricures nux distances initiales. Le pro-
biéme est : comment choisir au mieux
ce plan?

Avant de résoudre ce probleéme, il fout
introduire 1'idée de dispersion et par
conséquent refaire un peu de staiistique :
pour caractériser un ensemble de n
nownbres deésignés par x, X .. Xg
(¥ est une varjable dont les valeurs sur »
individus sont les x;). La moyenne X
est égale a :

_ Xt agt xgt o
e

Ainsi, fes dix valeurs suivantes 3 100,
2 300, 2 800, 3200, 4000, 2 500, 3 004,
2700, 3000, 2900 représentant Jes
revenys mensuels de dix individus ont
pour moyenng 2 970 francs. Caraciériser
un ensemble de nombres par sa moyenne
est insuffisant ; les dix revenus survants
1 800, 2 000, 1900, 4 500, 6000, 5 000,
1 600, 2 400, 2 500, 2 000 oni aussi pour
moyenne 2 970 francs mais il est clair
que l'échelle des revenus n’est pas
semblable : les valeurs sont plus disper-
s€es. Pour quantifier la dispersion des
valeurs, on utilise In variance notée % :
(e, — TF+ (e R (2, — TP

n

Cette variance st d’autant plus forte
que les valeurs de ¥ présentent de grands
ecarts entre elles. 8i s° = 0, toutes les
valeurs sont €gales & la moyenne et l2
caractére esi, en fait, une constante. La
racine carrée y de la variance est misux
interprétoble que la variance elleméme
car elle est exprimée avec la méme unité
que le caractére : c'est écart-type, Ainsi,
dans nos schelles de salaires, la premiére
séric a pour variance 3° = 168 100 et
pour &cart type 5= 4]0 F; la deuxiéme
séric s7= 2246100 et 5= ] 498,70 F,
La seconde série est 3,7 fois plus dispersée
que la premicre.

Revepons au probléme de choisir le
meilleur plan passible pour observer les
caractéristiques d’un nuage de points
trois dimensions. Le meilleur plan de
projection est celui pour lequel les dis-
tances enlre tontes les projections sont

§2
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5. JANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES consiste A réduire le nombre de
dimensions et I'espace des individos ot, de fagcon pratique & grouper ies paraméires pour ve
dégager que cenx gui soni les plus importants. En effei le nombre des dimensions initiales de
Pespace des individus est gépéralement &levé, égal au pombre des caractéres imifianx
aoxquels on s'intéresse pour chaque individu. A thre d'illustration, on a ici un espace des
individus # trois dimensions gu'on désire rteprésenier par un plan (espnce & deux

- dimensions) tout ¢n gardant le wmaximum des Informalions contienues dans Fespace de

dépari. Pour cela, on choisit Je plan tel que la somme des carrés des distances I enire les
projections des différents points-individus soil maximale. Ceite somme es! loujours inférieure
a la somme D des carrés des distances emire fes points-individus dawms Pespace @ brois
dimensions, Le rapport I)'/D} mesure le pourceniage d’information conservée : géometri-
guement, c'esl une mesure de Paplatisseinent du nuage de poinis au voisinage du plan.

aussi grandes que possible, c'est-d-dire
aussi semblables que possible aux dis-
tances Initiales. Le critére ainsi retenu
dans P’analvse en composantes princi-
pales est de rendre maximale la somme
des carrés des distances entre jes points
projetés, c'est-a-dire de choisir le plan
pour lequel les projections sont le plus
dispersées. On peul montrer que ce plan
passe toujours par le centre de gravité ¢
des points représentant les individus; ce
point a pour ceordonnées les p moyennes
des » coordonnées des caractéres; pour
continuer ["identification de ce plan, on
cherche la droite (sous-espace de dimen-
sionl 1} sur laquelle les distances entre
poinls projetés sont les plus grandes
possibles @ c'est sur cette droite que les
points sont le plus dispersés, ou en
d’autres termes, gque la variance de Pep-
sembie des n coordonnées sur cet axe (le
premier axe principal) est Ia plus grande
possible (voir figure 6). Cet axe choisi,
on en détermine un auire, qui vérifie la
méme propristé avec la contrainte d’étre
perpendiculaire au premier.

La « gqualité » d'un axe est mesurée
par l¢ rapport entre la somme des
cartés des distances coire points projetés
et la somme des carrés des distances entre

points individus. Ce rapport esi appelé
pourcentage d7inertie ou encore part de
variance expliquée.

Pour choisir Ie meilleur plan, il suffit
de déterminer deux axes principaux.
Le pourcentage d'inertie attaché au plan
contenant ces deux axes est fgal 2 Ia
somme des pourcentages d'inertie sur
chaque axe, ceci parce que les axes sont
perpendiculaires  (cette affirmation  se
déduit immédiatement du théoréme de
Pyihagore). Comme Jes pourcentages
sont additifs, on arréte les recherches des
axes principaux lorsque ia somme des
pourcentapes d'imertie est suffisante,
compte tenu du nombre des dimensions
initiales de l'espace des individus. Les
c00rdonnées €,y ...... &, des individus
sur' un axe principal représentent alors
les différenies valeurs du caractére &, lo
composante principale. Nons avons déjh
mentionné  que  celle-ci est obtenue
(car c’est en fait une formule de change-
ments d’axe) par une combinaison
Linéaire des caractéres de départ,
t=a Bt b ay 22+ .+ a, 3P
L’ensemble des coefficients {ay, ag ... dp)
constitue ¢ qu'on. appelle le facteur
principal.

L’analyse. en composantes principales
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repose sur Phypothése de départ sui-

vante : seul yn nombre lmité de carac.
téres sont indépendants et les autres
peuvent s’en déduire, Pour préciser cetie
notion de dépendance, nous allons intro-
duire le coefficient de comélation finénire
qui mesure Yintensité de 1a liaison entre
deux caractéres quantitatifs. On a relevé
pour 7= 10 appartements, deux carac-

téres qui sont le prix de vente en milliers
de francs et la surface en métres carrés :
surface @ x

28; 50; 55; 60: 48; 33; B6: 65; 32; 5%
prix : y

le prix en fonction de la surface, de poser
une formule ¥ = ax-+ &+ ¢ o pest
une varfable d’erreur, Les coefficients
a ¢t b sont obtenus par une méthode des
moindres carrés, c’est-d-dire choisis de

130; 280; 268; 320; 250; 250; 350; 100; 155§ fagon & rendre minimale Iz somme

L2 nuage de 10 points {voir figure 7,
semble effilé le long d’une droite et i
paraft raisonnable, si Fon veut prévoir

6. L’AXE PRINCIPAL est tel que la somme des carrés des absisses mesurds sur cet axe par
rapporl au cenire de graviié est maximale, En effet, on démonire que iois feg axey principanx

passent par le centre de graviité G et que Ia condilion mentionnée précédemment est équivalente -

4 d’autres [ormulations (somme des carrés des distances entre points prejedés maximale par
exemple), Une fois obienu ce premier axe principal, on choisit Ie second axe qui satlsfasse Ia
méme propriééé, avec une conirainie : le second axe doit &tre perpendiculaire au premier. Ces
deux axes définissent fe plan principal. On peut avoir ensuite beseoin d*un trolsiéme axe, etc.
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7. LE PRIX DES APPARTEMENTS est une fonction quasi lindaire de lewrs surfaces,
Une méthade des moindres carrés déiermine la droite (em confesr) qui représente le plus
exactement cetie relation. Le coefficient de corrélation compris enire -~ 1 et -+ 1 cat d*autant
plus grand que les poinis se rapprochent de I droite, c’est-i-dire que la somme des carrés
des distances ¢; est petite. Dans cet exemple, le coefficient de corrélation esi égal 2 0,99,
La surface est par conséquent un factewr cusenilel du prix des appartements & Paris,

(ef+ e+ &£+ ...+ ¢f). La droite
d’équation y* == gz + 5 passe ioujours
par le centre de gravité du nuoge de
coordonnées ¥ et 7. Dans le cas men-
tionné précédemnment, ¥ == 51,1;

F==2548 et pour cet exemple »*
== 3 524 x+ 74,707, Le rapport sanps
dimension (e} + e+ ... + €i)/

I — p 4 o (3 — 3971 est tou-
jours inférieur 4 1. On pose ce rapport
éeal 4 1 — 72 et r est le coefficient de
corrélation linéaire. Si r =0, la droite
est horizontale, antrement dii, la valeur
de x ne joue aucun rile pour préveir y.
§i r= 4 1, la prévision est parfaite
car les écaris e; sont nuis; le coefficient
de corrélation r est d’autant plus grand
que la valeur &'un caractére implique
celle de I'auire, 4 condition que la rela-
tion entre ces caractéres soit lingaire.
Dans ’exemple précédent r valait 0,89,

Une autre interprétation du coeffi-
cient de corrélation linéaire, plus abs-
traite mais féconde, est ia suivanie
¥ et ¥ somt des élémenis d’un espace 4
A1 dimensions puisque les coordonnées
de % et F sont {x;, X3 o x) et (g, e
..... y,J. ¥ et ¥ sont ramenés & une
moyenne nulle (x=0,p=0); si ce
n'est pas le cas, on considérera le
VECIEUT {Xy e X:Xg — X © vorj Xy — X3
I'angle formé par les vecteurs X et ¥
dans Pespace 4 # dimensions (espace
des variables) a pour cosinus le coeffi-
cient de corréiation linéaire r.

Nous avons jusqu'ici présenté les
composantes principales et les axes
principaux, mais sans indiquer de pro-
cedé explicite d’obtention. On  peut
démontrer, mais c’est en dehors des
limites de cet exposé, que ces axes princi-
panx sont les vecteurs propres de la ma-
trice des coefficients de corrélation linéaire
v eptre tous les caractéres pris deux
4 deux et que les pourcentages d’inertie
sont égaux aux quotients des wvaleurs
propres par la trace de la matrice. Le
processns de diagonalisation correspon-
dant & Pobtention dgs vecteurs propres
monire que ces vecteurs propres, donc
{es axes principaux, sont perpendiculaires
et que deux composantes principales
ont toujours un coefficient de corrélation
mal,

"En 1970, on a ainsi relevé sur 18 pays
de YOCDE (les individus) les valeurs
de 13 caractéres économigues. L’espace
des individus a ainsi 13 dimensions.
L’analyse en composanies principales
permet d’obtenir fe plan (projection de
Pespace 4 13 dimensions sur un espage
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4 deux dimensions) de la figure 4 et le
tableau suivant ‘montre Jes variations
du pourcentage d’inertie avec le nombre
d’axcs principaux reienus.

numéra de

faxe

principai 1 2 3 4
9% d'inertic | 41.04 121,55 | 16.85 | 7.78
9 d'inertie

cumulée 41,04162,59 (79,27 {87,068

En se contentant de la représentation
plane, le plan principal {deux axcs
principaux} permet de reconstituer les
carrés des distances pour 62,59 %, Clest
une mesure de lYinformation extraite,
ou du point de vue géométrique, de |’apla-
tissement du nuage des points individus
au voisinage de¢ ce plan. §i tous les
points étaient dens le plan, le pourcen-
tage Jineriie serait égal & 100 9% : i
serait alors évidemment iontife d'obser-
ver autre c¢hase qu'un plan.

En examinant maintenant les carac-
téres les plus corrélés 4 une composante
principale, on peui donner un sens aux
composantes principales done aux axes
du plan de proiection.

Ainsi la premiére composante princi-
pale de notre exemple, oppose les pays
les plus développés (fort PNB, forte
consommation d’électricité et fort équi-
pement en télévision) 4 droite du gra-
phique, aux pays moins développés a
gauche du graphique, qui sont aussi ceux

ol I"agriculiure pése d’un poids impor-
tant, dans 1a population comme dans le
PiB. Les 18 pays s’échelonnent donc
sclon le premier axe, suivant leur niveau,
général de développement, depuis le Por-
tugal et la Gréce jusqu'aux Etats-Unis et
a la Suéde. L'origine des axes représente
un pays fictif ayant pour caractéristique
la moyenne de celle des |8 pays considé-
rés; La premiére composante principale
permetirait, si on le désiraii, de définir
un indice de développement économigue.

La deuxiéme composante principale
est corrélée positivement aux variables
iraduisant l'importance du commerce
extérieur ¢t négativement aux variables
d'investissement (formation brute du
capital fixe et construction de loge-
ments) : elle oppose les pays & fort taux
d’investissement en bas du graphigue 2
ceux qui investissent peu {Belgique) qui
sont en méme temps ceux dont l'éco-
nomie est la plus tribulaire des échanges
avec l'extérieur, Certains lecleurs pour-
ront étre surpris de trouver le Japon en
bas du graphique, parmi les pays a faible
commerce extérieur : la raison est que,
st les exportations (et les importations)
du Japon sont importantes en valeur
absolue, elles sont trés faibles relative-
ment au PNB : la part des exportations
{ei celle des importations) dans le PNB
w'est que de 9 % pour le Japon tandis
qu’elle atteint 41 % pour la Belgique
{donnée de 1970).

L'exemple de J. D. Carrol et M. Wish
concernant  les ressemblances entre
consouues, étudié au début de cet article,
reléve Jui aussi de Panalyse en compo-

santes principales appliquée au cas par-
ticulier ol on ne connalt pas les coordon-
nées des individus, c’est-d-dire Ies carac-
teres, mais seulement leurs distances entre
eux. On parte alors d’analyse factorielle
sur un tableau de distance. Ce genre de
méthode permet de placer des points sur
une carte connaigsant simplement leurs
distances mutuelles. Lorsque les données
ne sont pas exaciement des distances
euclidiennes mais des indices de ressem-
blance ou de dissemblance, les méthodes
utilisées sont légérement différentes (on
les gualifie d’analyses de proximités).
Leur principe consiste & choisir des points
dans un espace de dimension fixée (par
exemple deux st I'on veut obtenir une
figure plane} de telle sorte que leurs
distances respectent P'ordre défini par
les indices de dissemblance : ainsi, entre
quatre points a, b, ¢, d tels que 4§ (a, H)
< d{c,d) on essaiera d'obtenir 4 {(a, &)
£ d(c,d), ol § représente Pindice de
dissemblance entre deux points, gui est
la donnée de départ et 7 la distance géo-
métrique entre les points figuratifs des
individus,

L’analyse canonique,

Cette analyse est d’un intérét théorique
essentiei car elle englobe comme cas
particnier la régression multiple déja
connue des spécialistes de la statistique,
mais aussi Panalyse discriminantz et
I’analyse des correspondances. Le but de
I'analyse canonique est d¢tudier les
relations existant entre deux groupes de
P et g caractéres quantitatifs et de com-
parer plobalement les enseignements

8. ’ANALYSE CANONIQUE a pow but de comparer deux
ensembles de caractéres (B, ... &) et (37,... $¢) appartenant a des
individus. Pour ce faire, on détermine d*abord fes caractéres communs
a Yimtersection de denx. ensembles W, et W, constitués, 'un de toutes
les combinaisons des caractéres (3, .. %) et Pauire de celles des
caraciéres (37, ... $4). Ces ensemblos sout ici représentés par des
plans. Sur la Bgure g, les caractires communs sont B et 7,
On détermine ensuite les caractires (ocu los vecteurs) B et P

a0

appartenant chacun & un ensemble et qui sont les plus proches 'un
de l'antre (voir la figwre b} Lo cosioos O de I'angle enire deux
caractéres mesure la corrélation enfre .ces deuX caractéres. Ainsi,
le vecteur ¥ de I'ensemble W; est celui gui .se rapproche le plus
de W, ct celui qui prédit le mienx le caractére associé an vecteur f
i arrive gue Pensemble W, soit réduit 4 un seul élément ¥
(voir figure c). Dans ce cas; e verteur J* est g vectenr de W, le
mieux corrélé avec ¥; connuissant 37, on pent préveir, au mieux, 3.
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9, CE CERCLE DE CORRELATION relie un premier ensemble de résuliats dans diverses
matiéres d’enseignement & un second ensemble constité de tests psychotechniques T, Ts...
Ty Apres avoir établi les deux caractéres canonlgues E* et E2, on place les différents carac~
téres en fonction de lewr corrélation avec cey dewx variables. Ainsi r, est le coeflicient de
corrélation entre Ja note en éducation physique et le caraciére canonique gl. Las teats psycho-
techniques T,, T,, T, semblent bien déterminer les qualités scientifiques des jodividus interro-
gés. La proximité ‘entre T, ef ]a musique peut @tre illusoire car ces deux poivis grojetés de
corrélations faibles avec Ei et Eﬁ sont peut-€ire en réalité loin de ce plau. Pour déterminer
la valeur du test T, il faudrait wtiliser une frolsiéme variahle, Cet exemple est fictf.

qu’ils dounent. Ainsi, sur un ensemble
d’éléves, on peut chercher 4 comparer
les résultats dans les matiéres scolaires
(mathématiques, vhysique, frangais, des-
sin, musique, éducation physique) 4 des
tests psychologiques; on  désigne par
;¥ ... ¥, les caractéres du premier
groupe et ¥'; 37; ... ¥ les caractéres du
deuxidme groupe. On appelle W, Pen-
sembie des caractéres que 1'on peut obte-
nir en combinant linéairement les carac-
téres £. Ainsi E est un élément de B si
gw 2, 4 a3 + ... + a0, ol ay, ay
vty sont des coefficients, De méme
W, sera constitné de caractéres que ['on
peut obtenir en combinant les caractéres
¥. Les enmsembles W, et W} sont les
« potentiels de prévision » associés aux
deux groupes de caractéres. Is contien-
nent ce que peuvent prévoir exdctement
les différents caractéres des deux ensem-
bles (on sg limite ici 4 des prévisions de
type linéairey. On dit, mathématiquement,

que K] et W, sont deux sous-espaces
de dimensions p et g de Pespace E des
caractéres {’espace E a n dimensions).
Les caractéres que I'on peui prévoir
{c’est-a-dire obtenir) aussi bien par les
% que par les ¥ sont ies élémenis de ’in-
tersection des deux eosembles, les élé-
memts de Wy W5 Plus cet espace
est gros, plus les deux groupes de carac-
téres se ressemblent car ils permettent de
prévoir les mémes phénoménes, Il est
cependant fréquent que [’intersection
W, ~ Wy soit vide, c’est-i-dire ne ren-
ferme aucun caractére. Daps ce cas, pour
comparer les ensembles A et ¥, on
cherche simultanément le caractére E',
combinaison linéaire des X et le carac-
tére 7%, combinaison linéaire des ¥ qui se
4 ressemblent » le plus, c’est-a-dire
dont le carré du coefficient de corréla-
tion linéaire est le plus grand. Ces nou-
veaux caractéres £! et Al sont appelés
caractéres canoniques et leur coefficient

de corréfation, le coefficient de corréfa-
tion canonigue.

On coniinue ensuite le processus en
déterminant un nouveau couple g‘z’ ?
non corrélés avec fes précédents (c’est-a-
dire respectivement perpendiculaires a

L Y et au coefficient de corrélation
maximum,.

Pour poursuivre les analogies géo-
métriques, fructueuses dans ce cas car
on sait gque deux caractéres non corrélés
sont perpendiculaires, on dessing les
vecteurs correspondant asux caractéres
dans Tespace des caractéres (voir
figure 8). On se rappelle que dans cet
espace, les cosinns des angles entre deux
vecteurs mesurent les corrélations entre
deux caractéres. On déterming les carac-
téres canoniques E et % par des considé-
rations de projections orthogonales.
Comimne E est I'éléement de I'ensemble W
faisant un angle minimum avee 'ensem-
ble W, la projection de E sur W,
Py E est colinéaire avec le vecteur . Si
on reprojette Py E sur Pensembls W,
le vecteur PP, k est volinéairc au veg-
teur £ On a égalité PP, E = cos” 6 E.
Les opératenrs de projections P, ct P,
sont des caractéristigues des ensembles

Wy et W, Appliqué & n’importe guel

vecteur, un projectenr le projette sur
I"'ensemble auquel ce projecteur est
associé; le carnctére canonique E est un
vecteur propre du produit PPy (les
projecteurs P sont des opérateurs linéai-
res, donc des matrices). De méme, le
caractére # est un vecteur propre de
P,P,. Ainsi, les caractéres sont les
combinaisons linéaires des x qui sont les
plus proches des ¥. Ils servent souvent
de base pour représenter Pensembic des
caractires (3, %, ... et {3, Fa ... FU
au moyen du « cercle des corrélations p.

Le « cercle des corrélaiions » est un
cercie tracé dans un plan défini par deux
caractéires canoniques E' ot 2. Chague
caractdre x ou » est représenté par un
point dont P'abscisse est le coefficient
de coreélation avec B! et I’ordomnée le
coefficient de corrélation avec E2. Tous
les peints sont 4 Vintérieur d'un cercle
de rayon unité car la somme des carrés
des corrélations d'un caractére refative-

A

ment & E! et B2 est inférieure & 1.

Si le deuxiéme groupe de caractéres
ne comprend quiun seul élément ¥,
P’analvse canonique revient alors a cher-
cher F'é¥¢ment de 'ensemble W), c’est-a~
dire la combinaison linéaire a,3* + o ¥*
Y.+ af =3, la plus proche,
(c*est-a-dire in plus corrélée) de . Sup-
posons que ¥ soit le produit national brut
et que parmi les ¥ figurent les difiérents
critéres utilisés pour classiier les pays
de POCDE. Parmi les combinaisons
lingéaires 7%, on fera intervenir des

31




caractéres ¥! tels que le nombre de télé-
visions par habitant, le nombre de télé-
phones, le nombre de kilos de viande
manges par année, ete. qui traduisent le
mieux ['état de développement d’un pays
c’est-a-dire son produit national bmt
qu’on pourra prévoir au moyen de ces
données.

On reconnait alors que, dans ge cas
particulier, 1’¢lément ¥ étant unique,
Vanalyse canonique se réduit & la régres.
sion linéaire multiple de ¥ sur les ¥
Cetie méthode statistique est classique
et se présente icl comme un cas particu-
tier de 'analyse canonique.

Taoutefois, 'analyse canonique dans
ie cas général on il y a plusicurs carac-
téres ¥, ... ¥4, est d'emploi difficile car
Finterprétation des caractéres E est
délicate. Wous allons examiner dans ce
gui suit Uanalyse des carrespondances
et Panalyse discriminante qui en sont
des applications pius pratiques.

Liumalyse des correspondances.

C’est une méthade d’exploration des
dépendances entre caractres nominaux,
c'est-a-dire des caractéres prenani des
modalités  npn  numériques,  Ceite
méthods, proposée en France par le
Professeur J. P. Benzecri vers 1965
dans le cas de deux variables, a été depuis
généralisée & de nombreux autres cas,

Nous exposerons la méthode dans e
cas de deux caractéres. Pour expiiquer
Panalyse des correspondances, il faut
recourir 4 une nouveile présentation des
données : la forme disjonctive qui
consiste essentiellement 4 donner des

T REGIONS—

123 22
1|00t ...... [ ST o
2|t00...... o IR ]
3
4

iINDIVIDUS
n
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10. LANALYSE DES CORRESPONDANCES est un exemple
d*application de Panailyse canopique; elle sert &4 comparer deux
ensembles d'individus présentant des modalités de caractéres qualita-
tifs. Pour cette comparaison, on utilise les formey digjonctives pour
etablir facilement le tableau de eontingence qui réunit la toialité des
informations. Dxans cet exemple, on établif une premidre matrice X indi-
quani In région (numérotée de 1 & 22) ob babite chague individu (numé-
roié de 1 A n}, Le deuxidéme individu hobite Ia premitre région, ce qui

2

valeurs numériques 0 ou | a des carac-
téres nominaux. Reprenons un instant
Pexempie de 1a figare 3 avec le tableau de
contingence croisant ies caractéres nomi-
naux, ciasse d’age et région d*habitation.
Ce tableau résume foute Pinformation
nécessaire concernant les Haisons entre
les deux caracteres. Une autre présenta-
tion cst cependant imaginable, présen-
tation qui fait réapparaitre chacun des
individus (ici les Franeais) : on « éclate »
chaque caractére qualitatif en autant de
nouyeaux caractéres qu’il y a de moda-
lités. Aussi, au caractére région d*habi-
tation, on associe 22 caractéres corres~
pondant aux 22 régions de France.
Au caractére qualitatif nominal « région »
nous avons associé un ensemble de
caractéres numériques 0 ou i, Au carac-
tére « classe d’dge », on associerait de la
méme maniére un auire ensemble de
caractéres numériques formant un
tableau de données Y de la méme forme.
Les caractéres qualitatifs ont été ainsi
mis sous forme disjonctive. On constate
que par ce moyen, Pétude des relations
entre deux caractéres qualitatifs, dans ce
cas la région et la classe d’age, revient &
étudier les relations entre deux ensembles
de caractéres numériques (Jes indica(rices
des modalités); on peut alors appliquer
{"analyse canonique 3 ce iype de pro-
biéme puisqu’eile permet de comparer
deux ensembles de carnctéres numérigues,

L anakyse des correspondances est ainsi
une application de P"analyse canonique
lorsque les deux ensembles de caraciéres
représenfent les modalités de deux carac-
téres qualitatifs.

Dans 1a pratique, c’est-i-dire pour le
programme de calenl, i n'est pas néces-
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saire de connaiire les tableanx X et Y
mais seulement i¢ tableau de contingence
contenant les &1 nombres d’individus de
la classe d’4ge § habitant la région i La
matrice des A} est une réduction des
deux matrices précédentes et s’obiient
en effectuant a partir de X et de Y I
produit matriciel X'Y o X! est e
tableau transposé de X obtenu en mei-
tant les lignes 4 la place des colomnes.
KMous avons emprunté cet cxemple 2
M. Volie de P"INSEE qui en a fait Pana-
Iyse, La population éudide est celle de
la France au recensement de 1968; des
caraciéres nominaux, la région (22 moda-
lités) ef 1"dpe, transformes en caractéresg
qualitatifs par découpage en 16 classes
d’ape engendrent les fableaux X et Y.
Ces caractéres seront ce qu’on #ppelle
les « indicatrices » qui ne peuveni
prendre gque les vafeurs 0 ou I (1 s
Pindividu concerné habiie la région consi-
dérée, 0 sinonj. Ainsi, un individu qui
habite ia région n° 3 sera représenté par
le vecteur (D010 .... 0}, c’est-d-dire un 1
en troisieme position et 2} zéros aiileurs.
Le total des informations concernant fa
région oi1 habite chacun des n individus
recensés se présente sous la forme d’un
tableau (ou matrice) X (voir figure 10).
La tigure 11 donne fa répartition des
paoints représentant les différentes moda-
Ktés sur le plan défini par les deux pre-
miers caractéres canoniques E!' et EZ
Pour obtenir ces plans, on a comme
d’habitude calculé les E' et les E® et
projeté {selon le principe d’abtention du
cercle de corrélation), les différentes
varigbles surf le plan défini par ces deux
vecteurs. Sur ce plan, chague point
représente une  modaiité, clest-a-dire
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TABLEAU DE CONTINGENCES

se traduit par 1009....00 dans Iz matrice X, le 1 désignant 1a réginn oil
habite cetie personne. On z ainsi associé up caraclére aumérique a one
modalité, De méme, 4 chaqne habitant, on a faif correspondre 1a classe
d’Age correspondante dans fa matrice Y. Pour obfenir le tablean de
conlingences, ¢’est-d-dire les répartitions des classes d’iges fdans les
différentes régions, on fait 1e produit XY o Xt estla malrice trapsposée
de X; cefte notation a Favantage d*&tre antomatique, aisément généra-
lisable 4 plus de devx modalités et traifée facilement par ordinatenr.
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11, LES 22 REGIONS DE FRANCE sout {ci représentées sur un graphique en méme temps
que les classes dfige de la population frangaise. Le premier axe, qui représente 53,6 %] de
Pinformation initinle contenue dans le tableau de confingence de la figure 10, oppose tes régions
jeunes aux régions vieilles, depais la Lorraine jusqu’au Limoeusin, Le deuxiéme axe reprenant
41,1 %, de Pinformation est d’interprétation plus difficile. 1} montre le réle particulier de Ia
région parisienne dont 13 composition en individus proches de la trentaine eést nettement plog
grande que Ia morenne. Un point région est d’autant plus proche d’one classe d’Age sor ce gra-
phique gue cette classe est plus représentée dans cette région. On voit apparaitre des réglons
de structure similaire, par exemple Ie Poitou, Ia Bretagne, le Mussil Central, la Bourgogne.

upe région ou une classe d%ige. Le
centre de cette figure 11 représentc la
France entiére et les régions sont d°autant
plus éloignées du centre que leur struc-
ture par Ape différe de la moyenne frao-
gaise. Pour faciliter a lecture, ces classes
d’iges ont été reliées par un trait allant
des plus jeunes aux plus viejlles. Le pre-
mier caractére cananique E! représenté
par le premier axe oppose les classes
jeunes, a gauche, aux classes vieilles &
droite. II est, dans ce cas, d'interprétation
irés facile : il classe les régions seton leur
structure par dge. La région la plus jeune
est ia Lorraine et la phus vieille le Limou-~
5in, ce que 1’on vérifie facilemnent en se
reportant  aux données brutes. Le
deuxidme caractére canonique perpen-
diculaire au premier oppose principale-
ment les classes 25-29 et 30-34 ans & tau-
tes les autres, et spécialement & la classe
10-14. D point de vue des régions,
cet axe distingue surtout la région pari-
sienne dont la position est tres pariieu-
liére. Efte se distmgue en effet par une
forte propartion de population d'age
compris enire 25 4 34 aps. Inversement,
les régions comme la Bretagne et le
Centre se earactérisent par une prapor-
tion particnliérement faible de feur popu-
lation dans ees elasses.

Ces informations que 1'on pourrait
tirer d’une étude longue et approfondie
de I'ensemble des données apparaissent

ici immédiatement et sous une forme
imagée, ce qui est nn des principaux
attraits de la méthode. _

Ce genre de représeniation graphique
peut aussi mettre en évidence des phéno-
ménes moins attendus qui eux-mémes
peuvent orienter des études ultérieures.
On peut ainsi noter la position particu-
liére de la classe 50-54 ans. Cette classe
&tait, en 1968, une classe creuse due a ja
perte des naissances consécutive 3 la
guerre de 1914-18, Le décrochage de cette
classe montre que sa répartition géogra-
phigue n’a pas obéi aux mémes lois que
les classes voisines et que cetite classe
est surreprésentée en Corse et en Pro-
vence, Diverses hypothéses peuvent alors
étre envisapgées par le démographe mais
elles sortent dy domaine de [*analyse
des données qui s'est conteniée de faire
ressortir les traits marguants du tablean
de donndes,

On notera au passage que le fait d’avoir
transformé le caractére « dge.» en carac-
tere gualitatif grace au découpage- en
16 classes apporte une information plus
riche que si on avait gardé sa nature
nurnérigue : en effet, dans ce dernier cas,
on se serait contenté de calculer queiques
indicateurs simples mais assez pauvres
comme I"ige moyen par région au licn
de garder toute la structure des données.

L’analyse des tableaux de contingence

! est. trés féconde et utile dans de nom-

brenx domaines économigues ou sodio-
logiques mais il arrive bien souvent, dans
des enquites par exemple, qu'on se
trouve en présence de beaucoup plus de
deux caraciéres qualitatifs, L’analyse
des correspondances se généralise aisé-
ment pour qu’on puisse traiter ces situa-
{ions et constitue donc une méthode de
choix pour le dépouillemnent d’enquétes.

Grice A sa souplesse d’utilisation et &
la richesse de ses interprétations, I"ana-
jyse des coTrespondances est une des
méthodes les plus utilisées actuellement;
elle est au carrefour des techniques d’ana-
lyses des données et si nous avons préféré,
par souci de cohérence, fa préseuter dans
cet article & partir de Panalyse canonique,
on peut égaiement la considérer comme
une analyse en composantes principales
particulidres ol les individus serajent les
lignes du tableau de contingence et
les caractéres, les colonnes ou  vice
versa, Ceci explique que "on puisse
parler, ici aussi, de pourcentage d’ineriie
expliquée. Dans exemple précédent, le
pourcentage d’inertie expliquée par les
deux axes du graphique était de 54,7 92,
ce qui est tout A fait remarguable et
indique que la structurc par dge des
régions francaises est presque parfaite-
ment tésumée par le graphique de la
figure 11,

L’analyse discriminante.

Cette anpalyse est un autre exemple
d*analyse canonique; elle permei d’expli-
quer un caractére qualitatif 3 {*aide d’un
ensemble de caractéres quantitatifs, Pré-
cisons cette méthode 4 l'aide d’un
exemple traité par M. de Bonis (1970).

On s'intéresse 2 trois groupes de
cinquante individus. Ces irois groupes
sant comstitués respectivement de sujets
schizophrénes, névrosés ou DOrMAUX,
Le caractére 4 expliquer prend donc
trois mundalitfs en fonction du groupe.
Chaque sujet est soumis 3 unguestion-
naire d’anxiété. Quand il est soumis a ce
questionnaire, il doit répondre a trente
questions congernant des symptodmes
d’anxiété tels que [a fatigue, les cauche-
mars, fes crampes, ete. Les caractires
ainsi mesurés sont quantitatifs, ils pey-
vent prendre qualre valeurs en fonction
de réponses a des questions du genre :
avez-vous des cauchemars? Toujours,
souvent, rarement, jamais. On s€ pose
alors les questions suivantes :

a) les questions sont-elles bonnes,
¢lest-A-dire permettent-clies de différen-
eier les frois groupes?t

&3 sachant qu’on a ailaire3 un individu
eonnu, par exemple un sehizophréne,
est-o¢ gqu'on e place dans e bon groupe
4 1"aide des réponses aux questions?

¢} guand un individu a répondu & un

KX}




certain nombre de questions, peut-on
I"affecter 4 un de ces trois groupes, ceci
avec une probabilité d’erreur minimale?

d) peut-on réduire l¢ nombre de
caractéres quantitatifs, c’est-a-dire le
nombre de questions de maniére & ne
garder que celles qui différencient le
micux les différents groupes?

Ces deux derniéres opérations servi-
raient & éliminer les questions stupides.
Par exemple : « aimez-vous le choco-
lat », quand il s’agit de distinguer des
schizophrénes, des névrosés ou des
individus normaux.

L’analyse discriminante a but des-
criptif, ou analyse factoriclle discrimi-
nante, a pour but de répondre & la ques-
tion @, l’analyse discriminante & but
déeisionnel a pour but de répondre aux
questions b et ¢. Les procédures pas a
pas a but décisionnel et/ou descriptif
permettent de répondre aux gquestions
a, betd
- Montrons quelle est ’application de
I’analyse canonique 4 I’analyse discri-
minante. On appelle ¥, ¥2, ... #* les
caractéres quantitatifs. On suppose que
le caractére qualitatif 4 expliquer déter-
mine ¢ groupes disjoints sur la popula-
tion. Comme en analyse des correspon-
dances, on construit ¢ indicatrices notées
¥4 3, .., ¥4 Dans cet exemple g = 3
et Ie caractére 32 prend la valeur 1 sur
les individus appartenant au deuxiéme
groupe et zéro sur les antres. La question
est : peut-on €tudier les relations entre
les ¢ indicatrices et les p caractéres
quantitatifs? C’est le méme probléme
que celuj de ’analyse canomique; I’ana-
lyse factorielle discriminante revient
donc 4 effectuer une analyse canonique
entre les deux ensembles de caractéres
définis ci-dessus, Nous ne nous attarde-
rons donc pas davantage sur cette
méthode.

Le principe de I’analyse discriminante
décisionnelle est également trés simple.
11 s’agit, au vu des caractéristiques quan-
titatives d’un individu de décider a quel
groupe il appartient. Dans un premier
temps, on utilise I’échantillon de départ
afin d’¢laborer une régle de décision,
pour affecter quelqu’un A un groupe
en fonction des réponses aux questions,
par exemple. Concrétement, on peut
calculer la distance d’un individu auo
centre de gravité de chaque groupe et
décider de I'affecter au groupe le plus
proche. Dans certains cas, on peut
montrer que la distance {ou le score)
d’un individu, noté x, & un groupe k
peut s’écrire, 4 unc constantc prés ne
dépendant pas de &k
@ =8 +bE+ ...+ b, %,
Les x; sont les réponses aux différentes
questions et la distance f; les fait inter-
vemir avec une certaine pondération,
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On construit k& « fonctions discrimi-
nantes » de ce type. Ces mémes fonctions
servent, dans un deuxiéme temps, a
prédire le groupe d’appartenance d’un
nouvel individu, Cette régle de décision
peut &tre validée en calculant les pour-
centages d’individus bien et mal classés
sur un échantillon d’origine et sur un
échantillon de contréle. D’autres régles
sont susceptibles d’étre élaborées en
faisant des hypothéses supplémentaires
sur les lois de distribution des caractéres
quantitatifs sur les probabilités a priori
d’appartenir 4 tel ou tel groupe et sur les
colits d’errcurs, c’est-a-dire sur les ris-
ques entrainés par I’erreur. Ces modéles
sont fort utilisés dans la pratique,

Il existe enfin des procédures « pas
4 pas » permettant de réduire le nombre
des caractéres quantitatifs : on ne retient
que les caractéres peu corrélés entre
eux et qui, globalement, différencient
au mieux les divers groupes. Une telle
procédure a été utilisée dans le cas des
schizophrénes, des névrosés et des nor-
maux. On a sélectionné dix questions sur
les trente. Dans le plan des deux pre-
miers caractéres canoniques associés
aux x1, ... x% x10, on obtient la représen-
tation indiquée sur la figure 12 pour les
dix questions et les trois indicatrices. Le
premier axe sur ce graphique différencie

PALPITATIONS o

les sujets normaux des autres tandis que
le deuxiéme axe isole les schizophrénes.
Cet axe oppose également les caractéres
somatiques (du coté des névrosés et des
normaux) aux caractéres non somati-
ques. L’analyse discriminante décision-
nelle permet & partir de réponses aux
dix questions sélectionnées d’affecter un
nouveau sujet a 'un des trois groupes;
un individu normal a 73 % d’&tre
reconnu comme tel, un névrosé 2 %
d’étre eonsidéré comme normall

Les développements récents.

La plupart des méthodes présentées
ci-dessus ont été mises au point depuis
fort longtemps sur le plan théorique.
Avec le développement des moyens de
calcul, elles ont connu un grand nombre
d’utilisations. Elles sont considérées
actuellement comme classiques mais leur
formulation a beaucoup évolué. L’inno-
vation la plus spectaculaire a été I’aban-
don des modéles probabilistes au profit
des modéles géométriques. Il y a quel-
ques années encore, la présentation de ces
méthodes était fondée sur la recherche
des liaisons entre variables aléatoires, ce
qui supposait le choix @ priori d’un
modéle probabiliste de distribution multi-
dimensionnelle. Ce choix était trés
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12. L’ANALYSE FACTORIELLE DISCRIMINANTE permet de distinguer trois groupes
&d’individus, schizophréues, névrosés, et uormaux en fonction d’une batterie de dix questions.
Les coordonnées des points questions sont égales 4 leur corrélation avec les deux caractéres
canoniques. La proximité de chaque groupe d’individus avec un point question est une mesure
de Iintensité des réponses : les individus normaux ne sont sujets qu'anx crampes et les névrosés
ont plus peur de la foule que les schizophrénes. Sur le pian somatique, les névrosés et les nor-
maux apparaissent plus sujets aux cauchemars, aux troubles de 'appétit que ne le sont les
schizophrénes qui semblent présenter des palpitations. Cet intéressant exemple d’applica-
tion de ’analyse des données a la psychiatrie est due 2 M. De Bonis et ses collegues.




souvent arbitraire et peu réaliste. Une
présentation purement géométriquc en
terme de distance, de projection, de
cornbinaison linéaire de vecteurs, élimine
tout @ priori sur les lois des phénomenes
analysés. Elle permet de plus une
formalisation claire et intuitive des
calculs. Bien entendu, il est toujours
possible de revenir & des hypotheses
probabilistes, mais ce choix est fait
sciemment lorsqu’une analyse purement
descriptive des données nous y invite.
Ce sont surtout les statisticiens frangais
qui ont adopté cette démarche descrip-
tive et géométrique tandis que les anglo-
saxons restent plus fidéles 4 "approche
probabiliste et inductive. Les principales
recherches actuelles consistent 4 appli-
quer ces meéthodes quantitatives a des
caractéres qualitatifs grace au codage
optimal. De quoi s’agit-il? Un caractére
qualitatif, nominal ou ordinal, peut étre
quantifié arbitrairement : pour cela on
fait correspondre une valeur numérique
a4 chaque modalité. Partant de cette
remarque, certaines méthodes telles que
I’analyse en composantes principales,
I’analyse canonique, ia régression mul-
tiple, peuvent &tre utilisées sur des
caractéres qualitatifs. On choisit alors
une quantification optimale au sens d’un
critére lié 4 la méthode : pourcentage de
variance expliquée ou corrélation mul-
tiple.

Le développement de méthodes d’ana-
Iyse de données correspond 4 un besoin
trés pratique des utilisateurs. Il s’agit de
rendre disponibles des ensembles de
programmes faciles a utiliser et compa-
tibles entre eux. Des bibliothéques de
programmes ont ét¢ mises au point et
sont largement diffusées. En France, de
nombreuses équipes travaillent active-
ment au développement ¢t a 1’applica-
tion de 1’anaiyse des donmnées. Autour
de J. P. Benzecri ¢t L. Lebart, de nom-
breux chercheurs contribuent a diffuser
et systématiser 1’application de 1’analyse
des correspondances a tous les domaines
de la science. Pour notre part, nous
essayons avec M. Tenenhaus, de metire
au point des méthodes nouvelles d’ana-
lyse des données qualitatives. Sans pou-
voir étre exhaustif, on citera encore les
travaux de E. Diday, Y, Escoufier, de
J. P. Pagés ¢t du laboratoire de ‘H.
Caussinus a 1'Université de Toulouse.

Dans ce type de recherches, 1’associa-
tion d’un praticien (J. M. Bouroche) et
d’un théoricien (G. Saporta) est féconde,
le praticien apportant ses probiémes
intéressants. Notre collaboration est
née d’un probléme relativement com-
plexe : quels sont les bons critéres per-
mettant de découvrir les futurs bons
payeurs 4 qui les banquiers peuvent
accorder un crédit? B
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De nombreux enfants se trouvent handicapés dans leur
progression scolaire par des perturbations qui atteignent
leur aptitude a lire et a écrire correctement.

Cette méthode, fruit d’observations et d’études scienti-
Jiques sérieuses, répond a la nécessité d’aider ces enfants
par des exercices nombreux, variés et progressifs selon
les dges dans lesquels les troubles de la lecture et de
lorthographe sont envisagés et traités :

Orthopédie mentale - Structuration spatiale
Rééducation de la lecture

Rééducation de I'orthographe d’usage
Rééducation de I'orthographe grammaticale
Conjugaison

Confusions homonymiques.

Ce livre s’adresse particuliérement :

m aux spécialistes de orthophonie,

W aux enseignants désireux d’aider certains éléves
a surmonter un retard scolaire,

M aux parents qui voudront bien s’associer 3 ce travail
de rééducation. '
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