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n individus sont répartis en Kk groupes d&finis par Les modatités d'une va-
riable Y . On veut "expliquer” cette partition et classer des individus ulté-
rieurs grdce 4 p variables gqualitatives X, Nm..... X & w, m

e m o~
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mwounmavaomnsmncmM.umﬂHmmSmmavaammE. variables indicatrices de ses
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modalités on est rameng 3 un probléme d'analyse discriminante usuel avec
m; + m, + o, F m, variables numériques explicatives. L'obtention ce fonctions
discriminantes s'identifie alors & un probldue de codage optimal en ce sens que

tout revient i transformer les p variables qualitatives en p variables numé-

HwnammnmmownmncmHmvoc4ownmwmnwwawzmsnam la fonction discriminante cherchée.
solt maximal,

Une premiZre difficulté provient cu fait que 1'ensemble des variables indica-
trices n'est pas ce plein rapng : il existe domc une infinité de codages condui-
sant au méme optimum. Une seconde diffieultsd surgit 81 on veut transposer les mé=
thodes de sélection progressive couramment utilisdées en discrimination ordinaire :
on ne peut en effet introduire une indicatrice seule sans celles qui correspondent .
4 la mBme variable gqualitative. La s&lection mne paut se faire que parmi ies op
variables initiales donc en traitant ies indicatrices par bloc. .

Une méthode et un programme nomms DISQUAL (DIScriminaticn sur variables QUALita~

nw<mmvosnmnmmmthovvmmnmuwhmnmanm aﬁncanﬂmnoowWMIUGmmHum:q|omuommwmam
réaliser .

a} Une s&lection progressive des variables explicatives en utilisant ies pro
pri&téds démontrdes en [10] du coefficient de TSCHUPROW. ’

b} Lianalyse diseriminante sur ies variables retenues par ia méthode des "fac--
teurs =z " ﬁwu pour aboutir d'une part # des formuies de classement, d'autre part

‘pour plus de deux groupes i une analyse factorielle discriminante.



I - SELECTION PROGRESSIVE D'UN SQUS-ENSEMBLE DE ¢ VARTABLES EXPLICATIVES

i. Indicatrices associes & une variable ¥ 2% m modalités

A X associlone l'ensemble des m indicatrices K Xgy ey XU lul est
gquivalent
®. = | pour un individu prenant la modalité |
J
%. = 0 sinon

Pour les mn 1individus &tudiés 1a variable X est donc équivalente au ta-—
bleau X
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Le sous—espace-vectoriel W de R engendré par les indicatrices est 1'en-—

semble des variables discrétes 8 m valeurs réalisant une quantificarion ou co-
dage de X

i . |
Vo= gl =Xa aeR
a est le vecteur des noammwm. ses cocrdonnées a,, mm. e mE sont les codes
des différenmtes modalit&s de" X
\ P P . n
S1 les n individus sont pondérés par des poids Prs Pos ves P, ©n munira R
p, O
de La métrique ! uv = T . Les variables centrdes £ sont alors ies
A0 ‘5 Y
by
variables D_-orthogonales au vecteur 1 .
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2. Le coefficient de TSCHUPROW comme cosinus d'angle

A deux variables qualitatives X

espaces zﬂ et Sm

zﬂ et zm sont caractéris&s par les projecteurs D--~orthogonaux A et A

) i =2

| =t X, associons les tableaux X, xN et les--

= t —i 1
( A, xP ﬂxb wu xwv xh Uu ) -

Suivant.Y. BSCOUFIER [ 7], munissons 1'ensemble des matrices nyn D :mﬂamﬁﬂwncmm

du prodult scalaire de ia trace

<P ;0>»= Trace {P Q)

Alors < A, : &, > = Trace A, Ay = ) A, ol les -A, sont les carrés des nmmmmw
L A

nwmﬁnmnmocﬁﬁmpmnwosnmnopwn:mmam xﬂ et xN . Comme xM et x sont nmm fas

bleaux d'indicatrices on sait que : Trace A, >m =1+ sm oll em est le nommmHl
clent de K. PEARSON sm = xN\ﬂ
Comime Les sous—espaces a_ et zm ont en commun Le vecteur 1 il convient de

.z.vuonm sont X, X

considérer en fait les sous—espaces sﬂo et amo de dimensions m=i et Bmld

des variables centrées codant X, et xm et les projecteurs associds bdo >mo

On a ators

-~

Trace ﬁbuo MOV a et le cosinus associ& 4 ce produit scalaire

est alors le coefficient de TSCHUPROW entre X, et Mm :
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10 Aag)

Ce coefficient dont La nullité est &quivalente & 1'ind&pendance et 1'égalitéd & i

‘4 la relation fonctionnelle, a ainsi ies propri&tés d'un cosinus, ¢'est donc

1'anaiogue d'un eoefficient de corrélation entre variables qualitatives si on
identifie X, au projecteur >w

3. MEthode de sélection

Nous pouvons donc adopter une méthode semblable & la répression progressive.

hmdﬂmawmﬂm<mwumemmmHmnﬁHouﬁmm NM mmnnmwwmncumkmwMCmmOHnnommmwnwmsn
de Tschuprow avec Y . On calcule alors des coefficients de Tschuprow partieis

d'ordre 1 par La formule
Ty, ~ Tex Tx.x
T ) - L 1 n
¥X. /X
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2
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La deuxidme variable sé&lecticnnée Nm est celle pour laquelle me /x

N 1

L
est maximal - elle a pour propriété d'&tre peu liSe & X. tout en Ztant La plus
liée possible avee Y - On caicule alors des coefficients partiels au second

ordre T, : en 1térant ia formule précédente et ainsi de mcpnm.
YX. /X, MM

Le processus s'arrgte lorsquion a s@lectionné un nombre de variables fizé 3
1'avance cu lorsque le coefficlent de TSCHUPROW muitipie que nous définissons

2 2 2 . 2
=T = (1 -T y (1 - Y . (0 =T .

Y ; Md.Mm Ve xn MNA Mxm mwnxx_.xm - %nl_v
n'augmente plus suffisamment,

IT - ANALYSE DISCRIMINANTE SUR LES q VARTABLES RETENUES

I. Analyse factorielle discriminante

». L'analyse factorielle discriminante est l'analyse canonique des tableaux V et

X. ol V est le tableau des indicatrices de Y et X la matrice dont les

g s xD

X = ﬂx__xN_..._xﬂv

1

Dans Le cas usuel on salt que ies facteurs discriminants sont les vecteurs pro-
pres de

' -1 ' ' =i 1
(X UU X)X Uﬁ Yoy cu ¥y 4 vu X



mais icx X' D X gqui est le tableau de BURT des q variables explicatives
D

n'est pas inversible car le vecteur | est commun 3 W, zmu . 2n (et aussei

a Eﬁ

m +m, + .,. +m —-4q
i Z q

}. L'espace W engendré par Les colonnes de X est donc de dimension

s1 on Bte les variables constantes.

Pour résoudre notre probléme il faut donc remplacer les colonnes de X par une
base de W c¢e gui revient d choisir une pseudo-inverse de X' D X . En termes
de codages cecl est Equivalent # impoger une contrainte au aonmmwwmm chaque va-—
riable X, . Nous avons montré en Wmu que prendre la pseudo-lnverse de MOORE-

PENROSE &fait 8quivalent au choix des contraintes de moyenne nulle sur les Mh

Une méthode pour obtenir cette pseudo~inverse consiste alors 4 remplacer X par
La matrice Z des facteurs de 1l'analyse des correspondances de X . ce gue Les
praticiens appellent 1'analyse du tableau disjonctif complet des Mh Mmu Les

colommes de I . =z

; Zys Z, ... SONE des variables centrées D_-orthogonales entre

P
elles (i.e. non corrélées) que l'on choisit de variance unitd:; Les "facteurs z "

sont identlques aux variables auxiliaires définies par J.D. CARROLL pour 1'ana-

Lyse canonlque généralisde de x_u ng eey xﬂ qui ne sont autres que Les "com~
posantes principales d'échelle”:de GUITMAN, veir [ 2],077,[9].

Rappelons que si D est la diagonale de X' Uv X ies z. sont teis que :

=J
% 1778
=J =]
gfulv X*p Xu. = A, u,
P ™ J "3

L'analyse factorielle discriminante de Y et Z

simple car Z' uu Z =1 puisque les mh

est alors particulidrement

sont centrés réduits et nom corrélés.
Tm pratique il est inutile de garder les m, m, + .o +tmg -
on pourra effectuer la diserimination sur une pArtie seulement
Ains1 cans DISQUAL on &limine d'abord Les mw
afin d'éviter de discriminer sur du bruit, puls dans un deuxidme temps aprés

avolr reclassé Les .Mu restant par pouvoir discriminant décroisgsant {cet ordre
est en général différent de celul des

facteurs z_ et
d'entre eux [5].
de trop faible inertie ﬁyhv

ALY

. on ne garde gque ceux dont le ﬁDGd.OwH
L

diseriminant cumulé est suffisant.,

Le pouvolr discriminant de mu
zi D Y (V'D ¥y
=] P I

et ces pouvolrs sont additifs car les mw

qui est sa variance inter-groupe vauk :

_ V' D =z,
P —J

sout mnon corrélés.

Il existe k-i combinaisons lindaires discriminantes

des mm de la forme
Z n.w mu fournies par 1'équation
-1
I VYV o ¥ V'D Zc= e
i & n - -
done s1 Kk > 2 on peut représenter les n individus dans le plan défini par les

deux premi&res variables discriminantes ainsi que Les modalitds des variables
explicatives considérées comme centre de gravité des individus fes possidant :
ce centre de gravité est alors projeté en Elément supplémentaire. Dans ie cas de
2 groupes DISQUAL sort 1'histogramme de 1’unique variable discriminante.

dmum tous les cas l'utilisation des facteurs =z Permel une représentation des
individus, qui ne tient compte que des variables explicatives et non de Y mais
dont 1'int&r&t statistique est &vident pulsqu'il s'agit de l'analyse des corras—
pondances des ¥, .

.

2. Procédure de classement

Les wnawdwacm Etant désormais dcrits par les facteurs
cédente, 1'affectation d'un individu e
procédure usuelle de distance au centre d

Z retenus A& 1'étape pré-

4 1'un des k groupes se fait seion une

e gravité,

Dans sa version actuelle DISQUAL utilise ia distance de MAHATANOBIS ce qui re-
vient &

i d la procé&dure m:%qwunm puisgue la matrice de variance-covariance des gz.
n'est autre que la matrice unita. ™3

Soit U 1la matrice & m, o+ m, + ... +m
. g
teurs :b tels que z, = Xu, : gi e
55 25 LI g
1'individu e

lignes dont les colonmes sont les vec—

est le vecteur de description logique de

Sm EN ED
e’ = (DI00|T00) — |o010)

.les coordonnges de e sur Les =z, sont dennées par
=]

U'e ; Le carréd de distance
- \ B
au centre de gravitd g; du. e groupe vaut aiors
2

d” (e ; g
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et UU'e+ gl g, - U'e .
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‘Llindividu e sera affecté au groupe L s1 g
. fo) <4

g; ~ 2 mm U'e est minimal pour
=i ceci revient an pratique 3 avoir pour

i
thaque groupe une fonection discri-
minante du type suivant

donne une valeur mumérique 3 chaque modalitéd des variables X

ajoute les valeurs correspondant au
ol la somme est minimale.

du‘%No A %Q ;
et on affecte o

o

on X modalit&s prises par e
i

8ile nombre des donnfes

£ 0 ‘ le permet il v a bien sir intérdt A
nwobm discriminantes obte

4 valider les fonc-—
nues sur un &chantillon-test.

agissait d'expliquer le choix diun des 3 mo

-Ure, . train, avien, & l'aide de variables socio-8concmiques (CSP ; ecomposition du

Menage par trancne d'8ge; possession ou mon d'une voiture : nombre de voyages
effectués dans 1'année

des de transport suivant : voi-

£t & 1 ”..u et de variables caractérisant le déplacement {région
diarrivée, de départ, distanece parcourue, date ...). Les variables quantitatives

ont. &t& discrétisdes par découpage en classes.
merwnmnw<mm totalisant 265 modalitds.
ments .privés de plus de 100 xms effec
nord ‘de la France, a 8té parta

Au total il y avait 32.variables
L'8chantillon, constitud de 5000 déplace-
tuds en 1972-73 par des ménages de la moitiéd.
loTa 3 g€ en un &chantillon—test de 2000 déplacements et
a’ échantillon de base de n =

lon . = 3000 déplacements qui par suite de pondération
orrespondait & un effectif redresséd de 4333 individus,



Les trois premifires variables discriminantes sont les sulvantes

| VOIT possession ou non 4'un vdhicule particulier
2 DIST distance parcourue
3 TGRV taille du groupe de voyage.

La variation du coefficient de Tschuprow multiple (voir figure 1} montre qu'il
sst 1nutile dfaller au-deld de g = 8 variables explicatives,

L analvse discriminante se fera donc & lfaide de ces 8 variables qui totalisent
85 moaalités..

Lianalyse du tableau disjonctif des 8 variables s&lectionnges zboutit donc d 77
facteurs =z . Parmi eux seuls les 10 plus discriminants ont &t rvetenus qui sont

par ordre décroissant Les facteurs numéros
1,5, 4, 20, 3, 42, 15, 21, 33, 19

représentant 69 Z du pouvolr discrimimant total et 22 7 de 1'inertie.

Lianalyse factorielle discriminante sur les 10 facteurs retenus conduit d la re-
présentation de La figure 2 ol ont &té projetés les centres de gravitd des indi-
vidus possédant Les modalité&s des 3 variables DIST, TGRV, VOIT, ainsi que les
centres des 3 groupes (TRAIN, AVION, VOLTURE). Rappelons que puisque k = 3 il
n'y & que ceux akes discriminants. On volt sur ce graphique gue les tranches de
distance tes plus favorables au train sont DIST 7, DIST 8, DIST 6, DIST 5 et
DIST 4.

Le programme calcule ensulte ies trois fonctions discriminantes retatives &

cnaque mode de transport. En additionnant les vaieurs obtenues par lLes modalit@s
prises par un individu on obtiemt ume grandeur homogéne & une distance i chaque

groupe d une constante prés d'ocill des termes négatifs.

voiture train | avion .
Le tableau ci-contre fournit Les fonctions.

DIST 1+ - .004 .009 .029 discriminantes pour la variable distance.
DIST 2 - .001 .005 .020 Changées de signe les fonctions peuvent .
DIST 3 .003 |- .003 017 s'interpréter comme des utilit&s au niveau:
DIST 4 005 |- .007 .011 d'une variable 1sol&e toutes choses &gales:
DIST 5 .006 |- .009 .Q07 par ailleurs. La figure 3 représente les:
DIST 6 007 |- ,Oll .009 courbes d'utilité des trois modes de :
BLST 7 0l4 |~ 026 016 transport en fonction de La distance.
DIST 8 011 | = .020 .021
DIST 9 .001 | - .001 . 008
DIST 10 003 .003 |~ .0G59

de 1'Bcnantillon de base cans chacun des groupes ce qui aboutit au tableau de
classement

mmocUm
mnmmchm Voiture | Train Avion
Groupe
dforiging
’ Voiture 1875 677 237

(effectifs redressés)

Avion 6 43 142

— Train 339 852 160

Le . .

H_mwwwwmmwwwmmnnoMmp de @Hmninhmmmmm est de 66 %. Les calculs effectuds sur

1 n-test conduisant i des ré

1o resultats comparables ne sont pas reproduits

wn % des déplacements en automobile sont considéré
nversement, 25 7 des déplacement i
. 8 en train scnt considdra 8
avere d 8 0 it sidérés par le modsl
fes nmmhwwwwmsnm en voiture. PlutSt que d'incriminer ie moddle on peut anMNEHMI
res comme traduisant l'importance de la zone concur el '
ces deux medes de transport. T eaieiere

Le programme i i L
; 1% ; sport ; permet alors de Iister 1
afin d'établir plus précisément leurs caractéristiques. o8 mat

& comme effectués par le train;

-classés

L'ensemble des calculs effectués par

2150m sur Tan 3yosas DISQUAL sur cette application a demandd
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