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* Une opération indispensable pour améliorer les
estimations dans une enguéte par sondages

— Egalement appelée: calibration, calage

« “Calibrationisa Frocedure than can be used to
incorporate auxiliary data. This procedure adjusts
the sampling weights by multipliers known as
calibration factors that make the estimates agree
with known totals. The resulting weights are called
calibration weights or final estimation weights.
These calibration weights will generally result in
estimates that are design consistent, and that have
a smaller variance than the Horvitz Thompson
estimator.”

Quality Guidelines (fourth edition) of Statistics Canada
(2003)
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e Trop souvent mal comprise et mal interprétéee
(manipulations...)

 Repondération des individus de I’échantillon

- L'expression de redressement des résultats est tout d fait
impropre. On redresse [échantillon, c'est a dire guon modifie
le poids accordé d chaque enguété sur la base de /a

conformité aux statistigues de référence. (B.Riandey, SFdS)

e Mais non exempte de risque dans certains cas



*Principe :
Utiliser a posteriori une information supplémentaire
correlee avec la variable a étudier

* ODbjectif:
O accroitre la precision de I'estimation

O assurer la cohérence des resultats par rapport a
I'information supplémentaire

 Information auxiliaire
Variables de controle dont on connait :
O des caracteristiques globales,
O ou des caracteristigues par classes,
O ou les valeurs pour chaque unité de la population



Plan

L

Estimateur par le quotient (ou ratio)
Estimateur par la régression
Estimateur post-stratifie

Estimateur du raking-ratio

. Calage sur marges



1.Estimateur par le quotient

e Cadre:

* La variable auxiliaire est quantitative

* On connait le total (ou la moyenne) de cette variable sur
I'échantillon et sur la population

* On va ajuster I'estimation sur cette grandeur connue

 Exemple :
0 On veut estimer le CA moyen d’hypermarchés (Y )
0 On a enquéte 80 hypermarches

o0 On sait que le nombre moyen de caisses dans la

population des hypermarchés est y _og
0 On releve sur I'échantillon
Y =110,2 k€ X =288
o L’estimateur par le quotient vaut :

Y, :110,2xﬁ:107,1 k€
Q 28



Formule géneérale

Principe : regle de 3

X

—ormule générale : YQ YX;

Hypothese de proportionnalité

Biaisé mais negligeable si n>1000

Gain de précision par rapport a un PESR de
méme taille pourvu que I'hypothese de
proportionnalité soit valide



Interprétation graphique
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poids apres redressement

- Y | X - Y
« Ona: TyQ:[Z_k]_A et Ty=3% =

kes Tk ) X keS 7Tk
. \ 1 X 1Ty
* Le poids apres redressement de k vaut L
Ty X Tk Ty

* Le poids de sondage valait 1
Ty



Espérance

Cas general i
L\ | valx) cofx)
E(YQ);Y +4—r——
X 2 X xY
—
- Biais i
- ~ _ 1 1
o Dans le cas d’'un PESR de n parmi N 1E(YQ)E{1+(n_Nj[
Biais en 1/n

Biais nul si Y et X sont proportionnelles (droite de
régression passant par l'origine)

cOv(i,v‘j
= =R |e Yk:RXk'l'uk

Var()% )
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o Dans le cas d'un PESR : %z
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, " X-X .. o~ _
Développement limité en 0 avec ¢-= = SOIt X =X(1+¢)
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N R.Var(X) Cov(X,Y)
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Erreur quadratigue moyenne

. Cas général : EQM(?Q) ( -) Var(? L)
:Var(Y) 2RCov()% \7)+ R2Var(>% j

0 Cas d'un PESR de taille n parmi N ;

~ S2 _2RS,, + R%S?
EQM (Yng(l— IU Y Xy X

n
e Estimée par : EQm (\?Q);\far(\?)—zﬁéov()%,?}rFiz\far()%) avec R =
o Cas d'un PESR de taille n parmi N :

s $2_2RS,, + RS
S
n

> |‘<|>
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Comparaison avec un pesr

« Cas général:

N N

EQM (\TQj gVar(Yj = 2Rc:ov(>?,\7j— szar(i) >0

0 Cas d'un PESR de taille n parmi N ;

N

EQM (\TQJ SVar(Y)@ 2RS,, —R?S$ 20

o R (X etY positives)

2
Y (b= Sy
X X
pente de la droite de régressionde Y sur X)
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e L'estimation par la méthode du ratio est
efficace si les variables Y et X sont « a
peu pres » proportionnelles

e Mals:

* N'améliore pas toujours la précision si la droite ne
passe pas par l'origine

« N'utilise pas les valeurs individuelles de la variable
auxiliaire sur I'échantillon
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2.Estimateur par la régression

e Cadre:

o0 La variable auxiliaire est quantitative

o0 On lI'observe pour chaque individu de I'échantillon et on en
connait la vraie moyenne sur la population

o On va ajuster I'estimation sur cette grandeur connue

» Hypothése : relation affine entre Y et X y =a + bx

 Formule génerale :

A

Vreg =\7+6(x —i)

Xy

=~ pente estimeée de la droite de régression de Y sur X
Sx
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Interpréetation graphique

|
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Proprietes

* Biaisé mais biais négligeable pour n assez grand

e Erreur quadratigue moyenne dans le cas d’'un PESR

’ Sy 55
EQM(Yreg):(l_W]_(l_Pz) avec p=—->

e Estimée par:

EQM (Y_reg): (1—%]—)/(1—[?2) VPTG
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Comparaisons

« Mellleur que I'estimateur d’Horvitz-Thompson

EQM (\79 ) <Var (Y, )< 1-p?>0  (tovjours vra

e Mellleur que I'estimateur par le quotient

N

i 2 2 202
EQM (Yreg)s EQM (YQj@ Sy(l—pz)fSy —~2RS,y +R“S;
S
< RS +—2-—2RS
Sx

& R?Sy —2RS{S,y +Sy, 20

= (RS)% —Syy ) =0 (toujours vrai)
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o Sila relation entre X et Y est lineaire et
non affine (ordonnée a l'origine nulle),
alors I'estimateur par la regression est
égal a I'estimateur par le quotient

e Un inconvénient:

— certains poids de redressement peuvent étre
néegatifs
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3. Estimateur post-stratifie

 Cadre:
o La variable auxiliaire est qualitative
o On définit apres I'enquéte des groupes d'individus, appelés
post-strates.
o0 On observe les effectifs des post-strates sur I'échantillon
o On connait la répartition de la population selon ces post-strates
o On va ajuster I'estimation sur cette répartition

e Remarques:
0 Les effectifs des post-strates dans I'échantillon ne sont connus
gu'apres enquéte
o lls dépendent de l'échantillon choisi : ce sont des variables
aléatoires
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1" exemple

On veut estimer le taux de fréquentation des salles de cinéma
On sait que cette activité est lieée a la possession de TV
On connait le taux d’équipement en TV : Py = 80%

On observe sur un échantillon de taille 1000 choisi par PESR :

ClNEME Non | Total
Télé
i 20 680 700 70% au lieu de 80 % x8/7
Non 80 220 300 30% au lieu de 20% x2/3

100 900 1000
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e Apres redressement:

Cinéma
Non | Total
Télé

OUI 23 777 800
Non 200

76 924 1000

e nouvelle estimation 7.6%

» coefficients de redressement: 1.14 pour
telé, 0.67 pour non telé
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2¢me exemple

* Enquéte concernant les revenus : on observe X=classe d’age et
Y=revenu

 Résultats observés :
Tranche d'age <20 21-35 | 36-50 > 50

Proportion
observee

Vraie proportion | 20 % 35 % 30 % 15 %

Revenu moyen
observé

15 % 30 % 30 % 25 %

6 000 | 9000 15000 | 12000

* Estimateur d’Horvitz-Thompson :
Y =6000x0,15+9000x 0,3+15000% 0,3+12000x 0,25 =11100

* Estimateur post-stratifie
Ypost =6000x0,2+9000x 0,35+15000%0,3+12000x0,15=10650 23



e Total et moyenne sur la population ;
H [ Nj
= 2 Yk = 2| 2Yk
keU h=1

e Estimateurs d’Horvitz-Thompson ;

N

Ty =

Formules

k=1

Y« _ N

keS 7Tk N kes

H
ZTyh— ZNth
h=1 h=1

h—l kESh

o Estimateurs post-stratifies

A 1
= Z WV = Z Nnl — 2 Yk
¥ post | h=1 | Np kes;
- H N, ~ H N 1
Y post = Y = Z—h[n— 2. Yk

=— 2 Yk ——Z > Yk =N Z—Yh

h=1
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Poids apres redressement

e Ona: Typost Z N [_ ZYk} et =— Zyk
h kESh

N
e Le poids apres redressement de k vaut n—h
h

* Le poids de sondage valait N
n

25



Espérance

E(Ty pOSt) B E[E(Ty post/ ny,h=L,....H ﬂ

- H 2 H _
E(Typost,nh,h:1 _____ H):hEINhE(Yh/nh,h:1,...,H)=h:leth :Ty—h:zl Ty
nh>0 nhzo

~ H
E(Ty post) =Ty - h§1Tyh P(ny =0)
car si n, est fixé, le plan est un PESR
» Les effectifs n, peuvent étre nuls, d'ou le leger biais de
I'estimateur post-stratifie
* Pour I'éviter, définir les post-strates de sorte a vérifier :

n%z 30 Vh=1..H
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Variance

Var(Ty post) - E[Var(Ty post/n,,h=1,...,.H ﬂ +Var[E(Ty post/n,,h=1,...,.H ﬂ

\ J
|

Var| Ty — 2. Ty |=0

h=
N ~ - n :O
T B

u

. H H
Var(Ty j: El > N2 i_i )Zlh >, Np| NRE i -1 S)Z,h
post h=1 "(Nh  Np h=1 Nh




Calcul deE(L/ny) par développement limité en 0 avec

n
po1- M

E(np)

D’ou : E(ij = E(
Nh

Or : Ny —)H(n,N,Nh)

On en déduit ;

i

1
N

~
~

~S
~Y

N Ell+
nNh |: [

N N(N-Np) (N-n)

. 1 1 1
soit =(1-¢)E =
Ny ( ‘9) (nh)c’ nn 1-¢ E(nh)
1 1 1
~ E(l 2
1—ejE(nh> SR
( N
e, |E(p)=n=t
b,
Var(nh):n&[l— Nhj N=n
\ N N/)N-1
2
_%]J{ _%) }zllho NZVar(nh)]
nNh nNh nNh nZNI%

nNh

N7

n2(N -1)
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~ H 1 2
ona: () el )

1 N N-N N—n
avec B L)~ (N-Np) (N-n)
Ny nNh Nh n2(N -1)

D’ou la variance d’echantillonnage :
- H N _ H N
Var(Ty ) SEFPL R o —N 8% + PENER LU S
post N)nng N N-1n2h3 N
Qu’on estime par :

(o N-n1lH( Nz
Var(TypostijZ( Nj Z Syh+N2 %(1——)Syh




Comparaisons

Avec un plan stratifié et des allocations proportionnelles

H N
Varfry ] Ng -]y Shgz
prop N )npag N
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En resumeé: post-stratification

|| vaut toujours mieux stratifier a priori gue post-stratifier,
mais lorsque que stratifier a priori n’est pas possible, la
post-stratification peut étre intéressante

 Pour avoir une bonne post-stratification
— Variable auxiliaire bien corrélée avec Y
— n grand
— Grandes post-strates i.e. (N-N;)/N petit
— Effectifs N,, ou poids des post-strates connus

e Remarques :

— Les effectifs des post-strates dans I'échantillon ne sont connus
gu'aprés enquéte: ce sont des variables aléatoires

— Mieux vaut éviter gu’ils soient nuls!
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4. Redresser sur plusieurs criteres

e Se caler sur les marges de plusieurs variables
auxiliaires : age, PCS, sexe... mais pas
seulement du socio-démo

* Fréguent dans les sondages par quota

* Nécessité d’algorithmes pour obtenir les poids
de redressement
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Le ratissage ou « raking-ratio »

— exemple a deux variables : sexe et PCS

1000 individus ont été interrogés. La répartition de I’échantillon par sexe
et profession est la suivante

P1 P2 P3 Total
H 300 100 200 600
F 100 150 150 400
Total 400 250 350 1000

Vraies marges 500 et 500 pour le sexe et 350,300, 350 pour la profession.
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— Etape n°1: deux regles de 3 pour se caler en
lighe
o multiplier par 5/6 la premiere ligne
o multiplier par 5/4 la deuxieme ligne

P1 P2 P3 Total
H 250 83 167 500
F 125 187.5 | 187.5 500
Total 375 270.5 | 354.5 1000

« Ratissage en ligne »



— Etape n°2: trois regles de 3 pour se caler en
colonne

P1 P2 P3 Total

H 233 92 165
F 117 208 185
Total 350 300 350 1000

« Ratissage en colonne»

— détruit le premier calage!
e 0N itere



« Convergence rapide:

- (0]
— etape n®°4
P1 P2 P3 Total
H 236 95 168 499
F 114 205 182 501
Total 350 300 350 1000

poids de redressement: les 300 H & P1 comptent pour 236.

Chacun a donc un poids de 0.0079 au lieu de 0.001 , et donc un coefficient

de redressement de 0.79 (le minimum).
Le coefficient maximum est 1.37
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5. Généralisation : calage sur marges

Objectifs :

« Améliorer la précision des estimateurs des
parametres d’intérét d’'une enquéte

o Pourvu que les criteres de calage soient lies aux
variables d’intérét
 Assurer la cohérence des resultats avec des
Informations synthétiques connues par ailleurs.
Ainsi, apres calage, I'échantillon restitue :

O les totaux de variables quantitatives connus sur la
population

o les effectifs de modalités de variables catégorielles

connus sur la population
37



Principe

 Re-pondérer les individus échantillonnés en
utilisant une information auxiliaire disponible sur
un certain nombre de variables, appelées
variables de calage

e Cas particuliers : les estimateurs par le ratio, par
la régression, par le raking-ratio
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Méthode

Supposons connus les totaux sur la population de J variables
auxiliaires Ty :(TX R IV I )
1 J J

» Pour les caracteres catégoriels, les totaux sont les effectifs de chaque
modalité (= totaux des variables indicatrices associées a ces modalités)

On va tenir compte de cette information pour améliorer
I'estimateur d’Horvitz-Thompson

- 1 .
Tyr = Je 2. dy Y (d, =—=poids de sondage)
En formant un nouvel estimateur

ou les nouveaux poids a rechercher . Ty .qs = > Wy

0 sont « proches » des poids initiaux keS

o veérifient les équations de calage : T, = kzgwkxj’k :ij Vj
€
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On choisit une fonction de distance entre le poids initial et le
poids final : G(w,, d, )

Les poids cherchés sont solutions du probleme d'optimisation :
i W i
min > w Gl —| avec YwXjx =Ty V]
W KeS dy keS ’
Résolution du systéme non linéaire > F(x' 4) =Ty

keS
0 ou F est la fonction réciproque de la dérivée de la fonction G

o et A un vecteur de multiplicateurs de Lagrange

Ce systeme d'équations peut étre resolu par la méthode itérative
de Newton

En pratique, macro SAS CALMAR de l'Insee
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fonctions de distance

G F=G"~ Type de distance
Khi-deux
E(X _1)2 1 ‘I‘ U
2 Méthode linéaire (1) i.e. estimateur par
la régression
xlogx —x+1 expu Entropie
Meéthode du raking -ratio (2)
| x—LY) |
“Ulod =—=
|0 °g£1_ ] j* LU -1)+U (1~ L)expy Logistique
A U-1)+(1-L)expu
(U — X)m{ﬂj U=+ I-Lexp Méthode du raking ratio tronquée (3)
i U-1) | « ]L,U[
:m ;xe[L,U],(cosinon)
1 Khi-deux tronquée
ST i xe[LU] 1+qu
e[LU] Meéthode linéaire tronquée (3)

oo sinon
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 Meéthode linéaire
O converge toujours en 2 étapes
O redonne l'estimateur par régression
O peut donner des poids négatifs
O rapports de poids non bornés supérieurement

 Méthode exponentielle
O poids positifs
o0 redonne l'estimateur du raking-ratio

0 rapports de poids non bornés supérieurement, en géenéral supérieurs a
la méthode linéaire

« Méthodes logit, linéaire tronquée
O poids positifs
o contrble des rapports de poids
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Proprietes

« Espérance

Quelle que soit la méthode utilisée, I'estimateur calé est
approximativement sans biais

e Variance

Quelle que soit la méthode utilisée, la variance de
I'estimateur calé est approximativement egale a celle de
I'estimateur par régression : toutes les méthodes sont
asymptotiguement equivalentes
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Calage sur marges
macro CALMAR

Insee, 1993
Macro SAS
Disponible sur www.insee.fr

Syntaxe (parametres obligatoires)

%CALMAR (data =,
poids =,
ident =,
datamar =,
M =, LO=, UP=
datapoi =,
poidsfin=);



Calage sur marges

exemple
« 1.lesdonnées individuelles + 2.latable des marges
DATA echant; DATA marges;
INPUT nom $ x $ y $ z pond; INPUT var $ n marl mar2;
CARDS; CARDS;
A 1 T 1 10 X 2 20 60
B h 2 0 Y 2 30 50
C 1 h 3 ; Z 0 140
D 5 f 1 11 ;
E 5 f 3 13 RUN ;
F 5 h 2 7
H 1 h 2 8 « 3.lancement de Calmar
G 5 h 2 8 %CALMAR(DATA = echant,POIDS = pond,
1 5 f 2 9 IDENT = nom,
J . h 2 10 DATAMAR = marges,
K 5 h 2 14 M = 2, OBSEL1 = oui,
: DATAPOl = sortie,
RUN; POIDSFIN = pondfin, 45

LABELPOl = poids raking ratio);



e Avant calage

MARGE MAEGE POURCENTAGE POURCENTAGE
VARTABLE MODALITE ECHANTI LLON POPULATTION ECHANTILLON POPULATION
X 1 18 20 22 .50 25.00
S 62 60 07 .50 IS ., 00
Y i 43 30 DS o 13 37.50
Iii )/ S 46.25 62.50
Z 1454 140
N\
e Apres calage

Modalité Marge Marge Pourcentage Pourcentage
Variable échantillon population échantillon population

X 1 20,000 20 25.00 25.00

5 60.000 60 75.00 75.00

Y f 30.000 30 37.50 37.50

h 50.000 50 62.50 62.50

Z 140.000 140



la valeur du critére d'arrét et le nanbre de poids négatifs aprés chaque itération

Variable

(NI s

Methode

raking ratio

Pramier tableau récapitulatif de 1'algorithre :

Ttératicn

0 = Lo N2 2

Critére
dtarrét

0.56651
0.17766
0.04198
0.00322
0.0000z

Poids
négatifs

o O O O O

Un petit example comente de calage sur marges

Methode

raking ratio

Deuxieme tableau récapitulatif de 1'algeorithme :

Modalite

0 FHh o=

LAMBDA1
1.20511
1.32247
-0.73974

-0.47287

LAMBDAZ
1.70361
1.81959
-0.94297

-0.74661

LAMBDAS
1.87331
1.99270
-1.02331

-0.83348

LAMBDA4
1.88687
2.00648
-1.02984

-0.84035

LAMBDAS
1.88695
2.00656
-1.02987

-0.84039

les coefficients du vecteur lamkda de multiplicateurs de Lagrange apres chaque itératicn
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Uh petit exenple comenté de calage sur merges

Méthede : raking ratio
Statistiques sur les repports de poids (= pndretions finales [/ pondSrations initiales)
et sur les pondSrations finales

Thiveriate Procedos

e T i i

Variable= F_ Rapport de poids
Moments ienti leaDef=h) Rctremss
) 2 Sum Tgta a 100% Mar 1.385113 90% 1.385113 Litwest D Higheat ID
M=an 1.021891 Sum 2.255131 TR O3 1,285113 95% 1.385113 0.212423(E I 1.14602 (D
Std Dev 0.444812 Varianoce 0,19795% BOE M=d 1.127403 20% 1.385113 0.454557(1 1 1.22895 (H
Shewesa -1.21649  Furtosis 0.15394 2h% 1 0.7558%92 108 0.213423 1.016827 (A 1 1.385112(F
S8 0, 903406 OS5 1. 385008 0% Min 0.213423 B: 0.213422 1.14602(D 1 1.385113 (3
1) 43 . 10681 Std Mean  0.157265 1% 0.213423 1.228%6 (H 1 1.385113 (K
T:Mearn=0 &.561425 Pra!T! Q.0003 Range 1.171s9
Mo — =0 g HMm=0 g -1 Q.620421
M(Sign) 4 Prx=IM! Q.0078 Mo 1.385112
Bon Rank 12 Pr=IE! Q. 0078
Welormel  0.211R24 PreW 0. 0304
Stem Leaf Boxplot Meoamel Probakility Plet

12 359439 4 = 1.3+ o *

10 25 2 e L ok it

g ! ! ! -

& =t L -

4 9 1 ! L A

21 1 ! 0.3+ +HF

e e N i ¥ + + + + + + + + + +
Multiply Stem.Leaf by 10%+-1 -2 -1 0 +1 +2
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Variable= WFIN

v
T:M=an=0
Fhian — =0
M (Sigm)
& Rank
W:lcrmal

Moerita

8 Sum Wgta

10
B.061208
.435584
879.3108
BO.61205

Sum
Varianoe
Hurtosis
S5
Std Mean

£.52ad4] Pr-lIT!
& Hm=0
4 Fr=IM!
13 Pr==!5!
0.926635 FrW

Stem Leaf

1a
1a
14
12
10

=

&
4
2

4

-
=

-

At St S

BndEration finale

a8

B
25.61584
1.105315
179.3108
1.785408
0. o008
8

0.o078
0.ooTa
0.4508

Méthode : raking ratio
Statistiques mur les rapports de poids (= pondrations finales / pondfrations initiales)
et sur les pondérations finales

Thivariate Procedurs

tuentiles (Def=5)

100% Max 1%9.35158
7o% 02 11.84356
50% Med 10
25% Q1 7.073401
0% Min 2.774454
Range 15.61709
Q3-01 4.770161
Mode 2.77445%4
Boogplot
0
|
ot
| |
-t

99%
S5%
S0%
10%
B%
1%

Extremes
19.39158 Liciwest I Highesat ID
15,325158 2.7744%4 (B ) 9.831725(H
10,329]58 4.451013(T ) 10.16827 (R
2.7744%4 9.6857a% (F ) 11,0809 (3
2.774404 9.82172%(H ) 1280622 (D
2.774404 10. 15227 (A ) 19,39158(K
Meamel Probability Flot
19+ o
! 4
! 4
! -+ *
11+ EL F
! LS
! -+
! ++E4
3+ +E4p
+ + + + + + + + +

i i i i



S R

R

S

R R R kS Rk h ke

*kk BITAN *kk
R R R kS Rk h ke

DATE : 16 JUIN 2000 HEURE : 14:03

R i e e e o e kI e

TABLE EN ENTREE : DON
B S R R R

NOMBRE D'OBSERVATIONS DANS LA TABLE EN ENTREE : 11
NOMBRE D'CBSERVATIONS ELIMINEES : 3
NOMBRE D'OBSERVATIONS CONSERVEES I

VARIABLE DE PONDERATION : POND

NOMBRE DE VARIABLES CATEGORIELLES : 2
LISTE DES VARIABLES CATEGORIELLES ET DE LEURS NCMBRES DE MODALITES
X (2) y (2)

TATLLE DE L'ECHANTILLON (PONDERE) : 80
TATLLE DE LA POPULATION : 80

NOMBRE DE VARIABLES NUMERIQUES : 1
LISTE DES VARIABLES NUMERIQUES
z

METHODE UTILISEE : RAKING RATIO
LE CALAGE A ETE REALISE EN 5 ITERATIONS
LES POIDS ONT ETE STOCKES DANS LA VARIARLE PONDFIN DE LA TARLE SORTIE

Un petit exemple commenté de calage sur marges
Liste des cobservations &liminées

Obs nom X v z pond __UN
1 B 1 h 2 0 1
2 C 1 h 3 . 1
3 J h 2 10 1

50



e Médiameétrie

— Redressement Médiamat

Distribution des coefficients de redressement du Médiamat
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— 75000 Radio, redressement sur activité, age
et type d’habitat

Distribution "type" des coefficients de redressement
B
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