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Chapitre

Présentation générale

1.1 Introduction

Deés les années 1950, les pionniers de ce qui allait s’appeler par la suite 1’Intelligence
Artificielle tentérent d’utiliser les machines pour automatiser le raisonnement et les preuves
mathématiques '. Depuis les balbutiements des travaux de Newell, Shaw et Simon [88, 89],
dans lesquels ils prouvérent 38 des 52 premiers théorémes du chapitre 2 des Principia
Mathematica [143] de Russell et Whitehead, les systémes se sont multipliés et énormément
développés. Cela débouche aujourd’hui sur de puissants systémes automatiques comme
Gandalf [133], LeanTAP [11, 10], METEOR [9], Otter [85]%2, SATURATE [53], ou SETHEO
[54, 72, 122]3.

D’un autre coté dans les années 70, face aux difficultés du tout automatique (liées
aux problémes d’indécidabilité) apparurent les systémes dits "d’aide a la preuve", qui
nous intéressent plus particuliérement, et dans lesquels 'utilisateur guide la démonstration.
Les pionniers en la matiére furent sans conteste Automath [33, 34| de N.G. de Bruijn
qui est basé sur la théorie des types puis parallelement LCF [56] de Robin Milner qui
introduisit les notions de tactique et de combinateur de tactiques (tacticielle). Pour écrire
ces tactiques, Milner introduisit un meta-langage qui évolua par la suite séparément pour
donner naissance aux langages de la famille ML.

En parallele au développement des systémes de preuve, avec la croissance de I'industrie
logicielle, apparut la nécessité de prouver mathématiquement la correction de certains pro-
grammes. C’est-a-dire le besoin d’exprimer formellement ce qu’on attend d’un programme
(sa spécification) et de vérifier que ce programme correspond a la spécification que 'on a
donnée. Cela allait étendre considérablement le champ d’application de la démonstration

1. Pour une histoire de la démonstration automatique, on pourra se référer & MacKenzie [78] ou [59]

2. Pour une liste des principaux résultats prouvés avec otter on pourra consulter:
http://www-unix.mecs.anl.gov/AR /new_ results/

3. Ces systémes dont la liste n’est en rien exhaustive ont fait 'objet d’une compétition aux deux derniéres
conférences Cade [131]
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sur ordinateur. Aux preuves de résultats mathématiques venaient s’ajouter les preuves
de programmes, de protocoles, etc. Un des pionniers en la matiére fut le systéme Nqthm
[23, 24] de Boyer et Moore.

C’est aux démonstrateurs interactifs et principalement aux héritiers de la famille LCF
que nous nous sommes intéressés. La plupart de ces systémes ont maintenant atteint un
niveau qui permet d’envisager la vérification mécanique de preuves relativement complexes.

Ainsi, dans le systéme Coq, avec lequel nous avons principalement travaillé, un exemple
récent développé a Sophia-Antipolis a permis de prouver la correction d’un algorithme de
calcul formel sur les polynomes [136]. Le résultat de cette preuve se traduit par des scripts
Coq de 9000 lignes, 120 définitions et 400 théorémes et le développement s’est étalé sur un
an pour un chercheur. L’une des principales conclusions de cette étude est que ’organisation
de la librairie de théorémes revét une importance majeure. Ainsi, ’ensemble des théorémes
relevant de l'arithmétique de base des polynémes doit étre placé au méme endroit, les
propriétés topologiques & un autre endroit, etc. . L’organisation des théories peut influencer
de facon notable sur la vitesse de développement des preuves et leur réutilisabilité, deux
facteurs importants pour que le systéme de preuve soit praticable en milieu industriel.

Des développements importants dans d’autres systémes conduisent a des conclusions
similaires. Ainsi dans [30] Paul Curzon discute I'importance des notions de maintenance
et de réutilisation de preuve en HOL en se basant sur ses propres expériences de preuve de
matériel [31].

Le récent travail de Tobias Nipkow et David von Oheimb [90] qui formalise en Isa-
belle/HOL un important sous-langage de Java et prouve la correction du systéme de type,
montre que la vérification sur machine de la conception de langages de programmation non
triviaux est devenue une réalité. Ils remarquent par ailleurs que:

"The adaptation of old proof after changing formalisation is a tedious job. Al-
though the changes in the proofs are usually quite local, there tend to be many.
[...] A dedicated mechanism for exploring and fixing the impact of modification
would also help"

Ainsi, le développement d’une grosse preuve ou d’une grosse théorie n’est pas une
activité parfaitement linéaire. Le développement d’une preuve, surtout sur machine se fait
souvent par tdtonnements et tentatives multiples, et comporte de nombreux essais, erreurs
et retours en arriére. De plus il est parfois nécessaire d’affiner le contexte et la spécification
du probléeme. Il importe de fournir les outils qui permettent de faciliter ces retours en
arriére et d’analyser la portée d’une modification, pour éviter que l'utilisateur ne préfére
construire une théorie bancale plutot que de faire 'effort de la nettoyer.

1.2 Du génie logiciel & I’ingénierie de preuve

Les difficultés inhérentes aux gros développements sur ordinateurs sont bien stir d’abord
apparues dans les activités de programmation. Les efforts pour surmonter les difficultés de
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compréhension, de modification, de réutilisation etc. constituent ce que ’on appelle le génie
logiciel. Grossiérement deux directions sont possibles.

1° Concevoir de "meilleurs" langages: cela conduit & 'apparition des notions de bi-
bliothéque, de structuration, de modularité, de compilation séparée, d’objets ...

2° Concevoir des outils pour manipuler les langages existants: cela conduit aux en-
vironnements de programmation, aux outils d’aide a la gestion de versions, aux
outils d’analyse de code, aux outils de transformation de programme ...

En fait ces deux démarches sont bien souvent complémentaires car les outils développés
dans la seconde optique améliorent généralement le confort d’utilisation des langages congus
dans la premiére optique, tandis que la bonne structuration permise par la premiére permet
I'utilisation effective de la seconde.

1.2.1 Preuve et programme

La réalisation de preuves formelles sur machine est trés proche de ’activité de program-
mation. Dans les langages de preuve basés sur une théorie constructive on pourra méme
extraire un programme de la preuve de sa spécification [95]. Comme un développement
logiciel, une preuve a un cycle de vie, on la congoit, on la code, on la met au point. Le
premier pas consiste a formaliser les objets sur lesquels on veut raisonner, puis & formaliser
les propriétés que l'on veut prouver, la derniére étape consiste & trouver la structure de la
preuve, les lemmes dont on aura besoin, la méthode de preuve.

Ainsi, dés lors que les développements de preuve deviennent importants, on est confronté
& des problémes semblables & ceux que ’on rencontre en programmation. Des solutions si-
milaires & celles mises en ceuvre par le génie logiciel, peuvent donc étre envisagées. D’un
coté, on cherche & améliorer les systémes en introduisant, dans le cadre des assistants de
démonstration, des concepts apparus pour les langages de programmation comme les no-
tions de bibliotheque, de compilation séparée ou de module. De 'autre on adapte les outils
de développement et de manipulation de programme.

Le Synthesizer Generator [116] et le systéme Centaur [21, 65] sont des outils génériques
permettant de créer, & partir d'une spécification formelle d’un langage de programmation
(syntaxe et sémantique), des environnements d’édition et des interfaces spécifiques a ce
langage. Un environnement interactif de programmation peut comprendre des éléments
syntaxiques comme un éditeur structuré ou des outils de formatage de ’affichage, et des
éléments sémantiques comme un évaluateur ou un compilateur. L’adaptation des concepts
d’environnement de programmation aux assistants de preuve, dont Bertot, Théry et Kahn
[135] ont mis en évidence l'intérét, a ouvert de nouveaux horizons comme les notions de
preuve par sélection [15], ou de "drag-and-drop" [13].

Dans cette thése nous présentons un panorama d’outils d’aide & la compréhension, au
développement et & la maintenance de preuves et de théories formelles. Certains s’inspirent
d’idées mises en ceuvre dans le cadre des langages de programmation comme les techniques
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d’analyse de programme ou de gestion et de visualisation des dépendances [130, 73] d’autres
comme le retour-arriére logique ou la généralisation de preuve sont plus spécifiques aux
systémes d’aide a la démonstration.

Dans une premiére partie, nous considérons les problémes & leur niveau "microsco-
pique", c’est-a-dire que ’on étudie les problémes liés & la construction d’une preuve par-
ticuliére et que ’on présente quelques outils permettant d’assister 'utilisateur dans cette
tache [107|. Le travail effectué s’articule principalement autour de quatre aspects: la na-
vigation dans les preuves dirigées par les buts, le retour en arriére logique, ’expansion et
la contraction de preuve et l'isolation de fragments de preuve et de lemmes.

Dans une seconde partie nous considérons le niveau "macroscopique" c’est-a-dire que
nous étudions les problémes liés & la construction, la représentation et la maintenance de
théories [108]. On retrouve ici de nombreuses similarités avec les concepts et les outils
de génie logiciel mais ils prendront parfois une signification différente dans le cadre des
systémes d’aide a la preuve.

Enfin nous étudions un certain nombre d’outils qui ont besoin d’information des deux
niveaux (microscopique, macroscopique) comme 'aide & la généralisation de théorémes et
a leur réutilisation.

Nous présentons maintenant le cadre qui a servi de base & notre travail.

1.3 Cadre de ce travail

1.3.1 Logique et preuves formelles

En logique formelle, une preuve est un enchainement de régles de déduction. On peut
procéder déductivement (par chainage avant), c’est-a-dire en déduisant récursivement d’un
théoréme d’autres théorémes jusqu’a l'obtention du résultat recherché. La plupart des
systémes de preuve fonctionnent cependant par chainage arriére. On commence par un but,
constitué de 'énoncé du théoréme que ’on veut prouver et on le transforme récursivement
en des buts plus simples. On dit que la preuve est dirigée par les buts. Dans un tel cadre,
une preuve est un arbre dont les nceuds sont des régles du systéme d’inférence utilisé. La
conclusion de la régle portée par la racine est le but initial. La preuve est compléte si toutes
les feuilles sont des axiomes ou des théorémes connus.

Depuis LCF, les fonctions qui réduisent un but en sous-buts sont appelées des tactiques.
Ces tactiques peuvent étre des régles de base de la logique sous-jacente ou des fonctions plus
compliquées construites & partir des régles primitives. On dispose également d’opérateurs
appelés tacticielles?, qui permettent de combiner des tactiques pour obtenir de nouvelles
tactiques.

Dans LCF, une tactique est une fonction ML qui prend un but et renvoie un couple
formé d’une liste de sous-buts restant & prouver et d’une validation. La validation est une

4. ce néologisme est calqué sur le terme "fonctionnelle"
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fonction permettant de générer la preuve compléte & partir des preuves des sous-buts.
Tactiques et fonctions de validation ont donc les types suivants:

tactic : goal -> (list goal) * validation
validation : (list theorem) -> theorem

La preuve du but de départ peut donc étre reconstruite a partir de la preuve des
sous-buts grace a la fonction de validation.

1.3.2 Quelques critéres importants

Les systémes que nous qualifions d’héritiers de LCF implémentent tous ces notions de
tactique et de tacticielle. Ils se différencient essentiellement par la logique sur laquelle ils
sont basés ainsi que par les caractéristiques de leur implémentation.

Les critéres importants pour notre travail sont les suivants:

— Existence d’un "objet preuve".

Un objet preuve est une représentation rémanente d’une preuve. Cette représentation
peut étre un arbre de dérivation dont les nceuds sont des régles de base de la logique
d’implémentation ou, ce qui dans le cas des systémes basés sur une théorie typée est
équivalent, un A-terme. Dans ce dernier cas on parlera souvent de terme de preuve.
Dans les systémes qui n’ont pas d’objet preuve, un théoréme, une fois prouvé, est
ajouté dans une base de faits comme un axiome de la théorie que ’on est en train de
construire.

Remarquons par ailleurs que 1’existence d’un objet preuve permet d’augmenter la
confiance que ’on a en une preuve, en la faisant vérifier (valider) par un vérificateur de
preuve indépendant du systéme ’ayant générée. L’idée est qu'un simple vérificateur
de preuve étant un systéme plus simple, il pourra plus facilement étre vérifié qu’un
systéme de preuve complet. (Dans le systéme Coq par exemple, seul le vérificateur
de type est crucial).

— Présence de variables existentielles dans les buts.

Certains systémes utilisent des méta-variables pour représenter en interne la preuve
de résultats qui n’ont pas encore été prouvés. De plus, il peut étre utile d’autoriser
I'utilisateur & introduire des méta-variables au niveau des sous-buts. En effet, sans
cette possibilité, pour prouver un résultat de la forme "Iz tel que P(x)", il faut
étre capable de déterminer un témoin, c’est-a-dire un terme ¢ tel que P(t) soit vrai,
dés le départ pour pouvoir éliminer ’existentielle. Si I’on a la possibilité d’introduire
des méta-variables dans les sous-buts, on parle alors de variables existentielles, on
pourra transformer un but de la forme précédente en P(X) ou X est une variable
existentielle. On peut ensuite continuer & raisonner sur P(X) avant d’instancier X.
Soulignons qu’en I'absence de variables existentielles, tous les sous-buts générés par
une tactique sont indépendants. C’est-a-dire que, quelle que soit la facon dont ils
seront prouvés, la validation permettra de reconstruire & partir de leur preuve une
preuve du but de départ. Cela n’est plus forcément vrai en présence de variables
existentielles. Lorsque deux sous-but partage une variable existentielle, elle devra
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bien sir étre instanciée de la méme maniére dans la preuve de chacun des sous-buts.
On dira alors qu’il existe des contraintes entre les sous-buts.

L’utilisation des variables existentielles et les problémes qui y sont liés sont discutés
en détail au chapitre 3.

— Maniére dont sont référencés les sous-buts restant a prouver.

Lorsque l'application d’une tactique produit plusieurs sous-buts, il faut & ’étape
suivante désigner le sous-but que l'on désire prouver. Ce choix peut étre fait par
le systéme ou laissé & 1'utilisateur. Dans ce dernier cas, la facon dont l'utilisateur
désigne le sous-but sur lequel il désire travailler dépend du systéme. Il peut, par
exemple, fournir le chemin de ce sous-but dans ’arbre de preuve. Cette méthode
est trés robuste, car ce chemin reste inchangé dans de nombreuses manipulations de
I’arbre, mais devient vite contraignant si on manipule de grosses preuves.
Généralement le systéme ordonne les sous-buts par un parcours de I'arbre de preuve.
L’utilisateur peut alors selon les systémes, changer ’ordre des sous-buts et placer en
premier celui sur lequel il désire travailler, ou désigner directement le sous-but qui
I'intéresse en donnant sa position dans la liste ordonnée des sous-buts. On parle alors
de I'index du sous-but ou plus précisément de I'index de la tactique qui est appliquée
a ce sous-but.

— Maniére dont sont référencées les hypothéses.

Une étape de preuve trés courante consiste a transformer un but de la forme A — B
en un but A = B. On dit alors que l'on introduit 'hypothése A dans le contexte
local (on dira parfois la base locale d’hypothéses). Elle pourra étre utilisée dans la
preuve de B. Pour utiliser des hypothéses du contexte local, il faut étre capable d’y
faire référence. Cela peut se faire de plusieurs fagons selon le systéme utilisé, par
exemple : par leurs positions dans la liste d’hypotheéses, en les citant explicitement,
en les nommant. Ce probléme est développé au chapitre 5 quand nous présentons le
mécanisme de "lemmification".

— Le fonctionnement de ’automatisation.
Certains systémes comportent des procédures de décision automatique. Comme nous
le verrons au chapitre 9, le comportement de ces procédures peut étre trés dépendant
du contexte dans lequel elles apparaissent (c’est-a-dire de ’ensemble des théorémes
qui ont été prouvés précédemment) et cela complique sensiblement les activités de
maintenance.

Parmi les différents prouveurs que nous avons étudié, nous avons choisi le systéme Coq
pour mener nos expérimentations. Ce systéme, que nous présentons en détail au chapitre 2,
est basé sur une théorie des types, le Calcul des Constructions Inductives. Il posséde des
objets preuve, et permet la manipulation de variables existentielles. On y indique & quel
sous-but s’applique une tactique en utilisant 'index de ce sous-but. Les hypothéses sont
référencées par un nom et le systéme posséde des procédures de décision automatique.

Le choix de ce systéme parmi les nombreux systémes existants est justifié par le fait qu’il
permet d’allier les avantages de la théorie des types d’ordre supérieur (en particulier I'exis-
tence d’objets preuve sous forme de A-terme) et des procédures de preuve & la LCF. Si
de nombreuses analyses pertinentes peuvent étre faites sur les objets preuve, l'apport des
tactiques est également indéniable en ce qu’il refléte la démarche de preuve tout en permet-
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tant d’intégrer des composantes de preuves automatiques. Ce point de vue hybride fournit
des contraintes nouvelles pour certains problémes (comme le probléme du retour-arriére
logique ou la modification de théorie).

Les outils et prototypes présentés dans ce travail ont donc été partiellement réalisés
dans le systéme Coq et son interface utilisateur CtCoq. Mais comme nous essayons de le
montrer, les méthodes utilisées peuvent souvent étre appliquées & d’autres systémes.

1.3.3 Présentation de quelques systémes de preuves

Nous présentons maintenant rapidement les autres systémes cités dans ce document
ainsi que quelques-uns de leurs environnements de développement (des exemples de sessions
complétes sont donnés en annexe A).

Des travaux de comparaison entre différents outils d’aide & la preuve ont par ailleurs
été meneés. Citons sans prétendre étre exhaustif, le travail de Zammit [148] pour Coq et
HOL, de Griffioen et Huisman [57] pour PVS et Isabelle/HOL. Dans [66] F. Kammiiller
a, par ailleurs, comparé IMPS, PVS et Isabelle en s’intéressant surtout & leur traitement
de la modularité. Enfin, [2| compare HOL et Alf.

La plupart des systémes que nous décrivons ci-dessous sont des héritiers de LCF méme
s’ ils n’en ont pas tous gardé le style. Ils implémentent les notions de tactique et de combina-
teur de tactiques ou tacticielle. On termine ce chapitre avec quelques autres démonstrateurs
qui, bien que d’une filiation différente, comportent des caractéristiques intéressantes ou ont
connu un certain succés industriel.

HOL

On peut considérer que ’héritier le plus direct de LCF est HOL [55], ne serait-ce
que parce que 'un des concepteurs, M. Gordon, était aussi un des principaux acteurs du
projet LCF. Le systéme est basé sur la logique classique d’ordre supérieur. La premiére
version, HOLSS8 [55] est écrite en Lisp (une partie du code vient directement de LCF). Un
nouvelle version, HOL90 [126] est une réécriture en SML [87, 101]. C’est aussi SML qui
sert de méta-langage pour écrire les tactiques. K. Slind a récemment introduit une nouvelle
version, HOL98, en Moscow ML.

Une preuve peut se faire par chainage avant mais se fait généralement par chainage
arriére. Comme dans LCF, les tactiques sont des fonctions ML qui opérent sur un sous-but
donné. Il n’y a pas de variables existentielles et les différents sous-buts engendrés par une
tactique sont donc indépendants. Enfin pour choisir quel sous-but attaquer, il faut mettre
le but sur lequel on veut travailler au sommet de la pile des sous-buts ouverts. Cela se fait
par rotation des sous-buts dans la pile grace a la fonction rotate_proofs. L’exemple 1.1
montre une preuve en HOLI8 (le! se lit V)

Exemple 1.1
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gi'mn. m<n==>1!p. m<n+p‘;

Ligne 1 e (REPEAT GEN_TAC);

Ligne 2 e (STRIP_TAC); (* introduction *)

Ligne 3 e(Induct_on ‘p‘); (* induction sur p *)

Ligne 4 r 1; (* change 1’ordre des sous-buts *)
(* étape d’induction *)

Ligne 5 e (IMP_RES_TAC LESS_SUC );

Ligne 6 e (ASM_REWRITE_TAC [ADD_CLAUSES]);
(x cas de base *)

Ligne 7 e (ASM_REWRITE_TAC [ADD_CLAUSES]);

Les lignes 1 et 2 permettent d’introduire les hypothéses dans le contexte local. La
ligne 3 permet le raisonnement par récurrence sur l’entier p. Elle génére donc deux sous-
buts correspondant respectivement au cas de base (p=0) et a l’étape d’induction ou l'on
suppose la propriété vrai pour k et ot I’ on essaie de la montrer pour k+1. La ligne 4
inverse lordre de ses sous-but dans la piles des résultats o prouver. On commence donc
par prowver le cas d’induction par les lignes 5 et 6 puis le cas de base avec la ligne 7. {

Il n’existe pas d’objet preuve en HOL mais, Wong [145] a implémenté (en modifiant
HOLS88) la notion de preuve totalement expansée qui permet de sauvegarder une preuve
comme une combinaison des huit régles de base (ou d’un sur-ensemble de ces huit régles)
de la logique d’ordre supérieur. Les preuves peuvent alors étre vérifiées par tout autre
vérificateur de preuve, implémentant cette logique. Wong a par ailleurs développé un tel
vérificateur [146]. Les problémes de maintenance de preuve en HOL ont été discutés par
Curzon dans [31, 30].

Il existe de nombreux environnements pour HOL. Windley a congu un environnement
Emacs [144] dans lequel Curzon implémente la notion de "virtual theories" [32] discutée
au chapitre 6. Du coté des interfaces graphiques, Schubert et Biggs [121] proposent une
interface sous X, qui permet de représenter graphiquement les arbres de preuve, Syme
a développé un environnement complet tkHol [132] basé sur TclTk [91]. Enfin, un envi-
ronnement structuré basé sur Centaur, CHOL, dia & Laurent Théry [134] qui a été le
véritable point de départ des expériences de Bertot, Théry et Kahn [135] sur 'adaptation
des concepts, outils et méthodes des environnements de programmation aux environne-
ments de preuve. Il permet par exemple la visualisation des dépendances entre théories. La

conception de I’environnement CtCoq dans lequel nous avons travaillé a été trés influencée
par CHOL.

Isabelle

Isabelle [97, 102, 98, 99, 100] est un démonstrateur de théorémes génériques utilisant
ML comme méta-langage. De nouvelles logiques sont introduites en spécifiant leur syntaxe
et leurs régles d’inférence. Les procédures de preuve sont exprimées par des tactiques et
des tacticielles. De nombreuses logiques du premier ordre (FOL, ZF, LCF etc.) ou d’ordre
supérieure avec en particulier HOL y sont implémentées.
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Le systéme est basé sur un A-calcul simplement typé et utilise 'unification d’ordre
supérieur et la résolution.

On y dispose de quatre tactiques de base et de tacticielles a la LCF. Mais les tactiques
d’Tsabelle différent de celles de LCF, HOL, Nuprl ou Coq en ce sens qu’elles opérent sur
I’état global de la preuve et non sur un sous-but donné. Méme lorsque l'on écrit quelque
chose comme:
by (resolve_tac thm 3);

3 est un argument de la tactique, qui elle, s’applique a I’état global, en se sens que les sub-
stitutions issues de I'unification de la conclusion de thm avec le 3¢ sous-but sont appliquées
a tous les sous-buts. L’exemple 1.2 montre une preuve élémentaire en Isabelle.

Exemple 1.2

Goal "(P & Q) | R --> (P | R)";
by (resolve_tac [impI] 1);

by (eresolve_tac [disjE] 1);

by (dresolve_tac [conjunctl] 1);
by (resolve_tac [disjI1] 1);

by (resolve_tac [disjI2] 2);

by (REPEAT (assume_tac 1));

Isabelle procéde par unification d’ordre supérieur, la premiére ligne par exemple unifie
le but courant avec le théoréeme impl d’ énoncé: " (7P ==> 7Q) ==> 7P --> 7Q". &

On peut heureusement abréger les noms de tactique comme le montre la preuve de la
commutativité de la conjonction de I'exemple 1.3.

Exemple 1.3

goal HOL.thy

"(A & B)-->(B & A)";
br impI 1;

br conjI 1;

be conjE 1;

ba 1;

be conjE 1;

ba 1;

ged "and_comms";

Du coté des interfaces, on peut citer les expériences de Bertot, Thery et Kahn [135]
utilisant Centaur et I'interface XIsabelle [36] de K. A. Eastaughffe que nous présentons au
chapitre 3.
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Lego

Le systéme Lego [77, 76, 106] implémente différents systémes de types (LF, CC, GCC,
UTT) et surtout ECC [75]. Ecrit en SML, c’est le plus proche de Coq, d’abord puisque
ECC et CCI sont trés proches mais aussi dans son mode de fonctionnement. Ainsi la plupart
des choses que nous dirons sur Coq restent valables en Lego. Notons néanmoins quelques
différences qui influencent la conception et la mise en ceuvre des outils que nous décrivons
dans le reste de cette these.

Lego dispose de variables existentielles qui servent & représenter des sous-buts ouverts.
Elles peuvent étre utilisées pour retarder la preuve d’un résultat. Elles peuvent servir
d’argument implicite, lors de I’application d’un terme fonctionnel, représentant un type qui
sera synthétisé par le systéme. Elles peuvent étre introduites dans un but par la tactique
Intros. Si ce but génére a son tour plusieurs sous-buts, ces derniers partagent la variable
existentielle et ne sont donc plus réellement indépendants.

D’autre part quand une tactique a généré plusieurs sous-buts, il est moins facile que
dans Coq de décider quels sous-buts on désire attaquer. On dispose de la commande Next
pour changer 'ordre des sous-buts restant a prouver mais elle restreint les permutations
du but courant & I’ensemble de ses fréres.

Enfin si la plupart des tactiques travaillent sur le but courant (le premier de la liste des
sous-buts ouverts), il existe des tactiques qui travaillent sur ’ensemble des sous-buts ou-
verts. Par exemple la commande Immed résout tous les sous-buts solvables par des résultats
du contexte courant.

[’exemple 1.4 montre ces différents points ( <a:A> se lit Va : A).

Exemple 1.4

Logic;

[A:Typel [f,g:A->Prop];

Goal (<a:A>(and (f a)(g a)))-><b:A>(and (g b)(f b));
Intros s;

Intros #; (* introduction d’une variable existentielle *)
Next +1; (* permutation des buts *)

andE s.2;

andT;

Refine H1;

Immed;

L’introduction d’une variable existentielle de type A crée un second sous-but corres-
pondant & la preuve que A n’est pas vide. &

Du coté des interfaces, mentionnons une expérimentation [138] basée sur Centaur (avec
notamment la construction interactive de ’arbre de preuve en utilisant le serveur de graphe
[68, 74| qui fonctionne avec Centaur).
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D. Aspinall, H. Goguen, T. Kleymann et D. Sequeira ont développé sous Emacs un
environnement générique, Proof General [8] utilisable pour Coq, Isabelle et Lego. Leur
environnement reprend de nombreuses idées et outils comme la preuve par sélection [16],
d’abord développés dans le cadre d’un environnement structuré comme CtCoq en les adap-
tant au cadre moins structuré fourni par Emacs.

Nuprl

Ecrit en Lisp, le systéme Nuprl [26, 25] est basé sur la théorie des types de Martin-
Lof [84, 83]. 11 possede comme Coq une représentation des objets preuves sous forme de
A-terme et dispose d’un mécanisme d’extraction. Il s’accompagne d’un environnement de
développement multi-fenétres et s’appuie sur des possibilités d’édition inspirées du Cornell
Program Synthesizer [116].

Alf

Le systéme Alf [81, 80] est aussi basé sur la théorie des types de Martin-Lof avec
substitutions explicites. La version que nous avons manipulée est celle décrite dans la
thése de Lena Magnusson. Elle se présente sous la forme d’un environnement d’édition de
preuves structurées qui se caractérise par le fait que I’on manipule (édite) directement le
A-terme. Les deux opérations de base sur le terme sont l'insertion et I'effacement. C’est &
partir d’elles que sont développées toutes les autres manipulations ainsi qu’un mécanisme
de "undo local" dont nous reparlerons au chapitre 3. Le systéme se compose d’un moteur
de preuve écrit en ML et d’une interface d’édition multi-fenétres.

PVS

L’assistant de preuve PVS [123] est basé sur une logique classique d’ordre supérieur avec
fonctions, ensembles, enregistrements, n-uplets, sous-typage, types dépendants, et théories
paramétrées. On y construit des scripts structurés mais il n’y a pas d’objet preuve. Il
permet en outre de construire des théories paramétrées. Le systéme fonctionne avec une
interface sous Emacs, et utilise TclTk [91] pour les représentations graphiques.

Du fait de I'utilisation de sous-types dépendant de prédicats, la vérification du typage
des définitions de fonction entraine des obligations de preuves. Les preuves proprement dites
se font comme dans les autres systémes & ’aide du langage de tactiques. Une fois terminée
la preuve peut étre sauvée dans un fichier qui pourra étre automatiquement rappelé et
rejoué lors d’une prochaine session. Comme dans HOL ou Lego, lorsqu’une tactique génére
plusieurs sous-buts, on peut passer de 'un & 'autre en les permutant dans la pile au moyen
de la commande postpone. Enfin, une fois un théoréme prouvé, il est possible de demander
de quels autres théorémes et de quelles définitions il dépend (mais la documentation ne
mentionne pas comment ces dépendances sont calculées). Enfin le systéme utilise Latex
pour permettre un affichage plus agréable de ses théories.
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1.3.4 Quelque autres systémes

Les démonstrateurs conc¢us par Amy Felty dans son travail de theése [45, 46] qui im-
plémentent la logique intuitioniste du premier ordre dans une version mixte du calcul
des séquents et de la déduction naturelle ont aussi influencé nos travaux. Implementés en
Lambda-Prolog ces travaux ont servi de base & ses expérimentations sur la manipulation de
preuves, les problémes de retour-arriére, de correction et de réutilisation de preuve [50, 49|
que nous abordons au chapitre 3. Ils ont aussi servi de support aux travaux de Penny
Anderson sur les transformations de preuve [4, 5].

Parmi les autres démonstrateurs cités dans ce travail, mentionnons: IMPS [39, 40, 42,
43, 38] qui est une version non constructive de la théorie des types autorisant la définition
de fonctions partielles et de sous-types. Le systéme autorise le développement de théories
parametrées au travers de la notion de "little theories" [41]. Ce systéme dispose d’une
interface assez conséquente construite sous Emacs.

Le "Karlsruhe Interactive Verifier" [112, 113] suit aussi la tradition de LCF mais se
caractérise par un haut degré d’automatisation: la sélection des tactiques se fait le plus
souvent par heuristique. Lorsque toutes les heuristiques sélectionnées échouent, 'interven-
tion de l'utilisateur est requise dans le choix des tactiques ou de nouvelles heuristiques,
ainsi que dans la décision de revenir en arriére ou d’ajouter des lemmes intermédiaires. Le
systéme comporte par ailleurs une interface graphique et une organisation hiérarchique des
projets que ’on peut visualiser en utilisant le logiciel de dessin de graphe daVinci [52] que
nous avons aussi utilisé.

Mentionnons aussi le Systéme Jape [20] développé par Richard Bornat et Bernard Sufrin
a des fins pédagogiques. Il permet de manipuler différentes logiques en déduction naturelle.
L’interface présente de nombreuses caratéristiques comme la construction guidée par des
menus ou la manipulation de preuves a la souris. La visualisation des preuves par chainage
arriére en utilisant un systéme de boites qui permet d’en visualiser et d’en comprendre la
structure est également intéressante.

I nous faut aussi citer Omega [61] et Ergo [137] dont nous mentionnons les interfaces.
Enfin terminons cette rapide exposition des prouveurs généralistes en citant B [1] et LP
[58, 82| qui ont connu ou connaissent un certain succes industriel.

1.4 Remarques générales

La variété des applications abordées dans cette thése s’appuie sur quelques lignes di-
rectrices.

La notion de dépendance y joue un réle central. On s’intéresse d’abord aux dépendances
entre différentes parties d’une preuve, puis entre différentes preuves et entre différentes
théories. La structure permettant de modéliser les premiéres est celle d’arbre de preuve que
nous introduirons formellement au chapitre 3. Pour modéliser les secondes nous utilisons
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au chapitre 6 une notion de graphe de dépendance représenté par un graphe orienté sans
circuit.

Pour les systémes dans lesquels un objet preuve est maintenu, un autre probléme fon-
damental est la dualité script de preuve/objet preuve. Le script refléte la fagon dont 1'utili-
sateur construit ses preuves. Les objets preuve sont utilisés pour la représentation interne
des preuves (et éventuellement & des fin d’extraction).

Quelle que soit la maniére dont le résultat prouvé est conservé par le systéme, ce qui
nous intéresse en priorité, c’est de pouvoir le reproduire (on dit alors que I'on rejoue la
preuve). Les manipulations et transformations de preuve sont faites le plus possible sur le
script et non sur une représentation interne de la preuve, méme si cette derniére doit étre
manipulée par nos outils pour garder la cohérence entre le script et I’état du démonstrateur.
Néanmoins, pour certaines applications, il est impossible de ne travailler que sur le script
et nous devons utiliser le terme de preuve.

Remarquons qu'’il est toujours possible de régénérer un script a partir de ce terme de
preuve. Ce script sera alors formé des régles de base de la logique sous-jacente. Ces régles
de base sont les regles de typage du terme de preuve et il existe un isomorphisme entre
I’arbre de dérivation constitué de ces régles et le terme de preuve. Mais il est beaucoup
moins coliteux de conserver le terme plutdt que ’arbre de typage.

Dans les systémes qui ne sont pas basés sur une théorie typée, et ot il n’y a donc pas
de terme de preuve, pour des raisons de taille on ne conserve généralement pas ’arbre de
dérivation constitué des régles primitives, le résultat prouvé est simplement ajouté dans la
base de faits du systéme.

La majorité de nos outils manipule les scripts et, chaque fois que nous sommes amenés
a transformer un script, nous cherchons & rester le plus proche possible du script origina-
lement écrit par 'utilisateur.
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Chapitre

Présentation détaillée de Coq et de
'environnement CtCoq

2.1 Présentation de Coq

L’assistant & la démonstration Coq est développé depuis 1984 4 'INRIA, 1989 a4 'ENS
Lyon et 1997 & 'université Paris-Sud. Il a évolué d’un simple vérificateur de type pour un
noyau purement fonctionnel a un environnement complet de développement intégrant une
compilation séparée, des notations extensibles, des tactiques sophistiquées. Nous donnons
maintenant une présentation intuitive de ce systéme.

C’est un systéme basé sur une théorie des types d’ordre supérieur qui privilégie la
notion de définition inductive le Calcul des Constructions Inductives |96, 142|. Le langage
de spécification ainsi défini combine la programmation fonctionnelle, les déclarations de
prédicats a la Prolog et un calcul des prédicats d’ordre supérieur.

2.1.1 Terme de preuve versus script de preuve.

Une formule (i.e. une spécification) est représentée par un type, une preuve de cette
formule (ie. le programme qui la réalise) est un A-terme de ce type.

Par exemple, en Coq, on exprimera 'associativité a gauche de I'addition par le théo-
réme suivant:

Lemma plus_assoc_l: (n,m,p:nat)((plus n (plus m p))=(plus (plus n m) p)).
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et une preuve de ce théoréme sera le A-terme suivant:

[n,m,p:nat]
(nat_ind [nO:nat](plus n0 (plus m p))=(plus (plus nO m) p)
(refl_equal nat (plus m p))
[n0:nat]
[H: (plus n0 (plus m p))=(plus (plus n0 m) p)]
(eq_ind_r nat (plus (plus n0 m) p)
[n1:nat] (S n1)=(S (plus (plus nO m) p))
(refl_equal nat (S (plus (plus nO m) p))) (plus n0 (plus m p)) H)

n)

La notation (n,m,p:nat) doit étre lue Vn,m,p.nat et [ ] est la notation pour la A abs-
traction. nat_ind est le théoréme de récurrence sur les entiers naturels dont énoncé est:
(P: (nat->Prop)) (P 0)->((n:nat) (P n)->(P (S n)))->(n:nat) (P n)

Ainsi, le terme de preuve précédent représente une preuve par récurrence sur n.

Prouver une formule consiste donc & exhiber un terme dont elle est le type. Et vérifier
qu’'un terme est bien la preuve d’un énoncé donné consiste juste & en vérifier le typage.

Comme on le constate en regardant le terme précédent, une preuve sous forme de
A-terme est assez peu lisible pour le commun des mortels. Un axe de recherche en dévelop-
pement [27] consiste & essayer de traduire ce A-terme en langage pseudo-naturel.

L’utilisateur n’aura donc généralement pas & manipuler ces termes qui restent la repré-
sentation interne. D’un point de vue opérationnel, il construira sa preuve par applications
successives de "commandes" du "langage de preuve" du systéme. On dit que la construc-
tion de la preuve est dirigée par les buts, c’est-a-dire qu’elle est construite par raffinements
successifs d’un but initial a laide de ce qu’on appelle des tactiques'.

Ces tactiques sont des régles d’inférence du Calcul des Constructions Inductives, appli-
quées de bas en haut, des régles moins primitives ou des programmes fonctionnels. Elles
peuvent étre composées entre elles, pour former de nouvelles tactiques, par ce que l'on
appelle des opérateurs de tactiques ou tacticielles.

Par exemple, la preuve du lemme précédent peut étre construite en appliquant succes-
sivement les tactiques de la Figure 2.2.

1. La figure 2.1 page 23 décrit les tactiques les plus utilisées dans ce document.
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L1 Intros n m p.

L2 Elim n.

- (* cas de base *)

L3 Simpl.

L4 Apply refl _equal.

- (* cas de récurence *)
L5 Intros.

L6 Simpl.

L7 Rewrite ->H.

L8 Apply refl _equal.

Fi1G. 2.2 — Un script de preuve de ’associativité o gauche de ’addition

De facon interne le systéme manipule un A-terme avec des trous; & chaque trou corres-
pond un sous-terme qu’il faut construire.

On peut observer ci-aprés, ’état interne du systéme aprés I’application des tactiques:
(Intros n m p) et (Elim n):

< terme de preuve > =

[n,m,p:nat]
(nat_ind [nO:nat] (plus n0 (plus m p))=(plus (plus n0 m) p)
(72067 n m p) (7?2068 n m p) n)

Les nombres précédés d'un point d’interrogation sont des variables existentielles (ou
méta-variables). Elles représentent les sous-termes de preuve restant & construire. A cha-
cune de ces variables existentielles est associée un sous-but restant & prouver (on parlera
aussi de sous-but ouvert). Ici on a:

— 72067 associée a
nat->(m,p:nat) (plus 0 (plus m p))=(plus (plus O m) p);
— 72068 associée a
nat ->(m,p,n:nat)
(plus n (plus m p))=(plus (plus n m) p)
->(plus (S n) (plus m p))=(plus (plus (S n) m) p)]

La preuve incompléte peut donc se représenter comme un couple dont le premier
membre est le terme de preuve avec ses méta-variables et le deuxiéme la liste des va-
riables existentielles et des sous-buts qui leurs sont associés (nat_ind est le théoréme de
récurence sur les entiers naturels).

Chaque sous-terme & fournir correspond & un sous-but & prouver par application des
tactiques. Lorsqu’il n’y a plus de sous-but, c’est que dans la représentation interne le
A-terme n’a plus de trou, et la preuve est donc compléte. Tout cela est transparent a 1’uti-
lisateur et pour lui, la construction de la preuve consiste donc & transformer récursivement
des sous-buts en utilisant les tactiques & sa disposition.
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Dans notre exemple, 'utilisateur est parti du but
(n,m,p:nat) (plus n (plus m p))=(plus (plus n m) p).

et D’application des tactiques (Intros n m p) et (Elim n), a engendré deux sous-buts:

(plus 0 (plus m p))=(plus (plus 0 m) p)
et

(n:nat) (plus n (plus m p))=(plus (plus n m) p)
->(plus (S n) (plus m p))=(plus (plus (S n) m) p)

FiG. 2.3 — Une étape de construction de la preuve

La démonstration (compléte ou non) apparait comme une suite de tactiques que nous
appellerons script de preuve. Chaque tactique est précédée d’un numéro qui correspond &
I'indice du sous-but auquel elle s’applique dans la liste des sous-buts ouverts (c’est 1 par
défaut).

Remarquons qu’aucune variable existentielle n’apparait dans le script ou dans les sous-
buts. On pourrait en déduire qu’elles n’existent qu’au niveau de la représentation interne
mais nous verrons au chapitre 3 qu’elles peuvent aussi étre utilisées par l'utilisateur no-
tamment pour lui permettre de retarder 'instanciation d’un témoin lors de I’élimination
d’un quantificateur existentiel.

2.1.2 Structure du script.

Nous avons donné figure 2.2 le script "dans 'ordre". Dans ce script en effet, & chaque
étape, c’est le premier but ouvert que propose le systéme qui est attaqué. Mais on peut
construire la preuve en attaquant les sous-buts dans un ordre quelconque. On précise alors
le sous-but sur lequel on veut travailler grace & son indice dans la liste des sous-buts ouverts.
On précéde la tactique utilisée par cet indice? comme cela est illustré sur la figure 2.4

L1 1:Intros n m p.

L2 1:Elim n.

L3 2:Intros.

L4 1:Simpl.

L5 2:Simpl

L6 2:Rewrite ->H.

L7 1:Apply refl _equal.
L8 1:Apply refl _equal.

Fi1G. 2.4 — Autre script de preuwve de [’associativité o gauche de l’addition

2. l'indice 1 est facultatif
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Notons que, bien que ce script soit linéaire, il cache une structure arborescente, chaque
neceud est une tactique, et les branches qui en sont issues représentent les sous-buts générés.

Ainsi les scripts de preuve que nous venons de montrer (figure 2.2 et 2.4) correspondent
tous deux & ’arbre de la figure 2.5.

‘Intro nm p. ‘

‘ Elim n. ‘

‘ Simpl. ‘ ‘ Intros. ‘

‘ Apply refl _equal.

‘ ‘ Simpl. ‘
|

‘ Rewite H. ‘

‘ Apply refl _equal. ‘

Fi1G. 2.5 — L’arbre de preuwve de l’associativité a gauche de 'addition

Cette structure arborescente est d’ailleurs également maintenue, de fagon interne, par
le systéme Coq. En fait la structure maintenue par Coq contient toutes les informations
sur la preuve en cours. Pour des raisons de coiit elle n’est pas conservée une fois la preuve
terminée. Nous verrons que pour certaines applications il peut néanmoins étre utile de la
sauvegarder.

Les tacticielles permettent de regrouper en une seule tactique plusieurs étapes de
preuve; ainsi le script suivant construit la méme preuve que les précédents mais il est
plus compact, certains nceuds de ’arbre de preuve ont été regroupés.

L1 Intros n m p;Elim n.

L2 1:Simpl;Apply refl _equal.

L3 1:Intros;Simpl.

L4 1:Rewrite ->H;Apply refl _equal.

F1G. 2.6 — Version plus compacte du script de preuve de l’associativité a gauche de l'addition
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Intro n m p;Elim n.
| |

Simpl;Apply refl equal. ‘

‘ Intros;Simpl. ‘

‘Rewite H;Apply refl _equal. ‘

Fic. 2.7 — L’arbre de preuve compacté

Au cours du développement d’une preuve, la stratégie de démonstration se refléte donc
dans la construction d'un arbre de preuve dont les nceuds sont les tactiques que l'on
applique. Pour aider a s’orienter dans la structure de la preuve que 'on construit, nous
utilisons la forme arborescente sous-jacente & la preuve pour fournir d’abord des outils
de navigation dans l’arbre puis des outils permettant de modifier une partie donnée a
I'intérieur d’une preuve sans affecter les parties indépendantes.

2.1.3 Présentation de I’environnement de preuve CtCoq

Nous présentons ici 'interface CtCoq dans laquelle certains de nos outils ont été im-
pléementés. CtCoq[12] fournit un environnement de travail pour le systéme de preuve Cogq.
Cet environnement a été développé en utilisant une méthode générale pour la construction
d’interfaces homme-machine pour les systémes de preuve [17, 135].

Point de vue de 1’utilisateur

L’environnement Ctcoq supporte le langage complet de Coq. Il a en outre les caracté-
ristiques suivantes:

une interface graphique: les formules et les commandes sont affichées en utilisant des

polices de caractéres et des couleurs multiples.

— des mécanismes d’édition et de présentation structurées: I’environnement fournit les
moyens d’éditer structurellement formules et commandes, des sous-expressions en-
tiéres peuvent étre réduites en un seul geste avec la souris et de nouvelles notations
peuvent étre ajoutées aisément.

— une édition dirigée par des menus: ’environnement fournit des menus pour construire
de nouvelles commandes et formules, ou pour les transformer. Ces menus sont faci-
lement extensibles.

— la preuve par sélection: ’environnement utilise la structure des formules logiques pour

aider systématiquement l'utilisateur a guider la preuve par de simples sélections a la

souris[15].
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Dans CtCoq, on dispose d’outils de gestion du script. Ils permettent de conserver une
version "propre" du script des commandes qui ont été envoyées avec succés au démonstra-
teur pendant une session de travail. Ce script pourra étre rejoué lors d’une nouvelle session
et conduira au méme résultat final sans provoquer d’erreur.

La figure 2.8, page 24, montre ’environnement de travail complet. La fenétre principale
(au centre) est composée de trois sous-fenétres.

1° la fenétre de Commande dans laquelle I'utilisateur édite et visualise un script
2° la fenétre d’Etat dans laquelle sont affichés les buts restant & prouver

3° la fenétre de Contexte dans laquelle sont affichés les résultats d’une recherche (com-
mande Search) dans la base de données du démonstrateur.

De plus, entre les fenétres de Commande et d’Etat, une ligne de boutons controle
les interactions entre l'’environnement et le démonstrateur. Le bouton Do it envoie la
commande contenue dans la sélection courante au démonstrateur, Discard envoie ’ordre
de défaire la derniére commande jouée (c’est la commande Undo de Coq) et Abort envoie
I'ordre d’abandonner la preuve en cours.

La fenétre de Commande contient différentes régions qui peuvent étre distinguées par
la couleur de fond:

1° la zone finale qui contient les commandes qui ont déja été exécutées par le systéme
de preuve (en haut et plus foncé sur la figure);

2° zone tampon qui contient la commande qui est en cours d’exécution dans le dé-
monstrateur;

3° zone d’attente qui contient les commandes qui attendent d’étre envoyées au systéme
de preuve;

4° zone normale qui contient les commandes qui sont en cours d’édition mais n’ont
pas encore été mises dans la zone d’attente.

Quand 'utilisateur demande I'envoi d’une commande au systéme de preuve (bouton Do
it), elle est stockée dans la zone tampon jusqu’a réception d’une réponse du démonstrateur
(s’ il y a déja une commande elle est stockée momentanément dans la zone d’attente). Si
la réponse est un message d’erreur, la commande envoyée repasse dans la zone normale
ainsi que toutes celles qui sont dans la zone d’attente, sinon elle passe dans la zone finale
et la premiére commande de la zone d’attente est envoyée au systéme et passe dans la zone
tampon.

On est ainsi assuré que les commandes sont exécutées dans 1’ordre ou elle sont envoyées.

De plus I'utilisateur ne peut pas écrire directement dans la zone finale de sorte que seule
les commandes qui ont été réellement exécutées par le systéme de preuve y sont stockées.

Le seul moyen de modifier cette zone est d’utiliser les commandes Discard, Abort ou
Reset. Les deux premiéres agissent sur une preuve en cours alors que la derniére agit sur le
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contexte global, supprimant toutes les définitions introduites aprés une définition donnée
(et par effet de bord abandonnant la preuve en cours).

Sur la figure 2.8 on distingue en outre en haut, a droite une fenétre de menu pour
I’édition structurée, & gauche une fenétre lisp, et en bas a gauche une fenétre Centaur
contenant du code PPML (spécification d’affichage)[62] en cours d’édition.

Point de vue du concepteur

Toute l'interface est basée sur '’environnement Centaur. Coq et Centaur sont deux
processus séparés, il y a par ailleurs un troisiéme processus Coq qui a été spécialisé pour
I’analyse syntaxique. Tous ces processus communiquent en utilisant des sockets TCP, avec
des protocoles différents selon la direction. Les données venant de Coq sont transférées
comme une structure d’arbre selon un protocole développé par Anne Marie Déry et Lau-
rence Rideau [35]. Du coté de 'interface on ne travaille plus que sur I'arbre de syntaxe
abstraite. Le formalisme utilisé pour décrire la syntaxe abstraite est Metal[63]. On dispose
d’un langage pour manipuler les arbres de syntaxe, le VTP (Virtual Tree Processor) qui
est une bibliothéque de fonctions Lisp. Nous 1'utilisons abondamment pour construire nos
outils de manipulation de script. La syntaxe abstraite peut étre décompilée via plusieurs
moteurs d’affichage. Ces différents moteurs sont écrit en utilisant un langage de boites
PPML[62]. L’ensemble du systéme est écrit en Lisp. Des développements récents montrent
que ce travail s’adapte & une implémentation en Java.
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Cette tactique introduit la partie gauche d’une implication,

Intros ou les variables liées d’une quantification universelle dans la,
liste des hypothéses locales.
. Ces tactiques "cassent" le type inductif n et donnent les cas
Elim n de la preuve par induction sur n.
et

Induction n

Cette tactique réduit un terme par application des régles de

Slmpl [ — t-réduction et de d-expansion.
A Cette tactique essaie d’unifier le but courant avec la conclu-
pply t sion du type du terme t. Si cela réussit, elle renvoie les sous-
buts corresondants & l'application de 'unificateur aux pré-
misses du type de t .
. Ces tactiques réécrivent le but courant en appliquant la régle
Rewrite -> h de réécriture correspondant & h (la fleche donne le sens d’ap-
et plication de la régle).
Rewrite <- h
Cette tactique permet de fournir explicitement un terme de
Exact preuve. Exact p résout un but G si G est convertible avec le
type de p.
A . Cette tactique essaie de résoudre le but courant en appli-
ssumption quant une des hypothéses du contexte local.
A Ces tactiques implémentent les procédures de décisions au-
ufco. tomatiques a la Prolog. Grossiérement elles essayent d’appli-
et Trivial quer récursivement un ensemble de théorémes précédemment
marqués par la commande Hint. Elles différent par la pro-
fondeur de la recherche.
Cette tactique transforme le but courant G en deux sous-buts
Cut U

U->G et U.

Fi1G. 2.1 — Descriptif des tactiques les plus utilisées dans ce document

23
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Info: return Warning: Forbidde]

Info: control-C s
= (]

EditingTools Cog Help

Edit Selections

Intros HI.

unction op_precedence is

Info: retun
B op_precedence

nfo: contrl

op_precedence (= 0;
end op_precedence ;

unction exp_precedence is

? (defun get-tree (n) ({treed: : eIt SRl
Warning: s defun : redefined Elim (H H1); Aute.
= get—tree ed.
? (ecrirep (get-tree 4] iate i BemAiLa
1{(mimd,dgclg mmediate in_app_or. definition commands/. ..
2{<co_ind Inductive>™ :ppml- n . i g
2{ind spec_list Lemma in_or_app: VI, m:list.Va:A.(In a NV (In a m) =(In a (app | m)).
3{{ind_spec Proof.
4fdident list>*#:ppml-anji|l: Intres | m a.
4i(binder_Llist )™% :ppml-| 1: EFlim |; Simpl; Intres H.
4€¢sorte Set>™#:ppml-annifl i: p1im H: Aute: Intres HO.
4f{constr_list 1z HO e,
5{(constr 2 Lt P
| Bfcident nil>*s :ppml Intros y HO H1 ductive definition command
| 6fcident list>™#:ppmffi: Elim H1; 2uto 4 'S/---d 7
5{(constr N [1: Intros He. [
Efcident cons>*#:ppmEdy. 21 im H2: auto. ndny. |
Ef(arrowc ned dos
7i<ident Ax~ ppmilh 45 nds/. ..
7ilarrowc Hint in_or_app
g§i¢ident list>"#
§icident list> 4l IDefinition incl:= Al m:list.Va:A.(In a 1) =(In a m).
ti#[&13) "¢ rppml-annot 8 (13 )8 b jint Uniold inel.
“#:ppml-annot:# [%]13) )74 :ppml-a
t
nfo: control-C s [] |puto [ 1o it < Tof2 > Discard Rbort
H : Falsew(In a m)
| A
m : list
(F— $1d: vernac-usernotati || : list
prettyprinter usernotations
in_cons : ¥a, b:A_VI:list.(In b 1) =(In b (cons a [))
[=l ldefault in_eq : Va:A.Vi:list.(In a (cons a IY)
dh o
B fib
Info: retun <v 0,02 o

ent ‘plus)= 10;
on_precedence (ident “mult)=

FiG. 2.8 — Environnement de travail avec CtCoq

Hed Sep 2 16:d9:12 1998
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Chapitre

Compréhension et modification de preuves.

Introduction

La représentation sous forme d’arbre des scripts de preuves permet de bien comprendre
les contraintes de base qu’il faut respecter lorsque l’on veut modifier I'ordre des com-
mandes dans un script. Chaque commande s’applique sur exactement un but pour produire
un nombre arbitraire de sous-buts et c’est précisément cet aspect qui induit la structure
d’arbre. Il n’est pas possible d’appliquer une commande sur un but avant que ce but n’ait
été engendré par une commande précédente. Cette contrainte est exprimée de fagon natu-
relle par I'ordre préfixe sur les chemins dans les arbres.

Un script est une représentation en séquence des commandes d’une preuve respectant
les contraintes de précédence. Cette mise en séquence est représentée par une fonction de
rang qui associe chaque commande a sa position (un entier naturel) dans la séquence.

Un arbre de preuve représente une preuve partielle, au sens ot il peut rester des buts
a prouver. Dans le mode d’interaction traditionnel de Coq, les buts sont ordonnés dans
I’ordre lexicographique pour former une liste et ’on fait référence & un but par son indice
dans cette liste plutot que de donner son chemin dans I'arbre.

Ainsi la notion d’arbre et la notion de chemin disparaissent complétement du mode
d’interaction usuel fourni par Coq: les buts comme les commandes sont référencés par leur
position dans des listes. Le point clé de notre travail a été de comprendre comment la
structure d’arbre permet la mise en ceuvre d’outils plus efficaces. Néanmoins, pour faciliter
I'intégration de nos outils avec des utilisations conventionnelles de Coq nous maintenons
en permanence des correspondances avec la présentation usuelle des scripts de preuve sous
forme de séquences de commandes.

Toutefois, ce modéle d’arbre reste une approximation. En général, il n’est pas vrai
qu’une tactique n’agit que sur un seul but, comme nous le verrons dans le § 3.5 qui traite
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des variables existentielles. Néanmoins, nous verrons que des considérations pragmatiques
nous permettent de nous reposer sur la validité de notre modéle presque partout.

3.1 Un modéle d’arbre de preuve

Le moyen le plus naturel pour représenter une position dans un arbre est la succes-
sion des indices qui décrit le chemin suivi depuis la racine de ’arbre, comme dans une
nomenclature & la Dewey.

Un chemin de longueur n est un élement de NY. L’ensemble des chemins sur N est:

e représente le chemin de longueur nulle (I'unique élément de N_OF). Par abus de langage
on identifiera les entiers positifs et les chemins de longueur 1. La concaténation de deux
chemins ¢y et ¢y sera notée cy.co.

On définit sur les chemins la relation d’ordre partielle, l'ordre prefixe <, par

c1 <pcy e dcecy=cy.c

Nous utiliserons aussi un ordre total sur les chemins, I’ ordre lexicographique noté <
et défini par:

1. VCEN_T_,6<IC
2. Ve,ep € NT VI, € N i < j = i.c < j.1
3. Ve,er € NYVi € Ny, ¢ < = i.c < i.c1

On a par exemple:

e<;1 <11 < 111<...< 1121121 <...<11.2<;...<113<...<12...
€<y 1=, 1.1 <, 1.1.1 <, L1.1.2....
mais (1;1) et (2;1) ne sont pas comparables pour <.

Un arbre 7 est un ensemble de chemins (donc un élement de P(NY)) vérifiant les
propriétés suivantes:

l.Veld e Nfe<pd N €T =ceT
2. Ve, €eNF ci € TAO<j<i=cjeT
3.Vee T, e NVn,n>i—cn¢T
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Si 7 est un arbre, les chemins qui le composent s’appellent les noeuds de ’arbre. Si ¢
est un noeud tel que ¢ = ¢1.7 on dit que c est le i€ fils de ¢q et que ¢y est le pére de c¢. Un
nceud qui n’a pas de fils s’appelle "une feuille".

Un arbre étant donné, on définit sur les noeuds un prédicat de cloture PCr qui per-
mettra de distinguer deux types de nceuds, les noeuds dit ouverts et les nceuds que 1’on
qualifiera de clos. PCr(c) signifie que le nceud ¢ est un nceud clos. En outre, les nceuds
ouverts sont des feuilles, ce qui s’exprime par la propriété suivante:

VI € P(N})Vee€ T, ~PCyr(c)=Vie Ny ci ¢ T

Pour tout arbre 7 on note 7' I'ensemble {x € T|PC7T (x)} des nceuds clos.

Un nceud ouvert est un nceud auquel aucune tactique n’est associée (c’est- a-dire que
le but qui lui est associé n’a pas été attaqué). A tout nceud clos on peut associer un but et
la tactique que I’on a appliquée sur ce but. Le nombre de fils d’un nceud clos est le nombre
de sous-buts produits par I'application de cette tactique.

On note TACTZIQUE et BUT respectivement 1’ensemble des tactiques et 1’ensemble
de buts. On se donne les deux opérations suivantes:

— tactique : T' — TACTIQUE
— but: 7T — BUT

Elles permettent d’associer une tactique & un nceud clos et un but a un noeud quel-
conque. Lorsque qu’un nceud n est tel que n # € on dit que but(n) est un sous-but, si de
plus n est ouvert, on dit que le sous-but est ouvert.

Un script de preuve est un ordonnancement des tactiques d’un arbre de preuve, nous
modélisons cela avec la fonction rg suivante:

rg: T — [1.Card(T")]
qui vérifie les deux propriétés suivantes:

1. rg est bijective
2. ¢ =<, =rg(e) <rg(d)

La condition 2 met donc en correspondance 'ordre "temporel" (ou chronologique) et
l’ordre "logique" entre les commandes.

On notera <, la relation définie par:

c1 <rcy e rg(er) <rgles)
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A partir d'un arbre 7 de P(NZ*) et rg on peut définir les opérations suivantes ' :

1. nfils : T — N est définie par:
nfils(c) = max{jlc.j € T}

2. index : T' — N est définie par:
index(b) =
Card{c.i € T|rg(c) < rg(b)Ac.i <; b} —Card{c € T'|rg(c) < rg(b)Ac <; b}+2}

Expliquons la formule donnée pour calculer I'index associé & un chemin donné. L’index
représente la position d’'un nceud, dans la liste des noeuds ouverts, au moment ou la tac-
tique qui lui est associé est jouée. Il s’obtient en ajoutant un au nombre de nceuds ouverts
inférieurs, pour l'ordre lexicographique au nceud considéré. Soit b le noeud considéré, dans
la formule 2 ci-dessus, le premier ensemble dont on prend le cardinal représente tous les
neeuds dont les parents ont été joué avant b et qui lui sont inférieur pour ’ordre lexico-
graphique. Le second représente tous ceux qui ont été joué avant b et qui lui sont inférieur
pour ce méme ordre. Comme le premier ensemble ne contient pas la racine (qui n’as pas de
parents), la différence des cardinaux est inférieure de un au nombre de sous-buts ouverts
inférieurs & b pour l'ordre lexicographique et par conséquent pour obtenir I'index de b, il
faut ajouter deux a cette différence.

Pour un arbre de preuve donné, I'index dépend exclusivement du rang, toute modifica-
tion du rang entrainera donc une modification de I'index.

Définition: 3.1 On appelle invaraint rangIndex cette relation entre le rang et l’index.

L’ordre <, permet de caractériser les relations logiques entre les différents sous-buts asso-
ciés aux nceuds. Si ny <, n2 on dira aussi que ny dépend de n;. L'ordre <; est utile pour
ordonner un ensemble de feuilles associées & des sous-buts ouverts.

La fonction rg contient I’historique de ’arbre 7 auquel elle est associée, c’est-a-dire
qu’elle permet de retrouver par quels autres arbres on est passé dans la construction de
7. La fonction n fils permet de connaitre le nombre de sous-buts qui ont été générés par
I’application d’une tactique. La fonction index indique quelle était, au moment ou il a été
joué, la position d’un sous-but dans la liste des sous-buts ouverts ordonnée par la relation
<.

Lorsqu’on travaille sur des scripts par édition textuelle, on ne dispose que de la séquence
des commandes envoyées au systéme de preuve et des indices. Ceci correspond aux fonctions
suivantes:

— index’ = indexorg™' : 1..card(T') — N
— tactique' = tactique org™" : 1..card(T") — TACTIQUE

1. on pourra se reporter & 'exemple 2.4 du chapitre précédent pour avoir une intuition de la notion
d’index
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On parlera de la tactique de rang i pour tactique’(i).

-1

Dans l'environnement CtCoq ou nous avons travaillé, la fonction rg~" est donnée.

(c’est-a-dire qu’elle fait partie des informations que le prouveur fournit a 'environnement).

Une autre possibilité consiste & ne fournir qu’une information sur le nombre de fils
générés a chaque étape. Pour cela on introduit une fonction: nfils’ : 1..card(T") — N qui
est suffisante pour reconstruire la structure de ’arbre de preuve.

On commence alors par définir par récurrence la fonction
cheminOuvert : 1..card(T") — T list définie par:

— cheminOuvert(1) = (e)

— cheminOuvert(p + 1) = (cheminOuvert(p)[1],...,cheminOuvert(p)|index’ (p) — 1],
cheminOuvert(p)[indez’ (p)].1,...cheminOuvert(p)[index’ (p)].n fils' (p),
)l

cheminOuvert(p)[index’ (p) + 1]...cheminOuvert(p)[longueur(cheminOuvert(p))])

CheminOuvert(i) représente la liste des chemins des sous-buts qui étaient ouverts au
moment ol I'on a joué la tactique de rang i.

On peut alors associer a chaque ligne du script de preuve un chemin de l'arbre de
preuve par la fonction: chemin’ : 1..card(T") — T définie par :

chemin'(p) = cheminOuvert(p)[index' (p))

A ce stade, nous avons une bijection entre le script et 'arbre de preuve. Nous allons
utiliser la structure d’arbre que nous venons introduire pour définir des transformations
du script. Mais avant cela, nous proposons différents outils qui fournissent a 'utilisateur
une meilleure compréhension de la structure de ses preuves.

3.2 Visualisation de ’arbre et navigation dans le script

Comme nous 'avons mentionné au début de ce chapitre, (page 27), les notions d’arbre
et de chemin n’apparaissent pas dans le mode d’interaction usuel de Coq. L’utilisateur ne
manipule qu’un script de preuve, ( arbre de preuve est seulement une structure interne).
Il est donc nécessaire de fournir des outils pour permettre a 'utilisateur de retrouver,
d’analyser et de comprendre la structure arborescente de sa preuve.

Pour cela, on a principalement deux possibilités. La premiére consiste & afficher I’arbre
de preuve a l'aide d’un programme de dessin d’arbres ou de graphes. La seconde consiste a
mettre en valeur la structure dans la représentation textuelle (linéaire) du script. Ces deux
méthodes connaissent de nombreuses variantes et optimisations.

Les outils de navigation dans la représentation textuelle que nous décrivons au § 3.2
font maintenant partie de la distribution standard de CtCoq. Les autres solutions n’ont
fait ’objet que de prototypes.
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Visualisation graphique de ’arbre de preuve

Nous avons mené quelques expériences de visualisation de ’arbre de preuve a ’aide de
logiciels de dessin de graphes?.

Remarquons que pour la visualisation des arbres, la plupart des logiciels de dessin de
graphe conviennent mais dans la seconde partie de cette thése nous aurons aussi a visualiser
des graphes orientés. Bien que presque tous ces logiciels utilisent [’algorithme de Sugiyama
[130, 129], les résultats des différents systémes dans la visualisation de gros graphes sont
trés inégaux (certains ne supportent pas plus de quelques dizaines de nceuds, d’autres
permettent de visualiser un graphe de plusieurs centaines de nceuds).

Aprés une premiére expérience dans le systéme Centaur en utilisant le serveur de graphe
standard de Centaur [68, 74| et des essais sur différents systémes, nous avons choisi d’uti-
liser daVinci [52, 51], un logiciel de visualisation de graphes développé a 'université de
Bréme.

Nous avons interfacé directement Coq (donc en pratique ML) avec daVinci, la com-
munication entre les deux se faisant par pipe. Une description compléte de cette interface
ML /daVinci est donnée en annexe.

La premiére question qui se pose est de savoir ce que l'on désire visualiser. On peut
décider de ne faire apparaitre que les nceuds clos. On donne alors & chaque nceud une
étiquette contenant le texte de la tactique. On dit alors que ’on visualise I’arbre de tactique.

La figure 3.1 montre ’arbre de tactique de la preuve incompléte d’une propriété de la
[B-réduction:
Lemma red_abs : (M,M’:lambda) (red M M’) -> (red (Abs M) (Abs M?)).

Dans le cas des preuves incomplétes, la visualisation des seuls nceuds clos présente
cependant l'inconvénient majeur de ne pas étre stable dans le temps. Ainsi, si une tactique
tac a généré trois sous-buts et qu’a I’étape t, seuls les deux derniers ont été attaqués par
des tactiques tacy et tacy (qui sont donc visualisées), 'utilisateur ne sait pas que les deux
neeuds qu’il voit ne sont pas les seuls fils de tac et encore moins que ce ne sont pas les deux
premiers fils de tac. Si & I'étape suivante (t+1) c’est le premier sous-but produit par tac
qui est attaqué, la représentation change et un nouveau fils est inséré a gauche des deux
autres nceuds. Ainsi si on visualise figure 3.2 'arbre de tactique de la preuve compléte du
lemme red_abs on constate qu’'une branche a été insérée pour résoudre le second sous-but
généré par la tactique Induction.

Pour éviter ce genre de probléme on peut représenter en plus les noceuds ouverts. Ainsi,
a chaque étape de preuve, seul le statut (clos ou ouvert) change, mais en aucun cas son
arité. Pour une preuve compléte ces deux représentations sont évidemment isomorphes.

Mais quand on manipule de grosses preuves, l'idéal est de visualiser I’arbre de preuve
décrit dans la section 3.1. Plutot que d’étiqueter les noeuds avec le texte des tactiques ou

2. Le lecteur interessé par le dessin de graphe pourra se reporter & P'URL suivante http://www.cs.uni-
sb.de/RW /users/sander/html/gstools.html
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Induction 1; Intros.

Apply one_step_red. Apply trans_red with (Abs N).
\ J v
Apply abs_red. Exact H3.
. v
> Trivial.
.§
~

F1G. 3.1 — Représentation graphique de l'arbre de tactique d’une preuve incompleéte

| Induction 1; Intros. |

.

' N
| Apply one_step_red. | | Apply refl_red. | | Apply trans_red with (Abs N). |
\/ \4 N
| Apply abs_red. | | Exact H1. | | Exact H3. |
\ 4

Trivial. I

F1G. 3.2 — Représentation graphique de ’arbre de tactique d’une preuve compléte
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des buts qui peut étre trés volumineux, on différencie simplement les noeuds ouverts des
neeuds clos par la couleur ou la forme des nceuds. Il est possible de sélectionner un neceud
pour visualiser le but associé et si le nceud est clos la tactique associée.

Dans un environnement de preuve permettant la visualisation de 'arbre, il est éga-
lement important que la sélection sur le graphique d’un nceud auquel est associée une
tactique entraine la sélection de la tactique correspondante dans la fenétre d’édition. Cela
devra étre mis en ceuvre lors de l'intégration dans ’environnement CtCoq du prototype
que nous avons réalisé.

Des outils de visualisation des arbres de preuve existent pour d’autres systémes. Dans
I’environnement Centaur une premiére expérience de visualisation des arbres de preuve en
utilisant le serveur de graphe [68, 74| avait été esquissée pour Lego par Pierre Valentin
[138]. Les nceuds ne portaient pas de d’étiquette mais pouvaient étre mis en correspondance
avec les tactiques qui leur étaient associées dans la fenétre d’édition.

L’interface  standard (Emacs) de PVS [123, 117, 93, 92| utilise
TCL/TK [91] pour visualiser les arbres de preuve. L’affichage d’une preuve (commande M-X
x-show-proof) produit un arbre dont les nceuds sont visualisés par le symbole F. Cliquer
sur 'un des nceuds affiche le séquent qui lui est associé.

Les différentes interfaces graphiques d’HOL, de Kiv ou d’Isabelle [94, 36] permettent
aussi de visualiser I’arbre de preuve.

Plusieurs interfaces utilisent daVinci. Citons celles de Kiv, du démonstrateur de théo-
rémes Ergo [137], ou les expériences autour de HOL90 qui furent menées par Ralf Reetz
[111]. Ce dernier a implémenté une interface entre daVinci et SML/NJ 0.93 [6] (malheu-
reusement pas maintenue lors du passage aux versions suivantes de SML) et il I'utilise pour
visualiser les arbres de preuve mais aussi les dépendances entre théories ou entre objets
d’une théorie comme nous le faisons dans la seconde partie de cette thése.

Pour les systémes plus éloignés de la tradition LCF, on peut aussi citer l'interface
graphique distribuée d’Omega [124].

Tous ces systémes proposent une visualisation compléte de I’arbre de preuve. C’est-a-
dire qu’ils représentent tous les nceuds de cet arbre. Comme nous allons le voir cela est
assez peu utilisable sur de grosses preuves.

Problémes de croissance. Le probléme majeur de la visualisation compléte de ’arbre
de preuve est que cet arbre croit trés rapidement.

On peut assez facilement réduire la croissance verticale en regroupant "les enfants
uniques" dans le méme nceud que leurs parents, la représentation graphique ne sert alors
qu’a mettre en lumiére les embranchements de I’arbre de preuve. On dit alors que I'on repré-
sente ’arbre de choix. Cette opération de regroupement de nceuds peut n’étre qu’un artifice
de visualisation ou étre réellement effectuée sur la preuve, on parle alors de contraction de
preuve. Nous développons cette notion ainsi que sa réciproque, I’expansion de preuve au
chapitre suivant.
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Quelques statistiques sur les scripts de preuve de la bibliothéque Coq nous ont permis
d’estimer que moins de 10% des nceuds sont des nceuds de choix. Le regroupement des
tactiques ne générant qu’un seul sous-but réduit donc réellement la croissance verticale de
I’arbre de preuve.

Par contre il est beaucoup moins évident de limiter la croissance horizontale de ’arbre.
Cette limitation apparait clairement, dans les preuves ot ’on fait du raisonnement par cas
ou par induction sur des objets définis inductivement. Par exemple lorsque l'on fait des
preuves sur la sémantique des langages de programmation ou les grammaires sont définies
par des types inductifs ayant de nombreux constructeurs, certaines tactiques engendrent
un grand nombre de sous-buts.

Visualisation textuelle

La visualisation de la structure sur le script de preuve pose aussi des problémes que
nous allons décrire maintenant.

Indentation. Intuitivement pour représenter la structure d’arbre sur le texte correspon-
dant, on peut indenter chaque ligne du script en fonction de sa profondeur dans ’arbre de
preuve. En pratique les choses ne sont pas si simples.

Probléme du peigne. Comme nous ’avons mentionné dans notre présentation, I'uti-
lisateur ne construit pas forcément son script linéairement. En variant réguliérement les
sous-buts qu’il attaque il peut obtenir un script comme celui de la figure 3.3

L1 Intros n m p.

L2 Elim n.

L3 2:Intros.

L4 1:Simpl.

L5 2:Simpl

L6 2:Rewrite ->H.

L7 1:Apply refl _equal.
L8 1:Apply refl _equal.

FiG. 3.3 — Un script de preuve de ’associativité o gauche de addition

Une simple indentation des lignes de ce script en fonction de leur position dans I'arbre
de preuve conduit & une structure en forme de peigne comme celle de la figure 3.4 ou il est
difficile d’identifier les relations entre les différentes tactiques.

Donc, dés que le script de preuve ne correspond pas & un parcours de ’arbre de preuve
en profondeur d’abord et de la gauche vers la droite, I'indentation interactive du script
devient sans intérét si I’on ne modifie pas au préalable la structure de ce script. Mais
modifier la structure du script a la volée ne semble pas non plus une solution viable. D’une
part cela modifie constamment la vision que l'utilisateur a de son script en supprimant
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L1 Intros n m p.

L2 Elim n.

L3 2:Intros.

L4 2:Simpl

L5 1:Simpl.

L6 2:Rewrite ->H.

L7 1:Apply refl _equal.

L8 1:Apply refl _equal.

FiG. 3.4 — Un script indenté "en peigne”

toute trace de la stratégie suivie, d’autre part cela oblige & de nombreux parcours du
script pour insérer chaque nouvelle commande en bonne position. Mais surtout cela n’est
pas toujours possible comme nous le verrons aux §3.5 & cause des contraintes lies a la
présence de variables existentielles.

Enfin I'indentation conduit au méme genre de probléme de croissance que dans le cas
des représentations graphiques, qui se manifeste par un décalage trop fort vers la droite.

Nous fournissons néanmoins la possibilité, une fois la preuve finie de réorganiser le
script. Ce que l'on a appelé "le probléme du peigne" disparait et le script peut alors étre
indenté. Comme dans le cas de la visualisation graphique, nous en limitons la croissance
horizontale tout en mettant en évidence les embranchements de I’arbre de preuve.

L’idée est que dés qu’une tactique génére plusieurs fils, ceux-ci sont décalés, et dés
qu’une sous-preuve est compléte on saute une ligne; ainsi seuls les embranchements sont
mis en évidence et la taille du script ne croit pas trop vite en largeur. Les scripts des
figure 2.2 et 3.3 se réecrivent tous les deux comme illustré sur la figure 3.5.

L1 Intros n m p.

L2 Elim n.

L3 Simpl.

L4 Apply refl _equal.
L5 Intros.

L6 Simpl.

L7 Rewrite ->H.

L8 Apply refl _equal.

FiG. 3.5 — Script "restructuré”

Il faut noter que ce réordonnancement d’un script de preuve n’est valide que dans un
cadre sans contrainte, c’est-a-dire si I'utilisateur n’a pas manipulé de variables existentielles
dans la preuve initiale.

Nos autres outils d’aide & la compréhension de la preuve, ne modifient pas la structure
du script en cours de développement mais l'instrumentent pour permettre d’y simuler la
navigation dans I’arbre de preuve.
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Navigation

Exemple de navigation dans un script de preuve Sur notre exemple figure 3.3,
on peut sélectionner la tactique Apply refl_equal a la ligne 7 et retrouver quelle tactique
a généré le but qui est abordé par la tactique sélectionnée (c’est-a-dire, retrouver son pére
dans larbre de tactiques). Dans notre cas, cela montrera la tactique Simpl de la ligne 4. On
peut aussi vouloir savoir quels sont les fréres de cette derniére tactique, la fonctionnalité
adéquate nous montrera la tactique Intros de la ligne 3. On pourra demander & voir son
premier fils ce qui nous donnera la tactique Simpl de la ligne 5. On peut enfin demander
a voir toute la descendance, ce qui pour la ligne 5 nous montrera les lignes 5,6 et 8.

Dans I’environnement CtCoq cette navigation s’effectue par de simples combinaisons de
touches qui correspondent aux différentes actions possibles: retrouver le pére, les enfants,
toute une descendance, les fréres etc ...Le résultat est visualisé par un changement de
couleur des lignes répondant & la question. Sur la figure 3.6 suivante on a demandé toute
la descendance de la ligne 4, les lignes 4 et 7 sont donc passées en gris.

D Elim n.
: Intras,

D Simpl.

D Simpl.

: Bewrite H.

: Apply refl_equal.
: Apply refl_equal.

Fi1G. 3.6 — Exzemple de navigation dans un script

Enfin dés qu’une tactique du script est sélectionnée, il est possible de demander 1’af-
fichage du sous-but qu’elle a attaqué. Ainsi sur la figure 3.7 on a demandé & voir quel
sous-but avait été attaqué par la tactique Simpl de la ligne 4.



38 CHAPITRE 3. COMPREHENSION ET MODIFICATION DE PREUVES.

File Display Edit Selections Editing-Tools Cog Help

Lemma plus_assoc_l: ¥n, m, p:nat.n + (m + p)=n + m + p.
1: Intros nom p.
1: Elim n.

. Intraos.

1: 5impl.

2. Simpl.

. Rewrite H.

1: Apply refl_equal.
1: Apply refl_equal. [] File Display Edit Selections Editing-Tools
?n:nat.<nat> n + (m + p)J=n+ m + p =
<pat> (S n)+ (m + p)=(Sn)+m+ p

<
£ (S n0 + m + p)=(S no || P nat
m . nat
H:<nat> n0 + (m + p)=no +| |0 @ nat

F1a. 3.7 — Liaison tactique/sous-but

La conjugaison de ces deux possibilités améliore réellement la compréhension d’une
démonstration en cours.

3.2.1 La relation sous-but/tactique

Dés que I'on a une interface graphique, donc en particulier en CtCoq, on dispose d’une
fenétre d’édition dans laquelle sont entrées les commandes et d’une fenétre d’"état" dans
laquelle s’affiche le résultat de ces commandes.

Il faut pouvoir sélectionner un but donné dans la fenétre d’état et retrouver dans la
fenétre d’édition la tactique qui I’a généré.

Dans 'exemple de la figure 3.8, il y a deux sous-buts, on a sélectionné le second sous-
but dans la fenétre d’état(fenétre inférieure) et la sélection de la fenétre d’édition (fenétre
supérieure) a été déplacée sur la tactique Split qui a generé ce second sous-but.
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[] File Diszplay -Tools
emma Exemple: AA(BA(CAD)) =(BAC)A(AAD).
P Intro H; Try Assumption.
Try Assumption.

D Bplit; [fdtae | Split; [Try Assumption | Idtac]].
Try Exact H.

 Elim H'; Intros HO H1; Try Exact H1: clear H.
Elim H1; Intras H H2; Try Exsct H2; Clear H'1.

D Try Assumption.

Split; [Idtae | Try Assumption].

: Elim W2; Intres H1 H'3; Try Exact H3; clear H2.
Elim H; Intros HO H1: Try Exact H'1; clear H.
Elim H; Intros HO H1: Elim H1; Intres H2 H'3; Eiim K

Intros H4 HS: Try Bxact H4: clear H3 H'1 H.
Elim H1; Intros H H2; Try Exact H'; Clear H'1.
: Trv Exaect HO; Clear
¢ SubGoals »

| petails 11 |

Fi1G. 3.8 — Relation entre les fenétres d’édition et d’état
3.3 Meécanisme de retour-arriére

Comme celui de la plupart des prouveurs, le systéme de retour en arriére (commande
Undo) de Coq n’utilise que les dépendances historiques entre les tactiques (une tactique
t1 dépend historiquement d’une tactique to si elle a été jouée postérieurement a to c’est-
a-dire si ty <, t1). Le script est considéré comme une pile de commandes et, pour effacer
une tactique donnée il faut tout dépiler jusqu’a la tactique a effacer, y compris les parties
de script correspondant & des sous-arbres de preuve logiquement indépendants de cette
tactique (c’est-a-dire qui ne sont pas comparables pour l'ordre prefixe <,).

Ainsi si 'on désire effacer la tactique Simpl & la ligne 4 du script de la figure 3.3 on
depilera 4 fois I’état courant (Undo 4) et on ne gardera que le script de la (figure 3.9):
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L1 Intros n m p.
L2 Elim n.
L3 2:Intros.

FiGc. 3.9 — Aprés un undo classique

Toute une partie de la preuve, pourtant sans lien logique avec la partie que 1’on désirait
effacer, a été perdue. De plus maintenir une pile des états a un coiit élevé. Par conséquent
le nombre d’états stockés, et donc le nombre de "Undo" possibles est borné. Cela n’est
gueére satisfaisant quand on manipule de grosses preuves.

Nous avons implémenté un mécanisme de retour-arriére qui permet d’effacer n’importe
quelle partie de la preuve en tenant compte des dépendances logiques entre les sous-preuves
et donc de ne pas modifier les parties du script qui s’appliquent & des sous-buts indépen-
dants. De plus nous maintenons la cohérence de la partie "effacée" qui pourra donc étre
récupérée et rejouée immédiatement. Nous appelons "Undo-Redo" la commande implé-
mentant ce mécanisme.

3.3.1 La commande "Undo-Redo"

Apres application de la commande "Undo-Redo" sur la ligne 4 du script de la figure 3.3
on obtient le script de la figure 3.10.

L1 Intros n m p.

L2 Elim n.

L3 2:Intros.

L4 2:Simpl

L5 2:Rewrite ->H.

L6 2:Apply refl _equal.
L7 1:Simpl.

L8 1:Apply refl _equal.

FiG. 3.10 — Un script aprés application de la commande "Undo-Redo"”

Le script reste cohérent. Dans la partie du script qui est conservée, tous les indices
indiquant & quel sous-but s’applique la tactique ont été remis a jour. La partie effacée
(c’est & dire ’ensemble des dépendances de la tactique sélectionnée) est réécrite, de fagon
distincte, a la fin de la partie du script qui est conservée; elle peut a priori étre modifiée
mais les indices sont néanmoins remis & jour pour permettre & I'utilisateur qui le voudrait
de rejouer immédiatement cette partie de preuve.

Dans l'interface CtCoq, la partie conservée reste dans la "zone finale" qui ne peut étre
modifiée tandis que la partie effacée a été déplacée en téte de la "zone normale" ou elle
peut étre modifiée.
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On définit maintenant dans notre modeéle ’opération qui est & la base du retour ar-
riere logique. Du point de vue de la gestion d’un script, le retour arriére logique consiste
simplement & déplacer & la fin du script I’ ensemble des tactiques associées & une branche
de 'arbre de preuve. Dans notre modéle cela se traduit donc par une modification de la
fonction de rang.

La fonction undo sur un nceud ¢ peut donc se définir comme suit:

undo((T ,P,rg),c) = (T,Prg")

La fonction r¢’ founit un nouvelle ordonnancements des commandes.

Pour 7 ,P.et ¢ fixés rg'T" — [1..Card(T")] est définie par:
rg' = Xeif ¢ <p e

then Card(T') — Card({c; € T'|c <, ci Arg(ci) > rg(cr)}

else rg(c1) — Card(c; € T'|c <pciNrg(c) <rgler)}

Cette fonction est toujours une fonction de rang, c’est-a-dire qu’elle vérifie les propriétés
1 et 2 de la page 29 (la preuve qu’elle est bijective se fait par un raisonnement par I’absurde).

La fonction index est implicitement modifiée par le changement du rang. Comme nous
I’expliquons au paragraphe suivant, dans 'implémentation du processus de retour-arriére,
les index devront étre physiquement modifiés dans le script.

3.3.2 Problémes de cohérence

Le probléme du retour-arriére logique est la conservation de la cohérence du script.
En effet si I'on se contente d’effacer du script ’ensemble des tactiques correspondant & la
branche de I’arbre de preuve que ’'on désire couper, le script restant peut devenir incohérent
et ne pourra alors pas étre rejoué lors d’une prochaine session de preuve.

La figure 3.11 donne une exemple de script incohérent. Les tactiques des lignes 3, 4, 5
et 6 ne s’appliquent plus au bons sous-buts.

Pour garder la cohérence, une fois les tactiques deplacées (c’est-a-dire une fois les rangs
modifiés) il faut éventuellement modifier les numéros indiquant a quel sous-but s’applique
chaque tactique, c’est-a-dire rétablir I'invariant rangIndex de la definition 3.1 page 30.

En fait, on doit d’un coté, garder la cohérence du script restant pour qu’il puisse étre
rejoué dans une prochaine session, et de ’autre, restituer la cohérence de la partie effacée
afin de pouvoir éventuellement la rejouer dans la session courante. Ce principe de Undo-
Redo est a rapprocher du modele US&R de Vitter [139]. Dans son modeéle de Undo-Redo
pour éditeur de texte, tout ce qui est défait est stocké dans une pile et il est possible de le
rejouer en sautant éventuellement certains des états stockés.

Nous détaillons maintenant le fonctionnement du retour arriére logique.
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L1 1:Intros n m p.

L2 1:Elim n.

L3 1:Intros.

L4 1:Simpl

L5 1:Rewrite ->H.

L6 1:Apply refl _equal.
L7 1:Simpl.

L8 1:Apply refl _equal.

Fi1c. 3.11 — Un script devenu incohérent

3.3.3 Fonctionnement du retour arriére logique.

On récupére la ligne de script sélectionnée puis on calcule sa liste de dépendances en
utilisant ’ordre partiel <, (¢1 dépend de ty si chemin(t;) <, chemin(ty)). Ensuite, on
va déplacer toutes les tactiques de cette liste & la fin du script que ’on a déja joué. Puis on
parcourt le script ainsi obtenu pour modifier chaque index de maniére & rétablir I'invariant
ranglndex.

En pratique I'implantation de la mise & jour des index n’utilise pas les fonctions index
et indexr’ qui, basées sur la notion ensembliste de cardinal, auraient un cofit trop élevé.

Les mises & jours sur le script étant achevées, on modifie la structure interne manipulée
par le démonstrateur, pour mettre le systéme et le script en conformité. Notons que dans
un systéme o il ne serait pas possible de modifier simplement I’état de la structure interne
du démonstrateur on a toujours la possibilité de défaire la preuve compléte et rejouer
la partie du script que 'on veut conserver. Ces deux opérations sont bien str faites de
maniére transparente & l'utilisateur. Le coflit & payer est alors un temps d’attente qui est
proportionel & la partie du script a rejouer.

La figure 3.12 montre 'utilisation du Undo-Redo dans ’environnement CtCoq. Les
tactiques effacées ont été déplacées a la fin du script, dans la zone d’attente, et sont affi-
chées dans une couleur particuliére pour les différencier des tactiques qui attendent d’étre
envoyées au systéme de preuve. Tous les index ont été mis & jour, elles peuvent donc étre
rejouées apres d’éventuelles modifications. De méme, les index des tactiques contenues dans
la zone finale ont été modifiés pour rétablir la cohérence. Cette partie du script pourra
donc étre rejouée lors d’une nouvelle session.

3.4 Apercu de 'implémentation

3.4.1 Instrumentation du script

On utilise une structure de données arborescente pour représenter la plupart de nos
données. Ainsi les scripts, buts, formules logiques ou chemins dans ’arbre de preuve, ont
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File Dizplay Edit Selections Editing-Tools Help

nductive in_I: nat = list = Prop =

elt: Ya:nat.¥l:list.(in_| a {cons a I))
| ins: ¥a, b:nat.¥1:list.(in_l a I) =(in_| a (cons b I)).
int elt ins.

hearem in_union_dec:
YN, I2, 13:list. (unionP I 12 13) =
¥x:nat.(in_| x 13) = (in_Il x N)v({in_l x I2).
Intros N 12 13 H; Elim H': Aute.
Intros ald 15 16 HO H1 x H2: Tnversion H2.
: Elim (H1 %) [fntro H'G; Zeft | Intre H'G; Right | Idtac]; Aute.
Intros al a2 14 15 168 H0 H1 H’2 x H'3; Inversion H'3.
I Left; Try Assumption; Auto.
Left; Try Assumption; Auto.

Elim (H'2 x); [intre H6;, Left | Intra HG; Right | Idéac]: Auta.
Iio it < 1of2 * Discard Abort.

n_l x (cons al I4))v(in_| x {cons a2 I5))

1 (in_l x I8)
2 <list> | =16
s <nat> b =al
0 <nat> a =x
list
: nat
. nat
3 (in_ |l x (cons a1l 18))
. nat

=)

FiG. 3.12 — L’environement CtCoq aprés un Undo-Redo

tous une structure arborescente. Le manipulateur d’arbres (Virtual Tree Processor [64])
que nous utilisons fournit une structure d’arbre doublement chainée, de telle sorte que
I'acces au pére d’un terme donné se fait en temps constant. Les noceuds peuvent porter des
annotations qui peuvent étre utilisées par le systéme mais ne sont ni utilisables ni méme
visibles par 'utilisateur.

Pour assurer la correspondance entre la représentation linéaire du script de preuve et
I’arbre de preuve, chaque ligne de script exécutée est annotée par le chemin auquel elle
correspond dans l'arbre de preuve (’annotation est une liste d’entiers), par le nombre
de but(s) qu'elle a généré, et par un nom de théoréeme qui indique & quelle preuve se
rattache cette ligne de script. Dans ces conditions, certaines opérations, comme rechercher
la tactique associée & un chemin donné, ont une complexité temporelle en O(n) (ot n est
le nombre de lignes du script). Pour remédier a cela, nous utilisons une table de hachage

pour associer & un chemin dans ’arbre de preuve la tactique correspondante.
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Un script contient généralement plusieurs preuves. Nous avons aussi une table de ha-
chage pour chacune des preuves du script. Ces tables sont elles-mémes conservées dans une
autre table utilisant comme clef les noms de théorémes. Cette table globale est également
accrochée en annotation du script complet.

3.4.2 Interaction avec le prouveur

La structure d’arbre que nous maintenons dans ’environnement est un miroir simplifié
d’une structure similaire maintenue par le systéme de preuve. Chaque but regu du sys-
téme est annoté par son chemin. Pour étre en mesure d’effacer une branche donnée, nous
avons ajouté au systéme Coq une commande pour supprimer la sous-preuve d’un sous-but
référencé par son chemin dans ’arbre de preuve.

D’autre part l'interface utilisateur maintient la liste des sous-buts ouverts. Lorsqu’on
applique une tactique, son préfixe numérique (1 par défaut) permet de savoir quel sous-but
elle concerne. Le systéme Coq répond & I'envoi d’une tactique en renvoyant seulement les
nouveaux sous-buts. Les chemins correspondant a ces sous-buts, sont insérés dans la liste de
chemins, et ’ancien chemin est utilisé pour annoter la commande que I'on vient d’exécuter.
On ajoute aussi les annotations correspondant au nombre de buts générés, (c’est le nombre
de sous-buts recus) et au nom du théoréme. Ce mécanisme est implémenté dans CtCoq
indépendamment de mon travail.

3.4.3 Gestion de la mémoire

Les tables de hachage ont un coit mémoire qui doit étre pris en compte. Quand la
commande Reset est utilisée, cela peut conduire & effacer de nombreuses preuves de 1’en-
vironnement. Nous interceptons donc I’événement correspondant a l’envoi d’'un Reset de
maniére a supprimer de la table globale toutes les tables correspondant & des preuves
effacées.

De plus, comme nous l'avons dit, l'interface CtCoq permet de travailler sur plusieurs
preuves en méme temps, en utilisant plusieurs fenétres d’édition, chacune contenant son
propre script. Cette possibilité interfére trés peu avec notre mécanisme d’effacement. Néan-
moins, une interface multi-fenétre doit au moins fournir la possibilité d’ouvrir et de fermer
chacune des fenétres séparément. Quand on ferme une fenétre, il est trés important de
récupérer la mémoire correspondant aux données qu’elle contenait. Ainsi ’espace mémoire
correspondant aux différentes tables de hachage doit étre récupéré. Notre choix d’attacher
la table globale comme une annotation sur la racine du script rend cela complétement trans-
parent: quand une fenétre est fermée, le script qu’elle contient est effacé et par conséquent
les annotations qu’il porte disparaissent.
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3.5 Arbre de preuve et variables existentielles

Les outils que nous venons de décrire font implicitement I’hypothése que les différentes
branches de ’arbre de preuve sont indépendantes entre elles. Nous allons voir maintenant
qu’en présence de variables existentielles cela n’est pas toujours le cas. Nous montrons
que cela complique le mécanisme de retour-arriére logique et nous proposons des solutions.
Mais voyons d’abord succinctement 'intérét des variables existentielles. Les exemples sont
donnés en Coq. Le § 3.5.2 page 47 rappelle briévement comment on manipule ces variables
dans ce systéme.

3.5.1 Pourquoi utiliser des variables existentielles?

Une utilisation classique est liée & I'introduction de quantificateurs. Lors de la résolution
de JxP(x), pour introduire le quantificateur existentiel, on doit donner un témoin de la
propriété P. C’est-a-dire que 1’on doit connaitre la solution avant de résoudre le probléme.
L’utilisation de meta-variables permet de retarder ’instanciation du témoin. Par exemple
pour résoudre dx .x + 2 = 5 sans variable existentielle on instancie x par 3 et on prouve
que 3 4+ 2 = 5. Avec les variables existentielles, on introduit une variable X et on essaie de
prouver X + 2 = 5, et par réduction, on obtient X = 3 qui nous permet d’instancier X.

Nous reprenons cet exemple en Coq pour illustrer la manipulation des variables exis-
tentielles:

Lemma equation : (Ex [n:nat] ((plus n (2))=(5))).

On élimine le quantificateur existentiel en introduisant une variable existentielle:

equation < EApply ex_intro.
1 subgoal

(plus 777 (2))=(5)

Pour l'instant la seule contrainte sur la variable existentielle 777 est qu’elle doit étre de
type nat. Elle peut etre visualisé par la commande Show Existentials.

equation < Show Existentials.
Existential 1 = 7?77 : [[1 |- nat]
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On continue la démonstration par quelques étapes de réécriture®

equation < Do 2 Rewrite <-plus_n_Sm.
1 subgoal

(S (S (plus 777 (0))))=(5)

equation < Do 2 Rewrite <- plus_n_0.
1 subgoal

(S (8 ?77))=(5)

equation < Do 2 Apply eq_S.
1 subgoal

?77=(3)

On instancie maintenant la variable existentielle ?77 par 3. Elle n’est pas pour autant
remplacée par cette valeur dans le but restant mais une contrainte & été introduite: 777 ne
pourra étre unifiée qu’avec un terme convertible avec la valeur introduite (ici 3).

equation < Instantiate 1 (3).
1 subgoal

?77=(3)

3. Les théorémes plus_n_Sm et plus_n_0 correspondent respectivement aux égalités (n,m:nat) (S (plus

n m))=(plus n (S m)) et (n:nat)n=(plus n (0)), eq_S exprime la propriété (n,m:nat)n=m->(S n)=(S
m) .
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On unifie ?77 et la valeur introduite par la contrainte. (remarquons que NormEvars se
contente de faire un Change du terme dans lequel la valeur de la contrainte a été substituée
a la variable existentielle. (ici Change (3)=(3))

equation < NormEvars.
1 subgoal

H : (n,m:nat) (S (plus n m))=(plus n (S m))
HO : (n:nat)n=(plus n (0))

(3)=(3)

equation < Apply refl_equal.

Subtree proved!

Plus généralement on introduira des variables existentielles chaque fois que I'on veut
retarder (ou contourner) 'obligation de fournir un témoin.

3.5.2 Manipulation des variables existentielles en Coq

Les tactiques permettant d’introduire et de manipuler des variables existentielles en
Coq sont les suivantes:

— EApply (généralisation de Apply pouvant introduire des variables existentielles).

— EAuto (généralisation de Auto travaillant sur des sous-buts contenant des variables
existentielles).

— EExact (généralisation de Exact travaillant sur des sous-buts contenant des variables
existentielles).

— Instantiate n term (essaie d'instancier la n-iéme variable existentielle avec term).

— NormEvars (remplace les variables contraintes par leurs valeurs).

Dans la section suivante on va s’intéresser a I'influence des variables existentielles sur
I'indépendance des branches de ’arbre de preuve et & l’'interaction entre le mécanisme
de retour-arriére logique décrit précédemment et la présence de variables existentielles.
On verra que pour fonctionner en leur présence le mécanisme de retour-arriére doit étre
modifié.

3.5.3 Influence des variables existentielles sur I’indépendance des branches
de I’arbre de preuve

En présence de variables existentielles les différentes branches de ’arbre de preuve ne
sont plus forcément indépendantes comme l'illustre 'exemple qui suit.
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Lemma lemmel : (a,b,c,d:nat) (a=b)->(b=c)->(a=d)->a=c.

Fia. 3.13 — Le lemmel

Considerons le lemme suivant:

On applique la tactique: Intros;EApply trans_equal®. Cela produit deux sous-buts,
et introduit une variable existentielle dénotée par "?". On peut représenter I'état de la
preuve par 'arbre suivant:

Intros;EApply Trans _equal

H:a=b H:a=b

HO: b=c HO: b=c

H1: a=d H1: a=d
a=" 7—c

Fi1G. 3.14 — L’arbre de preuwve aprés application du théoréme de transitivité de [’égalité

A ce stade la maniére dont on résout un sous-but peut introduire des restrictions sur
la fagon de résoudre 'autre sous-but. On ne peut plus prouver les résultats séparément et
fournir les preuves ainsi obtenues a une fonction de validation pour obtenir une preuve du
but initial.

Comme nous ’avons expliqué au chapitre 1, 'utilisateur peut choisir quel sous-but

il veut attaquer en priorité. Dans cet exemple s’il prouve le premier sous-but (celui de

la branche de gauche) en appliquant EExact H1, cela introduit la contrainte ?=d, sur

la variable existentielle. Bien que cette contrainte ne soit pas visible (& moins d’appli-

quer NormEvars), il est alors impossible de prouver le second sous-but en appliquant

la tactique EExact HO. En effet cela contredirait la contrainte existant sur la variable

existentielle. L’utilisateur peut néanmoins terminer la preuve par la tactique suivante

Rewrite <- HO;Rewrite <- H;Symmetry;EExact H1 qui, elle, ne contrarie pas la contrainte
précédemment introduite.

On voit sur cet exemple qu’en Coq, c’est le systéme de preuve qui gére les contraintes
introduites et empéche l'utilisateur d’introduire des incohérences.

D’autre part certaines tactiques peuvent se comporter de facon différente en fonction
des contraintes présentes au moment de leur application. Cela se produit essentiellement
avec les procédures de décisions automatiques ou les tactiques utilisant les opérateurs Try
ou Orelse.

4.0u trans_equal définie la transitivité de la relation d’égalité dont 1’énoncé est donné par:
(A:Set;x,y,z:A)x=y->y=z->x=2
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3.5.4 Interaction avec le retour-arriére

Reprenons la preuve du lemme précédent dans 1’état représenté sur la figure 3.14.

L’utilisateur résout le second sous-but (celui de la branche de droite) avec la tactique
2: EExact HO. Cela introduit la contrainte ?=b.

Maintenant il s’attaque au sous-but restant avec la tactique Try EExact H1. Mais
du fait de la contrainte précédemment introduite, il n’est pas possible d’unifier d avec la
variable existentielle, donc Exact H1 échoue et Try EExact H1. ne fait rien. L’utilisateur
termine sa preuve par la tactique EExact H. qui unifie la variable existentielle avec b.

Il a donc joué le script suivant:

Intros;EApply trans_equal.
2:EExact HO.

Try EExact H1.

EExact H.

correspondant & I'abre ci dessous:

‘Intos;EApply Trans equal ‘

| EExact HO. |

| Try EExact H1. |

| EExact HO. |

Fi1G. 3.15 — L’arbre de preuve du lemme 1

Il décide alors de défaire la branche de droite. Le mécanisme de retour arriére tel que
nous 'avons décrit précédemment génére donc le script suivant®

Intros;EApply trans_equal.
Try EExact H1.
EExact H.

EExact HO.

A ce stade, il peut effectivement rejouer EExact HO. et terminer sa preuve car le mé-
canisme de retour arriére n’a pas changé les contraintes. Mais le script obtenu n’est pas
valide. Il ne pourra étre rejoué ultérieurement. En effet si ’on rejoue ce script, lors d’une

5. La partie de script au dessus des pointillés et celle qui est conservée et qui devrait correspondre a
I’état du systéme. La partie du dessous est celle qui a été effacée et qui pourra éventuellement étre rejouée
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autre session de travail, lorsque la tactique Try EExact H1. est appliquée, il n’y pas de
contraintes sur la variable existentielle introduite par Intros;EApply trans_equal. La
tactique EExact peut donc introduire la contrainte ?=d et unifier la variable avec d. Donc
Try EExact H1. réussit et résout le premier sous-but en introduisant la contrainte?=d. Du
coup EExact H. est obsoléte. En pratique le systéme essaye de 'appliquer au sous-but
restant et échoue. De méme EExact HO. échoue car la variable ne peut plus étre unifiée
avec b.

On est confronté a des problémes similaires avec les procédures de décision automatique.
Ainsi on peut prouver le lemme précédent par le script suivant,

Intros;EApply trans_equal.
2:EAuto. (% introduit la contrainte 7= b *)
EAuto. (* Applique H1 *)

Le premier EAuto résout le second sous-but en utilisant I’hypothese HO. Cela introduit donc
la contrainte?= b. et le second EAuto résout le premier sous-but en utilisant 'hypothése
H1 qui est compatible avec la contrainte.

Si maintenant on efface la seconde branche on obtient le script suivant.

Intros;EApply trans_equal.
EAuto. (* introduit la contrainte 7=d *)

On peut rejouer le EAuto effacé car les contraintes n’ont pas été modifiées par notre méca-
nisme de retour-arriére mais la encore, le script obtenu n’est plus valide.

En effet si I'on rejoue ce script lors d’une nouvelle session, le premier EAuto. est appliqué
au premier sous-but qu’il résout en utilisant ’hypothése H1 (qui précéde I’ hypothése H dans
la liste des hypothése utilisées par EAuto). Cela introduit une contrainte ?=d. Le second
EAuto ne peut alors plus utiliser I’hypothése HO car cela contredirait la contrainte. Il n’arrive
donc pas a résoudre le sous-but dont la preuve nécessite maintenant des étapes de réécriture
qu’EAuto ne sait pas faire. L’utilisateur se retrouve donc avec une preuve incompléte et un
sous-but ouvert:

d : nat
H : a=b
HO : b=c
H1 : a=d
?7112=c

Ces exemples montrent qu’en présence de variables existentielles, I'ordre dans lequel
sont prouvés les différents sous-buts n’est pas indifférent. Et tout mécanisme qui modifie
cet ordre (en particulier le retour-arriére logique) est donc susceptible d’invalider le script
de preuve.
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Pour résoudre ce probléme et étre capable de défaire une partie de preuve en présence
de variables existentielles, tout en maintenant la validité du script, on doit étendre notre
notion de dépendance. On ajoute aux dépendances logiques issues de 'arbre de preuve, un
certain degré de dépendance historique (chronologique) entre les tactiques qui attaquent
des sous-buts contenant des méta-variables. Il nous faut par ailleurs fournir le moyen de
désinstancier une variable existentielle.

3.6 Solution du probléme

3.6.1 Principe de base

L’idée est de maintenir les informations qui indiquent & quel endroit dans le script les
variables existentielles ont été introduites et instanciées.

Ensuite on a principalement deux démarches possibles:

1. La premiére que nous qualifierons de conservatrice est utile si I’on désire défaire une
branche sans revenir sur les contraintes qu’elle a introduites. Elle consiste a procéder
au retour arriére comme dans le cas "sans variable existentielle" puis a transformer
le script restant et & modifier I’état du systéme pour en rétablir la cohérence vis a
vis de ces variables. Trois situations sont possibles:

(a) Sila branche effacée ne travaille pas sur des variables existentielles contraintes
on n’a rien a faire.

(b) Si elle ne partage pas ses variables avec d’autres branches de l'arbre de preuve,
on n’a qu’a supprimer les contraintes sur les variables existentielles.

(¢) Sinon il va falloir ajouter dans le script une tactique qui force I'instanciation
des variables existentielles dans les autres branches ou elles ont été utilisées. Le
plus simple est donc d’insérer a la place des tactiques effacées qui effectuaient
des instanciations une instruction Instantiate qui maintient simplement 'ins-
tanciation. De la sorte si ’on rejoue ce script lors d’'une prochaine session les
contraintes seront introduites au méme endroit.

2. La seconde démarche que ’on pourrait qualifier de destructive sera utile lorsque I'on

désire non seulement effacer une branche mais également revenir sur les contraintes
qu’elle a introduites (la situation est encore plus complexe si on désire revenir sur
ces contraintes en essayant de conserver néanmoins au maximum la branche ot elles
ont été introduites).
La premiére démarche qui est une solution ad hoc entraine une modification de I’arbre
de preuve puisque l'on rajoute un nceud a chaque fois que 'on insére la tactique
Instanciate dans le script. Nous ne la décrirons donc pas dans notre modéle d’arbre.
Mais nous étendons maintenant ce modeéle pour y décrire les dépendances introduites
par les variables existentielles et la mise en ceuvre de la seconde proposition de retour
arriere logique.
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3.6.2 Extension du modéle d’arbre de preuve

Soit Existe 'ensemble des variables existentielles.

On se donne deux nouvelles opérations sur les arbres:

— existe : T — P(Existe)
— instanciee : T — P(Existe)

Soit ¢ un nceud de l'arbre de preuve, existe(c) représente l'ensemble des variables
existentielles présentes dans le sous-but but(c) et Instanciee(c) 'ensemble des variables
existentielles qui sont instanciées lors de I'application de tactique(c).

En I'absence de variables existentielles les dépendances entre les différents sous-buts
étaient totalement décrites par la relation <.

On introduit maintenant une notion réduite de dépendance historique (on utilisera
parfois le terme dépendance existentielle) entre des sous-buts partageant une variable exis-
tentielle. Pour tous nceuds ¢ et ¢; d'un arbre 7, on notera (depExist ¢ ¢1) la relation
définie par:

l. c<, 1
2. =(c <y c1) (pour la rendre disjointe de la relation <)

3. Instanciee(c) Nexiste(c1) # ¢ ( tactique(c) a instancié au moins une des variables
existentielles contenues dans le sous-but but(cy) )

On note
DepExist(c) = {c1 € S,(depExistt c c1)}

I’ensemble des "dépendances existentielles" du nceud c.

Enfin on introduit une notion générale de dépendance immédiate qui englobe les deux
notions de dépendance.

On note (depAll ¢ ¢1) <= (¢ <p c1) V (depExist ¢ 1)

On définit une relation générale de dépendance en introduisant la relation Dep comme
la fermeture transitive de depAll.

(Dep ¢ ¢1) <= (depAll™ ¢ c1)
On peut enfin définir I’ensemble des dépendances d’un nceud ¢ par

Dep(c) = {c1 € T'(Dep c c1)}

En D’absence de variables existentielles Dep(c) se confond évidement avec
{ecr €T (c<p 1)}
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Utilisation pour le retour arriére. Compte tenu de ces définitions, au niveau du script
un retour arriére local sur la tactique 4 associé au nceud ¢ nous conduit & déplacer a la fin
du script, i et toutes les tactiques associées aux nceuds de Dep(c) .

La fonction undo sur un neceud ¢ se définit donc toujours par

undo((T,P,rg),c) = (T,Prg")

mais oll r¢'est maintenant défini par:

rg' = Xer.if ¢ € Dep(e) U{c}
then Card(T') — Card({c; € T'|c; € Dep(c) U {c} Arg(e;) > rg(er)}

else rg(c1) — Card(c; € T'|c; € Dep(c) U {c} Arg(ci) < rg(er)}

Ce mécanisme de retour arriére correspond a la démarche destructive précitée. 11 est
stir mais il n’est pas optimal. Nous montrons maintenant comment en améliorer I’efficacité.

Séparer le retour arriére et la "désinstanciation" des variables existentielles
Il peut en effet arriver que l'on veuille effacer une tactique ayant instancié une variable
existentielle sans pour autant défaire cette instanciation.

Cela nous améne a séparer retour arriére local et "désinstanciation" (on retrouve la
démarche conservatrice).

Ainsi si ’on veut effacer la tactique ¢ d’un script S sans défaire les instanciations qu’elle
a effectuées, on commence par effacer les dépendances logiques de i. Mais on doit aussi
introduire dans le script une commande pour forcer les instanciations de variable afin que
les mémes instanciations se produisent si ’on rejoue le script dans une session ultérieure.

Pour cela on recherche parmi les tactiques historiquement liées & 7, celle qui est jouée
la premiére.

soit
j = min< (DepExist j i)

et on la précéde d’une commande forcant les instanciations. En Coq, ce sera par exemple
Instantiate.

Exemple: Soit le lemme suivant :

Lemma lemme2 : (Ex [x:nat]
(Cx+ D=TA (x > V(x> 2))
AN (x < DA (x + 2)=b).
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I'utilisateur applique le script ci-dessous:

EApply ex_intro.

Split.

Left.

Split.

Do 4 Rewrite <- plus_n_Sm;Do 4 Rewrite <- plus_n_0;EAuto .
2:NormEvars;Split;Simpl.

2:EAuto.

2:Trivial.

NormEvars;Simpl. (¥ impossible d’aller plus loin *)

Qui correspond & 'arbre de preuve de la figure 3.16.

‘ EApply ex_intro. ‘

|

‘ NormEvars;Split;Simpl. ‘

|EAuto ||Trivial. |

Do 4 Rewrite <-plus_n_ Sm.
Do 4 Rewrite <- plus_n_O. ‘NormEvars;Simpl. ‘
EAuto . |

(ge (3) (4))

Fic. 3.16 — L’arbre de preuve du lemme 2

A ce stade l'utilisateur constate qu’il est impossible de finir la preuve car on n’a pas
choisi le bon membre dans la disjonction ((plus x (4))=(7)/\(ge x (4))\/(ge x (2))) .
Il coupe donc la branche issue de Left.

Avec le retour-arriére logique que nous venons de proposer, les deux branches issues
du Split doivent étre effacées car la seconde dépend historiquement de la premiére (elle
contient une variable existentielle instanciée dans la premiére.). Le script conservé est donc
minimal:

EApply ex_intro.
Split.
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Split.

Do 4 Rewrite <- plus_n_Sm;Do 4 Rewrite <- plus_n_0;EAuto .
2:NormEvars;Split;Simpl.

2:EAuto.

2:Trivial.

NormEvars;Simpl. (* impossible d’aller plus loin *)

L’utilisateur a perdu tout le travail fait sur la branche de droite.

Avec le retour-arriére logique de la section 3.3 qui ne prend pas en compte les variables
existentielles, il obtient le script suivant dont il voudra modifier la partie effacée.

EApply ex_intro.

Split.
2:NormEvars;Split;Simpl.
2:EAuto.

2:Trivial.

Split.
Do 4 Rewrite <- plus_n_Sm;Do 4 Rewrite <- plus_n_0;EAuto .
NormEvars

Mais ce script n’est plus valide. En effet la tactique Normevars y est appliquée avant toute
introduction de contrainte. De plus, méme si on la supprimait, ’application du EAuto de
la ligne suivante aux sous-buts (1e? (7)) introduirait une nouvelle contrainte ?=7 rendant
impossible la preuve du sous-but (plus x (2))=(5)).

Pour garder l'instanciation faite précédemment et maintenir la validité du script, le
systéme insére & la place de la tactique Left (correspondant a la racine de la branche effa-
cée) une tactique qui se contente de faire la méme instanciation de la variable existentielle
que celle qui était faite précédemment, on obtient le script suivant.

EApply ex_intro.

Split.

Instantiate 1 (3). (% ici on force 1l’instanciation *)
2:NormEvars;Split;Simpl.

2:EAuto.

2:Trivial.
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Ici le travail fait pour prouver la branche de droite est conservé et 'utilisateur n’a plus
qu’a modifier la partie effacée et & terminer sa preuve. Le script complet est donc le suivant:

EApply ex_intro.

Split.

Instantiate 1 (3). (* ici on force 1’instanciation *)
2:NormEvars;Split;Simpl.

2:EAuto.

2:Trivial.

Right ;EAuto .

Optimisation de la désinstanciation. On peut aussi essayer d’améliorer le mécanisme
de désinstanciation. L’idée est que certains sous-buts peuvent contenir une variable exis-
tentielle dont 'instanciation n’influe par sur la preuve. De tels sous-buts n’ont pas & étre
reconsidérés lorsque 1’on désinstancie cette variable.

Exemple: Soit le lemme suivant:
Lemma lemme3 : (Ex [x:nat] (ge x (3))/\(minus x x)=(0)/\(plus x (2))=(7)).
On applique le script ci-dessous :

EApply ex_intro.
Repeat Split.

qui conduit & trois sous-buts partageant la méme variable existentielle.

On prouve le premier par EAuto qui, utilisant le fait que (n:nat) (ge x x), introduit
une contrainte?=3. On trouve le second en appliquant le lemme minus_n_n®. Enfin on
utilise NormEvars pour faire apparaitre les contraintes dans le dernier sous-but.

EAuto. (* introduit une contrainte 7=3 *)

Symmetry;Apply minus_n_n.

NormEvars. (* ici on découvre que 1l’on doit changer 1’instanciation de la
variable existentielle mais on n’a pas & modifier le sous-but numéro 2 *)

6. dont I’énoncé est (n:nat) (0=(minus n n))
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L’arbre de preuve correspondant est le suivant :.

‘ EApply ex_intro. ‘

EAuto. ‘Symmetry;Apply minus n_n ‘
[(plus (3) (2))=(7) |

FiG. 3.17 — L’arbre de preuve du lemme 3

Mais la contrainte introduite sur la variable existentielle par EAuto. empéche 'utilisa-
teur de terminer sa preuve car (plus (3) (2))=(7) n’est évidemment pas démontrable.
Il doit donc faire un retour-arriére et modifier la contrainte. D’un autre coté la modifi-
cation de cette contrainte n’influence pas la preuve du second sous-but issu du Split:
(minus ? ?)=(0). En effet ce résultat est indépendant de la valeur de?. On doit donc
pouvoir le conserver et obtenir le script.

EApply ex_intro.
Repeat Split.
2:Symmetry;Apply minus_n_n.

L’utilisateur peut alors modifier la partie effacée et terminer sa preuve. Le script final
est

EApply ex_intro.
Repeat Split.
2:Symmetry;Apply minus_n_n.

2:Do 2 Rewrite <- plus_n_Sm;Do 2 Rewrite <- plus_n_0;EAuto .
NormEvars;Simpl;EAuto.

Dans un systéme comme Coq, seules certaines tactiques sont susceptibles de manipuler
des variables existentielles.

Lorsqu’une sous-preuve n’utilise pas ces tactiques on peut affirmer que son comporte-
ment est indépendant de l'instanciation des variables existentielles qu’elle contient. C’est
le cas de la preuve du second sous-but dans ’exemple précédent.
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Nous pouvons donc affiner notre relation de dépendance historique pour ne pas intro-
duire de dépendances historiques vers de telles tactiques.

Soit SE 1’ensemble de tactiques pouvant manipuler des variables existentielles. On
introduit une variante de la relation depExist (que nous appelons depExistOpt) de fagon
a ne pas ajouter de dépendance historique vers des tactiques n’appartenant pas a SE.

On définit donc
(depExistOpt ¢ ¢1) <= (depExist ¢ c1) A tactique(cy) € SE

puis

(depAllOpt ¢ ¢1) <= (¢ <p c1) V (depExistOpt ¢ ¢1)

DepOpt ¢ ¢1) <= (depAllOpt™ ¢ ¢;
(

I’ensemble des dépendances d’un nceud ¢ devient

DepOpt(c) = {c1 € T',(DepOpt ¢ c1)}

Enfin dans les fonctionnalités de retour arriére nous remplacons Dep par DepOpt.

3.7 1Idée de I'implémentation

Coté Coq nous avons ajouté le code Ocaml permettant de savoir & chaque étape quelles
sont les variables existentielles qui sont introduites et quelles sont celles qui sont contraintes.
Nous avons aussi ajouté le code nécessaire pour supprimer une contrainte sur une variable
existentielle. Nous avons étendu le protocole de communication de l'interface pour trans-
mettre les informations sur les variables existentielles.

Du coté de 'interface, chaque ligne de script doit étre annotée par la liste des variables
qu’elle introduit et par celle des variables qu’elle contraint.

On utilise ces annotations pour calculer les dépendances d’une ligne de script telle
qu’elles sont données par la relation Dep du paragraphe 3.6.2. Le retour arriére logique
s'implémente alors comme dans le cas sans variable existentielle. On déplace tout ce qui
dépend du nceud effacé, de la zone finale vers le début de la zone normale. On parcourt le
script pour mettre a jour les index. Enfin on met & jour 'état du systéme de preuve.

L’optimisation du paragraphe 3.6.2 pose le probléme de la synchronisation des chemins
dans l'interface avec les chemins dans le systéme de preuve. En effet du coté de 'interface
on va insérer la tactique d’instanciation quelque part dans le script, cela va donc décaler
le chemin des tactiques de rang supérieur. Pour le reste on fait un retour-arriére logique
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comme s'il n’y avait pas de variable existentielle (donc en utilisant les dépendances issues
de la relation <, décrites au paragraphe 3.3). La tactique Instantiate n’apparait donc
pas dans la structure d’arbre maintenue par le systéme. Deux solutions sont possibles:
maintenir une table de correspondance ou insérer la tactique Instanciate a la suite de son
pére en utilisant la tacticielle then, ce qui évite de décaler les chemins. L’implémentation
des autres optimisations n’a pas encore été étudiée.

3.7.1 Conclusion sur les variables existentielles

En pratique, 'utilisation des variables existentielles dans un systéme comme Coq pose
de nombreux autres problémes. Leur présence en méme temps que les types dépendants
complique sensiblement le mécanisme de l'unification. Leur emploi semble encore peu ré-
pandu: une rapide analyse des "contributions" de la distribution standard révéle que EAuto
apparait 2 fois et EApply 13 fois sur un total de 118106 lignes de script. Nous avons cepen-
dant étendu le mécanisme de retour-arriére logique que nous avions initialement concu pour
qu’il gére correctement les contraintes liées aux variables existentielles. Méme si la solution
retenue n’est pas optimale, les problémes liés aux variables existentielles ne constituent pas
un obstacle a I'utilisation de nos outils dans I’état actuel du systéme Cogq.

3.8 Autres études du mécanisme de retour-arriére

Le probléme du retour-arriére a déja été étudié par Lena Magnusson [79] dans le prou-
veur Alf. Dans ce systéme on manipule directement le terme de preuve et non un script.
Les deux opérations de base sur le terme sont l'insertion et l'effacement. C’est & partir
d’elles que sont développées toutes les autres manipulations ainsi que le mécanisme de
retour-arriére logique. Dans le cas de Alf, le probléme de tactique dont le comportement
change en fonction des contraintes n’apparait donc pas

Amy Felty et Douglas Howe [47, 48] ont aussi étudié le probléme dans le cadre du prou-
veur en A-Prolog développé par A. Felty. Pour mettre en ceuvre le retour-arriére logique, ils
réalisent un retour-arriére historique puis rejouent automatiquement et de fagon transpa-
rente & 'utilisateur les parties de preuve de script correspondant & des branches de ’arbre
de preuve indépendantes du noeud effacé. Ils proposent aussi de modifier incrémentalement
le but de la preuve en cours et de réutiliser toutes les parties de preuve qui ne sont pas
affectées par la modification faite.

Eastaughffe et Ozols [37] s’intéressent & la manipulation des arbres de preuve pour
le systéme Isabelle. Ce systéme, rappelons-le, est basé sur 'unification d’ordre supérieur.
Ils proposent une modification de ’algorithme d’unification permettant de garder trace de
I'introduction des contraintes afin de les utiliser pour minimiser I’ensemble des résultats a
défaire lors d’un retour-arriére logique.

Citons aussi les mécanismes de révision de preuve décrits par Andrew Stevens [128]
basés sur le marquage des sous-termes dans les objets preuves.
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Enfin on peut citer les mécanismes de "Proof Reuse" développés par Wolfgang Reif et
Kurt Stenzel [114, 115] pour le systéme KIV dont le but est de faciliter la récupération de
preuves en cas d’erreurs dans les spécifications et qui est & ce titre plus proche des outils
d’aide & la modification proposés aux chapitres 8 et 9 de cette thése.

Nous allons maintenant présenter des outils d’expansion et de contraction de ’arbre de
preuve avant d’aborder des mécanismes plus fins de manipulation de preuve et notamment
la lemmification et la factorisation de preuve.
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Chapitre

Contraction et expansion de I'arbre de
tactiques

4.1 Introduction

Jusqu’a présent nous avons considéré qu’une étape de preuve était associée & une ligne
de script. En fait dans la plupart des démonstrateurs, une ligne de script peut étre soit
une tactique de base, soit 'application d’'un opérateur de composition & un ensemble de
tactiques pour former une nouvelle tactique. On parle alors de tactique composée. Pour de
nombreuses opérations telles que la sécurisation du nommage des hypothéses, nécessaire
pour garantir le bon fonctionnement des outils de lemmification et de factorisation que nous
proposons au chapitre 5, la détection de code mort, ou la localisation des erreurs utilisée
dans les outils d’aide a la modification de la seconde partie de cette thése, une tactique
composée est une représentation trop grossiére d’une étape de preuve. On veut étre capable
d’analyser le comportement de chacune des tactiques de base passées en argument aux
opérateurs de composition.

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser & deux opérateurs particuliers, la com-
position séquentielle then (souvent représentée par un point virgule), et la composition
paralléle parallel. I.’application de 'opérateur parallel ne produit pas une tactique exécu-
table seule. Cet opérateur n’a de sens que combiné a l'opérateur then (on notera souvent
t; [t1]...|tn] pour (then t (parallel ti...t,)) mais on appelle parfois thenl 'opérateur issu de
la composition de then et parallel).

La sémantique de ces opérations est la suivante:

— t1;to joue la tactique t; puis joue la tactique t9 sur chacun des sous-buts produits
par t1.
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— to; [t1]..-]tn] joue la tactique ¢t puis, si cela produit n fils, chaque ¢; est appliquée au
1€ fils. Si le nombre d’arguments de parallel ne correspond pas au nombre de fils
de ty, la tactique échoue.

Pour manipuler les opérateurs then et parallel il est important de bien comprendre leurs
priorités. Méme lorsqu’elles sont clairement spécifiées dans les spécifications du systéme,
un exemple simple peut permettre de les vérifier. Prenons un exemple dans le systéme Coq:
Exemple 4.1

Etant donnée le lemme suivant:

Lemma priorites : a->b->c->d->(a/\b)/\(c/\d).
Intros.

laquelle des tactiques suivantes peut étre appliquée ?

Split;Split; [Assumption|Assumption|Assumption|Assumption].
Split;Split; [Assumption|Assumption] .

On constate que seule la premiére est acceptée; pour la deuxiéme le systéme nous annonce
que le nombre de parameétres de parallel n’est pas bon. Cela permet de conclure que
Popérateur then associe a gauche. &

Remarquons qu’en I'absence de variables existentielles et de composition avec parallel
lopérateur then le fait que then associe & droite ou & gauche n’a pas d'importance. . Ces
priorités étant établies, on écrira (then ty to t3) pour (then (then ty t3) t3).

Dans la suite nous appellerons tactique simple toute ligne de script qui n’est pas
construite en utilisant les opérateurs de compositions then et parallel. Pour les autres
nous parlerons de tactique composée.

Ces opérateurs permettent de définir deux opérations sur ’arbre de preuve: la contrac-
tion et l'expansion. La contraction consiste a regrouper, a ’aide des opérateurs de com-
position, un ensemble de tactiques correspondant & une branche de ’arbre de tactique,
en une seule tactique. L’expansion est la réciproque, elle consiste & découper une tactique
composée en tactiques simples.

Ces deux opérations peuvent évidemment étre appliquées & 'ensemble d’un script de
preuve pour obtenir une preuve composée d’une unique tactique dans le cas de la contrac-
tion ou un script uniquement composé de tactiques simples dans le cas de 'expansion.

La figure 4.1 page 63 donne un exemple d’application de ’expansion sur un théoréme
d’arithmétique sur Z de la bibliothéque standard de Coq .

Nous présentons maintenant les procédures de contraction et d’expansion ainsi que
quelques uns des outils qu’elles permettent de mettre en ceuvre.

1. theories/ZARITHM /fast _integer.v
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Lemma ZLII:

(x,y:positive) (compare x y INFERIEUR) = INFERIEUR ->
(compare x y EGAL) = INFERIEUR V x = y.

(Induction x;Induction y;Simpl;Auto;Try Discriminate);

(Intros z H1 H2; Elim (H z H2) ;Auto; Intros E;Rewrite E;Auto).
Save.

On n’a qu’un seul neud mais on peut le décomposer pour obtenir le script correspondant d
un parcours de l’arbre suivant:

| Induction x. |
Cramony iy
PN 'S Y
[ simpt. | [ simpt. | | simp. | [ simpt. | [ simpt. | | simp. | [ simpl. | [ simp. | | simp. |
| Auto. | | Auto. | | Auto. | | Auto. | | Auto. | m | Auto. | | Auto. | | Auto. |
\ 4
| intros z 1 H2. |
ez

@

IS

S

3 m m
£

S

Fi1G. 4.1 — Décomposition d’un neud de l'arbre
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4.2 Contraction

La contraction est une opération assez simple & mettre en ceuvre, dés lors que l'on
connait la structure de ’arbre de preuve.

4.2.1 Principe de fonctionnement

Un neeud étant sélectionné, on utilise les outils du chapitre précédent pour identifier ses
fils. On donne ci-dessous les algorithmes de contraction. Les fonctions fils: 7 — T list
et tactique : T — TACTZQUE donnent respectivement la liste des chemins des fils (or-
donnée par <;) et le texte de la tactique d’un nceud donné. Les fonctions then et parallel
construisent les tactiques composées avec leurs arguments respectifs. Enfin [m;y ... m,]| re-
présente une liste contenant les n éléments mq ... m,,.

ContracteTactique (n)
Entrée: n:7 racine du sous-arbre & contracter.
Sortie: t:7ACTZIQUE tactique équivalente au sous-arbre de tactiques de racine n.
Début
Si (fils n)=[]
Alors Retourner (tactique n)
Sinon Si (fils n)=[m_1... m_n]
Alors Retourner (then (tactique n) (parallel
(ContracteTactique m_1) ...
(ContracteTactique m_n)))

FinSi
FinSi
Fin

Pour contracter tout un script il suffit donc de se positionner & la racine de 'arbre de
tactique, d’appliquer Contracte Tactique et de substituer le résultat au script initial.

4.2.2 Variantes et réflexions

Tel que nous ’avons décrit jusqu’a présent, la contraction ne s’applique qu’a un sous-
arbre complet. Il peut étre intéressant de fournir un mécanisme de contraction partielle
qui permet de ne contracter que jusqu’a une profondeur donnée.
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Pour limiter en profondeur le mécanisme de contraction, il suffit d’ajouter un compteur
dans la fonction précédente, de décrémenter ce compteur a chaque apple récursif et d’arréter
la récursion quand ce compteur est nul:

ContracteTactiqueProfondeur (n k)
Entrée: n:7 racine du sous-arbre & contracter.
k:integer profondeur maximale de contraction.

Sortie: t:7ACTIQUE tactique équivalente au sous-arbre de tactiques de racine n.
Début
Si k=0 Alors Retourner (tactique n)
Sinon Si (fils n)=[]

Alors Retourner (tactique n)

Sinon Si (fils n)=[m_1... m_n]
Alors Retourner (then (tactique n)
(parallel

(ContracteTactiqueProfondeur m_1 k-1)...
(ContracteTactiqueProfondeur m_n k-1)))
FinSi
FinSi
FinSi
Fin

D’autre part, notre algorithme contracte en conservant toute I'information de structure,
c’est pour bien exprimer cela que I'on met un opérateur parallel méme quand il n’y a
qu’un fils. Mais il n’utilise pas le pouvoir de factorisation offert par la tacticielle then.

La figure 4.2 montre le résultat de la contraction du script expansé correspondant
a l'arbre de la figure 4.1. On aimerait parfois pouvoir partager une tactique si elle est
vraiment appliquée a tous les buts. On aura ainsi un script compacté comme celui de la
figure 4.1.

Pour cela, on peut dans le troisiéme Si de ’algorithme ContracteTactique, analyser
les tactiques s’appliquant aux sous-buts issus de la tactique traitée. Si la méme tactique
est appliquée sur tous ces sous-buts, on peut supprimer ’opérateur parallel. La figure 4.3
page suivante donne 'algorithme ainsi modifié.



66 CHAPITRE 4. CONTRACTION ET EXPANSION DE I’ARBRE DE TACTIQUES

Lemma ZLII:
(x,y:positive) (compare x y INFERIEUR) = INFERIEUR ->
(compare x y EGAL) = INFERIEUR \/ x = y.
(Induction x;
([ Induction y;
([ Simpl;
([ Auto with arith;
([ Try Discriminate;
([ Intros z H1 H2;
([ Elim (H z H2);
([ Auto with arith
| Auto with arith;
([ Intros E;
([ Rewrite E; ([ Auto with arith 1) 1) 1) 1) 1) 1) 1) 1

)
| Simpl; ([ Auto with arith ])
| Simpl; ([ Auto 1) 1)
| Induction y;
([ Simpl; ([ Auto with arith ])
| Simpl;
([ Auto with arith;
([ Try Discriminate;
([ Intros z H1 H2;
([ Elim (H z H2);
([ Auto with arith
| Auto with arith;
([ Intros E;
([ Rewrite E; ([ Auto with arith 1) 1) 1) 1D 1D 1) 1) 1
)

| Simpl; ([ Auto with arith 1) 1)
| Induction y;
([ Simpl; ([ Auto with arith ])
| Simpl; ([ Auto with arith ])
| Simpl; ([ Auto with arith 1) 1) 1)).

FiGg. 4.2 — Résultat de la contraction du script expansé correspondant a l'arbre de la fi-
gqure 4.1.
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ContracteFactorise (n)
Entrée: n:7 racine du sous-arbre a contracter.
Sortie: t:7ACTIQUE tactique équivalente au sous-arbre de tactiques de racine n.
Variables locales: AddParallel:boolen
Début
Si (fils n)=[]
Alors Retourner (tactique n)
Sinon Si (fils n)=[m]
Alors Retourner (then (tactique n) (ContracteFactorise m))
Sinon Si (fils n)=[m_1... m_n]
Alors AddParallel:=Faux
Pour i = 2 & n Début
Si (tactique m_i) #(tactique m_1)
Alors AddParallele:=Vrai;sortir de la boucle
FinSi
Fin
Si AddParallel
Alors Retourner (then (tactique n)
(parallel
(ContracteFactorise m_1)...
(ContracteFactorise m_n)))
Sinon Retourner (then (tactique n)
(ContracteFactorise m_1))
FinSi
FinSi
FinSi
FinSi
Fin

F1a. 4.3 — Algorithme de contraction avec factorisation

Mais lors d’une telle contraction, on perd de 'information sur les tactiques contractées.
En effet, au départ, chaque tactique correspond & une ligne de script et est annotée par le
nombre de buts qu’elle a générés. Apreés une contraction avec factorisation, on ne dispose
plus de cette information que sur la tactique obtenue. Par exemple aprés contraction avec

factorisation de ’arbre figure 4.1 on ne sait plus que la tactique Induction x génére trois
fils.

Il peut étre intéressant de trouver un compromis entre la contraction sans factorisation
donné par l’algorithme ContracteTactique et la contraction avec factorisation totale four-
nie par 'algorithme ContracteFactorise. L’idée est de regrouper les nceuds sans frére. 11
suffit de parcourir I'arbre en appliquant & chaque nceud une fonction de contraction qui ne
contracte pas les nceuds qui ont plusieurs fils.

Ainsi, compacté le script correspondant a 'arbre de la figure 4.1 devient

Induction x.
Induction y.
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Simpl;Auto;Try Discriminate;Intros z H1 H2;Elim (H z H2)
Auto.

Auto;Intros;Rewrite E;Auto.

Simpl;Auto.

Simpl;Auto.

Enfin, il nous faut signaler que la contraction peut modifier 'ordre d’évaluation des
tactiques et que par conséquent elle n’est stire que dans un monde sans variables existen-
tielles.

4.3 Expansion

L’expansion est plus compliquée & mettre en ceuvre car pour découper une tactique
composée & partir de I'opérateur then, il faut savoir combien de sous-buts sont générés par
chacune des tactiques simples qui la compose.

4.3.1 Principe de fonctionnement

Généralement deux approches sont possibles:

1. Travailler sur la structure d’arbre (Dans Coq le Prooftree)
2. Travailler indépendamment de cette structure du coté de l'interface.

La premiére solution est plus économique et plus simple a mettre en ceuvre. Mais, elle
n’est possible que si le démonstrateur maintient de facon interne une structure d’arbre
suffisamment informative ce qui est le cas du systéme Coq.

La seconde solution a l'avantage d’étre complétement générique. Elle peut en effet
s’adapter & n’importe quel systéme de preuve capable de lui fournir les informations lui
permettant de reconstruire ’arbre de preuve (cf. chapitre 3). De plus, pour travailler di-
rectement sur la structure interne maintenue par le systéme, il faut que le systéme ait
été capable de la construire, c’est-a-dire que la tactique ait réussi. Cela rend impossible
I’expansion d’une tactique composée qui échoue. Ce qui est pourtant utile justement pour
comprendre les raisons de ’échec et localiser les tactiques qui en sont responsables.

Nous présentons maintenant succinctement la mise en ceuvre de la seconde solution. La
mise en ceuvre pratique dans ’environnement CtCoq est rendue beaucoup plus complexe
par 'architecture distribuée du systéme et les probléme de synchronisation qu’elle introduit.

On donne ci-dessous l'algorithme d’expansion d’une ligne de script commencant par
un opérateur then. Comme nous ’avons dit en introduction, le résultat de 'application de
parallel & un ensemble de tactiques ne produit pas une tactique exécutable, on introduit
donc le type PTactiques des pseudo-tactiques. PTactiques est la cloture de I'ensemble
des tactiques par 'opérateur parallel (il représente soit une tactique soit un objet de type
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(parallel ty...t,) . Le premier argument d’un opérateur then est toujours une tactique.
Les suivants sont des pseudo-tactiques, c’est-a-dire soit des tactiques soit le résultat de
I’application de 'opérateur parallel & un ensemble de tactiques. Notons t1,t5 ..., la liste
d’arguments de l'opérateur then que ’'on désire expanser.

On commence par jouer le premier argument qui produit n sous-buts auxquels on va
devoir appliquer les tactiques restantes. Deux cas sont alors possibles:

1° si 'argument ¢y est une tactique, c’est que tous les sous-buts vont subir le méme
traitement. Nous allons donc devoir appliquer then ts...t, a chacun des sous-buts
créés par t.
Pour cela, t; ayant crée n sous-buts, on fait n — 1 copies de la suite t3...t¢,.
Ces copies sont stockées dans une pile P1. Puis nous faisons un appel récursif pour
expanser la premiére branche (la liste de tactiques t5 . .. t,, qui s’applique au premier
sous-but généré par t1). Lorsque I’expansion de la premiére branche est finie, on
passe a la seconde branche en dépilant la suite de tactiques correspondantes.

2° si 'argument ¢y est de type parallel to, ...ty c’est que chaque sous-but va subir
un traitement spécifique. On fait k£ copies de t3...%, puis on ajoute ty, ...%9,
respectivement en téte de chacune des copies. Ces copies sont stockées dans une
pile P2. On stoppe alors I’expansion sur la branche en cours, on incrémente 1’index
en fonction du nombre de sous-buts produits par t; et on passe & I’expansion de la
branche suivante (en la dépilant de P1).

Quand la pile P1 est vide, on traite le cas des tactiques issues de ’expansion des
opérateurs parallel en les dépilant de P2. Lorsque P2 est vide, 'expansion est terminée.
La procédure ExpanseThenListe donnée figure 4.4 est le corps de ’algorithme d’expansion.
Un exemple d’utilisation est donné en annexe.

Elle est utilisée par la procédure ExpanseLigne ci dessous pour expanser une ligne de
script.

ExpanseLigne (n)
Entrée: n :integer rang de la tactique expansée
Variables locales: tactique:7 ACTTOUE
index:integer
pile-d-arguments:(PTactique pile)
pl:(PTactique pile)
p2:(PTactique pile)
nbuts:integer
Début
tactique:=tactique’ (n)
index:=indez’ (n)
Si tactique est de la forme then t_1... t_n
Alors pile-d-arguments:=CreePile; pl:=CreePile; p2:=CreePile
Pour i = n & 1 Empiler(¢_i,pile-d-arguments)
ExpanseThenListe(pile-d-arguments,n,index,pl,p2,index)
FinSi
Fin
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ExpanseThenListe (pile-d-arguments rang index pl p2 k)
Entrée: pile-d-arguments: PTactiques ptle liste des arguments de 1’opérateur then.

rang:integer rang de la tactique expansée.
index:integer index de la tactique expansée.
pl:(PTactique pile) pile de tactiques en attentes.
p2:(PTactique pile) pile des parallel en attentes.
k:integer sauvegarde de 1l’index initial

Variables locales: tactique:7 ACTZQUE
nbuts:integer
Début
tactique:=Dépiler (pile-d-arguments)
Inserer-dans-le-script(tactique,rang,index)
jouer (tactique)
nbuts:=nbut (tactique)
Si Est-vide(pile-d-arguments)
Alors
Si Est-vide(p1l)
Alors
Si Est-vide(p2)
Alors sortir
Sinon p1l:=Clone(p2) ;Vider(p2);index:=k
FinSi
FinSi
pile-d-arguments:=Dépiler (p1)
ExpanseThenListe(pile-d-arguments, (rang+1) , (index+nbuts) ,pl,p2,k)
Sinon premier:=Sommet (pile-d-arguments)
Si premier est de la forme (parallel t_1... t_nbuts)
Alors
Si Est-vide(p2)
Alors Dépiler(pile-d-arguments)
Pour i=nbuts a 1
Empiler (Empiler (t_i,Clone(pile-d-arguments)) ,p2)
FinSi
index:=index+nbuts
Si Est-vide(p1l)
Alors p1:=Clone(p2) ; Vider(p2);index:=k
FinSi
pile-d-arguments:=Dépiler (p1)
Sinon
Si nbuts>0
Alors Pour i=nbuts a 1 Empiler(Clone(pile-d-arguments),pl)
FinSi
Si Est-vide(pl)
Alors
Si Est-vide(p2)
Alors sortir
Sinon p1:=Clone(p2) ;Vider(p2);index:=k

FinSi
FinSi
pile-d-arguments:=Dépiler (p1)
FinSi
ExpanseThenListe(pile-d-arguments, (rang+1) ,index,pl,p2,k)
FinSi

Fin

FiG. 4.4 — Corps de lalgorithme d’expansion
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Enfin, pour expanser le script complet, on expanse en séquence chacune des lignes.

Nous présentons maintenant trois applications de 1’expansion de preuve qui seront
utilisées dans la suite de ce travail.

4.3.2 La sécurisation du nommage des hypothéses

Nous discutons dans le chapitre 5 les problémes liés a la facon de faire référence aux
hypothéses locales. Pour I'instant disons simplement que lorsque des hypothéses sont in-
troduites dans le contexte local un nom peut leur étre attribué soit explicitement par
l'utilisateur (c’est le cas en Coq lorsque 'on applique Intros n m), soit automatiquement
par le systéme (c’est le cas si on utilise simplement Intros). Mais l'algorithme utilisé par
le systéme pour nommer une hypothése dépend du contexte ou s’effectue la preuve. Nous
voulons étre capable de transformer le script de sorte que toutes les instructions intro-
duisant des hypothéses locales les nomment explicitement de maniére a rendre les noms
introduits indépendants du contexte ol est jouée la preuve.

Dans une tactique composée de la forme tacy; Intros;tacs, si tac; génére plusieurs
sous-buts, le nombre d’hypothéses introduites par Intros sur chacun de ces sous-buts peut
varier. Nous ne pouvons donc en aucun cas nous contenter de transformer notre tactique en
tacy; Intros ny...no; tacy. Nous commencons par expanser la tactique. Ensuite, pour chaque
Intros. joué, nous regardons quels sont les noms d’hypothéses qui ont été introduits par
le systéme et nous modifions le script pour les faire figurer explicitement dans le Intros.
Exemple 4.2

Ainsi, si l’on considére le lemme suivant.

Lemma nommage :(A,B,C:Prop)A->(B->C->A)/\(B->A).
Intros;Split;Intros;Assumption.

On fait une expansion, puis on analyse la base d’hypothéses avant et aprés avoir joué
le premier Intros. On constate qu’il introduit A,B, C et H. Il doit donc étre transformé
dans le script en Intros A B C H. On continue ’analyse, Split géneére deuz sous-buts.
Intros appliqué au premier sous-but introduit deux hypothéses H1 et HO tandis qu’appliqué
au second il n’introduit qu’une hypothése HO (qui n’est bien sir pas forcément la méme
que [’hypothése HO introduite dans le premier). Chacune de ces tactiques doit donc étre
modifiée dans le script, respectivement remplacée par Intros HO H1 et Intros HO. Enfin,
on re-contracte le script en utilisant ContracteFactorise. On obtient:

Intros A B C H;Split; [Intros HO H1|Intros HO];Assumption.

Remarquons que Intros A B C H;Split;Intros H1 HO;Assumption échouerait avec le
message Error: INTRO used non-product car dans le second cas on n’a pas d’hypothése
H1 pouvant étre introduite. &



72 CHAPITRE 4. CONTRACTION ET EXPANSION DE I’ARBRE DE TACTIQUES

4.3.3 La détection de code mort

Dans cette section on appelle code mort des tactiques qui ne font rien, c’est-a-dire qui ne
modifient ni I’ensemble des buts courants ni les contraintes sur les variables existentielles.
Nous verrons au paragraphe 7.3 du chapitre 7 une autre forme de code mort.

En Coq, les tactiques susceptibles de ne pas modifier I’état du systéme de preuve sont
par exemple Auto, Try Tactique ...

Lors qu’elle est isolée, détecter qu’une telle tactique ne fait rien est trivial, il suffit de
comparer I’état du systéme avant de la jouer avec I'état du systéme apres 'avoir joué (mais
attention, il ne suffit pas de comparer les arbres de preuve, il faut aussi tenir compte des
éventuelles contraintes sur des variables existentielles). Lorsque que I'on détecte une telle
tactique, on peut décider de ne pas l'incorporer au script conservé dans la fenétre d’édition
ou simplement la marquer pour pouvoir la supprimer ultérieurement (elle peut en effet étre
utilisée par la suite si I'on veut contracter un script).

Mais lorsqu’une telle tactique est utilisée dans une tactique composée (formée a partir
des opérateurs de composition), qui elle, modifie I’état du systéme, les choses se com-
pliquent. I’idée est alors d’expanser la tactique composée pour se ramener au cas des tac-
tiques simples, puis de supprimer le code mort avant de recompacter les tactiques simples
restantes.

Exemple 4.3

Soit le lemme suivant:

Lemma plus_sym : (n,m:nat)((plus n m)=(plus m n)).
Intros n m ;Auto with arith; Try Apply SuperTheorem;Elim n ;
Simpl ; Auto with arith;Intros y H ;Auto with arith;
Elim (plus_n_Sm m y) ; Auto with arith.

Une expansion swivie d’une analyse des tactiques simples produites puis d’une contraction
du script montre que ce script peut étre simplifié en:

Intros n m ;Elim n ; Simpl ; [Auto with arith;Intros y H |Intros y H;
Elim (plus_n_Sm m y) ; Auto with arith].

Nous n’avons pas poussé plus loin le travail sur le code mort qui outre ’accroissement
de la lisibilité du script peut améliorer les performances lorsque 1’on rejoue le code ulté-
rieurement. Les procédures de décision automatique peuvent en effet consommer beaucoup
de temps pour finalement laisser un but inchangé.

Il pourrait aussi étre intéressant, par exemple, de détecter le cas ot1 la tactique Symmetry
est appliquée un nombre pair de fois ou les cas o des régles de réécriture sont appliquées
de fagon cyclique. Enfin signalons que 'optimisation du code, et notamment 1’élimination
des inférences inutiles dans HOL, a été abordé en détail par Richard Boulton dans sa
these [22].
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4.3.4 La localisation d’erreurs

Le probléme avec un script de preuve sous forme contractée, comme celui de la figure 4.1,
est la correction des erreurs en cas d’échec. En effet, soit la tactique repasse complétement,
soit elle échoue, mais il est impossible de n’en conserver qu’une partie. Lorsqu’un script
échoue, il est important de pouvoir déterminer le plus précisément possible la partie du
script qui pose probléme. Lorsqu’une tactique composée échoue, nous voulons donc étre
capable de comprendre lequel de ses composants est responsable de ’échec. Il faut donc
pouvoir expanser une tactique composée méme si elle ne peut étre rejouée, afin de conserver
toutes les parties de la preuve qui restent valides. Pour cela, nous modifions donc notre
algorithme d’expansion pour qu’il prenne en compte, lors de 1’exécution, ’échec d’une (ou
plusieurs) des tactiques simples composant la commande expansée.

Quand une tactique simple échoue, on recrée la tactique composée représentant la
branche qui en est issue, on la déplace & la fin du script, on incrémente I'index (car on
a un but ouvert de plus) et on continue le traitement. La procédure ExpanseVerif de la
figure 4.5, donne ’algorithme modifié.

A la fin de I'expansion toutes les parties ayant posé probléme sont donc réécrites en fin
de script ou elles peuvent étre modifiées pour étre rejouées.

Dans la seconde partie de cette thése nous étudions les problémes liés & la modification
de preuves et de théories. Au cours de telles modifications, on est amené & vérifier, en
essayant de les rejouer, un certain nombre de résultats dépendants des résultats initialement
modifiés (le calcul des dépendances et une méthode proposant a l'utilisateur un ordre de
propagation des modifications sont étudiées aux chapitre 6 et 8). Si les modifications sur
les résultats initiaux ne sont pas trop importantes, on peut espérer pouvoir, au moins
partiellement, rejouer les preuves des théorémes qui en dépendent.

D’autre part comme nous le montrons au chapitre 9, il peut arriver qu’aprés de tels
changements, le script d’une preuve apparemment indépendante des résultats modifiés ne
puisse plus étre rejoué. Nous verrons que cela est di au changement de comportement
des procédures de décision automatique et que dans la majorité des cas (mais pas dans
tous!) le fait qu’une telle procédure résolve plus de choses rend une partie du script inutile.
Comme nous le monterons dans chapitre 9, I’expansion du script sera une premiére étape
essentielle & la détection et & ’élimination des parties de script devenues inutiles.

4.4 Conclusion

La composition des fonctions de contraction et d’expansion n’est pas I’identité mais elle
admet un point fixe. En fait, les fonctions Contracte o Expanse et Expanse o Contracte
sont idempotentes.

La contraction se réalise facilement du coté de l'interface, sans avoir besoin de dialoguer
avec le systéme de preuve.
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ExpanseVerif (pile-d-arguments rang index p1l p2 k)
Entrée: pile-d-arguments: PTactiques ptle liste des arguments de 1’opérateur then.

rang:integer rang de la tactique expansée.
index:integer index de la tactique expansée.
pl:(PTactique pile) pile pile de tactiques en attentes.
p2:(PTactique pile) pile des parallel en attentes.
k:integer sauvegarde de 1l’index initial

Variables locales: tactique:7 ACTZQUE
nbuts:integer
Début
tactique:=Dépiler (pile-d-arguments)
Inserer-dans-le-script(tactique,rang,index)
jouer-la-derniére-tactique-inserée
Si échec
Alors deplacer-aprés-le-script(then tactique Clone(pile-d-arguments))

Vider (pile-d-arguments) ;index:=index+1
Sinon nbuts:=nbut (tactique)
FinSi
Si Est-vide(pile-d-arguments)
Alors
Si Est-vide(p1)
Alors
Si Est-vide(p2)
Alors sortir
Sinon pl:=Clone(p2) ;Vider(p2);index:=k
FinSi
FinSi
pile-d-arguments:=Dépiler (pl)
ExpanseVerif (pile-d-arguments, (rang+1) , (index+nbuts) ,p1,p2,k)

Sinon premier:=Sommet (pile-d-arguments)
Si premier est de la forme (parallel t_1... t_nbuts)
Alors
Si Est-vide(p2)
Alors Dépiler(pile-d-arguments)
Pour i=nbuts a 1
Empiler (Empiler (t_i,Clone(pile-d-arguments)) ,p2)
FinSi
index:=index+nbuts
Si Est-vide(p1)
Alors pl:=Clone(p2) ; Vider(p2);index:=k
FinSi
pile-d-arguments:=Dépiler (p1)
Sinon
Si nbuts>0
Alors Pour i=nbuts a 1 Empiler(Clone(pile-d-arguments),pl)
FinSi
Si Est-vide(pl)
Alors
Si Est-vide(p2)
Alors sortir
Sinon p1:=Clone(p2) ;Vider(p2);index:=k

FinSi
FinSi
pile-d-arguments:=Dépiler (pl)
FinSi
ExpanseVerif (pile-d-arguments, (rang+1) ,index,pl,p2,k)
FinSi

Fin

F1G. 4.5 — Corps de lalgorithme d’expansion gérant les erreurs



4.4. CONCLUSION 75

L’expansion quant a elle, nécessite un dialogue constant avec le systéme. Lors de la mise
en ceuvre pratique de l'algorithme d’expansion, cela entraine de nombreuses complications
liées & des problémes de synchronisation. Le développement en cours de la nouvelle version
de CtCoq en java (appelée PCoq)[69] devrait grace au multi-threading permettre de mieux
gérer ces problémes.

Enfin ces fonctions sont la pierre angulaire de la plupart des manipulations de script
exposées dans la suite de ce document.



76 CHAPITRE 4. CONTRACTION ET EXPANSION DE I’ARBRE DE TACTIQUES



7

Chapitre

Lemmification et factorisation de lemmes

Pendant la construction d’une preuve, on peut étre amené & prouver un sous-lemme
ayant un intérét propre. On peut Iénoncer et le prouver séparément (Ainsi linterface
CtCoq permet d’avoir plusieurs fenétres de preuve pour prouver plusieurs résultats "en
paralléle") mais cela nécessite de savoir a priori quelles hypothéses du contexte local vont
étre utiles & sa preuve et doivent étre abstraites pour en construire 1’énoncé exact. Le
probléme que nous cherchons & étudier est celui qui se pose & 'utilisateur lorsqu’il veut
faire un lemme indépendant d’une sous-preuve effectuée dans le contexte local. Il lui faut
alors repérer a posteriori les hypothéses de ce contexte qui ont été réellement utilisées, les
abstraire pour construire ’énoncé du théoréeme et finalement extraire la partie de script
correspondant & sa preuve. C’est ce processus que nous appelons lemmification.

5.1 Lemmification

Nous commencons par un exemple (un peu idyllique) puis nous détaillons le processus
de lemmification. Nous abordons ensuite son implémentation dans Coq et CtCoq. Enfin
nous discutons les faiblesses de notre approche.

Exemple 5.1

Supposons que l’addition soit définie comme suit:

Fixpoint plus [n:nat] : nat -> nat :=
[m:nat]Cases n of
0 =>m
| (8 p) => (S (plus p m)) end.

L’utilisateur décide d’en prouver la commutativité: il écrit le script suivant (les commen-
taires rappellent le chemin dans l’arbre de preuve). Les noms des hypothéses introduites
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sont ezxplicitement indiqués pour des raisons que nous discutons au § 5.1.3. Cela est
nécessaire au bon fonctionnement de nos outils.

Lemma comPlus : (p,q:nat)(plus p q)=(plus q p).

Induction p. = O *)

Simpl. (x (1) *)

Induction q. (x (1;1) *) (*(q:nat)q=(plus q 0)*)
Trivial. (e (151;1) %)

Intros. (x (151;2) %)

Rewrite H. (e (151;2;1) %)

Trivial. (e (151;2;5151) *)

Intros n H. (x (2) *)

Simpl. (x (2;1) *)

Intro q. (x (251;1) *)

Rewrite (H q). (e (251;1;1) *)

Elim q. (x (2;1;1;1;1) *) (*x(S (plus q n))=(plus q (S n))*)
(Simpl; Trivial). (x (2;1;1;1;1;1) *)

Intros n0 HO . (x (2;1515151;2) *)

Simpl. (e (25151515152;51) %)

(Rewrite HO; Trivial). (x (2;1;1;1;1;2;1;1) *)

Il remarque alors que durant cette preuve il a prouvé des résultats intéressants par euz-
meémes et qui pourront étre utiles dans d’autres preuves.

Il retient (q:nat)g=(plus q 0) et (8 (plus g n))=(plus q (8 n)) et décide d’en
faire des lemmes a part entiére.

Pour cela il peut utiliser notre fonction de lemmification. Cette fonction prend pour
arqguments un chemin dans l'arbre de tactique et un nom et génére le lemme correspondant
au sous-but associé a ce chemin.

Ainsi dans cet exemple il pourra générer

# lemmify [1;1] "plus_n_0";;

Theorem plus_n_0 : (q:nat)q=(plus q 0).
Intros .

Induction q.

Trivial.

Intros.
Rewrite H.
Trivial.

Save.
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et

# lemmify [2;1;1;1;1] "plus_n_Sm";;

Theorem plus_n_Sm : (n,q:nat) (S (plus q n))=(plus q (S n)).
Intros n q .

Elim q.

(Simpl; Trivial).

Intros n HO.

Simpl.

(Rewrite HO; Trivial).
Save.

On peut nettoyer le script de départ pour obtenir:

Lemma comPlus :(p,q:nat) (plus p q)=(plus q p).
Induction p.

Simpl.

Intros;Apply plus_n_0.

Intros n H.

Simpl.

Intro q.

Rewrite (H q).

Intros;Apply plus_n_Sm.

Save.

¢

Dans l'environnement CtCoq la sélection du sous-but se fait par un simple clic a la
souris et seul le nom du nouveau lemme est demandé a l'utilisateur. Les lemmes générés
sont insérés automatiquement dans le script. Nous verrons néanmoins que pour que 1’'on
puisse affirmer que le script reconstruit est une preuve valide du lemme généré il faudra le
rejouer.

5.1.1 Principe de fonctionnement

Pour modéliser ces transformations nous enrichissons le modéle d’arbre de preuve du
§ 3.1. L’ensemble des buts étant noté BUT , on considére un but comme un séquent I',F' F ¢.
On appelle T" la base locale d’hypothéses ou contexte local. F est appelé un environnement:
c’est une liste de noms associés aux résultats précédemment prouvés. La notion d’environ-
nement est étudiée dans la seconde partie de cette thése.

L’environnement est fixé au début de la preuve et est donc le méme pour tous les
sous-buts de ’arbre de preuve (nous ’omettrons désormais dans notre représentation des
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séquents). Le contexte local, quant a lui, évolue a chaque étape de la construction de la
preuve.

Au commencement d’une preuve, I" doit étre vide. Donc dans un but associé a la racine
d’un arbre de preuve, I' est vide. Les régles d’introduction et d’élimination du V, permettent
d’introduire ou de supprimer de nouvelles hypothéses dans I'.

Les hypotheses introduites dans I' peuvent étre utilisées pour prouver g mais toutes ne
sont pas forcément nécessaires. Si la preuve est compléte (sil n’y pas de but ouvert) on
peut déterminer quelles hypothéses sont réellement utilisées dans la preuve.

On se donne une fonction simplifier : BUT — BUT qui associe & un but I' - ¢ le
but IV I ¢ tel que I' = {X C T'|Xest utilisé dans la preuve de g}. I’ est donc le contexte
minimal dans lequel la preuve de g reste valide. Cette notion de validité peut se définir &
deux niveaux:

— Dans un systéme admettant un objet preuve comme Coq, cela peut étre la validité
du terme de preuve (i.e. le fait que dans le contexte I'’, son type est g).

— De fagon plus générale on peut définir la validité d’une preuve par rapport au script,
c’est-a-dire par le fait que si 'on rejoue le script avec le contexte local simplifié, il
produira le méme résultat qu’avec le contexte non simplifié.

Le processus de lemmification peut se décomposer de la maniére suivante:
Sélectionner un nceud, et récupérer le sous-script de tactique (S) qui lui est associé.

Récupérer le but B =T' I+ ¢ associé au nceud que 'on a sélectionné.
Si la preuve est compléte, simplifier B en B’ =T"+ ¢

- W=

Fabriquer ’enoncé généralisé (c’est-a-dire un but dans lequel on a passé toutes les
hypothéses de T & droite du signe F).

5. Compléter le script de preuve pour ajouter les commande Intros correspondant aux
généralisations effectuées.

La premiére étape se fait a l’aide des outils du chapitre précédent, la seconde et la
troisiéme sont de simples appel aux fonctions but et simplifier. La derniére étape consiste
a rajouter en téte du script les commandes d’introduction qui nous raménent dans I’état
B'.

5.1.2 1Idée de I'implémentation dans Coq et CtCoq

Les fonctionnalités du chapitre précédent fournissent le chemin, le sous-arbre et le but.
Le principe est le suivant:

1° Retrouver dans le script de preuve P, la tactique T ayant attaqué le sous-but SG.
Pour cela I'utilisateur utilisera les outils de navigation du chapitre précédent. Une
fois la tactique sélectionnée par l'utilisateur le reste de la génération de lemme
(donc toutes les étapes qui suivent) est automatique.
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2° Retrouver la base BH d’hypotheéses (contexte local) au moment de l'application de
cette tactique T.

3° Retrouver dans le terme de preuve correspondant au script de preuve P le sous-
terme de preuve ST correspondant au script de preuve SSG du sous-but SG.

4° Pour calculer les hypothéses réellement utilisées dans la preuve de SG, parcourir
le terme de preuve ST et rechercher les identificateur libres dans ce terme; faire
I’intersection de ’ensemble d’identificateurs obtenus avec I’ensemble des identifica-
teurs référencant les hypothéses de BH. Soient BUy : T} ... BU,, : T}, les hypothéses
correspondant cette intersection.

5° Créer le Lemme NL et le script de preuve correspondant:

Lemma NL := (BU1:T1)...(BUm:Tm) (SG).
Intros BU1,...,BUnm. (réintroduction des hypothéses abstraites)
S8G

6° Pour prouver le lemme sans avoir a rejouer tout ce script on redonne au systéme
le A-terme ST.

Proof [BU1:T1]...[BUm:Tm]ST.

5.1.3 Faiblesse de notre approche
Probléme de nommage des hypothéses

Dans [18] Paul E. Black et Phillip J. Windley étudient les problémes liés a ’accés aux
hypotheses en HOL. Ils présentent plusieurs fagons de les référencer, par leur position dans
la liste d’hypothéses, en les citant explicitement, en les nommant (ce qui se fait en Coq) ou
en filtrant la liste d’hypothéses avec un motif donné. Ils affirment que le nommage explicite
est la meilleure approche a long terme et la moins sensible aux modifications futures.

Dans Coq les hypothéses sont nommées lors de leur introduction dans le contexte local
et ’accés a ces hypothéses se fait par référence au nom introduit. Ce nommage peut étre
fait explicitement par I'utilisateur, ou laissé au systéme en écrivant simplement Intros. Le
comportement d’Intros pour le nommage des hypothéses est le suivant:

Si le but courant est un produit dépendant (x:T)U et que x est un nom qui
n’existe pas dans le contexte courant, alors Intros met x:T dans le contexte
local sinon elle met xn: T, ot n est un entier tel que xn soit un nom nouveau. |...]
Si le but est un produit non dépendant T->U alors Intros ajoute au contexte
local Hn: T (si T est de type Prop ou Set) ou Xn:T (si le type de T est Type) ou
n est un entier tel que Hn et Xn soient des noms nouveaux.

Le probléme de ce systéme de nommage (qui est également utilisé par les autres tac-
tiques qui introduisent des hypothéses dans le contexte local comme Split, Inversion ou
Program) est que les noms introduits sont dépendants du contexte.
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Ainsi, si on essaye de rejouer le méme script dans un contexte différent, les noms des
hypothéses peuvent étre différents et les tactiques qui les utilisent ne feront alors plus
référence aux bonnes hypothéses. Le script ne sera plus valide.

Exemple 5.2

Ainsi si dans Uexemple 5.1 les hypothéses introduites n’étaient pas explicitement nom-
mées, le second théoréme isolé (plus_n_Sm) serait:

Theorem plus_n_Sm : (n,q:nat) (S (plus q n))=(plus q (S n)).
Intros n q.

Elim q.

(Simpl; Trivial).

Intros. (* on ne précise pas que 1’hypothése introduite doit *)
Simpl. (x &tre nommé HO *)

(Rewrite HO; Trivial). (#¥Rewrite utilise une hypothése qui n’existe plus)
Save.

1l ne pourra étre rejoué. Les trois premiéres lignes de script repassent sans problémes et
produisent le méme résultat que précédemment. Apres leur exécution, le contexte local ne
contient que les hypothéses:

n : nat
q : nat

De sorte que la tactique Intros de la quatriéme ligne, nomme H [’hypothése qu’elle nom-
mait précédemment HO. Par suite la tactique Rewrite de la derniére ligne référence main-
tenant une hypothése qui n’existe plus, ce qui provoque l’échec. &

Il nous faut ici souligner les différences de style de preuve liées a 1'utilisation de I'envi-
ronnement CtCoq.

Différences dans les nommages des hypothéses introduites Quand on utilise Coq
on a tendance & utiliser la tactique Intros sans argument. C’est alors le systéme de preuve
qui nomme les hypothéses introduites. Mais ces noms n’apparaissent pas dans le script
conservé par l'utilisateur. Ainsi s’il tente de rejouer son script dans un contexte légérement
différent, le systéme de preuve risque de nommer différemment les hypothéses introduites,
de sorte que la suite du script deviendra incohérente.

Dans 'environnement CtCoq, il est bien sir toujours possible d’utiliser Intros mais
lorsque 'on fait les preuves en utilisant la machinerie de preuve par sélection [15], les noms
des hypothéses a introduire sont calculés lors de la génération de la commande envoyée,
de sorte que c’est une commande Intros nq...n, qui est envoyée au systéme et stockée
dans le script.

Remarquons que la différence entre les preuves obtenues avec un prouveur interactif
utilisé en ligne de commande et le méme prouveur utilisé avec une interface graphique
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utilisateur est un probléme trés général. Il a été étudié dans un cadre générique par Merriam
et Harrisson [86].

Pour essayer de rendre le nommage des hypothéses moins dépendant du contexte, on
peut définir une discipline de conception et d’utilisation des tactiques introduisant des
hypotheses dans le contexte local, mais, il est également intéressant de définir dans I’envi-
ronnemt CtCoq les outils adéquats pour gérer les problémes de nommage.

L’exemple 5.2 montre 'importance d’une procédure permettant de forcer le nommage
explicite sur une preuve terminée. Une telle procédure utilisera les outils d’expansion de
script du chapitre § 4.3. Nous avons décrit au chapitre 4 une procédure permettant de res-
taurer le nom des hypothéses introduites par la tactique Intros. Mais d’autres tactiques
peuvent introduire des hypothéses dans le contexte local. La tactique Split est équiva-
lente & Intros;Apply ci, ou ci est le constructeur du type inductif correspondant au but
courant. Le traitement fait sur Split peut donc étre le méme que celui fait pour Intros
c’est-a-dire analyser le contexte local avant et aprés ’application de Split et remplacer
dans le script Split par Intros H1...Hi ...Hn;Split ou les H; sont les noms des hy-
pothéses introduites. On pourrait aussi prévoir d’autoriser la syntaxe Split H1 ...Hn. Le
traitement des autres tactiques commencant par appliquer Intros est le méme.

Les tactiques d’inversion posent plus de problémes puisqu’elles font appel & Intros au
milieu de leur exécution. On ne sait pas au départ combien d’hypothéses vont étre intro-
duites. L’idée est d’ajouter un argument a ces tactiques qui doit étre un nom n’existant pas
déja dans I'environnement et qui sert alors de préfixe aux noms des hypotheéses introduites.
Cela n’as pas encore été testé, mais on montre le fonctionnement attendu sur un exemple
fait & la main.

Exemple 5.3

Inductive Le : nat->nat->Set :=
Le0: (n:nat)(Le 0 n)
| LeS: (n,m:nat)(Le nm) -> (Le (S n) (Sm).
Variable P:nat->nat->Prop.
Variable Q:(n,m:nat) (Le n m)->Prop.

Lemma ExInversion :(n,m:nat)(Le (S n) m)->(P n m).
ExInversion < Intros.

1 subgoal
n : nat
m : nat

H: (Le (S n) m

(P n m)

ExInversion < Inversion H mon_exemple.
1 subgoal
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n : nat

m : nat

H: (Le (8 n) m)
mon_exempleO : nat
mon_exemplel : nat
mon_exemple2 : nO=n
mon_exemple3 : (S mO)=m
mon_exemple4 : (Le n mO)

(P n (S mO))

Ainsi quelques soient les noms présents dans le contexte local, (pourvu qu’il ne contienne
pas déja l'identificateur mon_exemple), les noms d’hypothéses introduits par inversion
sont les mémes.

Autres problémes

On rencontre ici aussi les deux problémes récurrents de nos outils, les faiblesses diies a
I'utilisation des variables existentielles et des procédures de décision automatiques.

On peut essayer d’étendre le processus de lemmification a des sous-buts contenant des
variables existentielles. Pour lemmifier un sous-but contenant des variables existentielles,
la démarche est la méme que dans le cas sans variable existentielle mais, il faut en plus
réintroduire une quantification existentielle sur un objet du méme type que la variable et
remplacer toutes les instances de la variable dans le sous-but par cet objet. Par exemple
si on veut lemmifier sur le sous-but (S (S (plus?77 (0))))=(5) on le transforme en (Ex
[x:nat] (S (S (plus x (0))))=(5)) et on introduit en téte du script EApply ex_intro.
Mais cela est possible que si la variable existentielle n’est pas contrainte par une tactique
de rang inférieur & celle que I'on sélectionne pour la lemmification. Sinon on ne retrouvera
pas forcément la méme contrainte en rejouant le script issu de la lemmification.

Les problémes lies a la sensibilité au contexte des procédures de décision automatique
sont traités au chapitre 9. Disons simplement ici que dans de trés rares cas ou le script
du sous-but lemmifié contient des opérateurs non monotones comme Orelse utilisés en
liaison avec des procédures de décision automatique, il est possible que le script du résultat
lemmifié ne puisse pas étre rejoué.

5.2 Factorisation de lemme

Pendant la construction d’une preuve, il arrive que ’on rencontre plusieurs fois "le
méme sous-but". Il est assez rébarbatif et inefficace de faire deux fois la méme sous-preuve.
Nous aimerions disposer d’une commande de factorisation qui ferait une fois pour toute
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la sous-preuve et 1'utiliserait ensuite dans tous les sous-buts ou cela est nécessaire. Nous

détaillons cela sur un exemple trivial.

Exemple 5.4

On consideére le lemme trivial ci-dessous:

Lemma factor

qui peut étre prouvé par le script suivant

L1
L2
L3
L4

L5

L6
L7

L8

Et qui correspond au A\-terme suivant:

: A\/A-> A/\A.

Intros.
Elim H.

Split.

Exact

Exact

Split.

Exact

Exact

factor < Show Proof.

LOC:
Subgoals
Proof: [H:A\/A]

(or_ind A A A/\A [HO:Al<(A),(A)>{HO,HO} [HO:Al<(A), (A)>{HO,HO}

H)

HO.

HO.

HO.

HO.
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| Intros. |

| Exact HO | | Exact HO | Exact HO | | Exact HO |

&

En fait les sous-buts résolus par les branches B1 et B2 sont identiques et ont été générés

par la tactique de la ligne 2: Elim H. Ils correspondent tous deuz a:

H : A\/A

A->A/\A
Le terme de preuve incomplet correspondant o cet état est:

factor < Show Proof.

LOC:

Subgoals

1092 -> A\/A->A->A/\A

1093 -> A\/A->A->A/\A

Proof: [H:A\/Al(or_ind A A A/\A (71092 H) (7?1093 H) H)

Apres résolution de la branche B1, le terme de preuve est:

factor < Show Proof.

LOC:

Subgoals

1162 -> A\/A->A->A/\A

Proof: [H:A\/A]l(or_ind A A A/\A [HO:Al<(A),(A)>{HO,HO} (7?1162 H) H)

Le sous terme correspondant a cette branche est:

[HO:Al<(A), (A)>{HO,HO}




5.2. FACTORISATION DE LEMME 87

On constate qu’il est indépendant de H. On n’a donc pas besoin d’abstraire ’hypothése
H. Le lemme a introduire est donc:

Lemma intermédiaire : A->A/\A.

On devrait pouvoir le prouver par le script suivant, correspondant a la branche B1.

L3 Split
L4 Exact HO
L5 Exact HO

Mais comme il n’y pas d’hypothése H dans [’environnement local au moment du Split,
il introduit une hypotheése H au liew de HO et par conséquent les lignes 4 et 5 échouent. Si
on a pris soin de sécuriser le nommage des hypothéses on aura

3: Intros HO;Split
4: Exact HO

5: Exact HO

Qui repasse sans probleme.

En fait, pour ne pas perdre de temps & rejouer la preuve, on enverra au systéme, le
sous terme de preuve isolé plus haut:

Coq < Lemma intermédiaire : A->A/\A.
1 subgoal

A->A/\A

intermédiaire < Proof [HO:A]<(A), (A)>{HO,HO}.
intermédiaire is defined

En remplacant les deux branches identiques par un Exact intermédiaire, le script
de preuve du lemme principal (factor) devient

Intros.
Elim H;Exact intermédiaire.

Le terme de preuve correspondant est alors

factor < Show Proof.

LOC:

Subgoals

Proof: [H:A\/A](or_ind A A A/\A intermédiaire intermédiaire H)
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Si nous ne voulons pas surcharger 'environnement, en ajoutant un lemme comme
intermédiaire mous pourrons ajouter un Cut. Pour cela, il faut remonter o l’ancétre
commun aux deux sous-buts SG et le précéder d’un Cut SG; la preuve de SG est 4 faire a
la fin. Pour notre exemple cela donne le script:

Intros.

Cut A->A/\A.
Intros.

Elim H.
Exact HO.

Exact HO.
Intros HO;Split. (x *)
Exact HO (* *)

(* ou réutiliser le sous-terme *)
Exact HO (* *)

5.2.1 Principe de fonctionnement

La figure 5.1 montre le principe de fonctionnement de la factorisation une fois que ’'on
a detecté deux sous-buts semblables S; et Sy, et S; etant prouver.



5.2. FACTORISATION DE LEMME 89

Preuve incompléte, au moment
ou I'on constate la similitude
des buts a prouver.

On pourrait la finir en recopiant
la preuve P de s1 en s2

____ Ancétre commun

Lapreuve _— N \\
de s1 ~_\
~
~\_Deux sous buts
identiques

Factorisation avec / Factorisation avec ajout
enrichissement de / \ d’un Cut
I'environnement / \

_ —~—Onfait

Cut s1 avant
'ancétre

¢a ajoute une
hypothése
Hi:s1 et génére
un but s1

Ajouté dans
I'environnement

/ \
comme un lemme
i A A
A A

~ ’ —
~ \ /-
S \ L
>~o N Juste
~ \ Juste Exact Hi
~\ Exact LP

FiG. 5.1 — [llustration du principe de factorisation

En pratique détecter deux sous-buts identiques dans une grosse preuve est beaucoup
trop coiiteux puisque, dés que ’on aura plus d’une branche dans ’arbre de preuve, il
faudra comparer deux a deux chacun des nceuds. Par contre si I'on sait qu’un résultat
a déja été prouvé, il est facile de le retrouver et de I’exploiter. C’est aussi 'objet de la
tactique Similar décrite ci-dessous.

La tactique Similar

La tactique Similar vise, comme son nom l’indique, & exploiter les similarités de cer-
taines sous preuves. Pour une question de coiit, ces similarités qui se limitent pour I'instant
a une convertibilité ne sont pas détectées systématiquement, c’est & 'utilisateur de se dire
"tiens j’ai déja prouvé quelque chose comme ¢a!", et d’appliquer alors Similar. On par-
court alors ’arbre de preuve a la recherche d’un but convertible avec le but courant. Si un
tel but existe on calcule quelles hypothéses ont été nécessaires & sa preuve. Si ces hypo-
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theses sont satisfaites dans le contexte courant, on peut réutiliser la preuve qui est alors
mise en facteur.

5.3 Conclusion

La lemmification permet une meilleure structuration des développements. Elle permet
de faire cette structuration a posteriori. Enfin alliée & la factorisation, elle peut entrainer
un gain de temps certain lorsqu’on rejoue un script et lors de la vérification du terme de
preuve généré.

En effet, en Coq, une fois le terme de preuve généré, il est soumis au vérificateur qui
infére son type et le compare avec le but initial. Lorsque pendant l'inférence de type,
ce vérificateur rencontre un identificateur il a directement accés & son type alors que s’il
rencontre le sous terme correspondant, parfois & plusieurs occurrences, il devra & chaque
fois inférer le type de ce sous-terme, ce qui peut étre trés coliteux si le terme est gros.
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Introduction

Notion de théorie

En mathématique une théorie est ’ensemble des résultats déductibles d’un systéeme
d’axiomes. Dans les assistants de preuve, la représentation de la notion de théorie est trés
variable. Elle dépend autant de I’état de développement des systémes que de la logique sur
laquelle ils reposent. Dans certains démonstrateurs, c’est un concept du langage avec des
opérations propres (HOL a, par exemple, des commandes open theory et close theory
qui permettent respectivement d’ouvrir et de fermer une théorie), dans d’autres il n’existe
pas de support syntaxique associé a la notion de théorie. Elle transparait alors simple-
ment dans l'organisation du développement des preuves. Dans un assistant de preuve, un
développement est un ensemble de définitions et de théorémes dans lequel les parties séman-
tiquement liées sont regroupées entre elles. Un tel regroupement forme alors une théorie.
La notion la plus appropriée pour regrouper des résultats est celle de module. Des sys-
témes comme Larch, Imps ou PVS ont une notion de théorie ou de module. Ces modules
peuvent étre paramétres et permettent comme dans les langages de programmation une
meilleure structuration des développements. De nombreux travaux portent actuellement
sur la notion de module dans les systémes de preuve (par exemple les travaux de David
Aspinall [7] pour Isabelle ou de Judicaél Courant [28] pour Coq). Cependant, actuellement
dans la majorité des systémes, on doit se contenter de regrouper les résultats par fichiers
et répertoires. En Coq ces fichiers sont compilables séparément et le systéme fournit aussi
un mécanisme de Section qui permet d’organiser un peu plus finement les résultats mais
nous ne considérons pas cette possibilité pour le moment. Dans la suite de ce chapitre,
nous appellerons donc théorie un fichier ou un ensemble de fichiers.

Dépendances au niveau des théories

Avec la conception minimaliste de théorie que nous avons retenue les dépendances entre
théories se raménent & un calcul de dépendance entre fichiers.
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Maintenir la cohérence d’un ensemble de fichiers lorsque des modifications sont faites
dans I'un (ou plusieurs) d’entre eux est une téche difficile. Dans I'environnement Uniz,
des programmes comme make [44] sont classiquement utilisés pour imposer le maintien
de la cohérence en gérant ’ordre de recompilation des fichiers et en recompilant ceux qui
doivent 1’étre en cas de modification. Les relations de dépendance entre les fichiers sont
déclarées par 'utilisateur dans un fichier de description utilisé par make, le Makefile. Des
outils pour calculer les dépendances entre les fichiers dans un format lisible par make sont
désormais classiques. On a par exemple makedepend pour les dépendances entre fichiers C.
Ce programme parcourt les sources et utilise les #include pour calculer les dépendances.
Dans le monde des langages fonctionnels, comme par exemple Caml [140, 71| on dispose
d’outils comme camldep, ou dans le monde des systémes de preuves comme Coq on dispose
du programme coqdep. Ils procédent tous de la méme fagon, en recherchant les unités de
compilation externes pour fournir une description des dépendances au format Make. C’est
une étude purement syntaxique des fichiers sources.

L’utilisation classique de ces outils de calcul permet la compilation séparée des dif-
férentes bibliothéques d’un systéme. Mais comme le montrent les exemples de la fin de
ce chapitre, ils peuvent aussi servir de base & un systéme de visualisation graphique des
relations entre théories, offrant ainsi & l'utilisateur une meilleure compréhension de ses
développements.

Les outils travaillant avec une granularité plus fine que celle des fichiers sont moins
classiques. Dans le cadre des langages de programmation on peut mentionner les systémes
d’analyse de flot de données. Dans le cas particulier des langages fonctionnels signalons
aussi le travail de Boquist et Sparud [19] qui décrit un environnement de développement
pour Standard ML [6] sous GNU Emacs dans lequel ils maintiennent les dépendances entre
fonctions et les utilisent pour simuler une liaison dynamique alors que la liaison de SML est
statique. Ainsi, lorsqu’une fonction est modifiée, toutes les fonctions qui 'utilisent feront
référence a la nouvelle version de la fonction modifiée.

Au chapitre 6 nous nous intéressons au calcul des dépendances entre théorémes et défi-
nitions dans les systémes d’aide & la preuve, c’est-a-dire & 'intérieur d’une théorie donnée.
Nous présentons une modélisation de ces dépendances au travers de la notion de graphe
de dépendance, ainsi que différents moyens de les calculer, puis nous présentons un pano-
rama d’outils les utilisant (visualisation, "Reset logique", coupe de théorie, déplacement
et réorganisation de code, propagation de modifications ...) . Nous concluons le chapitre
en présentant un outil de visualisation des dépendances entre théories (fichier, répertoire)
et de visualisation des hiérarchies de type. Le chapitre 7 présente en détail une premiére
application utilisant le graphe de dépendance entre objets, la coupe de théorie qui est une
notion analogue a celle de coupe de programme (slicing) en génie logiciel. Nous montrons
les lacunes de notre calcul de dépendance mises en évidence lors de la réalisation de cet
outil (et que 'on retrouvera dans la réalisation des différents outils des chapitres suivants)
et proposons plusieurs alternatives. Le chapitre 8 s’intéresse a la propagation des modifica-
tions. L’objectif est de savoir lorsqu’un théoréme, une preuve ou une définition est modifié,
quels sont les objets (preuve, définition...) qui doivent étre vérifiés (dans le cas des outils
d’aide a la preuve, on dit qu'ils doivent étre rejoués). On développe ensuite un outil inter-
actif d’aide & la propagation des modifications. Notons que la méthode proposée est aussi
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valable dans le cadre les langages fonctionnels mais que, comme nous le montrons, dans le
cas particulier des systémes de preuve, le mode de propagation des modifications permet
d’en limiter la portée. Enfin, le chapitre 9 introduit les problémes liés aux procédures de
décisions automatiques et discute les solutions proposées. .
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Chapitre

Calcul et applications des dépendances au
niveau des théories

6.1 Introduction

Ce chapitre présente une modélisation des dépendances entre objets d’une théorie et
les différents moyens de les calculer.

Dans le cas local, étudié au chapitre 3, alors que l'utilisateur manipule un script de
preuve nous utilisons un arbre de dérivation pour représenter une preuve en mettant en
valeur les dépendances entre les différentes partie de la preuve. Ici alors que l'utilisateur
manipule un script dans lequel il définit les objets les uns apreés les autres nous utilisons un
graphe pour représenter la structure d’une théorie et les dépendances entre les différents
objets.

6.2 Modéle abstrait de théorie

Note: Dans tout ce document on emploie indifféeremment les mots contexte et environ-
nement.

On définit 'ensemble des définitions, noté £D, par la donnée d’un triplet (N x SPEC x
R), ou N est un ensemble d’identificateurs, SPEC un ensemble de spécifications et R
un ensemble de réalisations.

Exemple 6.1

Dans le systeme Cogq, l'identificateur est le nom de [’objet que [’on est en train de définir.
1l est unique. La spécification correspond au type de [’objet et la réalisation au terme
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qui lui est associé (terme de preuve ou terme fonctionnel). On peut la visualiser par la
commande Print. On a par exemple les définitions suivantes:

plus = (* 1’identificateur *)
Fix plus
{plus [n:nat] : nat->nat :=
[m:nat]Cases n of (* la réalisation *)
0=>m
| (S p) => (S (plus p m))
end}
: nat->nat->nat (* la spécification *)
ou
plus_sym =
[n,m:nat]

(nat_ind [n0:nat] (plus n0 m)=(plus m n0) (plus_n_0 m)
[y:nat; H:((plus y m)=(plus m y))]

(eq_ind nat (S (plus m y)) [nO:nat] (S (plus y m))=n0
(f_equal nat nat S (plus y m) (plus m y) H) (plus m (S y))
(plus_n_Sm m y)) n)

(n,m:nat) (plus n m)=(plus m n)

On constate par ailleurs qu’il n’y pas de différence entre la définition d’un théoréme
ou d’une fonction. Il est d’ailleurs possible de définir la fonction plus comme une preuve
particuliere d’un théoréme d’énoncé nat->nat->nat. &

On introduit une relation R4, sur £D x £D dite relation de dépendance directe.
Pour deux objets di et da on a diR4epd2 si la définition (c’est-a-dire la spécification ou la
réalisation) de dy utilise d;. On se donne une fonction dep : €D — P(ED) dite fonction
de dépendance directe qui associe & toute déclaration I’ensemble des déclarations dont
elle dépend directement.

On a évidemment:

Ydy,dy € Lc:Djledede & dp € dep(dg)

La fermeture transitive de R4, nous donne la relation de pré-ordre partiel <4, dite
relation de dépendance. On a donc:

Vdq,dy € ED, dy <dep dy & dl,]—\”;lkepd2
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On définit aussi par transitivité la fonction depAll qui associe & une déclaration toutes
les déclarations dont elle dépend. On a:

depAll(d) = {dl|dZ ‘<dep d}

Nous appellerons théorie tout ensemble de définitions partiellement ordonné par la
relation <g4.p. On note 7°H ’ensemble des théories.

Pour représenter les liens entre les différents objets de la théorie on utilise un graphe de
dépendance. C’est un graphe orienté sans circuit (GOSC). Un tel graphe est constitué d’un
ensemble de sommets (ou nceuds) S et d’un ensemble d’arcs A. Un arc est un couple (s,t)
de sommets. Lorsque ’on utilise un graphe dans la représentation d’une théorie, chaque
sommet de ce graphe est une référence & un objet de la théorie. La relation binaire <4,
permet de définir les arcs. Il existe un arc (di,ds) si diRgepds. S'il existe un arc (dy,d») on
dit que ds est adjacent a d;.

Un développement de preuve que nous modélisons a travers la notion d’environnement,
est un ordonnancement des définitions d’une théorie. Au fur et & mesure que des objets sont
définis par 'utilisateur du systéme de preuve, ils sont ajoutés dans un environnement.
Nous représentons l'ordre de définition des objets d’une théorie avec une opération notée
rang. La fonction rang : ED x TH — integer associe a toute définition d’une théorie son
indice dans la liste des objets de ’environnement.

Cela permet de définir un ordre total <j;, entre les objets d’une théorie par:

Vdy,dy € EDdy <pist d2 < rang(dy) < rang(ds)

Un environnement est donc simplement un ensemble totalement ordonné de définitions
géré par le systéme de preuve.

Mais les scripts correspondant au développement d’un utilisateur se répartissent géné-
ralement sur plusieurs fichiers, de sorte que la position dans I’environnement ne se traduit
pas forcément par une position dans un fichier. Pour les activités de maintenance il est
important de savoir dans quel fichier un objet a été défini. On se donne donc une fonction
Fichier Definition : €D — Fichier qui associe & un objet le nom du fichier ou il a
été défini. Remarquons que cette fonction nous permet de calculer trivialement & partir
du graphe de dépendance d’une théorie, dont les définitions sont reparties sur plusieurs
fichiers, le graphe de dépendance entre ces fichiers.

Comme nous ’avions fait pour les notions d’arbre et de script dans le cas local, on peut
ici mettre en correspondance, les notions d’environnement et de théorie. Pour associer une
théorie & un environnement on fera un calcul de dépendance. Ce calcul se fait a ’aide de
la fonction dep. La mise en ceuvre de ce calcul est discutée a la section 6.4.

Pour toute théorie, on peut trouver un ordre total <, compatible avec 'ordre partiel
<dep de la théorie. Autrement dit on peut associer une liste (d; ... d,) croissante des objets
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de la théorie telle que si d; <4 dj alors ¢ < j. Une telle suite est un environnement. Trouver
un tel ordre s’appelle faire un tri topologique. Mais un tel ordre n’est pas unique. Ainsi
plusieurs environnements peuvent correspondre & une méme théorie.

Pour pouvoir ajouter un objet & un environnement, il faudra que tous les objets dont
il dépend soient déja présents dans ’environnement. Pour exprimer ce fait on introduit un
prédicat isValid : ED x Env — boolean qui vérifie qu'une déclaration est valide dans un
environnement donné. En particulier:
si isValid(d,e) = true alors Vd; € dep(d),d; € e A d; <pist d

Un environnement est dit valide si toutes ses déclarations sont valides. Notons que dans
un systéme comme Coq, il n’est pas possible de construire & la main une théorie non valide
(c’est-a-dire & laquelle on ne peut pas associer un environnement valide) mais lorsque ’on
transforme une théorie, a ’aide outils de manipulation de I’environnement, il faut prendre
garde & ne pas l'invalider. La section 6.3 définit une notion de transformation valide qui
permet de définir une classe de transformations préservant la validité de ’environnement.

Les relations et fonctions de dépendance que nous avons introduites permettent de
déterminer de quoi dépend un objet donné. Cette information est statique en ce sens
qu’elle est déterminée lors de la définition de l’objet. La notion réciproque qui permet
de déterminer quelles déclarations dépendent d’une déclaration donnée est une notion
dynamique dans la mesure ot l’ensemble image croit quand ’environnement croit. On
définit ainsi, pour un environnement donné la relation: Rdep_l par:

Vdi,dy € ED diRaey” ' dz & daRaepdy

et la fonction
dep™"(dy) : {da|d2Raepds }

6.3 Manipulation d’environnements

Soit TRANSF V'ensemble des transformations sur un environnement. Soit Transf :
Env — Env une transformation. On dira qu’une transformation est valide si elle est compa-
tible avec les relations d’ordre partiel existantes sur les théories associées & ’environnement
de départ, c’est-a-dire si:

Ve € EnvVd € Transf(e),Vd; € dep(d),d; € Transf(e) Arang(d;) < rang(d)
ou encore si Vd € Trans(e),isValid(d,Transf(e)).

6.4 Implémentation du calcul des dépendances entre objets
d’une théorie

Nous présentons maintenant I'implémentation des fonctions de calcul de dépendance,
dep et depAll. La premiére question que 1’on doit se poser lorsque 'on veut calculer les
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dépendances entre les objets d'une théorie est:"Sur quoi calculer les dépendances?"
Deux réponses sont possibles:

1. Sur le script.
2. Sur I’énoncé et ’objet preuve.

Dans un systéme comme Coq lorsque qu’une preuve est finie, la seule chose qui est
conservée par le systéme est le terme de preuve. D’autre part, les scripts écrits par 1'utili-
sateur sont conservés dans les fichiers texte (suffixés par.v) tandis que la version compilée
de ces fichiers (suffixés par .vo) ne contient que les termes de preuve. Pour répondre a la
question précédente, nous reprenons un de nos exemples favoris: les listes et plus particu-
ligrement le théoréme d’associativité & gauche de la concaténation. On se place dans un
environnement ot tous les fichiers du Prelude de Coq' ont été chargés et ou on a défini
les listes (1ist), la concaténation sur les listes (app) et les deux théorémes suivants.

app_nil_end : (1:1ist) (1=(app 1 nil)).
app_ass : (l,m,n : list)(app (app 1 m) n)=(app 1 (app m n)).

— Calcul des dépendances sur le Script.
On peut énoncer et prouver ’associativité a gauche par le script suivant:

Lemma ass_app : (1,m,n : list)(app 1 (app m n))=(app (app 1 m) n).
Proof.

Intros.

Apply sym_equal.

Auto.

Save.

Les identificateurs libres qui apparaissent dans le script sont:

— list, qui correspond & la définition inductive des listes

— app, qui correspond & la définition de la fonction de concaténation des listes

— sym_equal, qui correspond & la symétrie de I’égalité
Ainsi a partir de ce script on peut savoir que notre théoréme utilise la définition
des listes, de la concaténation et la symétrie de 1’égalité. Mais on ne sait pas ce
que fait la tactique Auto. C’est "une boite noire" qui correspond a une procédure de
décision automatique. Grossiérement cette procédure essaye d’appliquer les théorémes
précédemment définis et marqués comme pouvant étre utilisés par les procédures de
décision automatique?. Donc notre théoréme peut potentiellement dépendre de tout
ce qui a été précédemment défini et marqué.

— Calcul des dépendances sur le terme de preuve.

Nous considérons maintenant le terme de preuve de 'associativité a gauche de la
concaténation des listes. C’est le terme associé a l'identificateur ass_app soit :

ass_app =

1. Le Prelude est un ensemble de fichiers chargés par défaut et qui contiennent les définitions de base
notamment la définition de ’égalité, des entiers et quelques unes de leurs propriétés de base.
2. En Coq ce marquage se fait a I'aide de la commande Hint
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[1,m,n:1ist]
(sym_equal list (app (app 1 m) n) (app 1 (app m n)) (app_ass 1 m n))
(1,m,n:1ist) (app 1 (app m n))=(app (app 1 m) n)
Les identificateurs libres qui apparaissent dans le terme sont les suivants:
— list, qui correspond & la définition inductive des listes
— app, qui correspond & la définition de la fonction de concaténation des listes
— sym_equal, qui correspond & la symétrie de 1’égalité
— app_ass, qui correspond & I’associativité & droite de la concaténation.

On constate qu’il apparait un identificateur de plus que dans le calcul fait sur le
script. Cet identificateur app_ass est associé & un théoréme qui a été utilisé par la
tactique Auto. On en déduit que I'objet associé & I'identificateur ass_app dépend des
objets associés aux identificateurs list, app, sym_equal et app_ass (par abus de
langage on dira souvent que ass_app dépend de list, app, sym_equal et app_ass).

Il semble donc que le terme de preuve soit une structure plus "informative" que le
script, méme si nous verrons plus loin que cela reste & nuancer.

C’est donc sur ce terme de preuve que nous avons d’abord basé notre calcul de dé-
pendance entre objets. Mais il est important de garder & I'esprit que notre objectif est
principalement d’utiliser ces dépendances pour faciliter la maintenance et la manipulation
du script.

D’autre part méme lorsque 'on calcule les dépendances sur le terme de preuve, il faut
systématiquement prendre en compte les identificateurs qui apparaissent dans l’énoncé
mais qui peuvent trés bien ne plus apparaitre dans le terme.

Appliquant récursivement le calcul fait sur les termes & tous les termes de ’environne-
ment, on peut construire le graphe de dépendance d’une théorie. La figure 6.1 montre le
graphe de dépendance d’une infime partie de la théorie des listes.

6.4.1 Implémentation dans Coq

Comme nous venons de le voir notre calcul de dépendance va se faire sur 1’énoncé
et le terme de preuve. Au cours d’une session de preuve, ces termes sont ajoutés dans un
environnement au fur et & mesure de leur définition. L’environnement a donc grossiérement
une structure de liste. Un objet est accessible dans ’environnement grace & un chemin
d’acces, (la terminologie Coq parle de section_path). Ce chemin d’accés est construit
a partir du nom de l'objet et celui de la section ou du fichier ou il est défini (pour une
description plus fine on se reportera au manuel de référence de Coq).

Pour calculer les dépendances d’un objet on reconstruit donc (& partir du nom de objet
et du nom des sections oul cet objet est défini) le section_path qui lui correspond. Cela
nous permet d’accéder au terme qui lui est associé. Un parcours de ce terme nous permet
de savoir de quels autres objets il dépend.
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l list_rect ] l length ] l list_rec ]

\J

daVinci V2.0.3

F1G. 6.1 — Graphe de dépendance d’une partie de la théorie des listes

Pour la majorité des outils de maintenance que nous avons définis, le graphe de dépen-
dance sera calculé une fois le développement de preuve terminé mais on peut aussi vouloir
utiliser ce graphe au cours du développement comme une aide a la compréhension.

On propose donc deux modes de calcul des dépendances, incrémentalement de fagon
interactive ou en "batch" sur un développement fini.

6.4.2 Mode interactif

En mode interactif dés qu’un identificateur est ajouté a ’environnement on calculera
ses dépendances et on ’ajoutera au graphe de dépendance. On pourra visualiser ces dépen-
dances graphiquement ou par une navigation dans le script. Cette visualisation graphique
peut servir de support & une interface de manipulation de ’environnement en cours de
développement. Nous proposons par exemple a la section 6.5.1 un Reset Logique qui est
I’analogue, au niveau des théories du retour-arriére logique du chapitre 3.



104CHAPITRE 6. CALCUL ET APPLICATIONS DES DEPENDANCES AU NIVEAU DES THEORIES

6.4.3 Mode batch

Le mode batch travaille sur les fichiers. On peut choisir de travailler avec les fichiers
de script (suffixés par (.v)) en se contentant de les rejouer et en utilisant la machinerie du
mode interactif pour calculer les dépendances.

On peut aussi travailler sur les fichiers compilés, (suffixés par .vo). Dans ce cas tous les
objets qui on été définis dans le développement correspondant au fichier compilé sont ajou-
tés directement dans I’environnement. On parcourt alors cet environnement en calculant
les dépendances de chaque objet.

6.4.4 Implémentation des graphes

Il existe plusieurs facons de représenter les graphes orientés (voir par exemple [3]). On
peut utiliser une matrice d’adjacence, c’est-a-dire une matrice carrée M de booléen indicée
par les sommets du graphe, telle que M (s1,s9) soit vraie si sy est adjacent & s1. L’avantage
d’une telle représentation est que le temps d’accés & un élément est un temps constant
indépendant du nombre de noeuds et d’arétes. Il y a néanmoins deux inconvénients a cette
représentation: elle se préte mal & ’ajout de nceuds, elle s’accompagne d’une complexité
en espace de Q(n?) meéme si le graphe posséde beaucoup moins de n? arétes ce qui est
généralement le cas des graphes de dépendance que nous manipulons. La lecture d’une
matrice se fait en O(n?), ce qui exclut d’office les algorithmes en O(n) de manipulation de
graphe contenant O(n) arcs.

On préfére donc utiliser une représentation par liste d’adjacence. La liste d’adjacence [
d’un sommet s est une liste des nceuds adjacents & s. Le graphe est représenté par une liste
de couples, (s,l). La complexité en espace est alors proportionelle & la somme du nombre de
nceuds et d’arétes. Le désavantage est néanmoins que tester si deux nceuds sont adjacents
peut maintenant atteindre une complexité en O(n).

Pour stocker les graphes on peut utiliser la représentation sous forme de liste d’adja-
cence commune aux fichiers de dépendance utilisable par Make. La figure 6.2 montre un
exemple d’un fichier de dépendance pour la théorie des listes de la bibliothéque standard.
Il est alors possible d’utiliser 1'outil dependtohtml décrit en 6.6 pour fournir une image
du graphe de dépendance sensible & la souris.

6.5 Bréve présentation des principales applications réalisées
en utilisant le graphe de dépendance

Nous passons maintenant en revue quelques transformations sur les environnements et
les théories, dont certaines seront détaillées dans les chapitres suivants.
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Le/le_elim_rel: Le/le_elim_rel

Le/le_n_0_eq: Le/le_n_0_eq

Le/le_antisym: Le/le_antisym

Le/le_Sn_n: Le/le_Sn_n

Le/le_Sn_0: Le/le_Sn_0

Le/le_S_n: Le/le_S_n

Le/le_trans_S: Le/le_trans_$S

Le/le_pred_n: Le/le_pred_n

Le/le_0_n: Le/le_0_n

Le/le_n_Sn: Le/le_n_Sn

Le/le_trans: Le/le_trans

Le/le_n_S: Le/le_n_S

List/incl_app: List/incl_app List/list List/A List/In List/app List/in_app_or List/incl
List/incl_cons: List/incl_cons List/A List/list List/In List/incl

List/incl_appr: List/incl_appr List/list List/incl List/A List/In List/in_or_app List/app
List/incl_appl: List/incl_appl List/list List/incl List/A List/In List/in_or_app List/app
List/incl_tran: List/incl_tran List/list List/incl List/A List/In

List/incl_tl: List/incl_tl List/A List/list List/incl List/In List/in_cons
List/incl_refl: List/incl_refl List/list List/A List/In List/incl

List/incl: List/incl List/list List/A List/In

List/in_or_app: List/in_or_app List/list List/A List/list_ind List/In List/app
List/in_app_or: List/in_app_or List/list List/A List/list_ind List/In List/app
List/in_cons: List/in_cons List/A List/list List/In

List/in_eq: List/in_eq List/A List/list List/In

List/In: List/In List/A List/list

List/lel_nil: List/lel_nil List/list List/list_ind List/lel List/A Le/le_Sn_0 List/length
List/lel_tail: List/lel_tail List/A List/list List/length Le/le_S_n List/lel
List/lel_cons: List/lel_cons List/A List/list List/length List/lel

List/lel_cons_cons: List/lel_cons_cons List/A List/list List/length Le/le_n_S List/lel
List/lel_trans: List/lel_trans List/list List/length Le/le_trans List/lel
List/lel_refl: List/lel_refl List/list List/length List/lel

List/lel: List/lel List/list List/length

List/length: List/length List/list List/A

List/nil_cons: List/nil_cons List/A List/list

List/tail: List/tail List/list List/A

List/ass_app: List/ass_app List/list List/app List/app_ass

List/app_ass: List/app_ass List/list List/list_ind List/app List/A

List/app_nil_end: List/app_nil_end List/list List/list_ind List/app List/A

List/app: List/app List/list List/A

List/list_rect: List/list_rect List/list List/A

List/list_rec: List/list_rec List/list List/A

List/list_ind: List/list_ind List/list List/A

List/list: List/list List/A

List/A: List/A List/List_Dom

List/List_Dom: List/List_Dom

Chaque objet est précédé de son fichier de définition (ici Le.v ou List.v). Par défaut les objets du Prélude ne sont pas mentionnés,

F1G. 6.2 — Dépendance entre objets de la théorie des listes au format Make

6.5.1 Visualisation et interface

La figure 6.1, page 103 donne une idée de la représentation graphique d’une théorie.
Pour la mise en ceuvre nous avons utilisé le systéme daVinci déja mentionné au chapitre 3
dans le cas des arbres.

En mode interactif, on peut avoir une interface utilisant la représentation graphique
de la théorie pour manipuler ’environnement. Notre premiére expérience dans ce domaine
est 'implémentation du Reset logique.

Le Reset Logique:

Le Reset Logique est le pendant du retour-arriere logique développé pour les théorémes
dans la premiére partie de cette thése.
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Normalement dans le systéme Coq, la Commande Reset qui permet de supprimer un
objet de ’environnement est historique. C’est-a-dire que lorsqu’on supprime un objet tout
ceux qui ont été définis aprés lui seront aussi effacés méme s’ils n’en dépendent pas.

Il nous a paru intéressant d’exploiter I'information fournie par le graphe de dépendance
pour pouvoir supprimer de l’environnement uniquement les objets dépendants effective-
ment de 'objet & effacer.

Si les objets effacés appartiennent tous au fichier en cours de développement, ils pour-
ront, comme nous le faisions avec les tactiques dans le cas du retour-arriére logique, étre
réécrits & la fin du script courant dans la fenétre d’édition.

Néanmoins l'utilisateur ne peut pas étre stir de pouvoir les rejouer sans probléme. Le
déplacement des théorémes entraine en effet un changement du contexte dans lequel ils
seront rejoués et cela peut changer le comportement des procédures de décision automa-
tique. Ce probléme de sensibilité au contexte des procédures de décision automatique que
nous rencontrons dans presque tous nos outils est étudié en détail au chapitre 9.

Nous avons expérimenté le reset logique en réalisant un prototype basé sur notre inter-
face Ocaml/daVinci.

6.5.2 La coupe (ou épuration) de théorie

Nous commencerons par une comparaison avec la notion de coupe de programme (sli-
cing) [141] issue des méthodes d’analyse de flot en génie logiciel.

La coupe de programme peut se résumer a une question du genre "de qui dépend la
valeur de X ala ligne 457". Un "slice" de programme est un programme exécutable obtenu
en effacant du programme original tout ce qui est sans effet sur la valeur spécifiée.

De facon similaire dans le domaine des preuves formelles nous pouvons nous poser la
question "de qui dépend la validité du théoréme T dans la théorie Z". Et on veut, étant
donnée une théorie, prendre un théoréme particulier et ne conserver de la théorie que ce
qui était effectivement utile & la preuve du théoréme sélectionné.

On ne conserve donc de nos scripts que les théorémes, définitions etc. dont dépend
(transitivement) le théoréme que ’on a choisi. On obtient la "théorie minimale" sur laquelle
repose ce théoréme, autrement dit une coupe (slice) de la théorie de départ par rapport au
théoréme étudié.

Notons que la notion de minimalité est relative au développement initial. Le seul ordre
dont on dispose naturellement sur "lI’ensemble des scripts" est un ordre partiel donné par
la relation d’inclusion (qui s’exprime dans ce cas par "est un sous-script de"). Il existe
une infinité de scripts incomparables pour cette relation pouvant mener & la preuve d’un
méme théoréme.

La coupe de théorie correspond & un affaiblissement du contexte global. Cela correspond
au calcul du contexte minimal dans lequel une déclaration d reste valide. Ce contexte



6.5. BREVE PRESENTATION DES PRINCIPALES APPLICATIONS REALISEES EN UTILISANT LE GR/

est trivialement donné par la fonction depAll. L’épuration de théorie est évidement une
transformation valide (au sens de 6.3), néanmoins lorsque nous avons implémenté notre
outil, il est apparu que les résultats obtenus ne pouvaient pas toujours étre rejoués. Les
problémes sont liés a notre fagon de calculer les dépendances (sur 'objet preuve alors que
nous manipulons le script). Le chapitre 7 présente en détail la mise en ceuvre de 1'outil, les
problémes rencontrés et les solutions proposées.

6.5.3 Modification de théorie

Pour continuer notre paralléle avec les notions de I’analyse de flot nous nous sommes
ensuite intéressé a ce qui apparait parfois sous le nom de "ripple effect analysis" [147].
C’est un peu la réciproque du "slicing". Cela cherche & répondre & des questions du genre
"si le calcul de Y a la ligne 45 est changé quelles autres variables sont affectées et a quel
endroit dans le programme?".

Coté preuves formelles, nous avons donc cherché & fournir une aide a la modification de
théorie. C’est-a-dire qu’étant donnée une modification sur un théoréme ou une définition,
on veut fournir a l'utilisateur la liste des théorémes susceptibles de devoir étre & leur tour
modifiés pour rester valides. On veut aussi lui fournir des outils pour ’assister dans la
propagation des modifications. Pour calculer quelles autres déclarations de la théorie dé-
pendent des déclarations modifi¢es, on dispose de la fonction dep™' : ED x Env — P(ED)
et évidemment de depAll~'. Intuitivement il semble que seuls les théorémes qui dépendent
du théoréme modifié puissent étre affectés. Néanmoins nous montrons plus loin que les
tactiques implémentant des procédures de décision automatique (Auto, Trivial...) in-
troduisent des liens plus complexes entre les objets et compliquent sensiblement les choses.

Un algorithme interactif de propagation des modifications est présenté au chapitre 8.
Les outils d’aide a la modification et les problémes liés aux procédures de décision auto-
matique font 'objet du chapitre 9.

6.5.4 Reéorganisation de développement

Assurer que des théorémes d’'un méme domaine soient réellement stockés dans la méme
zone est important pour leur réutilisation ultérieure?® et la maintenance de preuve a long
terme.

On rencontre par exemple une situation qui conduit fréquemment & avoir des résultats
mal placés quand l'utilisateur découvre qu’il manque un théoréme & sa théorie au moment
ou il l'utilise dans un autre développement (par exemple alors qu’il développe une théorie
des polyndémes en utilisant la théorie des listes, il s’apercoit qu’il lui manque une propriété
des listes). La plupart du temps, il prouve alors le résultat dont il a besoin dans le contexte
ou il se trouve et le stocke dans la théorie qu’il est en train de développer (dans notre
exemple la théorie des polynomes). Cela conduit & dupliquer du code et du travail car les

3. Méme si des outils de recherche dans les bibliothéques (comme Searchisos) peuvent aussi aider a
retrouver un résultat dans un ensemble de bibliothéques.



108CHAPITRE 6. CALCUL ET APPLICATIONS DES DEPENDANCES AU NIVEAU DES THEORIES

autres utilisateurs ne sauront pas que ce résultat a été prouvé puisqu’il n’est pas a sa place
naturelle. Il est donc important de permettre de réorganiser la théorie. Mais remettre un
théoréme 4 sa place "naturelle" n’est pas toujours évident. Il faut d’abord pouvoir affirmer
que le résultat a déplacer n’utilise pas de résultats de la théorie courante. Pour vérifier cela
on utilisera la relation dep. D’autre part supprimer un théoréme d’un contexte valide pour
I’ajouter dans un autre contexte valide modifie sensiblement ces contextes, et comme nous
I’avons mentioné au paragraphe précédent des modifications de contexte peuvent modifier
le comportement des procédures de décision automatique et compromettre la validité d’un
script.

La réorganisation d’un développement de preuve pouvant étre vue comme un cas par-
ticulier de la modification de théorie nous ne la présenterons pas plus longuement dans ce
document.

Signalons néanmoins que nous n’avons mentionné que la réorganisation d’une théorie a
posteriori. Dans ’environnement Emacs pour HOL, Curzon [32] a développé la notion de
"virtual theories" et implémenté une réorganisation interactive du code. Il est alors possible
a tout moment d’étendre une théorie, un "censeur" se chargeant de vérifier le fondement du
résultat prouvé par rapport a sa théorie, c’est-a-dire qu’il n’utilise que des résultats de la
théorie ot I'on veut 'ajouter. La mise en ceuvre d’un tel mécanisme dans Coq se heurte au
mécanisme de Section. Lorsqu’on ferme une section, les variables locales qui y sont définies
sont abstraites, ce qui empéche de rouvrir simplement une section comme cela peut étre
fait en HOL.

6.6 Dépendances entre théories et autres outils de visualisa-
tion

— Dépendances entre théories

Les deux graphes visualisés ci-apres, ont été générés automatiquement & partir d’un
fichier de dépendance au format Make, en utilisant I'outil dependtohml [110] que
nous avons développé conjointement avec Loic Pottier.

Le résultat est un fichier html pouvant étre visualisé dans un navigateur Web et conte-
nant une image au format gif sensible & la souris. Les liens correspondant aux noeuds
terminaux peuvent permettre d’accéder aux fichiers correspondants ou visualiser sur
un nouveau graphe les dépendances entre les différents objets de ce fichier.

Nous donnons ici deux exemples de visualisation de I'organisation d’un gros dévelop-
pement. Attention, la notation A — B exprime ici que A dépend de B.

La figure 6.3 montre la structure d’ un développement di a Laurent Théry [136]
conduisant & une preuve de l’algorithme de Buchberger pour le calcul de bases de
Grobner.
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F1G. 6.3 — Dépendances du développement de preuve de l’algorithme de Buchberger

Sur la figure 6.4 on visualise les relations entre les différents fichiers d’une preuve de
compilateur faites par Yves Bertot [14].
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F1G. 6.4 — Dépendance du développements de preuve d’un mini compilateur

— Visualisation d’une hiérarchie de type
Enfin, nous mentionnons un dernier outil de visualisation qui permet de tracer les
graphes de "coercion"* . En effet en mathématique, on a naturellement une hiérar-
chie des théories, ainsi un anneau est aussi un groupe qui est lui méme aussi un
monoide etc. Cela pose le probléme du sous-typage. Dans le systéme Coq, on peut

4. le terme frangais serait coercition mais n’est jamais utilisé. On lui préfére I'anglicisme coercion
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simuler le sous-typage via les "coercions" implicites [118, 119]. Il nous a paru utile de
permettre de visualiser graphiquement la hiérarchie de type ainsi définie. I’exemple
de la figure 6.5 montre le cas d’'un développement sur les anneaux di & Loic Pottier
[109].

(La notation A — B exprime que A est un sous-type de B

(e [Equvaines | [t owon | [rngon
1Y

L oo
[ Preorder | [ Partial_equivalence | [ abelian_sgroup | [ monoid_hom | [ abelian_monoid_on | ring

PSetoid [ saroup_hom | [ abelian_sgroup_on | [ abetian_monoid | [ abelian_group
u
3
»
X onoi roup_on

F1G. 6.5 — Le graphe de coercion de la théorie des anneaux
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Chapitre

La coupe de théorie

Introduction

La coupe de théorie consiste, étant donnés une théorie et un théoréme, a supprimer de
la théorie tout ce qui n’est pas nécessaire  la preuve de ce théoréme. Cela correspond donc
au calcul du contexte minimal dans lequel un théoréme ¢ reste valide. Ce chapitre décrit
I'implémentation de la coupe de théorie et les problémes que la mise en ceuvre pratique a
permis de mettre en lumiére.

7.1 Implémentation

Nous utilisons le graphe de dépendance d’une théorie sous forme de liste d’adjacence.
Chaque noeud a pour étiquette un identificateur et est annoté par le nom du fichier source
et des éventuelles sections ou il est introduit.

7.1.1 Meécanisme de coupe de théorie

Soit T une théorie et ¢ un théoréme.

— Nous calculons la fermeture transitive du sous-graphe issu de ¢. (On évite d’introduire
des répétitions en mémorisant les identificateurs lors de leur premiére introduction
grace a une table de hachage).

— Nous récupérons la liste des fichiers sources ol apparaissent ces identificateurs.

— Il nous reste alors & parcourir ces fichiers et & y supprimer tous les objets qui ne sont
pas associés a un des identificateurs de la fermeture transitive du sous-graphe issu de
t.
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Pour cela, nous avons écrit en utilisant Caml-lex un utilitaire qui analyse les fichiers
sources et supprime tous ces objets. En Coq, Il faut aussi supprimer les références
éventuelles & ces objets dans les commandes Hint ainsi que les références & des fichiers
qui n’apparaissent pas dans la liste de fichiers sources dans des commandes comme
Require ou Load.

7.2 Insuffisance des dépendances calculées sur ’objet preuve.

Dans nos premiéres expériences avec les coupes de théories, il est apparu que les scripts
des théories minimales que nous avions calculés ne pouvaient pas forcément étre rejoués
sans probléme. Certains objets manquaient. Dés lors une question s’imposait:

Les informations dans le terme de preuve forment-elles réellement un
sur-ensemble de celles du script?

Nous allons voir que la réponse est négative et que cela est lié a 1’élimination des
coupures pour reprendre le langage du calcul des séquents ou a la normalisation du A-
terme si ’on préfére la terminologie du A-calcul.

On peut constater que lorsque le script contient ce que nous appellerons des tactiques
de coupure, comme Cut (ou des tactiques composées a partir de Cut comme LApply ou
Generalize), le A-terme stocké par le systéme ne contient pas forcément tous les identifi-
cateurs qui apparaissent dans le script de preuve, comme le montre ’exemple suivant:
Exemple 7.1

On définit un lemme trivial sur les entiers naturels

Lemma trivial_lemma_1 :(x:nat) (x=0)->(pred (S x))=0.
Auto.
Save.

Puis on va prouwver la tautologie suivante en faisant explicitement apparaitre le lemme
précédent (trivial_lemma_1)! dans le script bien que cela soit complétement inutile.

Lemma toto :(A:Prop)A->A.
LApply (trivial_lemma_1 0).
Auto.

Auto.

Si on observe le terme de preuve avant de sauver la preuve, il n’est pas réduit et
trivial_lemma_1 apparait:

toto < Show Proof.
LOC:

1. LApply (trivial_lemma_1 0). produit deux sous-buts (pred (S 0))=0->(A:Prop)A->A et 0=0
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Subgoals
Proof:
([_:(pred (S 0))=0]
[A:Prop] [HO:AJHO (trivial-lemma-1 O (refl_equal nat 0)))

mais apres que la preuve ait été sauvegardée, le A-terme est réduit et la constante
trivial_lemma_1 n’y apparait plus

Coq < Print toto.
toto = [A:Prop] [HO:AJHO
(A:Prop)A->A

Le systéeme garde en effet le terme de preuve sous sa forme normale, et la réduction
sous forme normale, qui a lieu lorsque la preuve est sauvegardée, peut faire disparaitre des
identificateurs du A-terme, comme dans ’exemple précédent.

Le fait qu’un identificateur n’apparaisse pas dans un terme de preuve alors qu’il apparait
dans le script signifie qu’il existe une démonstration qui n’utilise pas cet indentificateur
et donc que le script peut étre réarrangé pour correspondre a cette démonstration. Cela
revient & éliminer les coupures inutiles. Nous discutons & la section 7.3 des possibilités de
réarrangement automatique du script.

Le calcul des dépendances que nous avons fait sur 'objet preuve tel qu’il est sauve-
gardé, c’est-a-dire sous une forme normalisée, s’avére donc insuffisant pour définir des outils
travaillant sur les scripts comme la coupe de théorie.

Au vu de 'exemple précédent deux solutions peuvent étre envisagées:

1. calculer les dépendances sur les termes non normalisés
2. enrichir le calcul de dépendance fait sur 'objet preuve avec les dépendances calculées
sur le script.

Nous montrons maintenant que la seconde n’est pas satisfaisante puis nous présentons
les contraintes introduites par la premiére.

7.2.1 Une premiére solution...inadéquate

Sur 'exemple 7.1 (trivial_lemma_1), 'ensemble des dépendances de toto, calculées
sur 'objet preuve, est vide (puisque le terme de preuve est clos) et le calcul fait sur le
script donne trivial_lemma_1.

On pourra effectivement rejouer avec succeés le script du lemme toto dés que trivial_lemma_1
sera présent dans ’environnement. Il semble donc que ce calcul de dépendance soit satis-
faisant pour servir de base & des outils de manipulation de script. Ce n’est pourtant pas
vrai.



116 CHAPITRE 7. LA COUPE DE THEORIE

On peut en effet, & cause des procédures de décision automatique, rencontrer des cas oi
un identificateur n’apparait ni dans le script ni dans le terme normalisé mais est néanmoins
utilisé dans la preuve. L’exemple 7.2 montre une telle situation.

Exemple 7.2

Lemma titi :(x,y,z:nat)(plus x y)=(plus x z)->y=z.
Induction x;Simpl;Auto.

Save.

Hint titi.

Lemma toto :(A:Prop)A->A.

Cut (x,y,z:nat)(plus x y)=(plus x z)->y=z.
Auto.

EAuto.

L’identificateur titi n’apparait pas dans le script. Il apparait bien dans le terme non
normalisé. Il a été utilisé par une procédure de décision automatique.
toto < Show Proof.
LOC:
Subgoals
Proof: ([_:(x,y,z:nat)(plus x y)=(plus x z)->y=z] [A:Prop] [HO:ATHO
[x,y,z:nat] [H: (plus x y)=(plus x z)] ( 7539 y z H))

On peut aussi noter que le terme de preuve contient encore une variable eristen-
tielle?539 qui devrait étre instanciée si nous voulions stocker le terme sous sa forme non
normalisée. La réduction fait "disparaitre” la variable existentielle, le terme peut donc
étre sauvegardé sous sa forme réduite. De plus aprés réduction, identificateur titi n’ap-
parait plus dans le terme.

Save.

Coq < Print toto.

toto = [A:Prop] [HO:AJHO
(A:Prop)A->A

Ainsi en utilisant seulement le script et le terme normalisé, on ne décéle pas que toto
dépend de titi, pourtant si ce dernier n’est pas présent dans I'environnement le script du
premier ne pourra pas étre rejoué avec succes.

Ici, c’est donc 'utilisation conjointe des tactiques de coupure et de décision automatique
qui masque certaines dépendances. C’est pourtant en liaison avec les procédures de décision
automatique, qu’il est intéressant d’introduire des résultats par coupures sans étre sir qu'’ils
soient utiles pour faire la preuve. L’idée est d’enrichir suffisamment le contexte pour que
la procédure de décision puisse prouver le résultat courant.
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7.2.2 Calcul sur un terme non normalisé

On opte donc pour un calcul sur les termes non normalisés qui peut servir de base a
une implémentation sur de la coupe de théorie?. Cependant la mise en ceuvre de ce calcul
introduit de nouvelles contraintes. La normalisation du terme de preuve a lieu au moment
ou l'on sauvegarde la preuve. Ainsi en mode interactif, il suffit de calculer les dépendances
avant de sauvegarder la preuve.

Lorsqu’un fichier est compilé, ce sont les termes de preuve normalisés qui sont stockés.
On ne peut donc plus utiliser les fichiers compilés pour calculer les dépendances.

Nous pourrions donc envisager de sauvegarder les théorémes sous leur forme non nor-
malisée mais cela n’est pas toujours possible & cause des variables existentielles. Ainsi dans
I’exemple 7.2 le terme de preuve de toto ne peut pas étre stocké sans étre normalisé car
il contient une variable existentielle qui n’est pas instanciée. Il faut donc au moment de la
compilation générer un fichier séparé contenant le graphe de dépendance des théorémes du
fichier.

7.3 Reéorganisation du script de preuve et suppression de
code mort

On peut aussi conserver le calcul de dépendance initial (sur le terme normalisé) et
essayer de réarranger le script pour y supprimer le code mort.

Commencons par le cas simple: celui ot un identificateur apparait dans le script mais
pas dans le terme normalisé. Le principe est le suivant:

1. Détecter qu’un identificateur apparaissant dans le script n’est pas nécessaire a la
preuve en comparant I’ensemble des identificateurs qui apparaissent dans le script
avec ceux qui apparaissent dans le terme normalisé.

Soit p; les chemins correspondants aux tactiques contenant un tel identificateur.

2. Retrouver la tactique de coupure qui a introduit le résultat prouvé par cet identifi-
cateur.

3. Effacer la branche issue de cette tactique en utilisant le mécanisme de retour-arriére
logique du chapitre 3 éventuellement aprés avoir expansé le script de preuve a ’aide
des outils du chapitre 4.

Seul le second point est un peu délicat. On recherche en remontant dans 'arbre de
preuve, la premiére tactique de coupure ¢ de chemin p telle que:

™ !
Vi, 3p; pi = p.2.p;
2. Il reste néanmoins de trés rares cas pathologiques liés aux procédures de décision automatique et que
nous discutons au chapitre 9.
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C’est-a-dire telle que tous les p; appartiennent & la seconde branche issue de t.

Le cas ou les résultats inutiles introduits par une coupure sont prouvés par une procé-
dure de décision automatique est un peu plus compliqué.

Adaptons le principe précédent:

1. Trouver les identificateurs qui disparaissent lors de la normalisation.

2. Trouver toutes les procédures de décision automatique utilisant un tel identificateur.
Soit a; ces procédures et p; les chemins correspondants.

3. Retrouver la tactique de coupure qui a introduit le résultat prouvé par a;.

4. Effacer la branche issue de cette tactique en utilisant le mécanisme de retour-arriére
logique du chapitre 3 éventuellement aprés avoir expansé le script de preuve a l'aide
des outils du chapitre 4.

Cet algorithme a donc une étape supplémentaire pour laquelle il faut étre capable de
savoir ce qu’a fait une procédure de décision. Il faut donc pouvoir ouvrir la boite noire.
Cela n’est pas toujours évident. Dans le systéme Coq, cela peut se faire en utilisant la
structure d’arbre de preuve maintenue par le systéme, ou plus simplement en utilisant le
combinateur Info. Dans ce dernier cas il suffit lors de I’envoie d’une ligne de script de de
I'interface vers le systéme de preuve d’ajouter automatiquement le mot clef Info. Il faut
ensuite recéper du coté de 'interface l'information fournit par Info du cote du prouveur.
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Chapitre

Une méthode interactive de propagation
des modifications

8.1 Graphe de dépendance et ordre des modifications

L’objectif de ce chapitre est de présenter une méthode utilisant le graphe de dépendance
pour aider l'utilisateur & modifier une théorie. On suppose donc que I'on dispose du graphe
de dépendance des objets d’une théorie T, et que ’on désire modifier certains objets de
cette théorie. A chaque objet, on associe une date de modification par la fonction:

date : ED — integer

Cela nous permet d’introduire une notion de cohérence. Une théorie T est dite cohérente
si:
Vdyi,dy € T, dq <dep dy = date(dg) < date(dl)

Un ou plusieurs objets ayant été modifiés, le probléme est d’abord de savoir quels
autres objets de la théorie doivent étre modifiés pour rétablir la cohérence et surtout
comment propager ces modifications, c’est-a-dire dans quel ordre les réaliser pour minimiser
le travail de remise en cohérence. Le point clef de notre démarche est d’éviter de vérifier et
éventuellement de modifier plus d’une fois le méme objet. C’est-a-dire qu’a chaque étape
on ne veut vérifier que des nceuds qui ne dépendent pas eux mémes de noeuds devant étre
vérifiés.

Pour savoir quels objets doivent étre vérifiés ou modifiés, on va considérer les sous-
graphes issus des objets modifiés. La relation d’ordre partielle sur ces graphes est la relation
< dep définie au chapitre 6.

On veut trouver un ordre total <, compatible avec cet ordre partiel. Autrement dit
on veut exhiber une liste (Sj ... S,) croissante pour la relation <, de tous les sommets du
graphe telle que si 'on a S; <4, S; alors j < i. La fonction rang que nous avons définie
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au chapitre 6.2 donne évidement un tel ordre. C’est 'ordre dans lequel les objets ont été
initialement introduits mais il n’est pas unique. Sur le graphe de la figure 8.1, on peut

FiG. 8.1 — Le graphe de départ

obtenir [C; M; N; B; F; E; A; D; G; H; I; J; Ly K] mais [A; B; C; D; Fy E; G; Hy I; J; K;
L; M; N] convient tout autant.

L’utilisateur peut vouloir choisir son ordre de modification pour commencer par exemple
par faire les "changements mineurs" ou au contraire vérifier en priorité que les preuves les
plus “difficiles” sont encore faisables dans le nouveau contexte. De maniére générale, trouver
un tel ordre s’appelle faire un tri topologique.

Les algorithmes de tri topologique permettent de fournir un ordre pour propager les
modifications mais ne permettent pas une bonne interactivité avec l'utilisateur & chaque
étape de modification. De plus dans le cas des dépendances entre théorémes, la propagation
des modifications peut étre minimisée et cette optimisation est difficile & mettre en place
avec les algorithmes classiques de tri topologique. On va donc fournir un algorithme qui
permet & chaque étape de modification de laisser I'utilisateur choisir le noeud qu’il veut
modifier & I’étape suivante et de connaitre ’état exact de la propagation des modifications.

8.2 Meéthode générale

On dispose d’une théorie dans laquelle certains objets ont été modifiés et du graphe de
dépendance obtenu par un calcul de dépendance sur la théorie avant modification.

On introduit la notion de degré d’incohérence d’une théorie par la fonction:

d°

mec

: TH — integer
définie par:

d®

mc

(th) = card({d € th, 3dy € th,di <gep d N date(d) < date(di)})

Si une théorie th est cohérente on a évidemment d?, .(th) = 0.
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8.2.1 Principe de propagation des modifications

Les nceuds du graphe de dépendance sont annotés par un statut qui peut prendre 4
valeurs:

— NORMAL,
— MODIFIE,
— DOUTEUX,
A_MODIFIER

On dira que n; dépend directement de n si nRgepn1 et simplement que ny dépend de n si
n <dep ni

Le statut NORMAL représente les noeuds en 'absence de modification, le statut MODIFIE
les noeuds qui ont été modifiés, le statut DOUTEUX les noeuds qui sont douteux , c’est-a-dire
qui dépendent d’un noeud modifié, enfin les statuts A_MODIFIER représentent les nceuds qui
dépendent directement d’au moins un nceud modifié et n’ayant pas de parent douteux. Les
neeuds ayant le statut A_MODIFIER sont ceux qui peuvent étre vérifiés & I’étape courante.

Au départ tous les nceuds sont annotés par NORMAL et le systéme est cohérent. A chaque
fois qu’un nceud prend le statut MODIFIE sa date est incrémentée. L’algorithme est le
suivant:

P-1: Les nceuds modifiés sont annotés a MODIFIE et leur date est incrémentée. Cela
introduit un degré d’incohérence n.

P-2: Tous leurs descendants dans le graphe sont annotés & DOUTEUX, les autres restant
NORMAL.

Les opérations suivantes vont contribuer & réduire le degré d’incohérence introduit.

E-1: Parmi les nceuds DOUTEUX, ceux qui n’ont pas de parents DOUTEUX prennent le statut
A_MODIFIER.

E-2: L’utilisateur choisit un des nceuds ayant le statut A_MODIFIER.

E-3: Aprés vérification et modification éventuelle, le noeud choisi & ’étape précédente est
annoté & MODIFIE et sa date est incrémentée, tandis que, dans ses descendants directs,
ceux qui n’ont pas de parent DOUTEUX, sont annotés & A_MODIFIER et pourront donc
étre attaqués a 1’étape suivante.

E-4: Tant qu’il reste des nceuds annotés par A_MODIFIER, qui peuvent étre attaqués, on
reprend a ’étape E-2

T-1: Quand la propagation est terminée, tous les nceuds ayant le statut MODIFIE sont
remis a NORMAL et toutes les dates peuvent étre remises a zéro.

Le systéme gére I'ordre de vérification en orientant le choix de 'utilisateur, de telle sorte
qu’a chaque étape le degré d’incohérence ne puisse que diminuer, mais c’est I'utilisateur
qui choisit a chaque étape parmi les noeuds proposés.
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8.2.2 Exemple

Au départ figure 8.1 tous les noeuds ont un statut NORMAL (en blanc).

Apres modification des noeuds A et B, qui sont incomparables pour l'ordre partiel sur le
graphe, ils prennent le statut statut MODIFIE (en gris cerclé de noir). Tous leurs descendants
deviennent DOUTEUX (en gris), puis parmi leurs descendants directs, ceux qui n’ont pas de
parent DOUTEUX prennent le statut A_MODIFIER (en blanc cerclé de noir) et peuvent étre
modifiés & leur tour pour maintenir la cohérence. L’utilisateur doit alors décider s’il poursuit

O @
QG

%ﬂ

F1G. 8.2 — Début de traitement aprés modification de A et B

en modifiant le noeud D ou le neeud F. Ici il choisit alors de modifier le nceud D, qui prend
donc le statut MODIFIE. Ses descendants qui n’ont plus de parents DOUTEUX deviennent
A_MODIFIER et pourront donc étre attaqués a I’étape suivante. Ici tous les descendants de
D ont des parents DOUTEUX qui doivent donc étre modifiés avant eux, ils ne changent donc
pas de statut.

FiG. 8.3 — Aprés avoir propagé la modification au neud D
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Le seul nceud modifiable (A_MODIFIER) reste F, on le modifie donc & son tour. Il prend
le statut MODIFIE tandis que le seul de ses fils qui n’a pas de parents DOUTEUX, (E) devient
A_MODIFIER.

® @ ©
GGG
©-®
@ [
© %

FiG. 8.4 — Aprés avoir propagé la modification au neud F

On attaque ensuite le noceud E qui devient MODIFIE tandis que G qui n’a plus de parents
DOUTEUX devient A_MODIFIER.

Gf
‘.

Fi1a. 8.5 — Aprés avoir propagé la modification au neud E

On continue en attaquant G qui devient MODIFIE tandis que son fils H qui n’a plus de
parents DOUTEUX devient A_MODIFIER et ainsi de suite.

Lorsque 'utilisateur choisit un nceud il peut le traiter & la main, c’est-a-dire, le rejouer
pas a pas et le modifier si nécessaire. Le systéme peut aussi rejouer automatiquement le
résultat sélectionné. Si cela réussit il passe & ’étape suivante sinon il redonne la main &
I'utilisateur.
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©
©
®
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®

F1G. 8.6 — Aprés avoir propagé la modification au neuwd G

8.2.3 Propriétés
8.2.4 Remarques

La propagation des modifications est gérée par les régles E-1 & E-4 qui, par definition,
ne s’appliquent que sur des nceuds ayant les statuts DOUTEUX ou A_MODIFIER.

C’est a 'etape E-3 qu’ont lieu les modifications et l'incrémentation de la date; c’est
donc la seul étape qui modifie le degrés d’incohérence de la théorie considérée.

8.2.5 Propriétés

19: Seuls les nceuds qui dépendent effectivement des nceuds de départ sont considérés;

2°: Aucun nceud n’est modifié plus d’une fois;

3°: Chaque pas de propagation des modifications (& ’etape E-3) diminue le degré d’in-
cohérence.

8.2.6 Preuves

19: Si un neeud n ne dépend pas d’'un nceud modifié en P-1, il ne prend pas le statut
DOUTEUX en P-2 mais garde le statut NORMAL. Dés lors, il n’interfére plus avec les étapes
E-i ou qui ne considérent que des nceuds ayant les statut DOUTEUX et A_MODIFIER.

2°: Lorsqu’ un nceud est modifié il prend le statut MODIFIE. Il n’existe pas d’étape per-
mettant de changer ce statut. La seule étape qui permet de modifier un nceud aprés
les modifications initiales est E-3 mais elle ne s’applique pas & un nceud ayant le
statut MODIFIE. Ainsi, une fois qu’il a pris le statut MODIFIE, un nceud ne peut pas
étre & nouveau modifié.

3%: Soit T'h une théorie on note S, I'ensemble {m|3l,l <4ep m A date(l) > date(m)}.
Au départ la théorie est cohérente. A I’étape P-1 on modifie les noeuds nq, ... ng.
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Les dates des n; ont donc été incrémentées. A I'étape P-2, les nceuds de I'ensemble
D = {m|3i € {1..k}, n; <gep m} descendants des noeuds modifiés en P-1 prennent
le statut DOUTEUX

On note S, 'ensemble {m,3,l <4e, m A date(l) > date(m)} dont le cardinal donne
le degré d’incohérence. Avant de commencer la propagation S est égal & D.

Au passage par ’étape E-1, 'ensemble S est partitionné en deux ensembles S1, S2.
Les nceuds de S1 ont le statut DOUTEUX, ceux de S2 le statut A_MODIFIER. Lors des
passages ultérieurs par ’étape E-3, certains nceuds de S1 pourront changer de statut
pour passer dans S2 mais, par définition on a toujours les propriétés

Vo € S2 An € S1, nRieppx  (a)

et
Vo € S2 An € S2, nRyepx (D)

A chaque passage par 1’étape E-3, 'utilisateur modifie un nceud & choisi dans S2
a l'étape E-2. Ce nceud prend le statut MODIFIE et est donc supprimé de S2 et sa
date est incrémenté. Les propriétés (a) et (b) permettent de conclure que Vi, I <gep
k = date(n) > date(k), ce qui signifie que k n’est plus dans S et par conséquent
ds. . (th) =dg (th) — 1 (ou 'indice n est le nombre de passage par E-3).

mnen inen—1

8.2.7 Stockage en cours de modification

La maintenance d’'un document et la propagation des modifications est une activité de
longue haleine. Il faut prévoir de pouvoir stocker les états courant de propagation lorsque
I'on interrompt la tache de reprise. Le plus simple est de stocker une représentation du
graphe avec les nceuds marqués et les indications de date, ce qui permet de reprendre a
I’étape E-3 lorsque 'on reprend le traitement.

8.3 Spécificités des dépendances entre théorémes

On appellera dépendances logiques les dépendances exprimées par la relation R,
définie au chapitre 6. Les dépendances exprimées par la relation <j;s seront quant &
elles appelées dépendances historiques. Dans un ensemble d’objets ordonné par <jp;s¢, pour
former un environnement valide, les dépendances logiques sont un "affinement" de la notion
de dépendance historique.

Au paragraphe 8.3.1, nous montrons comment la relation R4, peut elle méme étre
affinée dans le but d’optimiser ’algorithme du paragraphe 8.2.1, puis au paragraphe 8.3.2
nous présentons ’algorithme optimisé.

8.3.1 Dépendances opaques et dépendances transparentes

Généralement en mathématiques, les théorémes dépendent les uns des autres par leurs
énonceés et non par leurs preuves. On parle (en utilisant un anglicisme) de "proof-irrelevance".
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Dans un systéme basé sur la théorie des types, I'isomorphisme de Curry-Howard permet
de dire que ces objets dépendent les uns des autre par leurs types et non par leurs termes.
Par contre dés que ’on parle d’objets qui ont un comportement calculatoire comme les
fonctions, le terme, qui est la description de ce comportement, devient souvent fondamen-
tal. Ainsi les fonctions d’addition et de multiplication sur les entiers ont le méme type
nat->nat->nat mais leurs termes sont bien évidement distincts. De méme lorsqu’un objet
est défini inductivement, c’est le corps de la définition inductive qui est important et non
le type de 'objet, ainsi nat et 1ist sont tous deux de type Set mais sont complétement
différents (ils ont des constructeurs dont les noms et les types différent).

D’une maniére générale, nous pouvons distinguer deux types de dépendances logiques:

1° Les dépendances opaques
Les dépendances opaques sont celles qui ne prennent en compte que la spécification
(dans Coq cela est donné par le type) des objets. Un terme T1 dépend de maniére
opaque d’ un terme T2 s’ il I'utilise mais sans accéder a la structure du terme.
Du point de vue de la maintenance, cela entraine que si I’ on modifie T2 sans
changer son type, T1 ne sera pas affecté.

2° Les dépendances transparentes
Les dépendances transparentes prennent en compte la valeur des objets (qui dans
Coq correspond au terme). Un terme T1 dépend de maniére transparente d’ un
terme T2 s’il utilise la structure de ce terme.
Du point de vue de la maintenance cela signifie que toute modification d’un terme
T2 utilisé par T1 risque d’affecter T1 méme si le type de T2 n’a pas changé.

Mais il n’est pas toujours évident de déterminer la nature d’une dépendance. Illustrons
cela par un exemple:

Exemple 8.1

On définit les fonctions:

Fixpoint addition [n:nat] : nat -> nat :=
[m:nat]Cases n of
0 =>nm
| (S p) => (S (addition p m)) end.

Fixpoint multiplication [n:nat] : nat -> nat :=
[m:nat]Cases n of 0 => 0
| (S p) => (addition m (multiplication p m)) end.

multiplication est définie en fonction d’addition mais la dépendance est-elle opaque
ou transparente? Dans les deux cas le terme associé ¢ multiplication est:

Fix multiplication
{multiplication [n:nat] : nat->nat :=
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[m:nat]
Cases n of
0=>0
| (S p) => (addition m (multiplication p m))
end}

. nat->nat->nat

Si la dépendance est transparente, multiplication peut utiliser le terme associé a
addition dans ses réductions, on pourra donc prouver un lemme comme le suivant:

Lemma multiplication_n_0 : (n:nat)(0=(multiplication n 0)).
Proof.

Induction n; Simpl; Auto.
Qed.

qui dépendra de fagon transparente de multiplication. S7 multiplication dépend
de fagcon opaque d’addition, on ne pourra pas le réduire puisqu’on ne peut réduire
addition(la tactique Simpl ne fera rien) et on me pourra donc pas prouver le lemme
multiplication_n_0O.

Mais on peut toujours prouver des résultats qui dépendront de facon opaque de mul-
tiplication comme le lemme trivial suivant:

Lemma ex_nat_nat_nat:(Ex [f:nat->nat->nat] True)

Apply (ex_intro nat->nat->nat [x:(nat->nat->nat)]True multiplication).
Exact I.

Save.

Une approximation de la nature des dépendances logiques

En pratique, a tout moment chaque objet de I'’environnement a un statut opaque ou
transparent. Si un objet est opaque, on ne peut accéder & son terme et donc tous les objets
qui l'utilisent en dépendent forcement de maniére opaque. Si un objet est transparent on
peut accéder & son type comme & son terme. On ne peut alors savoir a priori si les objets
qui 'utilisent, utilisent ou non son terme. On ne peut donc savoir avec certitude la nature
des dépendances. Mais une approximation sans risque est de considérer qu’alors la dépen-
dance est transparente. Cela est loin d’étre optimal mais permet néanmoins d’optimiser le
processus de propagation des modifications que nous abordons & la section suivante.

En utilisant le script de preuve, on peut arriver & une meilleure approximation de la
nature des dépendances mais cela sera forcément plus cotiteux. Deux options sont possibles.

Une solution consiste a rendre le terme opaque et a rejouer le script. Chaque fois qu’une
preuve échoue, on sait que la dépendance est transparente, on rend alors de nouveau le
terme transparent afin de pouvoir rejouer la preuve puis de nouveau opaque pour passer
a l'objet suivant dans le développement. Toutes les fois que le script repasse sans pro-
bléme on sait que la dépendance est opaque. Dans ’exemple 8.1 si addition ou a fortiori
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multiplication est opaque le script de preuve de multiplication_n_0 échoue, ce théo-
réme dépend donc de fagon transparente de multiplication et & fortiori d’addition.

Remarque: Cette solution suppose que la statut d’un terme est fixé lors de sa défini-
tion. Le systéme Coq autorise cependant & changer la nature des termes & n’importe quel
nomment du développement. Cette possibilité bien que dangereuse est parfois utile pour
limiter la porté des tactiques de réduction. En effet I’application de la tactique Simpl es-
saye de réduire tous les termes transparents alors que I'on voudrait parfois ne réduire que
certains de ces termes. Une solution est alors de rendre momentanément les autres opaque
le temps de la réduction. Dans ce cas notre solution qui considére comme transparent un
terme rendu opaque reste néanmoins sir bien que non optimale. Ce qui pourrait invalider
notre calcul serait que 'utilisateur soit amené a rendre transparent un terme précédemment
définie comme opaque mais cette opération nous semble révéler une erreur de conception
et donc devoir étre bannie.

On notera respectivement Rqep0p les dépendances opaques. La relation de dépendance
transparente correspond a Rge, mais nous la noterons parfois Rgeprrans pour spécifier que
I'on est dans un contexte ot on la différencie de Rgepop-

Nous allons voir maintenant comment les dépendances opaques permettent de limiter
la propagation des modifications et comment optimiser la méthode du paragraphe 8.2.1
pour tenir compte de cela.

8.3.2 Adaptation de la méthode de propagation des dépendances

Le principe reste le méme que celui que nous avons décrit au § 8.2.1, seule I’étape E-3
est modifiée, nous la détaillons maintenant:

E-3: (a) Si le terme de preuve correspondant au nceud choisi & I’étape précédente est
modifié tout se passe comme précédemment, le noeud est annoté & MODIFIE et
sa date est incrémentée. Dans ses descendants directs ceux qui n’ont pas de
parent DOUTEUX, sont annotés & A_MODIFIER et pourront donc étre attaqués a
I’étape suivante.

(b) Si la spécification (c’est-a-dire, I’énoncé ou encore le type) correspondant au
neeud choisi a 'étape E-2 n’est pas modifiée, le nceud courant est annoté a
MODIFIE, mais les nceuds qui ne dépendent transitivement que de lui et par une
relation de dépendance opaque n’ont plus a étre considérés.

Ils prennent donc le statut NORMAL' et leur dates sont incrémentées (dans un
ordre compatible avec la relation <gep).

Les nceuds qui dépendent (de fagon opaque ou transparente) du nceud modifié,
mais qui ont aussi des parents annotés & DOUTEUX ou & A_MODIFIER, gardent le
statut DOUTEUX.

1. Ici, il est tout a fait possible d’annoter tout ces noeuds avec le statut MODIFIE mais le fait d’utiliser
NORMAL permet de mettre en valeur le fait qu’il n’ont pas eu & étre modifiés.
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Enfin, parmi les autres noeuds qui dépendent du nceud modifié, ceux qui ont des
parents & MODIFIE, ou ceux qui ne dépendent transitivement que de lui mais de
facon transparente, prennent le statut A_MODIFIER.

Les propriétés de l’algorithme de la section précédente sont toutes conservées. Pour les
propriétés 1 et 2 c’est évident. Pour la propriété 3, il suffit de remarquer que lorsque
la régle E-3 (b) est appliquée, d'une part les nceuds qui prennent le statut NORMAL ne
dépendent d’aucun nceud ayant le statut DOUTEUX ou A_MODIFIER qui pourrait étre modifié
par la suite, d’autre part que ’ordre dans lequel on incrémente les dates de ces noeuds est
compatible avec la relation <g.,. Cela permet de conclure que lorsque 'application de la
régle E-3 (b) fait passer k nceuds au statut NORMAL le degrés d’incohérence diminue de k.
Exemple 8.2

Reprenons le graphe de la figure 8.6, mais en supposant que I dépende de H de fagon
opaque et que J dépende de I de facon opaque, toutes les autres dépendances étant trans-
parentes. On attaque H mais il apparait qu’il n’a pas a étre modifié, il prend alors le statut
NORMAL et sa date est incrémentée. I qui en dépend de facon opaque n’a pas a étre vérifié,
il prend le statut NORMAL et sa date est incrémentée. Mais K dépend de facon transparente
de T et donc de H, mais aussi de F, G ... et peut donc étre affecté par leur modification.
1l prend donc le statut A_MODIFIER et la propagation peut continuer sur cette branche. J
dépend de fagon opaque de I mais il dépend aussi de D qui a le statut MODIFIE donc il
doit étre vérifié et prend le statut A_MODIFIER et la propagation peut continuer sur cette
branche.

FiG. 8.7 — Optimisation de la propagation des modifications

Attention, le fait que le terme associé & un nceud n ne soit pas modifié ne suffit
pas pour arréter la propagation des modifications. La propagation ne s’arréte que vers
les nceuds qui dépendent de n de fagon opaque. L’exemple 8.1 montre que si on modifie
addition (ou méme si on le rend simplement opaque) méme si multiplication n’est pas
modifié, on ne pourra plus prouver le lemme multiplication_n_0 mais on pourra toujours
prouver ex_nat_nat_nat.
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8.4 Mise en ceuvre

On dispose maintenant d’un mécanisme permettant de décider incrémentalement d’un
ordre de vérification et éventuellement de modification des objets d’une théorie. On veut
fournir un outil pratique basé sur ce mécanisme, il faut donc pouvoir a chaque étape mettre
le systéme dans un état ou la vérification d’un résultat est possible. C’est-a-dire un état
ou tous les résultats (modifié ou non) nécessaires a sa preuve sont présents.

8.4.1 Résumé du principe d’utilisation

Disposant d’une théorie et de son graphe de dépendance, I'utilisateur modifie son axio-
matique. Puis les étapes suivantes sont exécutées par l'interface:

1° Lancer l'algorithme de propagation pour calculer quels nceuds peuvent étre modi-
fiés.

2° Donner le choix a l'utilisateur (avec ou sans pré-visualisation des théorémes concer-
nés).

3° Positionner la sélection courante (ou le curseur) dans I’éditeur sur le théoréme
choisi et mettre le systéme de preuve dans un état ot tous les résultats qui, d’aprés
le graphe de dépendance calculé avant modification, sont nécessaires a la preuve
sont présents dans I’environnement.

4° Attendre que l'utilisateur rejoue le théoréme et éventuellement le modifie.
5° Reprendre a 1’étape 1

Le point clef restant & étudier est I'étape 3. Il faut que tous les théorémes dont dépend
le résultat & vérifier aient déja été joués. Cela est & premiére vue trés simple, il suffit de
rejouer, s’ils ne sont pas déja présents dans ’environnement, les résultats nécessaires a la
vérification du résultat étudié. Mais des problémes peuvent survenir lorsque ces résultats
se trouvent dans d’autres sections que celle du résultat & vérifier.

Rappelons que le mécanisme de "sectionnement" de Coq permet d’organiser une preuve
en sections structurées. A 'intérieur d’une section, il est possible de faire des déclarations
locales. Quand la section est fermée toutes ces déclarations sont déchargées, c’est-a-dire
que les variables locales sont abstraites dans chacun des termes de la section ou elles
apparaissent. Un fichier est implicitement une section.

Supposons que notre développement soit composé des 3 fichiers de la figure 8.8 (ou
x — y indique que x dépend de y).

Nous modifions 0b1. On peut alors vérifier indifféremment 0c2 ou Ob2. Si I'on choisit de
vérifier 0c2, il faut que le systéme contienne 0bl et 0b3. Mais on ne peut pas simplement
utiliser la commande Require B car cela chargerait 'ancienne version compilée du fichier
B (c’est-a-dire la version du fichier B antérieure & la modification de 0b1). On ne peut pas,
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Fichier A.v Fichier B.v
Oal Require A.
Oa2 Variable X:T
C\ Obl
0Oa3 ob2

\—//ObS

Fichier C.v

Require B.
Variable X:T2.

Ocl

0c¥/

Oc3

FiG. 8.8 — Ezemple de développement sur plusieurs fichiers

non plus, recompiler le fichier B car 0b2 n’ayant pas été traité, il n’est pas cohérent. On va
donc devoir rejouer 0bl, 0b3. Cela pose plusieurs problémes:

— Il faut charger le fichier A puisque 0b3 dépend d’un objet de A. Comme il n’a pas a
étre modifié, on peut charger la version compilée. (Require A.)

— Il faut ouvrir une section dans laquelle on déclare les variables locales du fichier B,
jouer 0bl puis 0b3 et, pour finir, refermer la section.

On peut alors vérifier et éventuellement modifier 0c2.

Pour vérifier 0b2 a I’étape suivante, il faut que ’environnement contienne 0Ob1. C’est
bien le cas mais puisque la section ou Obl a été définie, la version de Obl présente dans
I’environnement est celle ol les variables locales ont été abstraites alors qu’elles ne le sont
pas dans la version utilisée par 0b2. On est donc conduit & supprimer de I’environnement
la section précédemment introduite ainsi que tout ce qu’elle contient (donc Ob1l), puis a
rouvrir une section ou l'on rejoue 0b1 afin d’étre dans un état ot Ob2 est vérifiable.

Cela est assez lourd, aussi il nous semble plus opportun d’ajouter une restriction a
notre algorithme de propagation pour qu’a chaque étape les noeuds correspondant & des
objets définis dans la méme section soient prioritaires.
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Ainsi les nceuds sont aussi annotés par leur section de définition. Et si un objet de la
section A dépend d’un objet de la section B, il ne pourra étre traité que si tous les objets
de la section B ont été traités précédemment ( i.e. ont un statut NORMAL ou MODIFIE).
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Chapitre

Problémes liés aux procédures de décision
automatique

9.1 Présentation du probléme

Lorsque 'on modifie une portion du code ou que ’on déplace des objets dans une
théorie ou d’une théorie a une autre, cela modifie sensiblement le contexte dans lequel les
autres théorémes sont prouvés. Si les modifications ou déplacements de code ont été faits
en respectant les dépendances logiques, c’est-a-dire de maniére cohérente avec le graphe
de dépendances, on pourrait penser que cela ne pose pas de problémes. Mais en pratique,
lorsque 1’on veut rejouer un script de preuve, de telles modifications du contexte ne sont
pas sans conséquences. En effet les procédures de décision automatique peuvent devenir
plus puissantes (pour des procédures comme la tactique Auto de Coq, on sait qu’elles ne
deviennent pas moins puissantes car tous les lemmes qu’elles ont utilisés avant la modifica-
tion apparaissent dans le graphe de dépendances et ont donc été conservés dans le nouveau
contexte).

Illustrons ceci par un exemple:
Exemple 9.1

L1| Variable op:nat->nat->nat.

L4| Lemma exemple : (x,y,z,k:nat)z=y/\k=x/\k=y->(op x z)=(op y x).
L5] Intros x y z k H;Elim H;Intros.

L6 Rewrite HO;Auto with v62.

L7]| Elim H1;Intros.

L8| Rewrite <-H2;Rewrite <-H3;Trivial.

Save.
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Si ayant prouvé ce lemme, on le déplace dans un script qui, outre la ligne L1, contient
les lignes L2 et L3 suivantes:

L2]  Axiom op_com: (x,y:nat) (op x y)=(op y x).
L3| Hints Resolve op_com : v62.

qui établissent la commutativité de l'opération op et l'ajoute dans la base de données des
procédures de décision automatique, le script de preuve me pourra pas étre rejoué. En
effet, en présence de op_com la tactique Auto de la ligne L6 sait terminer la preuve et les
lignes L7 et L8 n’ont plus lieu d’étre. &

Nous nous sommes focalisés sur les problémes posés par cette dépendance au contexte,
dans la réalisation des outils d’aide & la propagation de modifications du chapitre 8, mais des
difficultés semblables surgissent pour nos outils de déplacement de code et de réorganisation
de théories.

Les questions principales qui se pose & nous sont:

1° Le nouveau script doit-il toujours étre un sous-ensemble de ’ancien?
2° L’ancien script est il suffisant pour adapter le nouveau?

Autrement dit, toute tactique composée est-elle une "fonction décroissant" (la relation
d’ordre étant la relation d’inclusion des ensembles de sous-buts) du pouvoir des procédures
de décision automatique qu’elle contient (c’est-a-dire grossiérement pour Coq, des bases de
données de résultat utilisée par ces procédures, que 1’on appelle listes de Hints).

Au vu de 'exemple 9.1 on pourrait étre tenté de répondre par 'affirmative. C’est glo-
balement le cas mais il existe cependant des situations ou cela peut ne pas étre vrai. Ces
cas pathologiques que nous allons maintenant étudier sont liés & 'utilisation des combina-
teurs de tactique que I'on qualifiera de non monotones (en Coq principalement Orelse et
Try). Nous donnons ici un contre-exemple en utilisant conjointement la tactique Auto et
la tacticielle Orelse. Le schéma général du probléme est le suivant:

‘ Tacy;...; Auto; . . .; Tacy, ‘ Orelse ‘ Tacy;...;Tacy, ‘

Sq1 Sq

Sgi Sy’
Dans le contexte le plus faible la partie gauche du Orelse échoue, c’est donc la partie droite qui
est exécutée produisant un ensemble de sous-buts S faible = {Sgj ... Sg;} qui peut étre vide. Si
I’on rejoue ce script dans un contexte plus fort, la partie gauche peut ne pas échouer, elle produit
alors un ensemble de sous-buts Sfort = {Sg¢; ... Sg;}. Les deux ensembles de sous-buts S fort et

S faible peuvent étre totalement disjoints.

Schéma 1
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Voyons maintenant une instanciation de ce schéma sur un cas concret que nous dé-
taillons.
Exemple 9.2

On fait les déclarations suivantes.

Inductive A: Prop -> Prop -> Prop ->Prop :=
A_intro: (a, b, c:Prop) a ->b ->¢c ->(A abc).

Inductive B: Prop -> Prop -> Prop -> Prop ->Prop :=
B_intro: (a, b, ¢, d:Prop) a ->b ->c ->d ->(B abc d).
Parameters H1, H2, H3, H4:Prop.
Parameter thil:H1.
Parameter th:(B H1 H2 H3 /\ H3 H3 /\ H3).
Parameters th2:H2; th4:H4.

On se place dans le contexte ou seul le théoréme thl est présent dans la liste de Hint
et peut donc étre utilisé par la tactique Auto.

Hint thil.
On joue le script suivant:
Goal (A (B H1 H2 H3 /\ H3 H3 /\ H3) (H4 /\ H4) /\ (H4 /\ H4) True).
Split; Auto.
(Split; Auto; Apply [x, y:Prop] [h:x /\ ylh) Orelse Apply th.

A ce stade on obtient deuz fois le sous-but H4/\H4 et on peut finir la preuve par

Split; Apply thé4.
Split; Apply th4.

Détaillons maintenant ce qui se passe:
La partie gauche du Orelse a échoué. En effet le premier Split produit trois sous-buts:

3 subgoals

(B H1 H2 H3/\H3 H3/\H3)

subgoal 2 is:
(H4/\H4) /\H4/\H4
subgoal 3 is:
True

Comme th et thd ne sont pas dans la liste de Hint, Auto ne peut résoudre que le troi-
sieme.
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On continue sur le premier sous-but, le second Split casse B en quatre sous-buts.

H1

subgoal 2 is:
H2

subgoal 3 is:
H3/\H3
subgoal 4 is:
H3/\H3

H1 est résolue par Auto mais pas H2 puisque th2 n’est pas dans la liste de Hints. On es-
saye donc d’appliquer Apply [x, y:Propl [h:x /\ ylh) a H2 ce qui échoue puisque
H2 n’est pas une conjonction. On oublie donc la sous-preuve qui vient d’échouer et on ap-
plique la partie droite, soit Apply th., qui résout le sous-but (B H1 H2 H3/\H3 H3/\H3).

Sur le second sous-but, la partie gauche du Orelse se contente de casser le sous-but
(H4/\H4) /\H4/\H4 en H4/\H4 et H4/\H4}.

Si maintenant nous enrichissons le contexte par:

Hint th2.
Hint th4.

et que l’on rejoue le méme script on obtient deux sous-buts:

2 subgoals

H3/\H3

subgoal 2 is:
H3/\H3

En effet, le comportement du premier Split et du premier Auto n’est pas modifié.
Le second Split casse le premier sous-but restant comme précédemment mais H1 et H2
sont résolues par Auto. Apply [x, y:Prop]l [h:x /\ ylh) s’applique donc sur les
sous-buts H3/\H3 qu’il laisse inchangés.

Le second Split casse, comme auparavant, le second sous-but, H4/\H4 qui est main-
tenant résolu par Auto puisque H4 a été ajouté a la liste de Hints.

Bien que cela soit a priori moins évident, ce probléme de non monotonicité peut aussi
se rencontrer lorsque ’on affaiblit le contexte méme si on conserve dans le contexte tous les
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objets qui au vu du calcul de dépendance, sont nécessaires & la preuve. Le schéma général
du probléme est donné par le schéma 2.

‘ Tacy;...; Auto; [Tacyl ... |Tacim]...;Tacy, ‘ Orelse ‘ Tacy;...;Tacy,

Y ll

Sqi Sq

Sg; Sgq'
Dans le contexte le plus fort la partie gauche du Orelse ]échoue car Auto produit moins de
m sous-buts. C’est donc la partie droite qui est exécutée produisant un ensemble de sous-buts
Sfort ={Sg)...Sg}} qui peut étre vide. Si I'on rejoue ce script dans un contexte plus faible, la
partie gauche peut ne pas échouer (si Auto produit m sous-buts), elle produit alors un ensemble
de sous-buts S faible = {S¢; ...Sg;}. Les deux ensembles de sous-buts S fort et S faible peuvent
étre totalement disjoints.
Schéma 2

Voyons maintenant une instanciation de ce schéma sur un cas concret que nous dé-
taillons.

Exemple 9.3

On fait les déclarations suivantes:

L1 Inductive A: Prop -> Prop -> Prop -> Prop :=
A_intro: (a, b, c:Prop) a ->b ->c ->(Aabc).
L2] Parameters H1, H2, H3:Prop.
L3]| Parameter th2:H2;th3:H3.
L4| Parameter thg:H2->(A H1 H2 H3).
L5| Parameter thg2:H3->H1.
L6 | Parameter thi:Hi.
L7 Hints Resolve thil: v62.

et on joue le script suivant:

L8] Lemma exemple2: (A H1 H2 H3).
L9 (Split;Auto with v62 ;

[Try Apply thill|Apply th2|Apply th3] ) Orelse Apply thg.
L10]  Apply th2.

Split génére 3 sous-buts, et Auto résout le premier en utilisant le théoréme thl.
Donc Uopérateur de composition paralléle qui attend 3 sous-buts échoue, on passe donc
dans la branche droite du Orelse qui produit le but H2. On peut terminer la preuwve par
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Apply th2. Si l'on calcule les dépendances sur le terme de prewve ainsi obtenu on a:
dep(exemple2) = {thg,th2}.

On constate que ni thl ne th2 ou thg2 n’apparaissent dans cet ensemble de dépen-
dance. On pourrait donc supposer que le script pourra étre rejoué dans un conterte ne
contenant pas thl(c’est-a-dire en supprimant les lignes L6 et L7) mais il n'en est rien.

Dans un tel contexte Split génére toujours 3 sous-buts mais Auto ne fait rien. On
peut donc faire les applications paralléles de Try Apply thil (qui ne fait rien car thi
n’est plus dans le contexte) Apply th2 et Apply th3. Le sous-but restant n’est plus H2
mais H1 que l’on prouve par Apply thg2;Apply th3 (qui remplace la ligne L10).

En pratique la tacticielle Orelse semble néanmoins fort peut utilisée (71 fois sur les
quelques 118037 lignes des "contributions" de la distribution standard de Coq soit 0,06 %
du code) et nous n’avons pas trouvé de cas comme celui de ’exemple 9.3.

Hormis ces cas pathologiques nous essayons d’utiliser I’ancien script pour automatiser
la modification du nouveau. Les outils de déplacement et de modification de 'arbre de
preuve développés dans la premiére partie de cette thése pourront étre utilisés. Et méme
dans les cas pathologiques ils pourront servir & isoler la partie de preuve & refaire.

Nous avons donné au chapitre 8 un algorithme interactif aidant & propager les modifi-
cations du code a partir du graphe de dépendance. Le début de ce chapitre a montré qu’en
pratique chaque modification change le contexte et donc tous les théorémes qui seront
rejoués aprés un théoréme modifié sont susceptibles de changements. La section suivante
présente les solutions proposées pour minimiser les problémes posés.

9.2 Minimiser les probléme liés aux procédures de décision
automatique

La méthode la plus brutale consiste & "ouvrir les boites noires", c’est-a-dire & remplacer
les procédures de décision automatique par le code qu’elles appliquent effectivement (en
Coq, on peut savoir ce qui a été fait par la tactique Auto en la précédent de 'opérateur
Info). Néanmoins cela ne nous parait pas satisfaisant. D’abord les preuves deviennent
beaucoup plus sensibles & des changement mineurs (comme 'ajout d’une hypothése). En-
suite on perd en généralité. En effet grace aux procédures de décision automatique, on
peut par exemple reprendre par un simple copier-coller une grand partie des scripts de
preuve établissant des propriétés des listes pour prouver des propriétés équivalentes sur
les vecteurs (ou listes de longueur n). Enfin, cela risque de rendre le script beaucoup plus
volumineux et donc en compliquer la compréhension et la maintenance.

Une autre solution consiste a restreindre la liste des théorémes potentiellement utilisés
par les procédures automatiques.

On peut par exemple associer a chaque théoréme une base de données de théorémes
réduite (la terminologie Coq parle de liste de Hints). Connaissant les dépendances d’un
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théoréme ¢ dans un contexte ou les résultats utilisables par les procédures de décision
automatique forment une base de données BD, on veut rejouer le script de preuve dans
un contexte plus large (en particulier contenant au moins toutes les dépendances de t).
On construit un nouvelle base de données de théorémes pour les procédures de décision
automatique suivant la formule:

Formule 1

Restricted_ BD = BD _dans_1_ancien_contexte N dep(t)

La mise en ceuvre pratique dans le systéme Coq est facilitée par les réorganisations intro-
duites dans la version 6.2.3. Depuis la version 6.2.3, Coq permet en effet de définir plusieurs
bases de données. La commande Hints Résolve ident_de_theoreme : ident_de_bd ajoute
le théoréme ident_de_theoreme & la base ident_de_bd. L’utilisateur stipule ensuite ex-
plicitement quelles bases de données peuvent étre utilisées par Auto en utilisant la tactique
Auto with ident_de_bd.

Ainsi, pour restreindre la base de théorémes utilisée dans la preuve d’un théoréme ¢, on
commence par créer une nouvelle base en utilisant la formule 1 puis on remplace tous les
Auto (ou seuls ceux qui posent probléme lorsque I'on veut rejouer le script) qui apparaissent
dans le script de preuve par Auto with Restricted_BD.

9.3 Une aide a la modification de théorémes

Comme nous 'avons dit, les problémes liés aux tactiques non monotones sont assez
rares. Dans tous les autres cas, lorsque I’'on rejoue un script de preuve apreés avoir étendu le
contexte, le nouveau script est un sous-ensemble de I’ancien. Dans cette section, on propose
une méthode pour essayer d’automatiser les modifications qui doivent étre faites sur les
scripts lorsqu’un résultat est invalidé par un changement de comportement des procédures
de décision automatique.

Pour réaliser un tel outil, il faut connaitre non seulement les dépendances du théoréme a
rejouer mais aussi son arbre de preuve dans I'ancien contexte. On a donc besoin d’'un mode
debug qui sauvegarde les arbres de preuve. Mais les arbres de preuve sont des structures
volumineuses et il peut étre trés coliteux d’en maintenir une sauvegarde. On peut aussi
faire tourner deux processus Coq en paralléle. Dans le premier on rejoue ’ancienne version
du script pour obtenir, de fagon dynamique, les informations désirées sur ’arbre de preuve
de facon dynamique. Ces informations sont utilisées pour modifier le script que ’on joue
dans le second processus. Dans le cas de la premiére solution 'inconvénient majeur est le
coiit en espace, alors que dans le cas de la seconde c’est le cotlit en temps puisque rejouer
un script peu étre trés lent.

Si un de ces résultats logiquement indépendants ne peut étre rejoué (on dit qu’il échoue),
le systéme reprendra sa preuve au début en comparant chaque pas de preuve dans les deux
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versions afin de déterminer quelle procédure automatique est devenue plus puissante et
quelles sont les branches de I’ancien arbre de preuve qui sont désormais résolues automati-
quement. Aprés avoir supprimé les lignes de script correspondant & ces branches désormais
inutiles et décalé les indices des lignes restantes, le script sera rejoué sans encombre et on
passera au théoréme suivant.

Quand on rejoue un script et qu’une ligne de script comprend des tactiques composées
avec Auto en utilisant le combinateur Then, il est important de savoir & combien de sous-
buts Auto s’applique, lesquels il résout, et sur lesquels il échoue. On peut pour cela utiliser
le mécanisme d’expansion de l’arbre de preuve décrit au chapitre 4.3 dans la premiére
partie de cette thése. Si I'on a deux sessions Coq en paralléle, on peut aussi utiliser la
décomposition de 'arbre de preuve maintenue de fagon interne par le systéme Coq pendant
la durée de la preuve.
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e LO

(Généralisation et réutilisation de preuves

10.1 Introduction

Comme le mathématicien, 'utilisateur d’un systéme de preuve a parfois envie, voire
besoin, de généraliser les résultats obtenus pour pouvoir les réutiliser dans d’autres dé-
veloppements. Pour cela, il faut montrer que les théorémes prouvés restent vrais dans
un contexte plus faible. Par exemple, les résultats de base concernant ’addition dans N
peuvent étre généralisés & tout ensemble muni d’une structure dont les lois internes vérifient
les axiomes de groupe abélien.

Il est donc important de comprendre quelle partie d’un raisonnement peut étre géné-
ralisée en vue d’une réutilisation ultérieure, de comprendre les analogies entre preuves et
comment cela peut étre exploité pour aider au développement de nouvelles théories. La
généralisation et le raisonnement par analogie ont été trés étudiés en Intelligence Artifi-
cielle et dans les systémes de démonstration automatique, beaucoup moins dans le cadre
des systémes de preuve interactifs basés sur une théorie typée.

La base théorique de la généralisation est ’anti-unification [105]. Trouver la générali-
sation la plus spécifique de deux termes du premier ordre est désormais une chose bien
comprise. Mais la généralisation des termes d’ordre supérieur le semble beaucoup moins.
Dans [104| Pfenning étudie I’anti-unification dans un sous-ensemble des termes du Calcul
des Constructions et montre quelques exemples d’expériences faites dans LF [103]. Robert
Hasker et Uday Reddy [60] se sont intéressés a la généralisation de termes d’ordre supérieur
avec une approche catégorique, et montrent que dans le cas du second ordre, I’ensemble
complet des généralisations les plus spécifiques peut étre calculé.

Moins ambitieux, Kolbe [67] propose d’abstraire les termes fonctionnels et ¢’est surtout
cette démarche que nous avons regardée. On ne se propose donc pas de trouver la géné-
ralisation la moins générale de deux termes mais simplement d’aider 'utilisateur & définir
des généralisations de théorémes et de preuves déja écrits sans présumer des instanciations
futures de ces théorémes.
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Le probléme n’est donc plus de prendre deux termes ¢; et ty et de trouver le triplet
(9,0,0) o g est un terme et 6 et o deux substitutions tels que 0(g) = #; et o(g) =
to mais, simplement de considérer un triplet (s,t,l) ou t est de type s et ou [ est une
liste d’identificateurs libres dans s,et de trouver le plus petit ensemble I’ d’identificateurs
contenant [ tel que si s’ et ¢ sont le résultat de I'abstraction des éléments de !’ dans s et
t, t' soit de type s'.

Ce chapitre présente essentiellement au travers d’exemples les expériences pratiques
que nous avons menées dans ce domaine en utilisant Coq, dans lequel, rappelons-le, un
théoréme correspond & un type et une preuve de ce théoréme est un terme de ce type.
Nous ne présentons pas de réalisations pratiques réellement utilisables mais nous avons
essayé de comprendre ce qui pourrait étre fait et de tracer les grandes lignes de la mise en
ceuvre des outils qui nous ont paru intéressants.

10.2 Le principe de base sur un exemple

Si ’on consulte la bibliothéque standard d’arithmétique du systéme Coq on y trouve
par exemple, le lemme suivant concernant la multiplication des entiers naturels:

Lemma mult_permute : (n,m,p:nat) ((mult n ( m p))=(mult m (mult n p))).
Proof.

Intros;Rewrite -> (mult_assoc_l m n p);Rewrite -> (mult_sym m n);Auto.

Qed.

On désire généraliser I’énoncé du théoréme mult_permute en un énoncé dans lequel
I’opérateur ne sera plus spécifiquement mult mais un opérateur quelconque. Pour cela on
va abstraire ’identificateur mult dans l’enoncé de mult_permute. On obtient donc ’enoncé
genéralisé: (f:nat->nat->nat) (n,m,p:nat) ((f n (f m p))=(f m (plus n p))) (dansle-
quel on note f 'opérateur abstrait pour mieux le différencier de ’énoncé spécifique a mult).
Mais cet énoncé n’est plus vrai dans le cas général.

Le probléme est de trouver les propriétés que doit vérifier 'opérateur f pour que cet
énonceé soit encore un théoréme. Ici, intuitivement 1’énoncé restera vrai pour toute fonction
associative et commutative sur les entiers bien que ces deux propriétés n’apparaissent pas
dans ’énoncé de permute_mult. Mais dans le cas général, pour trouver quelles propriétés
doit vérifier le terme que 'on abstrait, il faut observer le terme de preuve du théoréme



10.2. LE PRINCIPE DE BASE SUR UN EXEMPLE 143

initial. Nous utiliserons aussi ce terme pour construire une preuve de I’énoncé généralisé.
Observons donc le terme de preuve de permute_mult:

TERME DE PREUVE DE PERMUTE__ MULT:
[n,m,p:nat]
(eq ind r nat (mult (mult m n) p)

[n0:nat] (mult n (mult m p))=n0

(eq_ind_r nat (mult n m)
[n0:nat] (mult n (mult m p))=(mult n0 p)
(mult assoc 1 nmp) (mult mn) ( mult sym m n))

(mult m (mult n p)) ( mult assoc_l m n p))

Outre mult, nat, et =, qui apparaissaient déja dans I’énoncé, les identificateurs libres qui
apparaissent dans ce terme sont eq ind _r, mult assoc 1 et mult sym. Parmi ces
derniers, il faut déterminer lesquels sont relatifs & l'identificateur mult que 'on a abstrait
dans 1’énoncé.

On recherche donc leurs énoncés (c’est-a-dire le type qui leur est associé) dans 1’envi-
ronnement. On trouve les énoncés respectifs:

~ (A:Set; x:A; P:(A->Prop)) (P x)->(y:A)y=x->(P y)
— (n,m:nat) (mult n m)=(mult m n)
— (n,m,p:nat) (mult n (mult p))=(mult (mult n m) p).

Il apparait que seuls les deux derniers font référence a l'identificateur mult. On en
déduit que les seules propriétés de la multiplication qui soient utilisées sont la symeétrie et
I’associativité a gauche qui correspondent & mult_sym et mult_assoc_1!.

Il faut donc aussi abstraire ces deux identificateurs dans I’énoncé généralisé afin d’ex-
primer les contraintes sur 'opérateur f. On obtient ’énoncé suivant:

Lemma generalized_permute :

(f:nat->nat->nat)

(f_assoc_1 :(n,m,p:nat) (f n (f m p))=(f (f n m) p))
(f_sym :(n,m:nat)(f n m)=(f m n))

(n,m,p:nat)

(fn (fmp))=(m (fnp).

1. Sur notre exemple ces deux identificateurs apparaissent aussi dans le script, ce n’est bien sur pas
toujours le cas.
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La preuve de ce théoréme s’obtient en abstrayant mult,mult_sym et mult_assoc_1 dans
le terme de preuve initial. Ce qui conduit au terme suivant:

TERME DE PREUVE DE GENERALIZED _PERMUTE:
Proof [f:nat->nat->nat]
[f_assoc_1l:(n0,m0,p0:nat) (f n0 (£ m0 p0))=(f (£ n0 mO0) pO)]
[f_sym: (n0,m0:nat) (f n0 m0)=(f m0 n0)]
[n,m,p:nat]
(eq_ind_r nat (f (f m n) p) [n0:nat](f n (f m p))=n0
(eq_ind_r nat (f n m) [n0:nat](f n (f m p))=(f nO p)
(f_assoc_lnmp) (fmn) (f_symmn)) (f m (f n p))
(f_assoc_1 m n p))

Instanciations: On montre que ’on peut instancier generalized_permute, avec l'addi-
tion usuelle sur les entiers et les preuves de I'associativité et de la commutativité de cette
derniére, pour obtenir une instance plus spécifique du théoréme, soit:

Lemma plus_permute : (n,m,p:nat) ((plus n (plus m p))=(plus m (plus n p))).
Proof (generalized_permute plus plus_assoc_l plus_sym).

Dans la section suivante nous décrivons les grandes lignes d’un outil interactif aidant
I'utilisateur & réaliser de telles généralisations de fonctions.

10.3 Un outil d’aide & la généralisation

10.3.1 Principe de fonctionnement

Etant donné un énoncé E dont le terme de preuve est P, l'utilisateur fournit le nom
des fonctions qu'’il désire abstraire dans E (pour simplifier les explications suivantes on
supposera qu’il ne sélectionne qu'un identificateur de fonction que 'on notera f). Dans
I’environnement CtCoq, cela peut se faire par sélection & la souris. Les opérations suivantes
sont faites automatiquement

1° Rechercher le type t associé a l'identificateur £

2° Récupérer la liste de tous les identificateurs libres qui apparaissent dans le terme de
preuve P et n’apparaissent pas déja dans le E.

3% Rechercher le type associé a ces identificateurs.

4° Parmi ces identificateurs, sélectionner tous ceux dont le type fait référence a 1’'iden-
tificateur £ abstrait. On notera fP; les identificateurs retenus et tP; leurs types (qui
expriment les propriétés de f utilisées).
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5% Construire ’énoncé du théoréme généralisé en abstrayant f et les fP; dans E. On
obtient ’énoncé généralisé de la forme:

(f:t)(fpl tPl)(thR)E

6° Construire le terme de preuve associé a cet énoncé en abstrayant sur P. On obtient
un terme de la forme:

[f :t[fP:tP)...[fP: tP]... P

10.3.2 Choix de nom des identificateurs abstraits

Comme on peut le constater sur I’énoncé du lemme generalized_permute donné &
la section précédente, les noms donnés aux identificateurs abstraits ne sont pas choisis
au hasard. On propose un petit algorithme pour nommer les propriétés sur les termes
abstraits.

11 est d’usage d’exprimer une propriété d’un opérateur par le nom de cet opérateur suivi
du nom de la propriété (souvent séparés par un caractére souligné). Pour bien exprimer
qu’il s’agit d’une fonction quelconque, on nommera f (puis f; les suivants si on abstrait
plus d’un opérateur) Popérateur abstrait . Il faut donc aussi substituer dans I’énoncé f a
toutes les occurrences de cet opérateur.

Lorsque 'on a récupéré la liste d’identificateurs issus de I'étape 4 de I'algorithme pré-
cédent, on utilise leur nom pour former de nouveaux noms simplement en substituant £ au
nom de 'opérateur dans Iancien nom de la propriété; ainsi mult_assoc devient f_assoc
qui reste significatif. Ensuite on substitue f a toutes les occurrences du nom de 'opéra-
teur abstrait dans les types des identificateurs de la liste récupérée & 1’étape 3. Enfin on
substitue f et les noms de propriétés formés sur £ dans le terme de preuve.

10.4 O ’on abstrait encore...

Jusqu’a présent on a limité ’abstraction aux fonctions. Reprenons ’exemple de la
section 10.2. La propriété de permutation reste vraie pour toute fonction f : E->E associative
et commutative, quel que soit ’ensemble E. Essayons de continuer notre généralisation en
abstrayant le type des arguments de la fonction. On obtient un nouvel énoncé:

Lemma more_generalized_permute :

(E:Set)

(f:E->E->E)

(f_assoc_1l :(n,m,p:E) (£{ n (f m p))=(f (f n m) p))
(f_sym :(n,m:E)(f n m)=(f m n))

(n,m,p:E)

(n mp))=(E m (f np))).
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Que 'on prouve en abstrayant sur le terme de preuve, pour obtenir:

TERME DE PREUVE DE MORE _ GENERALIZED _PERMUTE:
Proof [E:Set]
[f:E->E->E]
[f_assoc_1:(n0,m0,p0:E) (f n0 (f mO p0))=(f (f n0 m0) p0)]
[f_sym: (n0,m0:E) (f n0 m0)=(f m0 n0)]
[n,m,p:E]
(eq_ind_r E (f (f m n) p) [O:E](f n (f m p))=n0
(eq_ind_r E (f n m) [nO:E](f n (f m p))=(f n0 p)
(f_assoc_lnmp) (fmn) (f{_symmn)) (£ m (f n p))
(f_assoc_1l m n p))

Instanciations On vérifie ci-dessous que I'on peut toujours instancier cette généralisa-
tion avec la multiplication sur les entiers:

Lemma mult_permute : (n,m,p:nat) ((mult n (mult m p))=(mult m (mult n p)))..
Exact (more_generalized_permute nat mult mult_assoc_l mult_sym ).

Subtree proved!

Mais essayons de 'appliquer & d’autres structures de données comme les monomes a n
variable définis par Loic Pottier?2.

La encore, on peut utiliser notre lemme généralisé:

Lemma mon_permute :
(k:nat) (n,m,p: (mon k))
((mult_mon k n (mult_mon k m p))=(mult_mon k m (mult_mon k n p))).

Exact [k:nat] (more_generalized_permute (mon k)

([i: (mon k)1[j: (mon k)] (mult_mon k i j ))

([i:(mon k)1 [j:(mon k)I[1: (mon k)] (mult_mon_assoc k i j 1))

([i:(mon k)] [j:(mon k)] (mult_mon_com k i j))).
Subtree proved!

10.5 Limitations

On pourrait étre tenté de pousser encore ’abstraction. En effet, pourquoi se limiter &
la relation d’égalité eq, la seule propriété de cette relation qui est utilisée est le principe

de récurrence suivant:
eq_ind_r: (A:Set) (x:A)(P:A->Prop) (P x)->(y:M)y=x->(P y).

2. (http://www-sop.inria.fr/croap/CFC/buch/Monomials.html)
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L’énoncé reste donc vrai pour toute relation R vérifiant ce principe d’ou la généralisation
suivante:

Lemma more_more_generalized_permute :

(E:Set)

(f:E->E->E)

(R: (A:Set)A->A->Prop)

(R_ind_r: (A:Set) (x:A) (P:A->Prop) (P x)->(y:A)(R A y x)->(P y))
(f_assoc_l :((n,m,p:E)(RE (f n (f m p)) (f (f n m) p))))
(f_sym :(n,m:E)(RE (f nm) (f mn)))

(n,m,p:E)

REEn (mp)) (£ m (£ np))).

que ’on prouve par le terme de preuve suivant:

TERME DE PREUVE DE MORE_MORE__ GENERALIZED _PERMUTE:
Proof [E:Set]
[f:E->E->E]
[R: (A:Set)A->A->Prop]
[R_ind_r:(A:Set) (x:A) (P:A->Prop) (P x)->(y:A) (R A y x)->(P y)]
[f_assoc_1:(n0,m0,p0:E)
(R E (£ n0 (f m0 p0)) (£ (£ n0 mO) p0))]
[f_sym: (n0,m0:E) (R E (f n0 m0) (f m0 n0))]
[n,m,p:E]
(R_ind_ r E (f (£ m n) p) [MO:EJ(RE (f n (f m p)) nO)
(R_ind_ r E (f n m) [n0:EJ(RE (f n (f m p)) (£ nO p))
(f_assoc_lnmp) (fmn) (f_symmn)) (f m (f n p))
(f_assoc_1 m n p)).

Instanciations: On vérifie que 'on peut toujours instancier cette généralisation: Avec
la multiplication sur les entiers:

Lemma mult_permute : (n,m,p:nat) ((mult n (mult m p))=(mult m (mult n p))).
Intros.
Exact (more2_generalized_permute

nat n m p mult eq eq_ind_r mult_assoc_l mult_sym).

Subtree proved!

Mais eq_ind_r caractérise 1’égalité de Leibnitz, et on ne pourra donc pas réutiliser ce
lemme avec d’autres égalités définies.

Considérons par exemple les polyndémes tels qu’ils ont été définis par Loic Pottier et
Laurent Théry. Ils sont représentés par le tableau de leurs coefficients. L’addition de deux
polyndmes s’obtient simplement en sommant leurs coefficients de méme degré. Une relation
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d’égalité eqP est définie pour identifier par exemple 0 et O + (O x X) qui sont différents
pour ’égalité eq.

On a donc essayé de prouver permute pour ’addition de ces polynomes, soit le lemme
suivant:

Lemma plusP_permute :
(n,m,p:P) (eqP (plusP n (plusP m p)) (plusP m (plusP n p))).

Mais il n’est pas possible d’utiliser le terme de preuve précédent. On peut néanmoins
terminer la preuve. On pourrait vouloir établir une généralisation de eq_ind_r comme par
exemple dans le cas des polynomes & coefficients entiers.

Lemma eq_ind_r_int:
( x:(P nat); P1:((P nat)->Prop))
(P1 x)->(y:(P nat)) (eqP nat(eq nat) [x:natlx=0 y x)->(P1 y)

Mais ce résultat n’est pas vrai, sinon en prenant [z: (P nat)]x=z) pour P1 on montre que
egP implique eq, ce qui n’est pas vrai.

On peut néanmoins terminer la preuve de plusP_permute par le script suivant:

Intros.
(Apply eqP_trans with (plusP (plusP m n) p); Auto).
(Apply eqP_trans with (plusP (plusP n m) p); Auto).

Dont le terme de preuve n’a rien & voir avec ce que 1’on avait précédemment:

Proof: [n,m,p:P]
(eqP_trans (plusP n (plusP m p)) (plusP (plusP m n) p)

(plusP m (plusP n p))

(eqP_trans (plusP n (plusP m p)) (plusP (plusP n m) p)
(plusP (plusP m n) p) (plusP_associative n m p)
(eqP_sym (plusP (plusP m n) p) (plusP (plusP n m) p)

(eqP_sym (plusP (plusP n m) p) (plusP (plusP m n) p)
(eqP_sym (plusP (plusP m n) p) (plusP (plusP n m) p)
(plusP_compl (plusP m n) (plusP n m) p
(plusP_commutative m n))))))

(eqP_sym (plusP m (plusP n p)) (plusP (plusP m n) p)

(plusP_associative m n p)))

Cet exemple montre qu’il n’est donc pas forcément souhaitable de généraliser au maxi-
mum, c’est-a-dire d’abstraire tous les identificateurs libres apparaissant dans un énoncé.
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10.6 Robustesse et problémes

En pratique, on ne peut garantir que notre généralisation d’un théoréme T fonctionnera
que si sa preuve ne fait référence qu’aux types des identificateurs généralisés et n’utilise pas
leurs structures internes, c’est-a-dire si la dépendance vis-a-vis de ces termes est opaque.
Pour les types inductifs, cela veut dire que ’on ne fait pas de raisonnement par cas ou par
induction, d’ailleurs s’il est toujours possible d’abstraire un récurseur, bien que ’exemple
précédent montre que ce n’est pas trés utile, on ne pourrait rien faire lors que c’est un Fix
ou un Case qui apparait dans le terme de preuve.

Cette restriction est aussi vraie pour les termes fonctionnels, nos premiers exemples
ne fonctionnent que parce que les termes de preuve ne font pas directement référence &
la structure de mult; les propriétés de mult ont été prouvées séparément et peuvent donc
étre abstraites. Si ces propriétés de base étaient prouvées directement dans la preuve on
ne pourrait pas abstraire.

En effet pour prouver la plupart des propriétés basiques des fonctions, on a besoin
d’avoir acces a leur structure de base. Ainsi, pour prouver la commutativité de I’addition,
il faut utiliser sa structure interne et des régles de réécriture qui permettent par exemple
de réduire (0+x) en x. La réduction d’un terme fonctionnel défini par de telles régles
s’appelle la ¢-réduction. Cela conduit a des preuves trés différentes pour la commutativité
de ’addition ou de la multiplication des entiers, et a une preuve encore plus différentes la
commutativité de la multiplication des mon6émes.

Kolbe et Walter [67] ont étudié la réutilisation de telles preuves, mais ils semblent
se limiter & de petits exemples et malgré cela le résultat reste encore trés dépendant de
la structure définie. Ainsi certaines preuves faites sur ’addition pourront s’appliquer a la
multiplication si on la définit par les régles: 0*m =>0 et (S p)*m =>m + ( p * m)) mais
pas si on la définit par le systéme 0*m =>0et (S p)*m =>( m * p) + m), qui est pourtant
équivalent.

10.7 Restriction dans ’utilisation de 1’abstraction.

Pour contourner ces problémes, on n’autorisera a abstraire sur un identificateur de fonc-
tion que s’il est opaque ou si on ne le réduit pas dans la preuve. De méme, on n’autorisera
& abstraire un type inductif que §’il correspond a un “type muet” c’est-a-dire si la preuve
ne contient pas de raisonnement par cas ou par induction sur la structure de ce type. Pour
vérifier que l'on ne réduit pas un terme, on traquera dans le script les tactiques pouvant
faire des réductions comme Simpl, Change .... De méme on cherchera dans le script les
tactiques permettant de déstructurer un type inductif comme Induction, Split, Case ....
On vérifiera aussi que les constructeurs du type n’apparaissent ni dans le script ni dans le
terme de preuve.

Mais cette méthode n’est pas fiable & 100% ne serait-ce que parce que 'utilisateur peut
définir ses propres tactiques.
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10.8 Conclusion et perspectives

I’idée principale de cet outil est d’éviter de repartir de zéro lorsque 1’on va développer
des théories abstraites comme par exemple la théorie des groupes. En effet dans les déve-
loppements existants de nombreuses preuves n’utilisent que quelques propriétés des objets
sur lesquelles elles travaillent.

On peut concevoir de fournir un mode "debug" dans lequel chaque propriété utilisée
dans les preuves sur des fonctions sera généralisée et stockée. Lorsque par la suite on aura
a définir une structure, on donnera ses propriétés abstraites et en comparant avec notre
stockage et, modulo les restrictions du § 10.7, on pourra récupérer gratuitement dans les
développements existants tous les théorémes qui sont valables pour notre structure.

La certification d’algorithmes mathématiques destinés au calcul formel doit s’appuyer
sur une implémentation certifiée des structures mathématiques de base (groupes, anneaux,
corps etc.). A terme, la généralisation devrait permettre de récupérer, en les généralisant,
les preuves qui ont été faites pour des instances de ces théories comme les entiers ou
les polyndmes. En relation avec l'introduction des modules, elle pourrait permettre de
développer des théories parameétrées a partir d’instances spécifiques, un peu comme le
font dans le domaine des langages de programmation Michael Siff et Thomas Reps [125],
lorsqu’ils essayent de générer du code C++ générique a partir de code C.
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Conclusion

Nous avons montré l'importance des activités de maintenance pour les systémes de
preuve.

En nous inspirant de ce qui se fait en génie logiciel, nous avons fourni des outils assistant
I'utilisateur dans le développement et la maintenance. Ces outils s’appuient sur la notion
fondamentale de dépendances.

Nous avons discerné plusieurs niveaux de dépendance:

— Les dépendances entre les différentes parties d’une preuve, que nous qualifions de
dépendances locales.

— Les dépendances entre théories et entre objets d’une théorie, que nous qualifions de
dépendances globales.

Dans un premier temps, nous nous sommes focalisés sur la maintenance des scripts de
preuve. La notion de script de preuve et les notions connexes de tactique et de tacticielle
issues de LCF sont en effet communes & de nombreux assistants de preuves comme nous
I’avons montré dans une présentation rapide de quelques-uns des principaux prouveurs.
A tout script de preuve, on peut associer de facon naturelle, une structure d’arbre. Cette
structure refléte les dépendances entre les différents sous-buts. En nous basant sur cette
notion d’arbre nous avons fourni des outils génériques pour assister 1'utilisateur dans ses
activités de développement, de maintenance et de transformation de script. Les principales
aides sont les suivantes:

— Compréhension, et visualisation de la structure d’une preuve:
(visualisation graphique de I’arbre et outils de navigation dans le script.)

— Retour-arriére logique;
— Expansion et contraction de script;
— Lemmifcation et factorisation de lemme.
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Il est apparu que dans les systémes manipulant des variables existentielles, I’arbre de
preuve ne suffit plus a représenter les dépendances entre les différents sous-buts. Nous avons
proposé une modélisation des dépendances supplémentaires introduites par le partage de
variables existentielles entre les sous-buts. Et nous avons tenté quand cela été possible
d’adapter les outils précités pour qu’ils prennent en compte ces contraintes supplémentaires.

Dans un second temps nous avons briévement étudié les dépendances entre théories
puis nous nous sommes focalisés sur les dépendances entre objets d’une théorie. Nous les
avons modélisées au travers de la notion de graphe de dépendance.

Nous avons proposé différentes utilisations basées sur ce graphe:

— La coupe de théorie;

— L’aide & la de modification de théories, pour laquelle nous avons congu un algorithme
interactif de propagation des modifications;

— La réorganisation de théorie.

Toutes ces notions sont assez génériques, néanmoins la maniére dont les dépendances
entre objets sont calculées est relativement dépendante du systéme utilisé. Dans les sys-
témes basés sur une théorie des types on pourra, comme nous l'avons fait dans le cas de
Coq, calculer ces dépendances sur le terme de preuve. Dans le cas des systémes comme
HOL, ou il n’y a pas de terme de preuve, on pourra par exemple utiliser la sauvegarde sous
forme de régles primitives.

Le probléme principal que nous avons rencontré dans cette partie est la sensibilité
au contexte des procédures de décision automatique que l'on retrouve sous des formes
différentes dans la plupart des systémes. Ce probléme fragilise nos manipulations mais,
14 encore, nous avons essayé d’envisager des solutions, parfois restrictives, augmentant la
streté de ces transformations.

Enfin dans un dernier chapitre on s’est intéressé a 1’abstraction sur les théories. Mais
notre contribution s’est limitée & essayer de cerner au travers de quelques expériences ce
qui pourrait étre fait.

En conclusion, précisons que cette thése est avant tout un travail de défrichage. Il
n’existe & notre connaissance pas de contribution globale sur les problémes de maintenance
de théorie dans les systémes de preuve méme si de nombreux articles expriment le besoin
de tels outils. Nous espérons, par les outils développés et les idées exprimées, avoir ouvert
la voie & de tels développements qui, alors que 'utilisation des systémes de preuve formelle
se répand et que les utilisateurs s’attaquent & des preuves de plus en plus conséquentes,
devraient devenir de plus en plus indispensables.
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Annexe l \

Exemple de sessions de preuve dans
différents systémes

A.1 HOL

Dans cet exemple, on a utilisé la version HOL98 de K. Slind [127].

Aprés le lancement de HOL, on est dans la boucle d’interaction de Moscow ML, on
peut taper des commandes ML classiques. Les termes de la logique sont des objets de type
term définis dans le module Term. Les théorémes ont le type thm du module Thm. On entre
un nouvel énoncé avec la fonction g:Term.term frag list ->GoalstackPure.proofs.

La fonction e de type

(Term.term list * Term.term ->
(Term.term list * Term.term) list * (Thm.thm list -> Thm.thm)) ->
GoalstackPure.goalstack

permet d’appliquer une tactique. Les tactiques sont des fonctions dont le type est:

Term.term list * Term.term ->
(Term.term list * Term.term) list * (Thm.thm list -> Thm.thm)

Elles prennent un couple, formé d’une liste de termes représentant les hypothéses et d’un
terme représentant le but courant. Elles renvoient un couple dont le premier membre est
une liste de couples, contenant la liste d’hypothéses et ’énoncé de chacun des sous-buts
générés, et le second une fonction de validation qui est capable, a partir de la liste des
preuves des théorémes du premier membre, de reconstruire la preuve du théoréme initial.

On lance HOL:
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aenegada:/net/croap/lib/hol98/bin [47] > ./hol
Moscow ML version 1.43 (April 1998)

Enter ‘quit();’ to quit.

For HOL help, type: help "hol";

HHH LL

HHH LL

HHH LL

HHH LL

HHH 0000 LL
HHHHHHH 00 00 LL
HHHHHHH 00 00 LLL

HHH 0000 LLLL
HHH LL LL
HHH LL LL
HHH LL LL
HHH LL LL98 [Athabasca 2]

[closing file "/net/croap/lib/hol98/std.prelude"]

- (* on peut taper des commandes ml *)
val a=1+3;
>val a =4 : int

On doit d’abord charger quelques théories

load "bossLib";

open bossLib;

open arithmeticTheory;
load "prim_recTheory";
open prim_recTheory;

Puis on peut attaquer la preuve du théoréme suivant.
Vmn e Nn<m=—=VpeN m<n+p

gi'mn. m<n==>1!p. m<n+p‘;;
> val it =
Proof manager status: 1 proof.
1. Incomplete:
Initial goal:
Imn. m<n==>(lp. m<n + p)

: GoalstackPure.proofs
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- - e(REPEAT GEN_TAC);
OK..
1 subgoal:
> val it =

m<n==> (lp. m<n + p)

: GoalstackPure.goalstack
- e(STRIP_TAC); (* introduction *)
OK..
1 subgoal:
> val it =

'p. m<n+p

m<n

: GoalstackPure.goalstack
- e(Induct_on ‘p®); (* induction sur p produit deux sous-buts *)
OK..
2 subgoals:
> val it =

m<n + SUC p

0. m<n
1. m<n+p

: GoalstackPure.goalstack

-r1; (* change 1’ordre des sous-buts *)

> val it =
m<n+20

0. m<n
1. m<n+p

: GoalstackPure.goalstack
- (x étape d’induction *)
e (IMP_RES_TAC LESS_SUC ) ;
OK..
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1 subgoal:
> val it =
m<n+ SUC p

n+p
SUC (n + p)
SUC n

: GoalstackPure.goalstack
- e(ASM REWRITE_TAC [ADD_CLAUSES]);
OK..

Goal proved.
[.] |I-m<n+ SUCp

Goal proved.
[..] |-m<n+ SUCp

Remaining subgoals:
> val it =
m<n+O0

: GoalstackPure.goalstack
- (x cas de base *)
e (ASM_REWRITE_TAC [ADD_CLAUSES]);
OK..

Goal proved.
(L] I-m<n+0

Goal proved.
.1 I-!'p. m<n+p

Goal proved.

|-m <n==>(!p. m<n+ p)

> val it =
Initial goal proved.
|- 'mn. m <n ==>(!p. m<n + p)
: GoalstackPure.goalstack
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A.2 Isabelle

Pour cet exemple, on a utilisé la version Isabelle98-1 en SML-N.J.

La session de preuve reproduite ci-dessous montre une preuve de la commutativité de
la conjonction.

aenegada:/net/croap/lib/Isabelle98-1/bin [8] > ./isabelle
val it = false : bool

> val commit = fn : unit -> bool

> goal HOL.thy

"(A & B)-->(B & A)";# (* on utilise la théorie HOL *)

Level O
A&B-->B&A
1. A&B -->B & A

val it = [] : thm list

> br impI 1; (* introduction de 1’hypothése *)
Level 1
A&B-->B&A

1. A&B==>B&A

val it = () : unit

> br conjI 1; (* introduction de la conjonction *)
Level 2
A&B-->B&A

1. A& B ==>8B

2. A& B ==>A

val it = () : unit
> be conjE 1; (* élimination de la conjonction dans le
premier sous-but *)

Level 3
A&B-->B&A
1. [| A; B |] ==> B
2. A& B ==>A

val it = () : unit
> ba 1; (* Assumption *)

Level 4
A&B -->B& A
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1. A& B ==>A

val it = () : unit
> be conjE 1;

Level 5
A&B -->B & A
1. [| A; B |] ==> A

val it = () : unit
> ba 1;

Level 6
A&B-->B&A
No subgoals!

val it = () : unit
> ged "and_comms";
val and_comms = "7A & ?B --> 7B & 7A" : thm
val it = () : unit

A.3 Lego

Au démarrage de Lego, on est, comme dans Coq, dans une boucle d’interaction propre
au systéme. Il est impossible de taper du code ML. On ne peut pas comme en HOL, écrire
de nouvelles fonctions pour étendre facilement le systéme de tactique.

Chargeons le paquetage Logic contenant les définitions des opérateurs logiques de base
et définissons un type A et deux prédicats f et g sur A

Logic;
[A:Typel [f,g:A->Prop];

On se propose maintenant de prouver:

Va € A,(f a) A (g a) = Vbe A(g b) A(f b)

On donne ci-dessous la session de preuve compléte

Lego> Goal (<a:A>(and (f a)(g a)))-><b:A>(and (g b)(f b));
Goal
&70 : (<a:A>(f a /\ g a))-><b:A>(g b /\ f D)



A4. PVS 161

Lego> Intros s; (* introduction de 1’hypothése *)
Intros (1) s

s @ <a:A>(f a /\ g a)

&?1 : <b:A>(g b /\ £ b)
Lego> Intros #; (* introduction d’une variable existentielle *)
Intros (0) #

&?2 : A

&?3 : g 72 /\ £ 72
Lego> Next +1; (* permutation des sous-buts *)
Next 3
Lego> andE s.2; (* on casse le /\ dans 1’hypothése *)
and Elim
-- Start of Goals --

s @ <a:A>(f a /\ g a)

H: fs.1

H1 : g s.1

&76 : g 72 /\ £ 72
-- End of Goals --
Lego> andI; (* Elimination du /\ dans le but *)
and Intro
-- Start of Goals --

s @ <a:A>(f a /\ g a)

H: fs.1

H1 : g s.1

&79 : g 72

&?10 : £ 72
-- End of Goals --
Lego> Refine H1; (* unification de H1 avec le but courant &79 *)
Refine by H1

&710 : f s.1
Lego> Immed; (* tout est dans le contexte ! *)
Immediate
Discharge.. H1 H
Discharge.. s
*kx QED k% (* time= 0.010000 gc= 0.0 sys= 0.010000 *)

A.4 PVS

Pour cet exemple, on a utilisé la version 2.2 de PVS. L’exemple présenté est issu du
cours introductif présenté par Judy Crow, Sam Owre, John Rushby, Natarajan Shankar et
Mandayam Srivas [29] & WITF’95. On commence par construire une mini-théorie ou ’on
définit une fonction qui calcule la somme des n premiers entiers.

sum: THEORY
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BEGIN
n: VAR nat

sum(n) : RECURSIVE nat =
(IF n = 0 THEN O ELSE n + sum(n - 1) ENDIF)
MEASURE id

closed_form: THEOREM sum(n) = (n *x (n + 1))/2

La vérification de type génére deux obligations de preuve. La premiére est liée au fait que
le type de la division dépend d’un prédicat exprimant que le second argument n’est pas
nul. La seconde est liée & la terminaison de la fonction, elle stipule simplement que 1’on
récure sur un ordre bien fondé..

sum_TCC1: OBLIGATION (FORALL (n: nat): NOT n
sum_TCC2: OBLIGATION (FORALL (n: nat): NOT n

0 IMPLIES n - 1 >= 0);
0 IMPLIES id(n - 1) <id(n));

Une fois ces obligations de preuve démontrées (ce qui ici se fait automatiquement), on va
prouver que cette somme est toujours égale a M Pour cela on entre en mode preuve
(M-x prove) aprés avoir sélectionné le lemme qui nous intéresse avec la souris. On rentre
alors les tactiques comme dans les autres systémes. Il est possible de visualiser 'arbre
de preuve au fur et & mesure du développement (mais comme nous lavons expliqué au
chapitre 3, pour de "grosses preuves", cela devient vite impraticable). Pour faire notre

preuve on rentrera la suite de tactiques suivante:

(INDUCT '"n")
(EXPAND "sum")
(ASSERT)
(SKOLEM!)
(FLATTEN)
(EXPAND "sum" +)
(ASSERT)

Une fois finie, la preuve peut étre sauvegardée et pourra étre rechargée automatiquement
lors d’une session ultérieure. Remarquons que les obligations de preuve sont comprises dans
la preuve sauvegardée que 1’on montre ci-dessous.

(Isum| (|sum_TCC1]| "" (SKOSIMP) (("" (ASSERT) NIL)))
(lsum_TCC2| "" (GRIND) NIL)
(lclosed_form| "" (INDUCT '"n")

(("1" (EXPAND "sum") (("1" (ASSERT) NIL)))
("2" (SKOLEM!)
(("2" (FLATTEN) (("2" (EXPAND "sum" +) (("2" (ASSERT) NIL))))>))))))
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Enfin nous pouvons demander de quoi dépend le théoréme prouvé (M-x spc). Pour le
théoréme closed_form le systéme répond:

sum.closed_form has been PROVED.
The proof chain for closed_form is COMPLETE.

closed_form depends on the following proved theorems:
sum.sum_TCC2
identity.I_TCC1
if_def.IF_TCC1
sum.sum_TCC1
naturalnumbers.nat_induction

closed_form depends on the following definitions:

notequal./=

functions.bijective?

functions.surjective?

functions.injective?

reals.>=

sum.sum

reals.<=

identity.id

La figure A.1 montre ’environnemt PVS et la représentation de 'arbre de preuve. Cliquer
sur les symboles F permet de visualiser le sous-but associé.

A5 Alf

On termine en montrant une session de travail dans Alf. On y voit deux multi-fenétres.
La fenétre de droite contient la preuve en cours tandis que la fenétre de gauche contient
la théorie en cours de construction. Une preuve terminée peut étre ajoutée dans la théorie
en la changeant de fenétre. De méme une preuve peut étre copiée ou déplacée de la théorie
vers la fenétre de développement pour étre modifiée.

Sur la figure suivante, dans la fenétre du haut de la multi-fenétre de gauche on est en
train de prouver, le lemme:
Vn,m € Nym < (m+m)

La preuve se fait en éditant un terme ayant le type voulu. Sur la figure A.2,

il ne reste plus qu'un "trou" représenté par la variable 7,. La fenétre du milieu de la
multi-fenétre visualise les contraintes sur cette méta-variable représentant le sous-terme
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closed form.2 : s
|
PYS Bufferz Filez Toolz Edit) {1} sum(§!'1) = (j'1 * (§!'1 + 1)) /7 2
i! = 31 & s
sum: THEORY INPLIES sum(j!1 + 1) = ((j!1 + 1) * (j!1 + 1 + 1)) / 2
BEGIN i
n: VAR nat Dismiss stick wgﬁ}}lj

sumi{n): RECURSIVE nat =
(IF n = 0 THEN 0 ELSE n + sum(n - 1) ENDIF)
HMEASTRE id

closed form: THEOREH sumi{n) = (n * (n + 1))/2

EHD sum
Emacs: sum.pvs m
Rerunning step: (EXPAND “sum™ +) 'T
Expanding the definition of sum, - o
this simplifies to: {induct "n")
closed_form.2 :
- -
[-1] sm{j!1) = (j!1 * (3!'1 + 1)) / 2 |
| —————— {expand " swn" ) {skolem!)
{1} (1 + sum(j!1) + §!'1 = (2 + j'1 + (j!]
. H 1
Rerunning step: (ASSERT)
Simplifying, rewriting, and recording with ¢ (assert) (flatten)
This completes the proof of closed form.2. L
Q.E.D. |
{expand "sonm" +)
Run time = 0.40 secs.

4

——-**-Emacs: *pvs* (ILISP :ready

Fi1a. A.1 — Environnent de travail du systéme PVS
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restant a construire. Enfin la fenétre du bas montre le type du sous-terme sélectionné.
Enfin une barre de menu donne accés a différentes aides pour I’édition du terme. Le menu
Matching propose notamment une liste de constantes pour l'instanciation d’une méta-

variable.
& File Tefine Construct Edit Goal Matching Context WYiew
¥l |Scratch Area s
4 | leg-plus € {m,n € Ny Leg{m, Plusim, =)y []
N;';‘;“le mne NN o leq-plus(zero, 7) = leq-O(Plus(?,, 1))
Plus(z(err;, - leg—plus{suce{n,), 7) = leg—smcc(ny, Plus(ny, n), leg—plusin;, a)) =
Plus(succ(ry), ) = succ(Plus(ry, )

Leq € i{m,n € N Set - —
leg-0 € (# € N) Legizero, n) A
legsucc € {m,n € N; p € Leqgim, n)) Leq{succ(m), succin)) Constraints A

leg-trans € (ma.ke N, pe Legim,n); g € Leqin, &) Legim, &y | | Flus(™n) =m e N []
leqtrans(_, n, k,1eq-0{_), ¢) = leq-0ik) =
legtrans(_, _, _, leq—succ{my, iy, pr), leqsuce(_, n, p)) = =

leqsuccimy, 7, legtrans(my, 7, 7, pr, 21

lemme- 1 € (m,n € N; p€ Leq(m,n)) Leqim, succin)) = :
lemrne 1i_, #,1eq-0{_)) = leq—O(succin))
lemmme 1i_, _, leq_suce{my, iy, prl) = 3 {m,n € Ny Legim, Plusim, n))

Fi1G. A.2 — Environnent de travail du systéme Alf
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e B

Annexe

Une interface utilisant daVinci et Ocaml

Introduction

Nous décrivons ici une interface Ocaml [140]| au logiciel de visualisation de graphe
daVinci [51, 52] développé a l'université de Bréme. Puis nous décrivons un prototype
d’interface graphique pour le systéme Coq basé sur l'interface Caml.

B.1 Interfacer daVinci et Caml

L’objectif de ce package ML est de fournir un outil pour la manipulation et I’affichage
de graphes en Ocaml. La base des fonctionnalités fournies est celle des API de daVinci
(ajout/suppression de nceuds/arcs, modification des caractéristiques d’un neeud/arcs, vue
multiple, navigation ... ).

Le visualisateur daVinci

daVinci est un outil interactif de visualisation de graphes orientés, (écrit en ASpecT
puis compilé vers du C, et disposant d’un interface en Tcl/Tk [91]). L’affichage peut étre
optimisé en tentant de minimiser le nombre de croisements des arétes. L’algorithme utilisé
est une variante de celui de Sugiyama [129, 130].

B.1.1 Une idée de I'implémentation

La structure interne des graphes de da Vinci n’étant pas aisée & manipuler, on maintient
notre propre structure de graphe en ML qui est ensuite compilée vers celle du visualisateur.
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Représentation des graphes

Nous avons représenté les graphes comme par des listes d’adjacence doublement chai-
nées (on a la liste des fils et la listes des péres de chaque nceud). On pourrait aussi utiliser
une représentation matricielle.

On donne ici la signature (simplifiée) du type abstrait GRAPH.

module type GRAPH =
sig
type ’a graph
val create : (’a * ’a list) list ->’a graph
val createdouble : (’a*(’a list*’a list)) list ->’a graph
val empty : ’a graph
val newGraph : unit ->’a graph
val addNode :’a->’a graph ->’a graph
val addEdge :’a graph ->’a->’a->’a graph
val suppressNode :’a->’a graph ->’a graph

val listOfVertices :’a graph ->’a list
val list0fSuccessors : ’a->’a graph ->’a list
val listOfPredecessors : ’a->’a graph ->’a list

(* liste des suivants atteingnables *)

val 1istOfPossible : ’a->’a graph ->’a list

(* liste des precedants atteingnables *)

val 1istOfPossibleUp :’a->’a graph ->’a list

(* couper une branche *)

val cutSubGraph :’a->’a graph ->’a graph
end;;

Communication daVinci-Ocaml

La connection entre Ocaml et daVinci se fait par "pipe". La figure B.1, issue de la
documentation en ligne de daVinci en illustre le principe.

Cette communication se réalise via deux pipes UNIX: un pour envoyer les commandes
aux API de daVinci , un pour recevoir les réponses. Coté Caml nous gérons la connection
en utilisant les possibilités de la bibliothéeque Unix [70].

L’envoi de message & daVinci. L’envoi de message vers da Vinci se fait simplement en
écrivant sur le canal de sortie. Nous aurons donc une fonction sendMsg : string ->unit
qui envoie son argument au visualisateur en ’écrivant sur le bon canal. Puis on utilise cette
fonction pour implémenter toute les fonctionnalités des API de da Vinci.
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+ + —Visualizes the Graph
dﬂ‘VInCI« —Can't change Graph Structure
Events Graphs
= = —Listens to Events
Appllcatlon —Controls the Graph Structure

F1Gg. B.1 - Communication daVinci-0Ocaml

Lire les réponses de daVinci. De méme on récupére les messages du visualisateur en
lisant sur le canal d’entrée. Mais il faut étre sir qu’il y ait quelque chose 4 lire, sinon le
processus de lecture est bloqué jusqu’a ce qu’il y ait de nouveau quelque chose a lire (par
exemple la réponse a la sélection d’un neceud).

Cette vérification se fait grace & la fonction select de la bibliothéque UNIX d’Ocaml.
qui permet d’attendre que l'opération de lecture soit possible sur le canal (elle attend qu’un
"descripteur de fichier" change de statut).

Les réponses sont des chaines de caractéres qui correspondent & un message avec d’éven-
tuels arguments, par exemple le message node_selections_labels(["4"]) signale que le
neeud identifié par "4" a été sélectionné.

Nous faisons donc ’analyse syntaxique de ces chaines pour en récupérer le message et
les éventuels arguments.

Le top level. Le traitement global se fait par une boucle dans laquelle via select on
attend des événements au clavier ou sur le graphe.

let main tc ta=
let rec mainl() =
let j = ref [] in
while (!j=[1)
do
let indl,outdl,ol=
select [(descr_of_in_channel 'inc);(descr_of_in_channel Pervasives.stdin)]
[(descr_of_out_channel !outc);(descr_of_out_channel Pervasives.stdout)]
[1 2.0 in
j:=indl
done;
List.iter
(fun x -> let u=(input_line (in_channel_of_descr x)) in
(try ta (reaction u) with [_ -> if u="fin" then raise Exit else (tc u)))
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s
'5;
print_string"\n";flush Pervasives.stdout;mainl()
in mainl();;

C’est une fonction dont les deux arguments sont les fonctions de traitement du texte
entrées au clavier et des messages recus du visualisateur.

Utilisation du package.

Pour utiliser ce package Ocaml de manipulation de graphe, il faut d’abord charger le mo-
dule d’interface puis définir les fonctions de réaction reactionText et reactionInterface
appropriés a notre application. On peut éventuellement écrire une fonction createBasicMenu
qui ajoutera des entrées au menu Edit de l'interface de visualisation. Puis on définit la
fonction principale.

let init() =

(* initialiastion des constantes *)

(* creation de la fenetre de visualisation et d’un graphe vide *)
initialisation();

(* creation d’un eventuel menu *)

createBasicMenu ();

(*x appel de la boucle principale

avec en argument les deux fonctions de réactionx)
main reactionText reactionInterface;

(* initialisation du menu *)

createBasicMenu () ;;

B.2 Application

B.2.1 Un mini éditeur de graphe

A titre d’exemple on a écrit un éditeur de graphe trés rudimentaire. On y crée un menu
contenant quatre entrées: Addnode qui nous fait passer dans un mode ou chaque click souris
sur un nceud, crée un nouveau neceud ; AddEdge qui nous met dans un mode ou l'on peut
ajouter des arétes, chaque "click impair" sélectionnant un nceud source et chaque "click
pair" le nceud cible; CutSubgraph qui permet de couper le sous graphe issu du noeud que
I’on sélectionne. Enfin NoInteraction qui nous met dans un mode ol toutes les sélections
sont inactives. La fonction de réaction reactionInterface geére les réactions en fonction
du mode dans lequel on se trouve. Par défaut la fonction reactionText ne fait rien.
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B.2.2 Affichage de dépendances entre fichiers.
B.2.3 Une interface graphique pour Cog

On présente maintenant un prototype trés rudimentaire d’interface graphique pour le
systeme Cogq. Les fonctionnalités proposées sont celles qui ont été décrites au cours de cette
these.

Nous court-circuitons le "top-level" de Cog, la fonction de traitement du texte entré
au clavier, reconnait et traite les commandes Coq . On considére qu'une commande est
compléte dés qu'un point (le terminateur de commande Coq) est entré. On transmet alors
la commande & I'analyseur syntaxique puis & 1’évaluateur de Cog qui répond en affichant
le résultat de la commande.

Plusieurs modes sont possibles:

— L’affichage de I’arbre de preuve et undo logique: Si on est bien dans une preuve

et que la commande est une tactique, le systéme affiche les buts restant a prouver.
Si I’évaluation a réussi et que la commande est une tactique on peut ajouter dans le
graphe le nceud correspondant a cette tactique.
Nous maintenons une table qui associe & chaque tactique le but qu’elle attaque.
On peut ainsi visualiser en paralléle les buts et les tactiques qui les résolvent. On
dispose d’'un commande KillProofNode qui permet d’effacer une branche de ’arbre
de preuve par un simple click sur le nceud correspondant.

— Affichage du graphe de coercion:

Lorsque I'on développe de grosses théories en utilisant les coercions, notamment en
algébre, il peut devenir difficile savoir de quelles coercions on dispose. On propose
donc de visualiser le graphe de coercions. On peut alors se déplacer dans le graphe,
utiliser les fonctionnalités de zoom du visualisateur, obtenir de I'information sur un
type ou une fonction de coercion par simple click souris.

— Affichage de I’environnement et reset logique: On peut visualiser le graphe
de dépendance entre objets, qui croit chaque fois qu’'un objet est ajouté a I’environ-
nement. La figure B.2 illustre cette possibilité. Elle visualise les dépendances d’une
session de preuve sur les listes en cours de développement.

On a deux niveaux de visualisation. Dans le premier, tous les objets introduits depuis
le début de la session sont représentés ainsi que tous les objets "extérieurs" qu'’ils
utilisent. Les objets "extérieurs" sont ceux qui sont définis dans d’autres fichiers qui
peuvent étre importés dans le développement courant. On différencie ces objets en
associant une couleur différente a chaque fichiers. Dés que le développement devient
trop général, ce niveau de visualisation devient inutilisable. On regroupera donc tous
les objets d’'un méme fichier en un seul objet. On utilise aussi les couleurs pour
distinguer les différents types de dépendances (le rouge pour les dépendances opaques,
le bleu pour les dépendances transparentes).

L’interface graphique peut aussi étre utilisé pour "nettoyer I'’environnement", c’est
I’objet du Reset logique
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Comme l'effacement d’une commande dans un script de preuve, 'effacement d’un
objet de 'environnement est généralement historique. C’est-a-dire que pour effacer un
objet il faut effacer tous les objets qui ont été définis aprés lui. Nous nous proposons
d’utiliser la structure de graphe de I’environnement pour fournir un outil de nettoyage
moins brutal permettant d’effacer un objet et tous ceux qui en dépendent sans toucher
au reste de I’environnement.

Dans I'implémementation pour Cog, les choses se compliquent un peu & cause du
mécanisme de section. Il est en effet impossible d’effacer un objet d’une section qui
a été fermée, et on est obligé d’effacer toute la section.

File Edit Apps Options Buffers Tools Eile Edit View Navigation Abstraction Layout Optiens Help

D e 2 e e R T

Intres 1 m n ; Elim 1 ; Simpl ; BAuto
Induction 1; Auto Tist,

Lemma ass app : {(l,m,n : list) {app 1 {(app m

e

Auto 1ist. d
File Edit View Navigation Abstraction Layout Options Help
Defi?ition taifl] := ‘//////' o \ \\.
l:list] <list>Cases 1 {cons _
| list_ind eq_ind| ;/ (app E
= A
Lemma nil_cons : (a:d) (m:listj-~nil

Intros; Discriminate.

(FFAFHE RIS E A R ke Rk K Ak R

(* Length of lists
(*********************************

sym_eq

Fizpoint length [1l:1list] : nat

:= <nat>Cases 1 {cons _ m) =5
(‘ki(**‘k***‘k********‘K***‘K***‘K****)
(* Length order of lists 1
R e e ]

Section length order.

Definition lel := [1,m:1list]{le {1
= ]
Variables a,b:A.
Wariables 1,m,n:list.
Lemma lel refl : (lel 1 1}. Definition tail :=
2 [1:1ist] <list>Cases 1l of (cons _ m) => m | _ =% nil end : list->list.

Mrfald 1al @ Bnto Ti g

——**_¥Emacs: List.w {cog Font
=

Fia. B.2 — L'interface Coq/daVinci

B.2.4 Conclusion

Notre paquetage n’est qu’un prototype minimal mais il offre déja la possibilité de
développer rapidement en Ocaml des prototypes d’interface nécessitant la visualisation de
graphe.
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Annexe C

FExemple d'utilisation de la tactique
Similar

On donne ici un exemple trivial d’utilisation de la tactique Similar:

Coq < Variable A:Prop.
Coq < Lemma factor: A\/A->A/\A.
1 subgoal

AN/A->A/\A
factor < Intros. (% *)
Elim H. (x 1 %)
1 subgoal

H : A\/A

A/\A
factor < 2 subgoals

H : A\/A

A->A/\A

subgoal 2 is:
A->A/\A

factor < Split. (x 11 %)
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3 subgoals

H : A\/A
HO : A

A

subgoal 2 is:
A

subgoal 3 is:
A->A/\A

factor < Idtac;Exact HO. (x 111 *)
2 subgoals

H : A\/A
HO : A

A

subgoal 2 is:
A->A/\A

factor < Exact HO. (% 112 %)
1 subgoal

H : A\/A

A->A/\A

factor <Similar.
Subtree proved!
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Annexe

Preuves et exemples divers

D.1 Exemple d’utilisation de I’algorithme d’expansion

Soit le script A;B; [CIDIE|F] ;G dont 'arbre suivant donnne une version expanser:

B8] [3B]
D [E]

2]
2]—=]

Au départ, pile-d-arguments contient A,B, (parallel C D E F),G, rang, indexet k
valent 1 et les piles P1 et P2 sont vide.

Nous commencons par dépiler A de pile-d-arguments et on le joue, cela produit
deux sous-buts. La pile d’arguments, qui contient alors B; (parallel C D E F);G, n’est
pas vide et son sommet n’est pas de la forme (parallel...). On fait donc deux co-
pies de pile-d-arguments qui sont empilées dans P1. Nous dépilons la premiére copie que
nous allons expanser. Nous assignons donc la valeur dépilée & pile-d-arguments puis
on dépile B de pile-d-arguments et on le joue, ce qui produit deux nouveaux sous-
buts. pile-d-arguments contient maintenant (parallel C D E F),G et son sommet est
donc de la forme (parallel...). P2 est vide aussi dépilons nous (parallel C D E F) de
pile-d-arguments et empilons nous F;G, E;G, D;G puis C;G dans P2. On affecte alors a
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index la valeur (1 + nombre de but généré par la derniére commande jouée) soit 3 puis
nous dépilons (B; (parallel C D E G);G) de P1 pour l'affecter & pile-d-arguments.

Nous dépilons alors B de pile-d-arguments pour le jouer avec I’index 3. Il vient deux
nouveaux sous-buts et pile-d-arguments contient maintenant (parallel C D E G);G).
Ainsi le sommet de la pile a la forme (parallel...) mais cette fois P2 n’est pas vide.

Comme P1 est vide on recopie P2 dans P1 et on vide P2. Enfin On restaure 'index de
départ (1).

Nous dépilons maintenant c;g de P1. La valeur dépilée est affecté a pile-d-arguments
puis nous dépilons C de pile-d-arguments et nous le jouons. Il vient un sous-but. Nous
dépilons ensuite G de pile-d-arguments et nous le jouons. Cela ne produit pas de sous-
but et pile-d-arguments est désormais vide. On dépile donc D;G de P1 pour affecter la
valeur dépilée & pile-d-arguments. Puis on dépile D de pile-d-arguments et on le joue.
Comme cela ne génére pas de sous-but on ne s’intéresse pas a la valeur suivante contenue
dans pile-d-arguments mais on dépile E;G de P1 et on ’affecte a pile-d-arguments.
Nous dépilons alors E de pile-d-arguments et nous le jouons, ce qui ne produit pas
non plus de sous-but. On dépile donc F;G de P1, pour l'affecter & pile-d-arguments.
Nous dépilons alors F de pile-d-arguments et nous le jouons. Cela produit un sous-but.
Enfin nous dépilons G et nous le jouons. pile-d-arguments, P1 et P2 sont vide nous
avons terminé 1’expansion. Le script obtenu est le suivant:

e = = =G IS
QT MO OQCQ W e

D.2 Proprietés de la fonction rg’

Il sagit de montrer que la fonction r¢g’ définie & partir d’une fonction de rang rg par:
rg' = Xerif ¢ <, ¢
then Card(T') — Card({c; € T'|c <, ci Arg(ci) > rg(er)}
else rg(c1) — Card(c; € T'|c <, ¢; Arg(e;) < rg(er)}

Est bien une fonction de rang, c’est-a-dire qu’elle vérifie bien les propriétés suivantes:

1° rg’ est bijective
2° ¢ <, = rg(c) <rg' ()
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Les deux démonstrations sont des études de cas assez semblable dans cette section on
montre simplement que rg’ est bijective

rg’ est bijective Comme 7g’ est comme rg une fonction de 7" vers [1..Card(7")], c’est-
a-dire que le domaines et le codomaine ont un méme cardinal fini, pour monter qu’elle est
bijective il suffit de montrer qu’elle est invective.

On suppose donc (H1) r¢'(z1) = rg’(z3) et on va montrer qu’alors zy = x5.

— Si rg(x1) = rg(xe) alors x1 = x2 puisque rg est bijective et la démonstration est
terminée.

— Supposons donc que rg(xy) # rg(xre) on on va montrer que 1’on arrive & une contra-
diction:

Distingons 3 cas:

5131/\c<pa:2‘

On a rg(c) < rg(xzy) Arg(e) < rg(xs).
Sans perdre de généralité on peut supposer rg(r1) < rg(xs) et ordonner 'en-
semble

{c;, eT'|e <p ci Arg(c;) > rg(za)}

Trivialement xq appartient a cet ensemble mais n’appartient pas a I’ensemble
{e; € T'|e <y ci Argle;) > rg(x1)}

et donc r¢'(x1) # rg'(x2) ce qui contredit ’hypothese (H1).

20

Sic%pxl/\cﬁpxg‘Ona

rg(x1) — Card({d; € T'lc <, d;,rg(d;) < rg(z1)}) =
rg(xe) — Card({d; € T'|c <, di,rg(d;) < rg(za)}) (1)
Sans perdre de généralité on peut supposer rg(ry) < rg(xs)
Ainsi rg(x2) = rg(x1) +navecn >1etn € N.
De (1) il vient, rg(ze) —rg(x1) =
Card({d; € T'|c <, di,rg(d;) < rg(x2)}) —
Card({d; € T'|c <, di,rg(x1) < rg(d;) < rg(za)})
d’oit n = Card({d; € T'|c <, disrg(x1) <rg(di) <rg(zz)}) (2)

rg(x_1) rg’x_1)+1 rg(x_l)-;-é“ rg(x_1)+(n-1) rgx_2)=rg(x_1)+n

Ainsi
= ({di € T'lrg(x1) < rg(di) <rg(z2)})  (3)
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et Card(A) =n
mais en ajoutant la condition ¢ <, d; dans la définition de A, on supprime x
(car ¢ 4, ) donc

Card({d; € T'|c <p dirg(xr) <rg(d;) <rg(xz)}) <n-—1

et par (2) on an <n —1 ce qui est absurde.

Sic%p:cl/\c<p:c2‘
On a

rg(xz) — Card({d; € T'|c <, d;,rg(d;) > rg(z1)}) =
Card(T") — Card({d; € T',rg(d;) > rg(z2)}) (1)

- ‘Si rg(xy) > Tg(xg)‘

On pose rg(x1) =rg(za) +n (1 < n)
Card(T" —rg(z1) = Card({d; € T'|c <, d;,rg(d;) > rg(x2)}) —
Card({i € T'le <, diyrg(d;) < rg(x1)}) (1)

On a:
__________________________________________________________ >
| | | | | |
1 rg(c) rg(x_2) rg(x_1) Card(I?)
On note
Ay = Card({d; € T'|c <, d;,rg(d;) > rg(z2)})
et

A, = Card({d; € T'|c <, d;,rg(d;) < rg(x1)})

or Ay — A, =Card({i € T'le <, d;,rg(x1) <rg(d;)}) —
Card({d; € T'|c <, di,rg(d;) < rg(xa)})

On note
B, = Card({i € T'lc <, d;,rg(x1) <rg(d;)})
et
B, = Card({d; € T'|c <, di,rg(d;) < rg(z2)})
On a
O < B, <Card(T') — rg(xy)
1 < By, <rg(x2) —rg(c)
—rg(zs) +rg(c) < =B, < -1
ainsi
—rg(x2) +rg9(c) < By — By < Card(T') —rg(xy) — 1
or

Card(T') —rg(z1) = A, — Ay =B, — By
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d’ou
Card(T") —rg(x1) < Card(T") —rg(zy) — 1

ce qui est absurde.

- ‘si rg(xy) < rg(xzs) ‘

On a
rg(ze) =rg(z1) +n (1 <n)

Comme ¢ <, x2 on a rg(c) < rg(xz) Il y a donc deux sous-cas selon les
positions respectives de rg(c) et rg(z).

- [rgle) <rg(a)]

1 rg(c) rg(x_1) rg(x_2) Card(7?)

En reprenant les notations A, et A, introduite pour le cas précédent,
on a toujours

Card(T") —rg(z1) = A, — A,

0 <A, <Card(T") —rg(z2)
0<A,
—-A, <0
A, — Ay < Card(T') — rg(xs)
d’out
Card(T') —rg(x1) < Card(T") —rg(z1) —n
ce qui entraine

et donc

ce qui est impossible.

oot <v@)]
On a toujours

Card(T") —rg(z1) = A, — A,
0 <A, <Card(T") —rg(x2)

A, =0
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on a donc

Card(T") —rg(z1) < Card(T") — rg(x9)

ce qui entraine
n<0

ce qui est impossible.
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