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Résumé

Soit (QP) un programme quadratique en variables entiéres qui consiste a minimiser une
fonction quadratique soumise a des contraintes linéaires. Un tel probléme appartient a la classe
des problémes NP-difficiles. Les solveurs standards qui utilisent des algorithmes de Branch and
Bound peuvent résoudre efficacement (QP) dans le cas particulier ou sa fonction objectif est
convexe. Ainsi, pour résoudre (QP) nous avons choisi de le reformuler en un programme équi-
valent ayant une fonction objectif convexe. Deux cas sont alors possibles : soit nous reformulons
(QP) en un programme linéaire, soit nous le reformulons en un programme quadratique et
convexe.

Dans la premiére partie de cette thése, nous présentons plusieurs reformulations linéaires
de (QP), i.e. reformulations en un programme équivalent qui a une fonction objectif linéaire.
Il existe de nombreuses méthodes de linéarisation pour la programmation quadratique binaire.
Une approche naturelle pour résoudre (QP) est donc de le reformuler en un programme qua-
dratique en variables binaires. Cela peut étre fait en remplacant chaque variable entiére par
sa décomposition binaire, puis en linéarisant chaque nouveau produit de variables binaires. Ce-
pendant, cette méthode que nous appelons BBL (Binary Binary Linearization), fournit un
programme linéaire avec un grand nombre de variables et de contraintes. Nous proposons donc
une nouvelle approche, BIL (Binary Integer Linearization), qui consiste a reformuler (QP)
en un programme quadratique particulier ou chaque terme quadratique est le produit d'une
variable entiére par une variable binaire. Comme dans la méthode BBL, les variables binaires
viennent de la décomposition binaire des variables entiéres initiales. Ensuite, nous linéarisons
le programme obtenu en remplacant chaque terme quadratique par une variable réelle et un
ensemble d’inégalités. Comme le nombre de termes quadratiques est plus petit que dans la mé-
thode BBL, le nombre de variables additionnelles est réduit. Donc, le programme obtenu avec
la méthode BIL est significativement plus petit. De plus, contrairement a ce que 1’on pourrait
attendre, I'approche BIL fournit une borne obtenue par relaxation continue de meilleure qualité
que celle fournie par 1’approche BBL. Chaque reformulation aboutit & un programme linéaire
équivalent a (QP) que nous renforgons en lui ajoutant des inégalités valides.

Dans une deuxiéme partie, nous présentons plusieurs reformulations quadratiques convexes
de (QP), i.e. nous reformulons (QP) en un programme équivalent ayant une fonction objectif
quadratique et convexe. Nous introduisons d’abord une approche simple pour convexifier (QP)

qui consiste a exprimer linéairement les carrés des variables entiéres en utilisant leurs décompo-



sitions unaires, puis a convexifier a I’aide de la plus petite valeur propre du Hessien de la fonction
objectif de (QP). Nous appelons cette méthode NC (Naive Convexification). Ensuite, nous
introduisons un nouveau schéma de reformulations convexes qui perturbe la fonction objectif
a l'aide de I'expression linéaire des produits des variables entiéres initiales, et des contraintes
d’égalité de (QP). Puis nous montrons que nous pouvons calculer au sein de ce schéma une
reformulation optimale du point de vue de la borne obtenue par relaxation continue : la refor-
mulation IQCR (Integer Quadratic Convex Reformulation). Cette reformulation est basée
sur la solution optimale duale d’une relaxation semi-définie de (QP). De plus, nous montrons
que la méthode IQCR peut s’adapter facilement a la programmation mixte entiére. Cette adap-
tation, que nous appelons IQCRs permet également d’intégrer les contraintes d’inégalité dans la
perturbation de la fonction objectif de notre schéma de reformulations convexes. Ensuite, nous
présentons une restriction intéressante de la méthode IQCR, appelée CQCR (Compact Quadratic
Convex Reformulation). La différence entre cette approche et la méthode IQCR est que CQCR
n’utilise que les expressions linéaires des carrés des variables pour perturber la fonction objectif,
alors qu'IQCR utilise celles de tous les produits. L’intérét est que de CQCR fournit un programme
reformulé de plus petite taille en comparaison avec celui de 'approche IQCR, ce qui peut étre
avantageux expérimentalement. Finalement, nous appliquons les 3 méthodes NC, CQCR et IQCR
a la programmation quadratique binaire. Nous montrons que NC et CQCR sont équivalentes a
des méthodes déja connues. Un résultat intéressant est que IQCR constitue une amélioration des
convexifications existantes pour la programmation quadratique binaire.

Dans une troisiéme partie, nous présentons un algorithme de Branch and Bound spécifique
basé sur une propriété de projection de la méthode IQCR.

Finalement, nous comparons expérimentalement les quatre reformulations linéaires et les
trois reformulations quadratiques et convexes de (QP) que nous avons obtenues. Dans le cas ou
les variables sont entiéres, les expérimentations concernent deux classes d’instances de (QP),
I'une ayant une contrainte d’égalité et 'autre une contrainte d’inégalité. Les résultats montrent
que la plupart des instances ayant jusqu’a 40 variables peuvent étre résolues en moins d’une
heure avec un solveur standard par les reformulations IQCR et CQCR. Nous testons ensuite notre
reformulation convexe IQCR sur la programmation quadratique binaire. Les résultats confirment

que notre approche IQCR améliore les convexifications existantes.

Mots-clés: Programmation en nombres entiers, programmation en variables mixtes-entiéres,
programmation quadratique, reformulation linéaire, reformulation quadratique convexe, pro-

grammation semi-définie, expérimentations



Abstract

Let (QP) be an integer quadratic program that consists in minimizing a quadratic function
subject to linear constraints. A such problem belongs to the class of N’P-Hard problems. Stan-
dard solvers that use a Branch and Bound algorithm can efficiently solve (QP) in the specific
case where its objective function is convex. Thus, to solve (QP), we choose to reformulate it
into an equivalent problem with a convex objective function. Two reformulations are possible :
either we reformulate (QP) into a linear program, or we reformulate it into a convex quadratic
program.

In the first part of this dissertation, we present several linearizations of (QP), i.e. reformu-
lations into an equivalent program with a linear objective function. Many linearization methods
for the quadratic binary programs are known. A natural approach when considering (QP) is
therefore to reformulate it into a quadratic binary program. This can be done by the binary
decomposition of each integer variable and then the linearization of each new product of two bi-
nary variables. However, this method, that we denote by BBL (Binary Binary Linearization),
leads to a linear program with a large number of variables and constraints. We then present a new
approach, BIL (Binary Integer Linearization), that consists in reformulating (QP) into a
particular quadratic integer program where each quadratic term is the product of an integer
variable by a binary variable. As in the BBL approach, the binary variables come from the bi-
nary decomposition of the initial integer variables. Then, we linearize the obtained program by
replacing each quadratic term by a new real variable and a set of inequalities. As the number
of quadratic terms is lower than in the BBL approach, the number of additional variables is re-
duced. Hence, the obtained integer linear program is significantly smaller in the BIL approach.
Moreover, contrary to what one might think, the BIL approach provides a better bound obtained
by continuous relaxation than the BBL approach. Each reformulation leads to an integer linear
program that is equivalent to (QP) and that we improve by adding valid inequalities.

In a second part, we present several quadratic convex reformulations of (QP), i.e. we refor-
mulate (QP) into an equivalent program, with a quadratic convex objective function. We first
introduce a simple approach to convexify (QP) that consists in expressing linearly the squares
of integer variables using their unary decompositions, and then to convexify with the smallest
eigenvalue of the Hessian matrix of (QP). We call this approach NC (Naive Convexification).
Then, we introduce a new convex reformulation scheme that perturbs the objective function of

(QP) with the linear expression of the products of integer variables, and the equality constraints



of (QP). Then, we show that we can compute, within this scheme, an optimal reformulation
of (QP) in terms of bound obtained by continuous relaxation : the IQCR (Integer Quadratic
Convex Reformulation) approach. This reformulation is based on the optimal dual solution of a
semi-definite relaxation of (QP). Moreover, we show that the method IQCR is easily adaptable to
mixed-integer programming. This adaptation, that we call IQCRs, also allows us to integrate the
inequality constraints of (QP) into the perturbation of the objective function of our convex re-
formulation scheme. Then, we present an interesting restriction of the method IQCR, called CQCR
(Compact Quadratic Convex Reformulation). The difference between this last approach and
IQCR is that CQCR only uses the linear expression of the integer variable squares to perturb
the objective function, while IQCR uses all the products. The interest is that CQCR produces a
reformulated problem with a reduced size in comparison with the IQCR approach, what could
be profitable experimentally. Finally, we apply these 3 methods NC, CQCR and IQCR to binary
quadratic programming. We show that NC and CQCR are equivalent to existing binary convex
reformulations. An interesting result is that IQCR is an improvement of existing convexifications
for binary quadratic programming.

In a third part, we design a specific Branch and Bound algorithm based on a projection
property of the IQCR approach.

Finally, we compare the four obtained linearizations and the three obtained quadratic convex
reformulations from the computational point of view. For integer programming, computational
experiences are carried out with two classes of instances of (QP), the first having one equality
constraint, and the other having one inequality constraint. The results show that most of the
considered instances with up to 40 variables can be solved in one hour of CPU time by the
IQCR and CQCR approaches. We then test IQCR on binary quadratic programming. The results

corroborate that our approach IQCR improves existing convexifications.

Keywords: Integer programming, mixed-integer programming, quadratic programming, linear

reformulation, quadratic convex reformulation, semi-definite programming, experiments



Notations

— S, espace des matrices symétriques réelles.
— S} espace des matrices symétriques réelles semi-définies positives.
— ST espace des matrices symétriques réelles définies positives.

X = 0, la matrice X est semi-définie positive.

X > 0, la matrice X est définie positive.

tr(A) trace de la matrice A.

Amin(A) plus petite valeur propre de A.

Amaz (A) plus grande valeur propre de A.

I la matrice identité.

0 la matrice nulle.






Introduction

De nombreux problémes de recherche opérationnelle peuvent se modéliser sous la forme d’un
programme mathématique en variables entiéres dont la fonction objectif est quadratique, non
convexe et est soumise a des contraintes linéaires. Par exemple, une telle formulation est utilisée
dans certains problémes de graphes multi-parties [14], de planification avec capacités [23] ou
d’optimisation de découpes dans le plan [9]. Sans perte de généralité un probléme de ce type

peut s’écrire sous la forme :

Mm f(z ZZqZ]x Tj+ Zczl’z
i=1j5=1
s.c. Zam’xi =b. TER (1)
i=1
(QP) stixi <es s€8 (2)
i=1
x; < uy 1€l 3)
z; >0 iel (4)
z; € N iel (5)

o @ € S,, (I'espace des matrices symétriques d’ordre n), ¢ € R*, A € M,,,,, (ensemble des
matrices m xn), b e N, DeMy,,ec N, ueN" I={i:i=1,...,n}, R={r :r=

omlet S={s:s=1,...,p}h

Ce probléme appartient a la classe des problemes A'P-difficiles |16]. Dans la littérature, seuls
quelques travaux considérent la résolution de (QP) [27]. Cependant, il existe une littérature
plus abondante concernant la résolution de programmes quadratiques non convexes en variables
mixtes (MIQP : Mixed Integer Quadratic Programs) [30, 1, 39, 40, 12, 37|. Les (MIQP) sont
des problémes ou I’ensemble de définition des variables z; est mixte réel-entier, (QP) en est donc
un cas particulier o1 I’ensemble des variables réelles est I’ensemble vide.

Il existe des algorithmes pour résoudre les programmes quadratiques en variables mixtes,
mais seulement dans le cas particulier on f(z) est une fonction convexe. Ces algorithmes, basés

sur le Branch and Bound, sont implantés efficacement dans les solveurs standards [24, 10, 7].
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Leur principe est de parcourir un arbre des solutions entiéres réalisables de (QP) en se basant
sur la valeur optimale de la relaxation continue de (QP). Concrétement, a chaque noeud de

I'arbre on résout un probléme polynomial, i.e. la relaxation continue de (QP).

Afin d’utiliser les performances des solveurs standards, nous avons choisi pour résoudre (QP)
de le reformuler en un programme équivalent dont la fonction objectif est convexe : soit linéaire,
soit quadratique et convexe. Nous proposons dans cette thése plusieurs reformulations de (QP)
soit en un programme équivalent dont la fonction objectif est linéaire, soit en un programme
équivalent dont la fonction objectif est quadratique et convexe. Afin que ces reformulations
soient efficaces, nous essayons pour chacune de réduire au maximum ’écart entre la valeur de la

solution optimale en nombres réels et la valeur de la solution optimale en nombres entiers.

Dans la littérature, la majorité des reformulations de programmes quadratiques en variables
entiéres sont congues pour des problémes en variables bivalentes. Dans ce type de problémes, qui
est en fait une restriction de (QP), la bivalence des variables induit certaines propriétés qui ne
sont plus satisfaites lorsque les variables sont entiéres. Comme pour (QP), les solveurs standards
ne savent les résoudre efficacement que si leur fonction objectif est convexe. Les reformulations
linéaires, ainsi que les reformulations quadratiques convexes de programmes en variables binaires

qui ont été étudiées dans ces 20 derniéres années sont les bases des résultats de cette these.

La reformulation linéaire de Fortet [13] est probablement la linéarisation la plus utilisée en
programmation quadratique binaire. Plusieurs améliorations de cette méthode ont été proposées
dont la principale est la linéarisation RLT [38] qui améliore de fagon significative la valeur
optimale de la relaxation continue du probléme reformulé. Une fagon naturelle de résoudre (QP)
est donc de le transformer en un programme en variables bivalentes, en remplagant chaque
variable entiére par sa décomposition binaire, puis de lui appliquer la linéarisation de [13] et
son ameélioration [38]. Nous présentons en premier cette méthode, appelée BBL (Binary Binary
Linearization). Puis, nous améliorons la méthode BBL par les idées de |38 dans une méthode
nommée BBLr (Binary Binary Linearization reinforced). L’inconvénient majeur de cette
méthode directe est la taille importante du probléme reformulé qui pénalise fortement le temps

de résolution.

Nous proposons donc une nouvelle méthode de reformulation linéaire, que nous appelons
BIL (Binary Integer Linearization). Elle consiste toujours a utiliser pour chaque variable
entiére sa décomposition binaire. Cependant, dans chaque produit de deux variables entiéres
nous ne remplagons qu’une seule variable entiére par sa décomposition binaire. Ensuite, nous
linéarisons chaque nouveau produit, composé d’une variable entiére et d’'une variable binaire, en
ajoutant de nouvelles variables réelles et un ensemble d’inégalités, comme développé dans [31].

Cette méthode nous permet d’obtenir un programme reformulé de plus petite taille que dans la



méthode BBL, dont la valeur de la borne obtenue par relaxation continue est de meilleure qualité.
De la méme facon que pour la méthode BBLr, nous améliorons la méthode BIL en termes de va-
leur de relaxation continue dans une méthode appelée BILr (Binary Integer Linearization

reinforced).

Nous proposons ensuite plusieurs reformulations quadratiques convexes de (QP). Par refor-
mulation convexe, nous entendons un probléme quadratique équivalent & (QP) dont la fonction
objectif est quadratique et convexe, i.e dont le Hessien est semi-défini positif (SDP). Dans la
littérature, les reformulations convexes ont également été introduites pour des problémes qua-
dratiques en variables bivalentes. En effet, il est facile de convexifier un programme en variables
bivalentes en utilisant la propriété 27 = x;. Hammer et Rubin [19] utilisent cette propriété

n

pour ajouter a la fonction objectif 1'expression —)\mm(Q)E:(:E2

1
i=1
soustraire aux termes diagonaux de ) sa plus petite valeur propre, notée ici Apin(Q), ce qui

— x;). Cette addition revient a

est suffisant pour obtenir une matrice semi-définie positive. Cette approche peut facilement étre

étendue aux problémes en variables entiéres sous forme d’une convexification naive que nous ap-

pelons NC (Naive Convexification). Cette méthode consiste a ajouter a la fonction objectif
n (773

_)\mm(Q)Z(fE? —v;) ol v; = ZkQTz’k et r;, sont des variables bivalentes supplémentaires qui

i=1 k=0
u; Uq
satisfont les contraintes E rie = letx; = kak. Cela nous fournit une premiére reformulation
k=0 k=0

convexe de (QP).

Dans le cas o les variables sont bivalentes, Billionnet et Elloumi [3] améliorent la méthode de
la plus petite valeur propre. Toujours en utilisant la propriété xf = x4, ils introduisent un schéma
de reformulations convexes qui modifie chaque terme diagonal de ) par un coefficient particulier

en utilisant un paramétre vectoriel . Pour cela, ils ajoutent a la fonction objectif 'expression
n
E 52(x22 — x;) qui s’annule lorsque x; est une variable binaire. Puis, au sein de ce schéma, ils
i=1

déterminent une convexification optimale en termes de borne obtenue par relaxation continue.
Ils montrent que le parameétre vectoriel optimal § peut étre déduit de la solution optimale duale
d’une relaxation semi-définie de (QP). Billionnet, Elloumi et Plateau étendent cette derniére
méthode aux problémes soumis & des contraintes d’égalité dans [4]. Ils perturbent non seulement

les termes diagonaux, mais aussi les autres termes de () grace & un paramétre matriciel 7.
n

Ainsi, en plus de 251(11722 — x;), ils ajoutent & la fonction objectif des fonctions quadratiques
=0
qui s’annulent sur le domaine de définition de (QP). Ces nouvelles fonctions sont obtenues en

multipliant les contraintes linéaires d’égalité par les variables x;. Concrétement, & partir d'une

n m n

contrainte Zam-:ni — b, ils construisent les fonctions nulles anj(zam’xixj — byxj). Cette
i=1 r=1 i=1

méthode s’appelle QCR (Quadratic Convex Reformulation). En pratique, pour des problémes



soumis & des contraintes d’égalité, QCR est plus performante que la méthode décrite dans [3]

puisqu’elle intégre les contraintes d’égalité au processus de convexification.

Dans cette thése, nous présentons un schéma de reformulations convexes qui étend les idées
de |3] [4] aux problémes quadratiques en nombres entiers. En partant de NC décrite précédem-
ment, nous introduisons de nouvelles variables y;; et de nouvelles contraintes linéaires pour
assurer 'égalité y;; = x;x;. Ces nouvelles variables nous permettent de perturber chaque terme
de la matrice @) par un coefficient particulier grace a un parameétre matriciel 3. Pour forcer ’éga-
lité y;; = x;x; avec un nombre réduit de variables, nous choisissons la décomposition binaire des
variables x; plutot que la décomposition unaire qui est utilisée dans NC. Nous utilisons en fait les
idées de la linéarisation BIL. Nous utilisons également les contraintes d’égalité pour perturber la

fonction objectif en utilisant un parameétre scalaire a. Ainsi, nous construisons la fonction qua-

m n

dratique aZ(Zamxi — b,)? qui s’annule sur le domaine de définition de (QP). Ensuite, nous
r=1 =1

présentons une projection du polyédre associé a la relaxation continue du probléme reformulé

au sein de notre schéma de reformulation. Puis, au sein de ce schéma, nous déterminons une
convexification optimale en termes de borne obtenue par relaxation continue. Nous montrons,
en utilisant la propriété de projection, que les paramétres optimaux « et 3 peuvent étre déduits
de la solution optimale duale d’une relaxation demi-définie de (QP). De plus, la valeur de cette
solution optimale est égale & la valeur optimale de la relaxation continue du probléme reformulé.

Nous appelons cette méthode IQCR (Integer Quadratic Convex Reformulation).

Ensuite, nous adaptons cette méthode a la programmation quadratique en variables mixtes
entiéres dans une méthode appelée IQCRs. Cette adaptation permet également d’intégrer les
contraintes d’inégalité dans la perturbation de la fonction objectif de notre schéma de reformu-

lations convexes.

Puis, nous introduisons une reformulation convexe plus compacte, appelée CQCR (Compact
Quadratic Convex Reformulation), qui est une restriction de IQCR. En effet, CQCR suit les
mémes idées que IQCR, mais ne perturbe que la diagonale de @), avec un paramétre vectoriel 3.
Plus précisément, en plus des contraintes d’égalités, CQCR n’utilise que 'expression linéaire des
carrés des variables pour perturber I'objectif. Cette restriction induit une réduction du nombre
de produits a linéariser, et donc une réduction de la taille du probléme reformulé, ce qui peut

étre avantageux expérimentalement.

Ensuite, nous présentons une interprétation pour la programmation quadratique en variables
bivalentes des reformulations convexes que nous avons proposées. Il est facile de montrer que,
dans ce cadre, la reformulation NC est équivalente & la méthode de la plus petite valeur propre
et que la méthode CQCR est équivalente & la méthode QCR. Finalement, nous prouvons que la mé-

thode IQCR appliquée a la programmation quadratique binaire fournit une borne par relaxation
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continue supérieure ou égale a celle qui est fournie par la méthode QCR.

Par ailleurs, nous essayons de concurrencer la résolution par un solveur standard du probléme
reformulé. Pour cela, nous proposons un algorithme spécifique de Branch and Bound qui tire
profit de la propriété de projection citée ci-dessus. A chaque noeud de ’arbre de recherche,
la propriété de projection permet de calculer une borne inférieure en résolvant un programme
quadratique convexe en variables mixtes entiéres de taille réduite.

Enfin, nous présentons de nombreuses expérimentations sur des instances de (QP). Nous tes-
tons et comparons les méthodes BBL, BBLr, BIL, BIL, NC, IQCR et CQCR, ainsi que notre algorithme
spécifique de Branch and Bound sur des instances de (QP) de deux classes de problémes. La
premiére, la classe E1QP(Equality Integer Quadratic Program), concerne les probléme soumis a
une contrainte d’égalité, et la deuxiéme, la classe I1Q P (Inequality Integer Quadratic Program),
concerne les problémes soumis a une contrainte d’inégalité. Ensuite nous évaluons la qualité de
IQCR sur deux problémes classiques de la programmation quadratique en variables bivalentes,
un probléme non contraint et le probléme d’allocation de taches.

Notre étude se présente de la facon suivante. Le Chapitre 1 présente un état de 'art de la pro-
grammation quadratique non convexe en variables purement en nombres entiers et en variables
mixtes entiéres. Le Chapitre 2 présente les reformulations de la programmation quadratique en
variables bivalentes utilisées dans cette thése. Le Chapitre 3 détaille les reformulations linéaires
BBL, BBLr, BIL, et BILr. Le Chapitre 4 présente les reformulations quadratiques convexes NC,
IQCR, IQCRs, et CQCR. Le Chapitre 5 présente I'algorithme spécifique de Branch and Bound. Le

Chapitre 6 présente les résultats expérimentaux.
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Chapitre 1

Etat de art

1.1 La programmation quadratique non convexe en nombres en-

tiers

A notre connaissance, il n’existe que trés peu de littérature sur la programmation quadratique
non convexe dont les variables appartiennent a 'ensemble des entiers naturels. Nous en avons
sélectionné un qui traitait ce sujet, il s’agit d’'un article de F. Korner [27]. Dans cet article,
Korner traite le probléme du sac a dos quadratique en variables entiéres que nous appelons ici
(QK) :

max z'Qx +clx
s.e. afz<b
(QK)
0<z; <u; 1=1,....,n
x; entier 1=1,....n
Avec Q €Sy, c€ R", be Ny et a € N}

Ce probléme est une restriction du probléme (QP) que nous considérons dans cette these
puisque (QK) ne posséde qu'une contrainte d’inégalité dont les coefficients a; sont positifs. L’ap-
proche de Korner pour résoudre (QK) est celle qui est majoritairement utilisée pour contourner
la non convexité. Il s’agit de calculer une borne supérieure sur la valeur de la solution entiére
qu’il faut ensuite intégrer a un algorithme de Branch and Bound. Pour déterminer une nouvelle
borne pour (QK), Kérner résout des problémes de sacs a dos linéaires en utilisant la program-
mation dynamique. I obtient ainsi une fonction de majoration linéaire de (QK) . Ainsi, dans
son article il détermine d’abord une borne supérieure pour (QK) a I'aide de problémes de sacs
& dos linéaires. Puis, aprés avoir détaillé ’algorithme classiquement utilisé pour résoudre ces
sacs & dos linéaires, il propose des améliorations de cet algorithme qui rendent plus efficace le

calcul de cette nouvelle borne. Enfin, il détermine les régles de branchement nécessaires lors de
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I'utilisation de cette borne au sein d'un algorithme de Branch and Bound. Nous présentons dans

la suite le détail de son approche.
Une fonction de majoration linéaire

Détaillons comment Korner détermine une nouvelle borne en utilisant une fonction de ma-
joration linéaire de (QK). Pour cela, il s’est inspiré de Gallo et al. [15].
En notant B I’ensemble des solutions réalisables de (QK) :

B={zecR":ale<b,0<z;<uji=1,...,n},

comme z > 0,

I;leaé({xTQx + 'z} < I;leaé({xT(z +c)} (1)

avec

2 =max{z'q'} (2)

et ¢' = (qi, - -, Gin)-

Ainsi, en choisissant I'ensemble z comme défini dans (2), la valeur de I;leaé({xT(Z +c¢)} est
une borne supérieure de (QK). Cette borne est utilisée dans I’algorithme de Branch and Bound
de la fagon suivante : a chaque noeud, un nouveau probléme de la forme de (QK) est généré, ce
qui permet de fixer au moins une variable encore libre. Cela modifie ’ensemble B et permet de
calculer de nouvelles valeurs pour les variables de I’ensemble z et ainsi une nouvelle borne.

En notant r le nombre de variables libres de (QK) & un certain noeud de larbre, il faut
calculer r valeurs de z;, et résoudre r + 1 problémes de sacs & dos linéaires pour déterminer la
nouvelle borne supérieure. Cette approche est cotiteuse en termes de quantité de calculs. L'idée

de Korner est donc de réduire le nombre d’opérations a effectuer pour calculer cette borne.

Résolution classique du sac a dos linéaire

Classiquement, le probléme du sac a dos linéaire se résout par programmation dynamique.
Cette technique algorithmique permet de résoudre une catégorie particuliére de problémes d’op-
timisation sous contraintes. Elle a été désignée par ce terme pour la premiére fois dans les
années 1940 par Bellman. Elle s’applique & des problémes d’optimisation dont la fonction ob-
jectif se décrit comme la somme de fonctions monotones strictement croissantes des ressources.

Elle s’appuie sur une relation entre la solution optimale du probléme et celles d’un nombre fini
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de sous-problémes. Concrétement, cela signifie que 'on va pouvoir déduire la solution optimale
d’un probléme & partir d’'une solution optimale d’un sous probléme. Le probléme du sac a dos
posseéde la propriété de sous-structure optimale, c’est-a-dire que I'on peut construire la solution
optimale du probléme & ¢ variables a partir du probléme a ¢ — 1 variables. Cette propriété permet
d’utiliser une méthode de résolution par programmation dynamique.

Présentons 1’algorithme classique de programmation dynamique de résolution de problémes
de sac a dos linéaires. Cet algorithme va permettre de résoudre (1) et (2) et a été initié par
Gilmore et Gomory, une description précise peut étre trouvée dans [28|. Appelons (LK) le

probléme général du sac a dos linéaire :

T

max c'x

LK s.e. afx<b

( ) 0<z; <u; t1=1,...,n
x; entier i=1,...,n

Avec c € R", b € Ny et a € N'}.

En deéfinissant M; = {0,1,...,u;}, i = 1,...,n, les équations de récurrence de la program-
mation dynamique sont les suivantes :
(a) dj(y)=—ocopoury<Oetj=1,...,n
(b) dn(y) = maxy, em, {cn®n : anxy <y} pour y =0,1,...,b
(¢) dj(y) = maxy,enm,{cjzj+djr1(y —ajr;) : ajr; <yppoury=0,1....betj=n—1,...,1
Avec cette formulation, nous avons bien (LK) qui est équivalent a dy(b).

On en déduit par le critére d’optimalité de Bellman que la valeur de d;(y) est la valeur

optimale du probléme de sac & dos linéaire suivant :

max CjTj+ ...+ CnTn
(3){ s.c.  ajrj+...+apz, <y
r. €M, r=3,...,n

Calculer les valeurs de d;(y) pour y = 0,1...,b et j = n —1,...,1 nécessite un nombre

d’opérations en O(nsb), avec s = max;—1 . n{u;}.

Y

En imposant z; < 1, on peut simplifier la relation de récurrence (¢) de la maniére suivante :

() di(y) = max{dj11(y), ¢; + d;(y — a;)}

et le calcul des d;(y) pour y = 0,1...,b et j =n—1,...,1 ne nécessite alors plus que O(nb)

opérations.
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Calculs des bornes

Nous cherchons maintenant a déterminer des bornes de (QK) en résolvant (2). Rappelons
que nous avons n problémes du type de (LK) a résoudre pour calculer notre borne supérieure.
Plus formellement, nous devons résoudre pour i = 1,...,n, (LK) ot ¢ = ¢*. Pour chacun de ces
problémes nous aurons a calculer d;(y) poury =0,1...,bet j =n—1,...,1. Nous notons donc

d;- (y) la valeur de d;(y) correspondant au probléme oil le vecteur ¢ = ¢'.

Supposons que les valeurs de z;, i = 1,...,k soient fixées, et notons % la valeur de g, nous
avons alors :

zi=dp (0°), i=k+1,...,n

Cela permet de résoudre les problémes de sacs & dos linéaires (2) uniquement une fois au
début de l'algorithme de Branch and Bound. Puis, pour obtenir une meilleure borne pendant le

processus de Branch and Bound, il suffira de résoudre un seul probléme de sac & dos linéaire.

Apreés avoir fixé la valeur de zj a t (nous considérons ici que les variables x1,...,z;_1 sont
déja fixées), notons c la valeur de c. Nous avons a résoudre, pour ¢t = 0,1, ..., min{ug, |b°/ar|},

le probléme (4) suivant :

maz t(tqre + &) + (2ht1 + Sy 2bQp(er1)) Thgr + -+ (2 + S + 2tqen) T
(4)S s.c.  Qpi1Thyr + ... F apzy < B0 —tay

€M, r=k+1,....n

Le nombre de ces problémes peut étre considérable, c’est pour cela que Korner propose de

plutot résoudre les deux problémes (5) et (6) suivants :

mazx  (zg41 + cgﬂ)xk“ + oot (2 + D)y,
(5) 4 s.c.  Qpp1Tper ...+ apr, < B

. €M, r=k+1,...,n

et
mar  2q41)Tht1 + - - -+ 2qknTn

(6)S s.c.  Apy1Tper + ... Fapz, < B0 —tay

. eEM,r=k+1,....n

La somme des valeurs optimales de (5) et (6) ne sera jamais plus petite que la valeur optimale

de (4) pour t = 0. En notant d;(y) les valeurs de la programmation dynamique du programme
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(5) et dj(y) celles de (6), nous avons pour tout ¢ = ¢ entier, la valeur :
' (00 — toary) + dif (B0 — toag) + todr(to)
1 0ary) + di 41 ( oax) + todk(to

qui est une borne supérieure de (4).
Reégles de branchement de I’algorithme des Branch and Bound

Nous avons maintenant une borne qui se calcule en un temps plus raisonnable. Il reste
& déterminer les régles de branchements pour l'algorithme de Branch and Bound. L’ordre des
variables avec lesquelles I’algorithme va brancher est déterminé au début de I’algorithme. L’idéal
est de choisir d’abord une variable qui n’autorise qu’un petit nombre de branchements. Korner

utilise ’heuristique qui consiste a calculer les valeurs :

n
lakklakr +2 ) gk + cx
1=1
i £k

min{ug, [0 /ax ]}

tr

et les ordonner selon leurs tailles,

th1 = tg2 = .00 2 Tgn

Les variables sont donc choisies selon l'ordre xp; avant xps.

Cette approche de résolution de (QK) est en fait une amélioration de I'idée de Gallo et al. [15].
Elle permet de réduire considérablement la quantité de calculs pour résoudre (QK). L’article
se termine sur une évaluation expérimentale de cette approche. Korner génére aléatoirement
deux types d’instances du probléme du sac a dos quadratique. La premiére considére des bornes
supérieures sur les variables égales & 1, et la deuxiéme supprime les contraintes de bornes en
considérant qu’elles sont intégrées dans la contrainte d’inégalité. Ces instances vont jusqu’a une
taille de 30 variables binaires et 25 variables entiéres, et sont résolues pour les tailles 25 et 30
en un temps moyen de 6.3 secondes et 281.3 secondes respectivement. En suivant les indications

de Koérner qui décrivent son générateur d’instances, il nous a été impossible de retrouver des
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valeurs de solutions comparables, nous n’avons donc pas pu nous comparer avec Koérner pour le
cas particulier ou (QP) est du type (QK). Cependant, nous avons générés nos instances selon
les mémes idées.

Méme si certaines idées de Korner, comme la majoration par des fonctions linéaires, peuvent
se généraliser, cette méthode de résolution se restreint aux problémes ayant une contrainte d’in-
égalité, elle ne couvre donc pas tout le panel d’'instances générés par la formulation (QP). Nous
proposons maintenant d’exposer les méthodes de résolutions de la programmation quadratique
en variables mixtes, qui peuvent s’appliquer a (QP), puisqu’il s’agit de problémes qui généra-

lisent (QP).

1.2 La programmation quadratique non convexe en variables mixtes

Dans la littérature, il existe plusieurs méthodes de résolution de problémes non convexes
en variables mixtes (MINLP : Mixed Integer Non Linear Programming). Ce type de problémes
n’est pas exactement celui que nous traitons dans cette thése, mais (QP) est une restriction
des MINLP, puisque c’est un MINLP qui optimise une fonction quadratique soumise & des
contraintes linéaires, ol I’ensemble des variables réelles est I’ensemble vide. Plus formellement,

un MINLP s’écrit de la fagon suivante :

(MINLP){ sec. g(x) <b

o f: R" =R etg:R*"—=R™ beR™ et S :=R"F x7ZF

Les algorithmes de résolution des MINLP s’appliquent & des problémes bien plus généraux
que (QP) et ne sont donc pas trés adaptés a la résolution de (QP). Les approches conven-
tionnelles qui résolvent ce type de problémes comprennent des méthodes heuristiques et des
techniques d’optimisation globale. Les méthodes heuristiques consistent en général & réduire
au maximum les effets de la non convexité, et donc le fait d’avoir plusieurs minimums locaux.
Cependant, ce type d’approche ne fournit pas forcément la solution optimale exacte. L’autre
approche consiste a appliquer & (MINLP) un Branch and Bound. Le succés de ce type d’ap-
proche dépend des méthodes de branchement appliquées, qui doivent impérativement améliorer

la borne pour chaque sous probléme [30, 1, 40, 12].

Nous nous nous attardons ici sur une approche récente de Saxena et al. [37| qui consiste

a réesoudre (MINLP) dans le cas particulier ou la fonction objectif f(z) est linéaire et ou ses
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contraintes g(x) sont quadratiques et non convexes. Celle-ci consiste & générer des relaxations
convexes serrées de (MINLP) en utilisant la programmation semi-définie. Un rappel sur la
programmation semi-définie est détaillé dans I’Annexe A. Dans [37|, I'idée est de reformuler

(MINLP) en un probléme équivalent (MINLP') ayant une contrainte semi-définie :

min  f(z,Y)
. Y)<b
arivppy ] S¢ d@Y)s
Y =z’
resS

Chaque produit de variables est remplacé par un terme de la matrice variable Y. L’avantage de
cette reformulation est qu'il ne reste que les contraintes d’intégrité et la contrainte Y = za?
qui ne sont pas convexe. Classiquement, on relache les contraintes d’intégrité, puis on relache la

contrainte Y = zz” par la paire d’inégalités :
Y — a27 =0
0>Y — xx’

La premiére est une contrainte convexe, alors que la deuxiéme est concave. L’idée de Saxena
et al. [37] est donc de remplacer cette deuxiéme contrainte par des coupes disjonctives calculées a

tir des val égatives de la matrice Y —za”, et de 1 t ié
partir des valeurs propres négatives de la matrice xx' , et de leurs vecteurs propres associés.
De plus, ils utilisent la contrainte convexe Y — za? > 0 pour dériver des coupes quadratiques

et convexes et enfin, ils combinent ces deux approches dans un algorithme de plans coupants.

Les auteurs présentent ensuite des tests numériques de leur approche sur des instances de
la librairie GLOBALLib [17]. Comme dans cette librairie il y a trés peu d’instances dont le
degré ne dépasse pas 2, ils ont linéarisé les termes polynémiaux pour appliquer leur approche.
Les résultats montrent que leur approche fournit une borne obtenue par relaxation continue de
bonne qualité, mais qu’elle est trés lourde en terme de coupes ajoutées et donc en termes temps

de calcul.

Le principal probléme pour appliquer les méthodes de résolution de la programmation qua-
dratique en variables mixtes & (QP) est que ces approches sont trés générales et donc souvent
moins pertinentes dans le cas particulier qu’est (QP). Nous aurions aimé nous comparer numéri-

quement avec la méthode de Saxena et al., cependant la librairie d’instances qu’ils utilisent [17]
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n’a quasiment aucune instance purement en nombres entiers.
Nous présentons dans la suite de cette thése les principales reformulations de la program-
mation quadratique en variables bivalentes qui ont inspiré nos méthodes de résolutions pour la

programmation quadratique en variables entiéres.
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Chapitre 2

Certaines reformulations de la
programmation quadratique en

variables 0-1 utilisées dans cette thése

Dans ce chapitre, nous présentons différentes reformulations d’un programme quadratique
en variables binaires soumis a des contraintes linéaires. Un tel probléme consiste & minimiser
une fonction quadratique quelconque, sous les contraintes que les variables du problémes doivent
prendre des valeurs dans {0, 1} et satisfaire les contraintes linéaires qui lui sont associées (égalités

et/ou inégalités). Plus formellement, ce probléme est de la forme suivante :

7

Min f(z) = ZZqijxixj + Zcﬂi
=1

i=1j=1
s.c. Zamazi =b. TE€ER (1)
stwi <e; s€S8 (2)
i=1
xz; € {0,1} 1€l (3)

\

Sans perte de généralité, nous supposons que la matrice () est symétrique. Si ce n’est pas
le cas, (Q peut se réécrire sous la forme Q+TQT (QP") appartient a la classe des problémes
NP-difficiles. Les solveurs standards peuvent résoudre (QP°!) dans le cas particulier ou la
fonction f(x) est convexe, et depuis sa derniére version, le solveur Cplex [24] peut résoudre les
problémes non convexes en variables binaires, mais de facon peu efficace. Une facon de résoudre
(QP") est donc de le transformer en un programme équivalent dont la fonction objectif est
convexe. On peut choisir de reformuler (QP"!) soit en un programme dont la fonction objectif

est linéaire, soit en un programme dont la fonction objectif est quadratique et convexe. Dans
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ce chapitre, nous présentons différentes méthodes de reformulation exacte de (QP°!) en des

programmes linéaires ou quadratiques et convexes.

2.1 Reformulations linéaires de programmes quadratiques en va-

riables 0-1

Une reformulation linéaire consiste & trouver un programme linéaire en variables mixtes qui
soit équivalent au probléme initial. L’idée est de remplacer chaque produit de variables x;x; par

une variable additionnelle y;; et d’ajouter un ensemble d’inégalités linéaires qui forcent 1'égalité

:Eij = yij.

Une reformulation linéaire du produit de deux variables binaires, Fortet, 1959

La linéarisation du produit de deux variables binaires a été proposée par Fortet [13]. Elle
consiste a remplacer chaque produit de variables binaires x;x; par une nouvelle variable réelle

yi; et d’ajouter I'ensemble d’inégalités suivant :

Yii = T; 1el (4)
yij < @ (i,5) € I* (5)
1, Y < (i,5) € I* (6)
Yij > x; +axj—1 (i,5) € I* (7)
Yyij > 0 (i,j) € I* (8)
Yij = Yji (i,5) € I* (9)

En considérant les valeurs possibles des variables z; et x;, il est facile de vérifier que les
contraintes (4)-(9) forcent I’égalité entre les produits z;x; et les variables y;;. On obtient donc
le programme en variables binaires (QPp), équivalent a (QP°), dont la fonction objectif est
linéaire :

Min  fr(x,y) Zquy” + Zczxz

i=175=1
s.e.  (1)(2)(3)

T,y € Lyy

(QPL)

La méthode RLT, Sherali, Adams, 1995

Dans [38], Sherali et Adams améliorent la valeur de la borne obtenue par relaxation continue

du programme reformulé (QPp). Pour cela, ils montrent que les inégalités (10)-(12) obtenues en
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multipliant les contraintes d’égalités (1) par les variables z;, et en multipliant les contraintes
d’inégalités (2) par les variables x; et leur complémentaire (1 — x;) sont valides. Il est ensuite
simple de linéariser ces nouvelles contraintes en remplacant par les variables y;; chaque nouveau
produit x;z; introduit. Cette approche est en fait un renforcement par un ajout de coupes de la
linéarisation de Fortet. La méthode RLT de niveau 1 fournit le programme (QPgrr) équivalent

a (QP), qui est le suivant :

Min fL X y ZZQ@]ZU@] + Zczxz
i=1j5=1
s.c.  (1)(2)(3)
z,y € Lyy
stiyij < esT; jel,seS (11)
stz i —Yyij) <es(l—uz;) jel,seS (12)

Une reformulation linéaire du produit d’une variable binaire par une variable conti-

nue, McCormick, 1976

La linéarisation du produit d’une variable binaire par une variable réelle a été proposée par
McCormick [31]. Elle consiste a remplacer chaque produit t;z; on t; € {0,1} et x; € R, avec

0 < z; < u;, par une nouvelle variable réelle z;; et I'ensemble d’inégalités suivant :

zij < tiu; (i,5) € I* (13)
zij < @; (i,5) € I* (14)
zig > xj—uj(l—t;) (i,5) € I? (15)
25 >0 (i,5) € I* (16)

En considérant les valeurs possibles de ¢;, il est facile de vérifier que les contraintes (13)-(16)

forcent I’égalité entre les produits ¢;z; et les variables z;;.
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2.2 Reformulations quadratiques convexes de programmes qua-

dratiques en variables 0-1

Nous nous intéressons maintenant aux méthodes existantes de convexifications. Une convexi-
fication consiste en la définition d’un probléme équivalent au probléme initial, dont la fonction
objectif est quadratique et convexe, i.e., par exemple, son Hessien est semi-défini positif. Plusieurs
méthodes de convexifications ont été proposées dans la littérature. Elles s’appliquent toutes & des
programmes quadratiques en variables binaires. Dans la suite de cette section, nous présentons

les reformulations convexes de la littérature utilisées dans cette thése.

2.2.1 La méthode de la plus petite valeur propre, Hammer et Rubin, 1970

Cette méthode a été introduite par Hammer et Rubin dans les années 1970 [19]. Elle consiste
a réécrire f(x) en utilisant a la fois les contraintes d’intégrité de (QP!) et le calcul des valeurs
propres de Q. En effet, la propriété :1722 = x;, permet de réécrire facilement la fonction f(z), en

perturbant la diagonale de ) avec un parameétre réel constant o :

n n n n
folz) = quijxixj + Zcixi + UZ(JJ? —x;)
i=1 i=1

i=1j=1
= 27Q,x+ clx

Avec Qy = Q + diag(o) et ¢, =c—o0.
Il est clair que fo(x) = f(z), si € {0,1}". On peut donc construire une famille de fonctions
fo(x) toutes égales & f(x). Il est intéressant de choisir le paramétre o, telle que @, soit semi-
définie positive. Ils montrent d’abord que pour tout o > — A, (Q), 1a fonction f,(x) est convexe.
Ensuite, comme (QP°) est un probléme de minimisation, il est intéressant de choisir o tel que
la valeur de la relaxation continue du probléme reformulé soit la plus grande possible. Hammer
et Rubin montrent que comme

min  {f(x)}

(1(2)

z;€{0,1}"

est une fonction décroissante en o, si 0 = —Apin(Q), alors la valeur optimale de la relaxation
continue de (QP"!) est la plus grande possible.

Et on obtient un nouveau programme (Q Pgy)

n

Min  fey(z) = f(x) — Amin (Q x?—azi
(OPw) () = f(z) ; (@)( )

se. (1)(2)(3)
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avec (QPgy) qui est un programme quadratique et convexe.

Cette approche de résolution nous permet de donner directement le probléme reformulé
(QPgy) a un solveur MIQP, qui est maintenant capable d’en résoudre la relaxation continue en
un temps polynémial, puis de le résoudre par un algorithme de Branch and Bound. Il est connu
que le comportement de tels algorithmes dépend de la borne fournie & la racine de l'arbre de
résolution qui est la valeur de la relaxation continue de (Q Pgy). En effet, plus la solution optimale
en nombres réels d’'un probléme discret est proche de sa solution optimale en nombres entiers,
plus 'arbre de résolution de I’algorithme de Branch and Bound aura des chances d’étre petit,
et donc plus le temps de résolution sera court. Ici la valeur de la relaxation continue de (Q Pgy)
est trop éloignée de sa solution optimale entiére. C’est pourquoi plusieurs améliorations de ce
principe de convexification ont été proposées, notamment pour les problémes quadratiques en
variables booléennes non contraints et pour les problémes quadratiques en variables booléennes

soumis a des contraintes d’égalité. Nous présentons ces algorithmes dans la suite de cette section.

2.2.2 La méthode UQCR (Unconstrained Quadratic Convex Reformulation), Bil-
lionnet et Elloumi, 2007

Cette reformulation utilise le méme principe que celle de Hammer et Rubin, c’est-a-dire
qu’elle consiste toujours & trouver un probléme équivalent a (QP°!) avec une fonction objectif
convexe. L’idée est donc, toujours en utilisant la propriété que xf = x;, de perturber le Hessien de
la fonction objectif f(z) en lui ajoutant des termes nuls sur le domaine de définition de (QP").
Billionnet et Elloumi améliorent la méthode de la plus petite valeur propre, en perturbant chaque
terme diagonal de la matrice () par un paramétre de valeur différente en utilisant un parameétre
vectoriel ¢. Ils calculent ensuite les valeurs de ce parameétre vectoriel qui rendent convexe f(x),
tout en maximisant la valeur optimale de la relaxation continue du probléme reformulé. Cette

approche est appelée ici UQCR. Ainsi, ils transforment la fonction f(z) de la fagon suivante :

Ve e (0,1}, fla) = Y. g+ Y ciw
1=1

i=1j=1
n n n n
= IO qimimi+ Y cmi+ Y di(a} — )
i=1j=1 i=1 i=1
= iL‘TQU(QCRiL‘ + CIJ;QCR$
= fUQCR(x)
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Avec § € R™, et Quger = Q + diag(d) :

qu1 + 01 q12 qin
o1 qo2+02 ... Gon
Quacr =
Qn1+ dn2 «++ QGnn + 5n
et cyger = ¢ — 9, et donc :
c=(c1— 01,60 —92,...,¢p — Op)

Et ils obtiennent un nouveau programme (Q Pyger)

Min fUQCR +25 l‘ —$Z

s.e.  (1)(2)(3)

(QPugcr)

Il existe des valeurs de § telles que (QPyqer) soit un programme quadratique et convexe.
Prenons par exemple ce qui revient & la méthode de la plus petite valeur propre citée ci-dessus :
0; = —Apin Vi € 1.

Billionnet et Elloumi cherchent a résoudre le programme suivant :
CPR : max v(QP.
(CPuger) : { 5e[R",QUqcnao{ (QPyqer)}

Avec v(QPygeg) la valeur optimale (Q Pygcg)- Billionnet et Elloumi montrent qu’une solution
optimale de (C'Pyger) est donnée par la solution optimale duale d’une relaxation semi-définie de

(QPuyqgcr). Plus formellement, ils prouvent le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 (Billionnet et Elloumi, 2007) Soit (SDPyqer) le programme semi-défini

suivant : )
Min f(X,z) ZZ%JX’J —i—Zc,xz
i=1j5=1
s, (1)(2)

(SDPUQCR) Xzz =X 1€l (17)

1 T
=0 (18)

D ¢
{ reR* X eSS (19)




Une solution optimale §* de (CPyger) peut étre déduite de la valeur optimale des variables duales
de (SDPyqer). Les valeurs optimales de 0* sont les valeurs optimales des variables duales asso-

ciées auzr contraintes (17).

Du théoréme 2.2.1, Billionnet et Elloumi déduisent ’algorithme de résolution de programmes

quadratiques en variables binaires qui est présenté dans la Figure 2.1.

UQCR (Unconstrained Quadratic Convex Reformulation)

1. Reésoudre le programme semi-défini (5D Pyqger)
2. Déduire 6* ( théoréeme 2.2.1)
3. Résoudre le programme quadratique et convexe (QPyqer) pour 6 = §*

FiG. 2.1 Algorithme de résolution de (QP°') basé sur le reformulation UQCR

Cette reformulation améliore la qualité de la borne obtenue par relaxation continue. Bil-
lionnet, Elloumi et Plateau ont étendu cette approche aux problémes soumis a des contraintes

d’égalité dans la méthode QCR (Quadratic Convex Reformulation)

2.2.3 La méthode QCR (Quadratic Convex Reformulation), Billionnet, Elloumi

et Plateau, 2009

Cette reformulation est une extension de UQCR. Elle utilise également les contraintes d’in-
tégrité pour convexifier la fonction objectif & I'aide d’un paramétre vectoriel §, mais outre la
diagonale, elle perturbe les autres termes du Hessien en utilisant les contraintes d’égalité et
un paramétre matriciel 7. Plus précisément, cette méthode consiste a ajouter a objectif les

fonctions suivantes, qui s’annulent sur le domaine de définition de (QP) :

(i) Zn:&(xz —x;),0 €R”
i=1

(i) D miw)(Q_arjwj = br), n € M,y
r=1 =1 j=1

En considérant les contraintes (1) et (3), il est clair que les fonctions (i) et (ii) sont nulles

sur le domaine de définition de (QP°'). Ainsi, Billionnet, Elloumi et Plateau transforment la
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fonction f(x) de la facon suivante :

ZZqzjx 5+ ZCZZEZ

= 1] 1

= qung Tj + Zcz$z + 25 )+ Z an$z Zazj] br)
i=1j5=1 r=1 =1

= 27Qqerz + CQCRx

= facr(z)

Avec 1 € My, et 6 € R™, et Qqer = Q + 1/2(nT A + ATn) + diag(9) :

m m

q11 + anlarl + 01 e coeoqiyt Z?]rlarj
r=1 r=1
m m

Qocr = e Qi + Zﬁm'am' +0i ... g+ an‘am’
r=1 r=1

m
an + ZT]TTLCLT’N + 577/

r=1

et CQcr = € — o — 77Tb

Et ils obtiennent un nouveau programme (Q Pycr)

Min  foer(z +Z(5 x? — x;) +Z anx, Zamx] br)

(QPQCR) r=1 i=1
s.c.  (1)(2)(3)

11 est possible de choisir les valeurs du parameétre matriciel 7 et du parameétre vectoriel § tels
que (QPyer) soit un programme quadratique et convexe. Prenons par exemple §; = —Ain Vi € 1
et ppy = 0Ve € I, Vr € R. Comme dans la convexification précédente ils s’intéressent aux
valeurs des parametres 7,; et ; qui a la fois rendent convexe (Q) Pycr) mais aussi qui maximisent
sa relaxation continue. Soit (QPge) la relaxation continue de (QPycr), ils cherchent donc a

résoudre le programme suivant :

CPye) : max v(QP,
(CPhen) : { neﬂ%mn,éew,@qmto{ (QPocn}
Billionnet, Elloumi et Plateau montrent qu’une solution optimale de (C'Pyer) est donnée

par la solution optimale duale d’une relaxation semi-définie de (QPycr). Plus formellement, ils
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prouvent le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.2 (Billionnet, Elloumi et Plateau, 2008) Soit (SD Pqycg) le programme semi-

défini sutvant :

Min f(X,z)= ZZQ@;‘XU + Zcﬂz‘
i=1j=1 i=1

(SD Paca) s.e.  (1)(2)

(17)(18)(19)

—byxi+» ayjXij=0 i€lreR (20)

\ Jj=1

Une solution optimale (n*,6*) de (C'Pycr) peut étre déduite de la valeur optimale des va-
riables duales de (SDPyc). Les valeurs optimales de n* sont les valeurs optimales des variables
duales associées auz contraintes (20) et les valeurs optimales de 6* sont les valeurs optimales

des variables duales associées aux contraintes (17).

Du théoréme 2.2.2, ils déduisent l'algorithme de résolution de programmes quadratiques en

variables binaires qui est présenté dans la Figure 2.2.

QCR (Quadratic Convex Reformulation)

1. Résoudre le programme semi-défini (SD Pycg)
2. Déduire (n*,¢*) (théoréme 2.2.2)
3. Reésoudre le programme quadratique et convexe (QPqcr) pour n =n* et 6 = §*

FiG. 2.2  Algorithme de résolution de (QP°') basé sur le reformulation QCR

Nous allons dans la suite présenter plusieurs nouvelles approches de reformulation convexe
de programmes quadratiques en variables entiéres. Ainsi, nous présentons dans le Chapitre 3 des

reformulations linéaires, puis dans le Chapitre 4 des reformulations quadratiques convexes.
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Chapitre 3

Reformulations linéaires de
programmes quadratiques en nombres

entiers

3.1 Introduction et exemple de base

Dans ce chapitre, nous présentons plusieurs reformulations linéaires de programmes quadra-

tiques en variables entiéres de la forme de (QP) :

( n n n
Min f(z) = ZZQijxixj + Zcixi
i=1j=1 i=1
S.c. Zarixi =b TER (1)
i=1
(QP) stixi <es s€8 (2)
i=1
z; < u; 1€l (3)
z; >0 iel (4)
x;i €N 1€l (5)

oul={i:i=1,....n}, R={r :r=1,... m},et S={s: s=1,...,p}

Une reformulation linéaire consiste a construire un nouveau programme en nombres entiers
équivalent a (QP) dont la fonction objectif est linéaire. La plupart des linéarisations de la
littérature ont été congues pour des programmes quadratiques en variables binaires. L’approche
la plus naturelle pour résoudre (QP) est donc dans une premiére phase de le reformuler en
un programme équivalent en variables binaires, puis, dans une deuxiéme phase, de le linéariser

par des méthodes connues [13] [38] décrites dans le Chapitre 2. Cependant, cette approche que

31



nous appelons BBL (Binary Binary Linearization), fournit un programme reformulé avec un
grand nombre de variables et de contraintes.

Nous présentons donc une nouvelle approche, BIL (Binary Integer Linearization), qui
se décompose également en deux phases. La premiére consiste a reformuler (QP) en un pro-
gramme quadratique particulier, oit chaque terme quadratique est le produit d’une variable
binaire par une variable entiére. Et la deuxiéme consiste a linéariser ces termes quadratiques.
Comme le nombre de termes quadratiques est plus petit que dans "approche BBL, le nombre de
variables et contraintes ajoutées lors de la linéarisation est réduit. Le programme obtenu par la
méthode BIL est donc significativement plus petit que celui obtenu dans ’approche BBL.

Chacune de ces deux reformulations fournit un programme linéaire qui est équivalent a (QP)
que nous renfor¢ons en ajoutant des inégalités valides.

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord les approches BBL et BIL. Ensuite, nous renforcons
BBL et BIL par des inégalités valides. Nous notons ces reformulations renforcées BBLr et BILr.
Enfin, nous présentons une comparaison théorique de BBL et BIL du point de vue de la borne
obtenue par relaxation continue.

Nous illustrons chacune des quatre reformulations linéaires, sur le petit exemple suivant

comportant 4 variables, 1 contrainte d’égalité et 1 contrainte d’inégalité :

Exemple 3.1.1

5 -7 -6 -1 -5

-7 3 -8 —18 —11
Min f(z) =27 x + x

-6 -8 —-17 10 4

-1 —-18 10 3 1

(QF.)
s.c. 3x1 + 1929 4+ 18x3 + 11xz4 = 255

11xy + 1329 + 83 + x4 < 165
0<z; <10 1e{l,...,4}
z; €N ie{l,...,4}

\

La valeur de la solution optimale entiére de (QP.) est —2552.

3.2 Une reformulation basée sur la linéarisation du produit de

deux variables binaires : BBL (Binary Binary Linearization)

Cette linéarisation consiste & remplacer chaque variable entiére x; par sa décomposition en
variables binaires. Ensuite, chaque produit de variables entiéres devient une somme pondérée

de produits de variables binaires qu’il est possible de linéariser par la méthode de Fortet [19]
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présentée dans le Chapitre 2. Dans cette section, nous présentons d’abord la méthode BBL, puis

BBLr la version renforcée de BBL.

3.2.1 La méthode BBL

Dans cette méthode, nous remplacons les variables x; par ’ensemble des variables binaires ¢;;.

Comme z; est une variable entiére comprise entre 0 et u;, nous introduisons |log(u;)|+1, variables

llog(ui)]
binaires qui satisfont x; = Z 2., Punique décomposition en puissances de 2 de la variable
k=0
Llog(uy)]
x;. Ainsi, chaque produit z;z; devient une expression de produits #;;t;;, ot x; = Z 217,‘]-1, que
=0

nous linéarisons en ajoutant de nouvelles variables binaires w;y;. Nous obtenons le programme

linéaire suivant :

Min  fepr(z,y) Z Z qijYij +chx2

-1
(L PgpL) 4 70
s.c.  (1)(2)
x? y7 w7t e P‘TByg%/
Avec
(3)(4)
Llog(u;)]
Z 2kt iel (6)
Llog(uz)J Llog(u;)]
Yij = Z Z 2wy (6,5) € I? (7)
k=0 1=0
wikjl < tik ((i,k), (4,1)) € E?, i <0 (8)
PEBE S gy w,t s wing <ty ((i,k), (7,0) € E?, q;5 <0 )
Wikjl >tk + t]l -1 ((Z7 k)a (]7 l)) S E27 qij >0 (10)
Wikik = Lik (i,k) € E, qii #0 (12)
Wikjl = Wilik ((4,k),(4,1) € E?, i <jqij #0 (13)
Wikil = Wilik ((4,k),(i,1)) € E*, k<1, ¢ #0 (14)
tiw € {0,1} (i,k) € E (15)

ou E={(,k) :i=1,....,n, k=0,... [log(u;)]}.
Proposition 3.2.1 La valeur optimale de (LPgpy) est égale a la valeur optimale de (QP).

Preuve. Comme les variables wjy;; ne sont présentes que dans la fonction objectif, & travers les
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variables y;;, et dans les contraintes (8)-(14), nous remarquons que dans une solution optimale

de (LPgpr), les propriétés suivantes sont satisfaites :

Si g;; < 0 alors wjj; = min (ti, t;)

Si g;; > 0 alors wyj; = max (0,t;, +t5 — 1)

Il en découle que les variables w;ij; sont égales aux produits ¢t si tiy, € {0,1}. O

Llog(ui)]log(u;)]
Remarquons que les variables y;; = Z Z 2k+lt,~kt]~l = x;x; sont introduites unique-

k=0 =0
ment pour alléger ’expression de la fonction économique. Nous pouvons également remarquer

que les contraintes (13) et (14) viennent de I'égalité t;,t;; = tjtik, et que les contraintes (12)

viennent de la propriété tfk =t lorsque t;, € {0,1}.

Notons que la transformation de notre probléme en variables binaires, combinée & la refor-
mulation linéaire standard augmente considérablement le nombre de variables et contraintes.

En effet, on passe de n variables dans le probléme de départ & N + N? variables, avec N =
n

Z(Uog(ui)J + 1), dans le probléme (LPgp.). De méme, on passe de m + p contraintes a
i=1
3N2 + 2N + m + p contraintes. La taille de (LPgp.) est donc de I'ordre de O(N?) variables

et O(Nz) contraintes. Comme les variables w;;j; et les contraintes associées ne sont pas définies

lorsque g;; = 0, cette taille dépend également de la densité de la matrice Q).

3.2.2 Son renforcement BBLr

Dans cette partie, nous améliorons la méthode BBL en ajoutant & (L Pgpr) des inégalités valides
qui découlent des mémes idées que dans [38|. Nous générons des inégalités valides en multipliant
les contraintes initiales (1) et (2) par les variables binaires ¢;;. Ensuite, nous linéarisons les
contraintes quadraticques ainsi obtenues a ’aide des variables wjjj;. Nous obtenons le programme

renforcé suivant :

n n
Min  fape(2,y) = Y _aijyij + Y _cila
i=1 i=1

se. (1)(2)

T, Yy, w,t €

(L Pgprr)

BBLr
P:Eywt
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Avec

(3)(4)(6)(7)(15)
Wikjr > tig +tj — 1 ((4,k),(4,1)) € E? (18)
Wikik = tik (i,k) € E (20)
P:EB;/E)%T z,y, 2t Wikjl = Wjlik ((Z7 k)a (]7 l)) S E27 1 <j (21)
Wikil = Witk ((i, k), (4,0)) € E?, k<1 (22)
n |log(ui)]
Z Z 2kariwikjl = bytj (J)eE, reR (23)
i=1 k=0
n loQ(“z
Z Z 2 dszwzkjl < est 3l (]7 l) € E7 ses (24)
i=1 k=0
n |log(u;)]
stzxz Z Z 2k dszwzk]l < 63(1 - t]l) (]7 l) €k, seS (25)
i=1 =

Apres avoir remplacé chaque variable entiére x; par sa décomposition binaire dans les contraintes
d’égalité (1) et d’inégalité (2), nous multiplions ces nouvelles contraintes d’égalité par les va-
riables ¢j; pour obtenir les contraintes (23). De la méme maniére, nous multiplions ces nou-
velles contraintes d’inégalité par les variables t; (resp. (1 —t;)) pour obtenir les contraintes
(24) (resp. (25)). Ajouter ces inégalités valides introduit des variables wj; dans les nouvelles
contraintes (23)-(25). Il est donc maintenant nécessaire de définir les contraintes (16)-(22) indé-
pendamment du signe de g;;. De plus, les variables w;;;; deviennent indispensables méme lorsque

¢ij = 0. Ainsi, la taille de (LPgprr) ne dépend plus de la densité de la matrice Q.

Notons que ce renforcement ajoute encore Nm + 2Np contraintes. Il n’est donc pas évident
que le renforcement de la méthode BBL soit rentable en pratique. Nous I’étudierons expérimen-

talement dans le Chapitre 6.

3.2.3 Application a ’exemple de base

Rappelons que I'Exemple 3.1.1 est un probléme ayant 4 variables, 1 contrainte d’égalité et 1
contrainte d’inégalité. Nous résumons les performances des méthodes BBL et BBLr dans le tableau

suivant :
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solution opt. entiére -2552

BBL BBLr
nombres de variables 156 156
nombres de contraintes 228 430
temps de résolution (s) 0.26 0.15
valeur de la relax. cont. -7018.33 -3670.54
saut d’intégriteé 175.01 % 43.82%

Dans ce tableau, le saut d’intégrité est le rapport suivant :

val. opt. entiére — val. relax. continue
x 100

saut d’integrité = -
val. opt. entiére

Nous constatons sur cet exemple une augmentation trés large de la taille des problémes reformulés
par les méthodes BBL et BBLr par rapport a la taille initiale de (QP.). De plus, le renforcement
effectué sur BBLr est trés bénéfique puisqu’on passe d’un saut d’intégrité de 175.01% dans BBL
a 43.82% dans BBLr ; il est donc divisé par un facteur 4.

Le principal inconvénient de cette méthode est la taille du probléme reformulé. En effet, les
méthodes BBL et BBLr, qui consistent a utiliser la linéarisation classique des programmes qua-
dratiques en variables binaires, ne sont pas efficaces car la décomposition en variables binaires
combinée & la linéarisation des produits de variables binaires fournit un programme avec un
nombre important de variables et de contraintes. C’est pour cela que nous introduisons mainte-

nant une nouvelle linéarisation qui fournit un probléme reformulé de plus petite taille.

3.3 Une reformulation basée sur la linéarisation du produit d’une
variable binaire par une variable entiére : BIL (Binary Integer

Linearization)

Dans cette section nous présentons notre nouvelle linéarisation, la méthode BIL. Cette mé-
thode utilise la linéarisation du produit d’une variable binaire par une variable réelle présentée

dans le Chapitre 2.
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3.3.1 La méthode BIL

Dans cette méthode nous utilisons toujours 'unique décomposition en variables binaires

Llog(ui)]
T; = Z 2Ft,1.. Pour linéariser les termes quadratiques généraux x;x; avec i # j nous utilisons
k=0
Llog(us)]
Iégalité x;x; = Z 2kt,~kajj que nous linéarisons en introduisant de nouvelles variables z;;i
k=0

pour remplacer chaque terme quadratique ¢;,x;. Puis nous ajoutons un ensemble d’inégalités

qui assurent ’égalité entre z;;; et t;x;. Nous obtenons le programme linéaire suivant :

Min  feu(z,y) Z Z qijYij +chx2

j=1

(LPBIL) 4ij #0
se. (1)(2)

T, Yy, w,z,t P%{f;t
Avec
(3)(4)(6)(12)(1 )( )
Llog(ui)]|log(u

Yii = Z Z 2 Wikl rel (26)
Wikil < tz‘k ((i, k), (i,1)) € E*, q;; <0 (27)
Wikil S til ((ZJ k)7 (Z7l)) S E27 qii <0 (28)
Wikl > tzk + til -1 ((Zak)7 (Z7l)) € E y Qii > 0 (29)
ikil = 0 k), (1,1 EE, i >0 30
Pﬁ,{fzt T,Y,w, 2,1 kil Log(us)] (G5, k), G5,.1)) 1 (30)
yij = Z 2" 2k (i,5) € I?, i # j, 4ij #0 (31)
Zijk > Tj— ’U,](l — tik) (Z,]‘J) S E, j € I, qij > 0, 7 7&] (34)
Yij = Yji (i,7) € I? (36)

Afin de ne pas perdre 'amélioration de la valeur de la relaxation continue induite par la
propriété t?k = t;5, nous linéarisons les carrés difféeremment des autres produits. Comme dans la
méthode BBL nous utilisons les variables w;x;; qui représentent les produits t;it;; et les inégali-

tés (27)-(30) pour linéariser les carrés.

Proposition 3.3.1 La valeur optimale de (QP) est égale a la valeur optimale de (LPgry).
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Preuve.  Nous remarquons que dans une solution optimale de (LPgrr.), nous avons :

Si ¢;; < 0 alors z;, = min (u;tk, ;)

Si g;; > 0 alors 2, = max (0, u;t;, + o — uj)

Il en découle que si t;; = 0 alors z;5, = 0 et si t; = 1 alors z;5, = w;. Ceci implique que
dans toute solution optimale entiére nous avons z;j, = t;;x;. Pour les mémes raisons que dans
la reformulation (LPgp.), nous avons aussi wigy = tity. Le programme (LFPpr) est donc un

programme linéaire en variables mixtes équivalent a (QP). a

Remarquons que les contraintes (36) viennent du fait que dans tout produit x;x; soit la variable

x; soit la variable x; peuvent étre remplacées par leurs décompositions binaires. En effet, soit

[tog(ui)] Llog(uy)] llog(ui)]
Yij = Z 2kzijk, soit yj; = Z QZZjil , avec Z 2kzijk qui n’est pas nécessairement égal
k=0 =0 k=0
llog(uy)]

a E 2l2jil.
=0

La méthode BIL produit un programme (L Pg1) avec O(nNN) variables et contraintes. Comme
dans la méthode BBL, il n’est pas nécessaire de définir les variables z;;;, lorsque ¢;; = 0. Sa taille

dépend donc également de la densité de la matrice Q.

3.3.2 Son renforcement BILr

Comme pour la méthode BBL, nous pouvons renforcer la méthode BIL du point de vue de la
borne obtenue par relaxation continue. Pour cela, nous ajoutons les variables z;;; qui représentent
les produits t;,x;, et les contraintes (47)-(48) qui sont des inégalités valides. Puis, toujours en
adaptant les idées de [38], nous ajoutons les contraintes (49)-(52). Il est également nécessaire
de transformer les contraintes (32)-(35) en les contraintes (42)-(45). Nous obtenons donc le

programme linéaire en variables mixtes (L P y) suivant .

n n
Min  fepre(z,y) = Z%’jyz’j + Zciwi
i=1 i=1

se. (1)(2)

T,Y,w,z,t €

(L PerLr)

BILr
nywzt
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Avec

(3)(4)(6)(15)(20)(22)(26)(36)

Wikil < ti ((Z’ k)v (Zv l)) € E2 (37)

Wikil < Ty ((Z’ k)v (Zv l)) € E2 (38)

Wikt 2 tigg +tiq — 1 ((i, k), (i,1)) € E* (39)

Wikil = 0 ((Z’ k)v (Zv l)) € E2 (40)

[log(us)]

Yij = Z 2 Zijk (Zaj) € I2 (41)

Zijk < thik (i,k)eE, jel (42)

Zijk < T (Z, k‘) ek jel (43)

Zijk > ) — uj(l — ti) (i,k)e &, jel (44)
. zijk > 0 (i,k) e E, jel (45)

ng;{vljzt :L",y,z,w,t ! log(ul

Ziik = Z 2 Yikil (Za k) €Ll (46)

Yij > TiUj + TjU; — Uil (27]) €I’ (47)

Yii > T el (48)

Zarizjil = brtjl (]7 l) €EE, reR (49)

stizjil < estjl (]7 l) €EFE, sef (50)

Z(dsil’i —dsizji) < es(1—tj) (4,)) e E, s€S (51)

=1

n [log(us)]
Z( SiTillj — Z ok Zijk) < es(uj—x;) jeI, s€S (52)
\ =1

Nous obtenons les inégalités valides (46)-(52) de la facon suivante :

— Les contraintes (46) définissent les variables z;; qui représentent les produits t;px; dans
une solution entiére.

— Les contraintes (47) viennent de 'inégalité (x; — u;)(x; — uj) > 0.

— Les contraintes (48) viennent de l'inégalité 2 > z; qui est satisfaite par n’importe quel
entier x;.

— Les contraintes (49) sont obtenues en multipliant les contraintes d’égalités (1) par les
variables ;.
Les contraintes (50) sont obtenues en multipliant les contraintes d’inégalités (2) par les
variables ;.

Les contraintes (51) sont obtenues en multipliant les contraintes d’inégalités (2) par (1—t5).
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— Les contraintes (52) sont obtenues en multipliant les contraintes d’inégalités (2) par (uj —
a:j).

Comme dans la version renforcée de BBL, la multiplication des contraintes (1) et (2) par

les variables x; et t; introduit les variables z;j; dans les nouvelles contraintes (49)-(52). C’est

pourquoi, il est nécessaire de définir les contraintes (37)-(40) et (42)-(45) indépendamment du

signe de g;j. De plus, les variables z;;, sont également nécessaires lorsque g;; = 0.

3.3.3 Application a ’exemple de base

Rappelons que I'Exemple 3.1.1 est un probléme ayant 4 variables, 1 contrainte d’égalité et 1

contrainte d’inégalité. Nous résumons les performances des méthodes BIL et BILr dans le tableau

suivant :

solution opt. entiére -2552

BIL BILr
nombres de variables 132 132
nombres de contraintes 174 370
temps de résolution (s) 0.05 0.09
valeur de la relax. cont. -5082.5 -3256.71
saut d’'intégrité 99.15 % 27.6%

Dans ce tableau, le saut d’intégrité est encore le rapport suivant :

val. opt. entiére — val. relax. continue

* 100

saut d’integrité = —
val. opt. entiére

Nous constatons sur cet exemple, une augmentation conséquente de la taille des problémes
reformulés par les méthodes BIL et BILr, par rapport a la taille initiale de (QF,.). De plus,
le renforcement effectué sur BILr améliore significativement la valeur de la borne obtenue par
relaxation continue, puisque le saut d’intégrité passe de 99.15% dans BIL & 27.6% dans BILr; il
est donc divisé par un facteur 5.

Nous pouvons maintenant comparer les quatre méthodes présentées dans ce chapitre sur

I'Exemple 3.1.1. Un résumé est présenté dans le tableau suivant :
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solution opt. entiére -2552

BBL BBLr BIL BILr
nombres de variables 156 156 132 132
nombres de contraintes 228 430 174 370
temps de résolution (s) 0.26 0.15 0.05 0.09
valeur de la relax. cont. | -7018.33 -3670.54 -5082.5 -3256.71
saut d’intégrité 175.01 % 43.82% 99.15 % 27.6%

3.4 Comparaison théorique de BBL et BIL

Dans cette section, nous comparons théoriquement la qualité de la valeur de la relaxation

continue des reformulations BBL et BIL.

Théoréme 3.4.1 En notant v(P) la valeur de la solution optimale d’un probléme (P), nous

avons v(LPgr) > v(LPgg). Cette inégalité peut étre stricte.

Preuve. Montrons que pour toute solution réalisable (Z,%,w, Z,t) de (LPgry), nous pouvons
construire une solution réalisable (Z,%,w,t) de (LPgg).

Soit (Z,¥,w, z,t) une solution réalisable de (LPs.). Nous prenons V(i,k) € E, tiy = ;/u;,
V((i, k), (4, 1) € E?, i < j, k # 1, wiji = ij/uitij, V(i, k), (i,1) € E, k <1, wigy = Wiy De
maniére évidente, les contraintes (1), (2), (3), (4), (6), (7), (11), (12), (13), (14) et (15’) sont
satisfaites.

De plus les contraintes (8)-(10) sont directement satisfaites pour tout (i,k) € E. Montrons
maintenant qu’une telle solution satisfait les contraintes (8)-(10), pour tout ((i,k), (§,1)) € E?
avec i < jet k#I:

Les contraintes (8), wigji < tif :

Llog(u;)] Llog(u;)]
Par les contraintes (32), nous avons wikj; = ¥sj/Uitl; = Z 2k2ijk/ﬁ,ﬂj < Z 2kujt_ik/aiaj =
_ _ k=0 k=0
:fi’LLj/Z_LZ"L_Lj = tikuj/ﬂj <t
Les contraintes (9), wirji < tj; :
Llog(u;)] llog(ui)]
Par les contraintes (33), nous avons wikj; = ¥sj/Uitl; = Z 2k2ijk/ﬁmj < Z 2k§;j/aiﬁj =
k=0 k=0

WiTj /Uity = T/ =ty
Les contraintes (10), wirj; > tip +tj — 1 :
Llog(us)] Llog(us)]
Par les contraintes (34), nous avons wiyj; = ¥ij /Uit = Z 2k2ijk/ﬂiﬂj > Z 2k(:ij—
k=0 k=0
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wj 4 uitin) /Wity = WT; /U0 — Uiug/Uty + Tiuj/wt; = Tj/u; — ui/ui(l — Ti/u;) =
tir—uj/u;(1—tig) >t +ta — 1
Pour toute solution réalisable (Z,#,w, z,t) de (LPg.) nous pouvons construire une solution
réalisable (z, 7, w,t) de (LPgg). De plus, comme les fonctions objectifs de (LPpry) et (LPggr)
sont identiques et ne concernent que les variables x et y, ces solutions ont méme valeur. Et

comme (LPgr) et (LPgp) sont des problémes de minimisation, nous avons donc :
v(LPg) > v(LPggr)

Cette inégalité peut étre stricte (cf. Exemple 3.1.1). O

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté quatre reformulations linéaires de (QP). Tout d’abord,
nous avons proposé la reformulation linéaire BBL qui consiste a remplacer chaque variable en-
tiére par sa décomposition en variables binaires puis a linéariser les nouveaux produits de deux
variables binaires par la linéarisation de Fortet [13]. Nous avons ensuite renforcé cette refor-
mulation en lui ajoutant des inégalités valides dans la méthode appelée BBLr. L’étude de cette
approche nous montre que les programmes obtenus par ces reformulations possédent un trés
grand nombre de variables et de contraintes. De plus, nos expérimentations montrent que leurs
bornes obtenues par relaxation continue sont trop faibles.

Ensuite, nous avons proposé la reformulation linéaire BIL qui consiste & remplacer, dans
chaque produit de variables entiéres une des deux variables par sa décomposition binaire. Puis,
nous linéarisons chaque nouveau produit d’une variable entiére par un variable binaire par la
linéarisation de McCormick [31]. Nous avons ensuite renforcé cette reformulation en lui ajoutant
des inégalités valides dans la méthode appelée BILr. Cette approche réduit significativement le
nombre de variables et de contraintes additionnelles en comparaison avec ’approche de la refor-
mulation BBL. De plus, nous avons démontré que la borne obtenue par relaxation continue fournie
par la reformulation BIL est toujours de meilleure qualité que celle fournie par la reformulation
BBL. Ce résultat est intéressant car il allie une réduction de taille du probléme reformulé et une
amélioration de sa borne. Nos expérimentations corroborent nos résultats théoriques.

Une piste de recherche pour la reformulation linéaire BILr est la construction d'un algorithme

de Branch and Cut approprié qui intégre les inégalités au fur et & mesure de la résolution entiére.
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Chapitre 4

Reformulations quadratiques convexes
de programmes quadratiques en

nombres entiers

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons différentes reformulations quadratiques convexes de (QP).

Rappelons la définition de (QP) :

Min f(z) = ZZqijmixj + Zciwi
i=1j=1 i=1

s.c. Zam-a:i =b, T€R (1)
i=1

(QP) stiaji <e, seS (2)
i=1

T < U 1el (3)

2 >0 iel (4)

L x; €N iel (5)

oul={i:i=1,....n}, R={r :r=1,....m},et S={s:s=1,...,p}
Une reformulation convexe consiste a construire un nouveau programme équivalent a (QP)
ayant une fonction objectif quadratique et convexe, i.e. dont le Hessien est semi-défini positif.
Notre premiére approche, appelée NC (Naive Convexification), consiste a étendre la mé-
thode de la plus petite valeur propre [19], décrite dans le Chapitre 2, aux problémes quadratiques
en nombres entiers en perturbant la diagonale de @) avec sa plus petite valeur propre.

Nous introduisons ensuite un nouveau schéma de reformulations convexes de (QP). Ce
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schéma consiste & perturber, grace a ’expression linéaire des produits des variables entiéres,
tous les termes de la matrice ) avec un paramétre matriciel 3, et également, a utiliser les
contraintes d’égalité dans la perturbation de la fonction objectif a I'aide d’'un paramétre scalaire
«. Puis, au sein de ce schéma, nous calculons une reformulation convexe optimale du point de vue
de la borne obtenue par relaxation continue. Nous prouvons que notre reformulation optimale

est basée sur la solution optimale duale d’une relaxation semi-définie de (QP).

La présentation de cette approche, que nous appelons IQCR (Integer Quadratic Convex
Reformulation), se décompose en trois étapes. D’abord nous présentons le nouveau schéma
de reformulations convexes pour les problémes quadratiques en nombres entiers qui dépend du
parameétre scalaire a et du paramétre matriciel 4. Ce schéma implique 'ajout d’'un nombre
important de variables et de contraintes. Ainsi, dans une deuxiéme étape, nous projetons le
polyédre associé a la relaxation continue du probléme reformulé sur un espace de plus petite
taille. Finalement, nous montrons comment calculer les paramétres optimaux, o* et 5%, au sein

de notre schéma et selon notre critére d’optimalité.

Ensuite, nous montrons que IQCR, bien qu’initialement congue pour les programmes purement
en nombres entiers, peut aisément étre adapté a la résolution de programmes quadratiques
en nombres mixtes entiers. Nous appelons IQCRs cette adaptation d’IQCR. Cette adaptation
est intéressante car elle permet de traiter une classe beaucoup plus importante de problémes.
De plus, en transformant, grace a des variables d’écart réelles, les contraintes d’inégalité en
contraintes d’égalité, IQCRs permet de perturber la fonction objectif du probléme reformulé avec

ces nouvelles contraintes.

IQCR fournit une borne obtenue par relaxation continue de trés bonne qualité, mais aussi un
programme reformulé de taille conséquente. C’est pour cela que nous présentons une restriction
de IQCR, la méthode CQCR (compact Quadratic Convex Reformulation). La différence entre
cette approche et la méthode IQCR est que CQCR n’utilise que les expressions linéaires des carrés
des variables pour perturber la fonction objectif, alors qu'IQCR utilise celles de tous les produits.
Cette méthode fournit une reformulation quadratique convexe de (QP) au sein d'un schéma de
plus petite taille que celui de la méthode IQCR. Ainsi, cette reformulation étant plus compacte,

elle peut étre avantageuse expérimentalement.

Dans une derniére partie, nous mettons en paralléle les convexifications pour la programma-
tion quadratique en variables 0 — 1 citées dans le Chapitre 2 avec nos convexifications appliquées
a ces mémes problémes. Nous montrons qu’en prenant les bornes supérieures sur les variables
x; égales & 1, il y a une correspondance directe entre NC et la méthode de la plus petite valeur
propre [19], ainsi qu’entre CQCR et QCR [4]. Nous appliquons ensuite IQCR a la programmation qua-

dratique en variables binaires et nous prouvons qu’elle fournit une borne obtenue par relaxation
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continue de meilleure qualité que celle fournie par la méthode QCR.

4.2 Une reformulation convexe naive : NC (Naive Convexification)

Comme nous I'avons décrit dans le Chapitre 2, il existe dans la littérature plusieurs mé-

thodes de reformulation convexe pour les problémes quadratiques en variables binaires. Seule-
2

ment, la propriété x7 = x; qui est & la base de ces méthodes n’est plus valable pour les pro-
blémes en variables entiéres. La facon la plus naive d’étendre la méthode de la petite valeur

propre [19] & la programmation en variables entiéres est probablement d’ajouter & la fonction
n

u;
objectif —)\,m-n(Q)Z:(:tZ2 — ;) avec v; = z7 = Zk2rik, oll r;; sont des variables binaires addi-
i=1 k=0
u; Uq
tionnelles qui satisfont les contraintes Zrik =letx; = Zkrik. Cela nous fournit une méthode
k=0 k=0

simple, que nous appelons NC (Naive Convexification), pour résoudre (QP) par un solveur

standard. Plus formellement, la reformulation par NC peut s’écrire de la facon suivante :

n

Min  f(2,0)x, = ' Qu+ clw — Amin(Q) § (x? — ;)
i=1
s.e.  (1)(2)

zi=» kry i€l (6)

(QP)\mm) ku:iO
vi=Y Kry i€l (7)
s k=0
k=1 el (8)
k=0
Tik € {07 1} (Z7 k) €L (9)

L’avantage de cette méthode est qu’elle est facile & mettre en oeuvre. Elle implique 'ajout de
n

E (u; + 1) variables binaires et 3n contraintes, et utilise la décomposition unaire des variables
i:1. . . . . . .
entiéres pour exprimer linéairement les carrés des variables x;. Cette reformulation convexe, qui
est la plus naive parmi celles que nous présentons, nous servira de référence pour nos expéri-

mentations.
Application 4 I’exemple de base

Rappelons d’abord ’Exemple 3.1.1 qui est un probléme ayant 4 variables, 1 contrainte d’éga-

lité et 1 contrainte d’inégalité :
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Ezemple 3.1.1 (suite) :

5 -7 -6 -1 -5

-7 3 -8 —18 —11
Min  f(x) =27 x + x

-6 -8 —-17 10 4

-1 —-18 10 3 1

(QFP.)
s.c. 3x1 + 1929 4+ 18x3 + 11z4 = 255

11xy + 1329 + 83 + x4 < 165
0<z; <10 ie{l,...,4}
r; €N 16{1,,4}

\

La valeur de la solution optimale entiére de (QP.) est —2552.

Avec la méthode NC, nous perturbons le Hessien de f(x) de la maniére suivante :

5 — Amin(Q) —7 —6 -1
-7 3 = Amin(Q) -8 ~18
-6 —8 —17 = Amin(Q) 10
~1 ~18 10 3 = Amin(Q)

avec Amin(Q) = —22.64.

Nous résumons les performances de la méthode NC dans le tableau suivant :

solution opt. entiére -2552

NC
nombres de variables 52
nombres de contraintes 14
temps de résolution (s) 0.01
valeur de la relax. cont. -3991.85
saut d’intégrité 56.42 %

Dans ce tableau, le saut d’intégrité est encore le rapport suivant :

. . val. opt. entiére — val. relax. continue
saut d’integrité = — * 100
val. opt. entiére
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4.3 La méthode IQCR (Integer Quadratic Convex Reformulation)

4.3.1 Un schéma général de reformulations convexes pour les programmes

quadratiques en nombres entiers

Dans cette section, nous présentons notre schéma général de reformulations convexes. Etant
donné un parameétre scalaire a et un parameétre matriciel 3, nous construisons le programme
(QP, p) équivalent & (QP). (QP,,3) peut étre vu comme une transformation compacte de (QP)
en un programme en variables mixtes réelles et binaires. Ensuite, nous prouvons une propriété
de projection sur le polyédre défini dans (QP,g). Cette propriété de projection nous permet
de prouver dans la Section 4.3.3 que les valeurs optimales des parameétres « et 8 peuvent étre
déduites d’une certaine relaxation semi-définie de (QP). Un des intéréts de cette propriété de
projection est que cette relaxation semi-définie est construite seulement a partir des variables

initiales z et de la relaxation classique de X = zzT en X > zaT.

Réécrivons (QP) en (QP, ). L'idée est d’ajouter a la fonction objectif initiale f(z) les
fonctions suivantes qui s’annulent sur le domaine réalisable de (QP) et sous I’hypothése y;; =

:Eij .

(i) aZ(Zamfni —b,)? ot a € R

(ii) ZZBZ](xe] — yij) ou ﬂij €Ret ﬂij = ﬂﬂ

i=1j=1

Soit (QP,,g) le programme suivant :

Min  fop(z,y) = f(z) + OZZ(ZCM% —b)? + ZZﬁz‘j(wﬂj — Yij)

r=1 i=1 i=1j=1
se. (1)(2)

T,Y,2,t € Pryzt

(QPa,ﬁ)

avec Py 'ensemble suivant :
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(3)(4)
[log(us)]
ri= > 2ty iel (10)
k=0
llog(us)]
Yij = Z 2" 2ijk (i,7) € I? (11)
k=0
Zijk < wjti (i,k) e E, jel (12)
Pryt Ty, 2,00 Zijp < T (i,k) e E, eI (13)
Zijk > Tj— u](l — tik) (Z,k) ek je I (14)
Yij = Yji (i,5) € I? (16)
Yij > TiUj + TjU; — Uil (Z,]) L (17)
Yii = T 1el (18)
ta € {0,1} (i,k) € E (19)

ou E={(,k) :i=1,....,n, k=0,... [log(u;)]}.

Montrons que (QP,,g) est équivalent a (QP). D’abord, il est évident que si z satisfait les
contraintes (1) et que z;x; = vij, fag(z,y) = f(z). Donc, il nous reste a montrer que les
contraintes linéaires de Py, .; assurent I'égalité z;z; = y;;.

Pour construire P,,.¢, nous avons utilisé les mémes idées que celles de la linéarisation BIL

llog(ui)]
(cf. Chapitre 3). En effet, nous utilisons 'unique décomposition binaire z; = 2t En-
k=0
llog(ui)]
suite, nous déduisons I'égalité z;z; = Z 2ktika;j = ;5. que nous linéarisons en introduisant
k=0

les nouvelles variables réelles z;;;, pour remplacer chaque terme quadratique t;,z;. Enfin, nous
ajoutons I'ensemble d’inégalités (12)-(15) et la contrainte (19) qui forcent z;;, a étre égal a
tirx;. Pour prouver que dans I'ensemble Py, 251 = 2y, il est suffisant de considérer les deux
valeurs possibles de t;.

Il faut remarquer que les contraintes (16), (17) et (18) sont redondantes lorsque les va-
riables sont entiéres, mais elles sont nécessaires dans la suite de ce chapitre. Rappelons que les
contraintes (16) viennent de 'égalité x;x; = x;x;. Nous avons construit les contraintes (17) en
multipliant les contraintes (3) deux a deux : (z; —u;)(z; —u;) > 0, puis en linéarisant la nouvelle
inégalité ainsi obtenue. Cette idée est connue dans la littérature et a été introduit notamment
par McCormick [31]. Les contraintes (18) viennent de l'inégalité z? > z; qui est satisfaite par

n’importe quel entier x;.

Ici, nous cherchons a reformuler (QP) en (QF, ). La reformulation de (QP) en (QFP, )
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n’est intéressante que si f, g(z,y) est convexe. Ceci est toujours possible. Par exemple, si on
note Apnin(Q) la plus petite valeur propre de @, en prenant Vi € I, Bi; = —Amin(Q), Vi, j €
I,i# 34, fBij =0, et & nimporte quel réel positif, il est clair que la fonction fap(x,y) est

convexe.

Nous avons choisi pour notre schéma de reformulations convexes, de perturber chaque terme
de la matrice @) par un coefficient particulier 3;;. Il est connu qu’il est suffisant de perturber les
termes diagonaux de la matrice () pour la rendre semi-définie positive. Nous aurions donc pu

choisir de ne linéariser que les termes a;zz

auxquels nous aurions associé un parameétre vectoriel. Ce
schéma est celui de la méthode CQCR présentée dans la Section 4.4, et comme nous le verrons dans
nos expérimentations (cf. Chapitre 6), cette approche fournit une borne obtenue par relaxation

continue de moins bonne qualité que celle fournie par ’approche IQCR.

De plus, il est intéressant de remarquer que nous avons choisi un multiplicateur commun
m n
a, pour les équations quadratiques E ( E Arii — br)2. Au premier abord, il semblerait qu’on
T:1 Z:1 . . . .
puisse obtenir une meilleure borne en prenant un multiplicateur spécifique pour chaque équation
n

(Zarixi — b,)2. Cependant, ces deux approches sont équivalentes. En effet, si avec (@, (), la

matrice Qg5 = Q + aAT A + (3 est semi-définie positive, elle I'est toujours avec (&', ), tel que
a’ > @, et la valeur de la relaxation continue ne change pas puisque les contraintes (1) sont
toujours satisfaites dans une solution réalisable. Il est assez simple de prouver qu’il est équi-
valent de prendre un multiplicateur commun ou un coefficient particulier pour chaque équation
quadratique. En effet, si on prend (&, 3) tels que fap(x,y) soit convexe. Soit o/ n’importe quel

réel positif, et f5 5 ./(z,y) la fonction suivante :

f&,57a’($a y) = f&,B($a y) + O/Z(Zam‘xi - br)2
= f(iL‘) + aZ(Zamxz - b + ZZﬁz] 113 ilj — yw + o Z Zama:l — b

r=1 =1 i=1j=1 r=1 =1

/ Sy c . 2 i =
Comme o est positif, nous savons que : « E ( E ar;z; —by)* est convexe, la fonction f@757a,(aj, Y)
r=1 =1 .
est donc convexe, puisque la somme de deux fonctions convexes est une fonction convexe. De
m n

plus, comme E ( E AriTi — br)2 = 0, nous avons bien
r=1 i=1

faga(®y) = fl@)+(@+d Z Zamwz —b)? + ZZB@‘(%%‘ — Yij)
r=1 i=1 i=1j=1
= fo‘z,ﬁ($ay)
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Ceci est vrai pour toute solution admissible de (QP, 3).

Une méthode classique de résolution de programmes en nombres entiers consiste & appliquer
un algorithme de Branch and Bound. Il est connu que le comportement d’un tel algorithme
dépend de la qualité de la borne a la racine de I’arbre de résolution. C’est pourquoi dans la suite
de cette section, nous nous intéresserons particuliérement a la relaxation continue de (QP, )

Y

que nous appelons (Wo{,ﬁ) :

Min  fop(z,y) = f(z)+ @Z(Zam‘xi —b)? + ZZﬁz‘j(xz‘xj — Yij)

_ r=1 i=1 i=1j=1
QPap)y 4. (1)(2)

x,Y, 2,1t € ﬁmyzt

ol nyzt est le polyédre obtenu en relachant les contraintes d’intégrité de P, .¢, et donc en

remplacant les contraintes (19) par
0<tp<1 (19)

Dans la suite, nous prouvons que (QPa,ﬁ) a la méme valeur optimale qu’un autre programme

de plus petite taille.

4.3.2 Une projection du polyédre associé

Etant donné que les variables z et ¢ n’interviennent pas dans la fonction objectif f, g(z,y),

il est intéressant de définir une projection de ’ensemble nyzt sur x et y.

Théoréme 4.3.1 La projection de ﬁxyzt sur x et y est le polyedre suivant Py, :

(16)(17)(18)

yij >0 (i,7) € I*> (20)
Yij < ujT; (i,5) € I? (21)
Yij < wik (i,5) € I? (22)

Ppy§,y:

Preuve.

1. Montrons que pour tout (Z,y) appartenant a Py, il existe z,t tels que (Z,7, 2,t) appar-

tiennent a nyzt.
Soit (Z,y) € Pry, et v;; > 0 tels que 4;; = vi;&;T;. Prenons V(i, k) € E, tiy, = Z;/ui,
Llog(us)]
avec u; = Z 2k, et V(i,k) € E, j € 1, Zijk = %ijtikT;. De maniere évidente les
k=0
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contraintes (3), (4), (10), (11), (15), (16), (17), (18) et (19’) sont satisfaites.
Montrons maintenant que dans une telle solution, les contraintes (12)-(14) sont satisfaites :
Les contraintes (12), z;jr < ujtyy :
(i) Siz; =0, ti, =0, alors 2, = 0.
(ii) Si z; > 0, par les contraintes (21), nous avons 7;;Z;%; < u;Z; et donc v;2; < uj.
Nous avons donc v;; Tt = 2ijk < ujtig.
Les contraintes (13), z, < xj :
Nous avons zjjr = 7ijZjtik = VijTjTi/U; = ¥ij/Us, par les contraintes (22), ;;/u; <
Tju;/u; < Ty, car wi/u; < 0.
— Les contraintes (14), zjj, > x; — u;(1 — ti) -
Nous avons zjjp = VijT;tik = Yij/Ui, par les contraintes (17) @;;/u; > (u;T; + wiT; —
W)/ > tiu 4w /@i (T — uj) > tigus + T; — g, car u;/a; < 0.
2. Montrons que pour tout (7,7, z,t) appartenant & Py, (Z,¥) appartiennent a Py,
Soit (Z,¥,2,t) € Pyyst. La solution (Z, %) satisfait les contraintes (20), (17), (18) et (16).
Montrons maintenant que dans une telle solution, les contraintes (21) et (22) sont satis-
faites :

— Les contraintes (21), y;; < ujx; :
[log(us)] [log(us)]
Par les contraintes (10), (11) et (12), nous avons g;; = y;; = Z 2k zik < Z 2kt =

U;T;
— Les contraintes (22), y;; < u;x;j :

Par les contraintes (16) et (21), nous avons ¥;; = ¥j; < u;T;.

Soit (Py,g) le programme suivant :

Min  fq 5(33 Y) )+ Ozz Zamxz - br)z + ZZ@‘]‘(%%‘ - yij)

r=1 i=1 i=1j=1
se. (1)(2)

T,y € Ppy

(Pa,ﬁ)

Corollaire 4.3.1 Minimiser fq g(x,y) sur le polyédre nyzt ou sur le polyédre Py, est équi-
valent, i.e. résoudre (QP, 5) ou (P, g) est équivalent.

Ainsi, le programme quadratique en variables continues (QPaﬂ) a une propriété intéressante :
toutes les variables z et ¢ et les contraintes qui les contiennent peuvent étre remplacées par les

contrainte (20)-(22). (QP, 3) est équivalent a (P, g) qui est nettement plus petit.
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Dans la section suivante, nous caractérisons les valeurs de « et 4 qui maximisent la valeur

de (QP, ), et donc celle de (Pyg).

4.3.3 Calcul de la meilleure convexification au sein de ce schéma : la méthode

IQCR

Dans cette section, nous montrons comment calculer par programmation semi-définie les
valeurs de o et 3* qui rendent f,« g«(x,y) convexe tout en maximisant la valeur de la relaxation
continue de (QP,~ g-). Comme cela a été montré dans le Corollaire 4.3.1, cela revient a résoudre

le probléme suivant :

(CP): max {v(Pag)}
a€R, BeS,

Qa,ﬁto

ot v(P,g) est la valeur de la solution optimale de (P, 3) et Qg le Hessien de f, g(z,y), i.e
Qo = Q + aAT A+ . Nous pouvons réécrire (C'P) comme suit :

(cP): max min  {fos(z,y)}
a€R, BESn 1)(2)

Qa,ﬁto (S&Z/)EPx,y

Théoréme 4.3.2 Soit (SDP) le programme semi-défini suivant :

M’LTL f(X,x) ZZ(]UXZQ =+ Zczxz
i=1j5=1
se. (D)
Z ari@rj Xij — 2apibpx;)) = —Zb? (23)
r=1 i:l j=1 r=1
Xzy < UjT; (Zaj) eI’ (24)
(SDP) Xij < iz (i,j) € I* (25)
—Xij < —U;T; — UL + U (Z,]) eI? (26)
X < —x; 1e1 (28)
1 =z
=0 (29)
2 X
L reR" XeS" (30)
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Une solution optimale (o, 3%) de (C'P) peut étre déduite des valeurs optimales des variables

duales de (SDP). Le paramétre optimal o est la valeur optimale de la variable duale associée

a la contrainte (23). Les paramétres optimauz sont calculés par ] = Z-lj* + Z-zj* — fj* — f‘j*,
. . * _ 2lx 3 4k 5% N AQlx 2% 3 Ax (1
(i # j), et Bf = BF + % — B3 — B — B2, ou L5 B By By (i, € I) sont les valeurs

optimales des variables duales associées aux contraintes (24), (25), (26) et (27) respectivement,

et 3% (i € I) sont les valeurs optimales des variables duales associées auz contraintes (28).

Preuve.

1. Montrons d’abord que v(CP) < v(SDP). Pour cela, comme (CP) est un probléme de
maximisation, nous allons montrer que pour toute solution réalisable (&, 3) de (CP), c’est
4 dire pour tout (a, 3) tels que Qa5 = 0, nous avons v(Py 3) < v(SDP).
Soit (a, 3) tels que Qa5 = 0, nous avons bien (@&, 3) qui est une solution réalisable de
(CP), et soit (X,Z) un solution réalisable de (SDP). A partir de cette solution nous al-
lons construire une solution réalisable (z,y) de (P 5), telle que fg 5(x,y) < f(X, ).
Nous prenons z = Z et y = X. Les contraintes (1) et (2) sont satisfaites.
Comme 0 < Z; < u;, yij = Xij, et que X;; satisfait les contraintes (24), (25), (26), (27)
et (28), les contraintes (20), (21), (22), (17) et (18) sont satisfaites. De plus, comme X € S”,

nous avons X;; = Xj;, et les contraintes (16) sont satisfaites.

Montrons maintenant que E = f(X,z) — faplz,y) >0

E = quw chm ZZW Tj — ZCZ‘% Zzﬁ“ Xig)

i= 1] 1 i=1j5=1 1=17=1
_ - 2
—ozg E ariT; — by)
r 1 i=1
n n m n
S 3 = = - _ - 2
= E E i (X5 ﬂfiﬂ?j)_E E ﬁij(fﬂifﬂj—Xij)_aE (E ariT; — by)
1= 1] 1 i=1j5=1 r=1 =1
n n m
9 _ _
= E E qw—l—ﬁw ij — TiTj +oz§ E2ambx2—br)—ozg E gxixj
i=1j=1 r=1 i=1 i=1j=1r=1
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Par les contraintes (23), nous avons

n n n n n m
E = ZZ(C]Z] + ﬁw)( ij ‘/Elx] + azzzamam i — @Zzzfiifij
i= 1] 1 i=1j=1r=1 i=1j=1r=1
= ZZ Qij + ﬁzy + azamam jijj)
i=1j5=1

= (Q+ﬁ+aATA,X—;z~;z~ )
= (Qap X —z2) >0

T

uisque les deux matrices Q- 3 et X — ZZ* sont semi-définies positives.
a,p

Donc, nous avons V(a, 3) tels que Q 3= 0,v(P; 3) <v(SDP), ou de maniére équivalente

v(CP) <wv(SDP)

2. Ensuite, montrons que v(C'P) > v(SDP) ou de maniére équivalente que v(CP) > v(DSDP)
avec (DSDP) le dual de (SDP).
Nous montrons que pour toute solution duale réalisable de (SDP), nous pouvons construire
une solution réalisable de (C'P) dont la valeur de la fonction objectif est plus grande.

Le probléme suivant (DSDP) est le dual de (SDP) :

m /4
Maz (o, B,p,0) = aZbZ Zzﬁljulu_ﬂ Zp'rbr - Zo'ses
r=1 s=1

1=1j=
S.c. Q+aATA+6>-O (31)

(DSDP) L L a2 o3 5 - .
P — 202‘17"11)7" - Z Bl + B3 — 285 uj + 87 + Y aripr + Y _deios 20i€ T (32)
Jj=1 r=1 s=1
B=p+ 52 — 8% — B* — diag(8°) (33)
a€R, peR™, o eRY ,B€S,, 162 6% 8 €S, #° eRrm (34)

ol p et o sont les variables duales associées aux contraintes (1) et (2) respectivement.

Soit (@, 3, p,7) une solution réalisable de (DSDP), par (31), nous avons Qa3 = 0. Donc

(@,3) est aussi une solution réalisable de (C'P), dont la valeur de la fonction objectif est

v(Pys3) -
Montrons que v(P; 5) > g(a, 3, p,@). Pour cela, comme (P, 3) est un probléeme de minimi-

sation, nous prouvons que la valeur de g(@, 3, p, &) est inférieure a la valeur de n’importe
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quelle solution de (P 3). Soit (Z,) une solution réalisable de (P; 3).

@,

m m
fa,B(j’ g) = ZZ Qij + azamam + ﬁzy ZTi%j + Z - ZQZaribr)i‘i + dzbz
r=1 r=1

= 1] 1
-S°S i

z 1] 1

m m
= ZZ gij + aZamam + ﬂ,] Z(CZ — 2@Zaribr)ii + de?

= 1] 1 i=1 r=1 r=1
OB+ B B~ B - )

i=1 j=1

Par les contraintes (21), (22) , (17) et (18), et comme _Z-lj, _2-2]-, _f’j, e 37 >0, et u; >0,

nous avons :

m m
ZZ qij + QZCLMCLW + ﬂzy ;T + Z — QQZaMbr)a’:i + dez

f&,B(‘%?g) >
= 1] 1
—ZZ@]u]xZ ZZ uzx]—kZZﬂw (u;T; + uij — uiuj +Zﬂ5
2 1] 1 i=1j=1 i=1j= 1
> ZZ i +aZamam + Bj)TiZ; —i—asz ZZB%u,uJ
= 1] 1 1= 1] 1

+Z(Cz - deam’ r Zﬁz]uj Zﬁzgu] + 2Zﬁmu1 + ﬁl
=1 r=1

Comme (@&, 3,p,5) est une solution réalisable de (DSDP), par les contraintes (32), nous

avons Vi € I

m m p
C; — 2@ZCLM r Z U — Zﬂ”u] + 22 Uy + 55 Zariﬁr - stias
r=1 r=1 s=1

Et comme z; > 0, nous avons :

f ZZ Qij + azamam + ﬁzy T;Zj + OéZb2 ZZﬁZ]uluj

= 1] 1 i=1j5=1
+ E (_Zariﬁr - stia's)j;z
i=1 r=1 s=1
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De plus, par les contraintes (1) et (2)

fa,ﬁ(j)g) > ZZ ql_] +azamam +ﬁzy
= 1] 1
+deg ZZBZ]u,u] Zprb —Zesas
= 1] 1
> ZZ qij —I—QZCLMCLW +ﬂ1] TiZj +g( Bypa )
i=1j5=1

Finalement, par les contraintes (31) de (DSDP), nous avons :
ZZ qij + azamam + 52]
i=1j5=1

et donc nous avons :

faﬁ( y) > g(a, 3, p;7)

Ainsi, pour (&, 3, p, &) solution réalisable de (DSDP), et donc telle que Qa3 = 0, nous
avons V(Z,7) solution réalisable de (P; 3), f55(%,9) > g(a ,3,p,7) et donc,

v(CP) > v(DSDP)=v(SDP)

Pour résumer, nous avons montré dans une premiére partie que pour toute solution (&, 3) de

(CP), la valeur v(P; 5) est inférieure ou égale & la valeur optimale de (SDP), v(SDP). Donc,

a

c’est aussi vrai pour (a*¢, 3*¢) une solution optimale de (C'P), et donc nous avons
V(CP) = v(Pyre ge) < v(SDP)

Dans une deuxiéme partie, nous avons montré qu’étant donné une solution réalisable (&, 3, p, 7)
e (DSDP), (&, ) est une solution réalisable de (CP) dont la valeur, v(P5 5), est telle que
v(P;3) > v(DSDP). Donc, c'est toujours vrai pour (a*?, 3% p*d 5*?) une solution optimale
de (DSDP), et donc nous avons v(Py«a g«a) > v(DSDP). De plus, comme (a*?, 3*4) est une

solution réalisable de (C'P), et comme (C'P) est un probléme de maximisation, nous avons :
’U(CP) Z 'U(Pa*d7ﬁ*d) 2 U(DSDP)
Pour conclure, comme v(SDP) = v(DSDP), nous déduisons que :

v(CP) > v(P

«

wd gea) 2 V(DSDP) = v(SDP) > v(Pyxe grc) = v(CP)

o6



Et donc la solution optimale de (C'P) est (a*¢, 3*?) donnée par la solution optimale de (DSDP).
g

A partir du Théoreme 4.3.2; nous construisons un algorithme général de résolution exacte
de problémes quadratiques non convexes et & variables entiéres basé sur le reformulation IQCR

qui est présenté dans la Figure 4.1.

IQCR (Integer Quadratic Convex Reformulation)

1. Reésoudre le programme semi-défini (SDP)
2. Déduire a* et 8* ( Théoréeme 4.3.2)
3. Résoudre le programme (QP,~ 3+) par un solveur MIQP.

F1a. 4.1 — Algorithme de résolution de (QP) basé sur la reformulation IQCR

Nous pouvons remarquer que la relaxation continue de (QPys g+), (QPy~ g-) est un pro-

Y

gramme convexe dont la valeur optimale est égale a la valeur optimale de (SDP).

Remarque 4.3.1 A partir de la preuve du Théoréme 4.8.2, il découle que pour toute solution
réalisable de (DSDP) dont la valeur de la fonction objectif vaut A, nous pouvons déduire une
reformulation convexe dont la valeur de la borne obtenue par relaxation continue n’est pas plus

petite que A.

L’intérét de la Remarque 4.3.1 est que le temps de résolution des solveurs de programmation
semi-défini étant souvent relativement lent, si on arréte le solveur aprés un temps fixé, une

solution reéalisable (@, 3) de (DSDP) fournit des valeurs pour les parameétres « et § qui rendent

convexe la fonction f5 5(z,y).

4.3.4 Extension de IQCR aux problémes mixtes entiers : la méthode IQCRs

Dans cette partie, nous adaptons la méthode IQCR aux problémes mixtes entiers, en suivant
les mémes étapes de raisonnement que pour le cas des problémes purement en nombres entiers.

Soit (MQP) le probléme suivant :

Min h(x)
s.c. Axr=1» (35)
Dzr<e (36)
(MQP) 0<z;<w iel (37)
0<z;<w icJ (38)
x; €N iel (39)
x; €R iedJ (40)
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ou I ={1,...,n} est le sous-ensemble des indices des variables entiéres, J = {n+1,..., N} est

le sous-ensemble des indices des variables réelles, et

hz) =27 Qu + cfx = Z ¢ijrixj + Z 2q;jx5w5 + Z qijTiTj + Z Ci%;

(4,5)€l? (.3)elxJ (4.5)€J? ieluJ

et Q€ Sy, ceRY, AeM,, N, bER™, DeM, n, e € RP, u e NV.

Nous supposons ici que la sous-fonction constituée des produits de variables réelles de h(x),

Z gijr;xj, est convexe. Cette hypothése nous permet d’étre siir de l'existence d'une refor-
(i.j)es?
mulation convexe triviale de (M QP).

Une reformulation convexe de (MQP)

Nous définissons maintenant I’ensemble des couples d’indices suivant : P = {(i,5) € I? U

(I x J)U (J x I)}, et la fonction perturbée suivante :

hap(x,y) Z Bij(xix; — yij) —I—az Zamxz —b)

(i,j)eP r=1 =1

Pour simplifier la notation, nous considérons 8 € Sy, avec 3;; =0, V(3,7) € J?.

En suivant les mémes idées que dans la Section 4.3.1, nous considérons le probléme suivant

qui est équivalent a (MQP) :

Min  hep(z,y)
(MQP,pg){ s.c. (35)(36)
(@,y) € MPyyz
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ol M Py,.; est I'ensemble suivant :

(37)(38)
Llog(u;)]
zi= 2ty iel (41)
k=0
[log(us)]
vii = 2z (i,j) e Ix TUJ (42)
k=0
Zijk < Ujtig (i,k) e E, jelUJ (43)
Ziik < T (i,k)e E, jelUuJ (44)
MPZ‘yzt ‘Tuyuzat: ’ ’ . .
Zik > xj — ui(1 — tir) (i,k) e E, jeIUJ (45)
Zijk = 0 (i,k) e E, j€eIUJ (46)
Yij = Yji (i,j) € P (47)
Yij > TiUj + TjU; — UjUyj (’L,]) e P (48)
Yii = Tj 1el (49)
Yij < Uiy (i,j) e I x J (50)
ti € {0,1} (i,k) e E (51)

ou E={(i,k) :i=1,...,n, k=0,... [log(u;)]}.

Remarquons que la différence avec le cas ou toutes les variables sont entiéres est que nous
ne perturbons pas h(z) avec les expressions (3 (z;z; — yi;) lorsque (i,7) € J?, ¢’est a dire pour
les produits de deux variables réelles.

Il est toujours possible de choisir a et 3 tels que la fonction hgy g(2) soit convexe. Par exemple,
nous pouvons prendre « égal & n’importe quel réel positif, 5;; = —qi;, (,7) € (I x J)U(J x I),
Bij = 0, (i,5) € I?, i # j, et Bii = —Amin(Qr), i € I ot Qy est la sous matrice de @ définie
par (%’j)(i,j)e 2. Remarquons que cette reformulation convexe triviale revient & convexifier les
produits de variables entiéres et & linéariser les produits mixtes entiers.

Ici encore, nous sommes intéressés par la relaxation continue de (MQP, g), qui est le pro-

bléme suivant :

Min  hep(z,y)
(MQP,g){ s.c. (35)(36)
(%,y) € MPyys

ou M Py, est le polyédre obtenu par relaxation continue de M P, ¢, ¢’est & dire en remplagant
les contraintes (51) par

0<ty <1 (51)
Nous pouvons facilement adapter le Théoréme 4.3.1 aux problémes mixtes entiers.
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Théoréme 4.3.3 La projection de M Pyy.; sur les variables x et y est le polyedre M Py, obtenu
a partir de Py, en remplacant (i,7) € I? par (i,j) € P, c’est a dire :

(38)(47)(48)(49)

Mny T,y Yij > 0 (17]) S (52)
Yij < ujw; (i,7) € P (53)
Yij < uiT (i,j) € P (54)

Preuve.

1. Nous montrons d’abord que pour tout (x,y) dans M P,,, il existe z,t tels que (x,, 2,1)

appartient & M Py,
Llog(us)]
Soit (x,y) € Pry, et v;; un réel positif tel que y;; = vi;xiz;. Soit u; = Z 2% Prenons
k=0
tik = /Ui et zip = Vijtikz;. De maniére évidente les contraintes (37), (38), (41), (42)

(46), (47), (48), (49), (50) et (51’) sont satisfaites. Nous avons donc & montrer que les
contraintes (43), (44) et (45) sont satisfaites :
— Les contraintes (43) z;x < ujti, (i,k) € E,j € IUJ :
Si z; =0, alors t;, = 0, et z;j, = 0.
Si x; > 0, nous savons que zjjr = Vij&;tik = (Yij/i)tix- Par (53), nous avons z;j; <
(ujzitin)/zi = ujtiy.
— Les contraintes (44) zj, < xj, (i,k) € E,j € ITUJ :
Zijk = YijtikTj = YijT;%;i/U; = Yi; /. Par (54), nous avons z;;, < xju;/u; < xj puisque
w;/u; < 1.
— Les contraintes (45) 2, > xj —uj(1 —ti), (i,k) € E,j € TUJ :
Zijk = Vijtik®; = Yij/U;- Par (48), nous avons 2 > (u;x; + uixj — uguy)/u; = tipuj +
wi/ui(z; —uj) > tipuj + x5 — uj puisque u;/u; < 1et x5 —u; <O0.
2. Montrons maintenant que pour tout (z,y,2,t) de M Py, (z,y) appartient a M Py,
De maniére évidente les contraintes (38), (47), (48), (49) and (50) sont satisfaites. Nous
avons maintenant a prouver que les contraintes (53) et (54) sont satisfaites.

Les contraintes (17) : y;; < ujx;, (i,7) € P

(a) Nous prouvons que y;; < ujz;, (i,5) € I x ITUJ :
Llog(ui)] Llog(us)]
Par les contraintes (41), (42) and (43), nous avons y;; = Z 2k 2k < Z Kujty, =

k=0 k=0
UjTs-

(b) Nous prouvons que y;; < ujz;, (i,5) € J x I :
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Par les contraintes (50), nous avons :

vij < wizj, (i,7) € I x J

Donc y;; < ujx;, (4,7) € J x I

Et puisque y;; = yj; par les contraintes (47), nous avons y;; = yj; < ujx;, (4,7) €
JxTI

— Les contraintes (54) : y;; < u;xj, (i,j) € P
Par les contraintes (53) nous savons que y;; < wujz; et donc que yj; < u;xj. Par les

contraintes (47), nous avons y;; = yj; < UiZj.

Soit (M P, ) le probléme suivant :

Min  hypg(z,y)
(MP,g){ s.c. (35)(36)
(z,y) € MPyy

Nous pouvons donc déduire le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.2 Minimiser hqo g(x,y) sur le polyédre M Pypy.; ou sur le polyédre M Py, est
équivalent, i.e. résoudre (MQP, g) ou (M Py ) est équivalent.

Calcul de la meilleure convexification : la méthode IQCRs

Comme pour le cas ol les variables sont purement en nombres entiers, nous voulons calculer
les valeurs de o et  qui maximisent la valeur optimale de la relaxation continue de (MQP, )

Y

et donc la valeur de (M P, g). Plus formellement, nous cherchons a résoudre le probléme suivant :

(MCP) max min  {hap(z,y)}
a€R, [BESN (35)(36)

Qa,ﬁto (gc,y)EMsz
oll Qq s est le Hessien de hq g(z,y).Rappelons que 3;; = 0, V(i,5) € J2.

Théoréme 4.3.4 Une solution optimale («*, 3*) de (MCP) peut étre déduite des valeurs opti-

males des variables duales d’une relazation semi-définie de (MQP), qui est le programme sui-
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vant :

N N N
Min h(X,z)= ZZQinij + ZCiZEi
i=1j=1 i=1
s.c.  (35)(36)(38)
m N N m
> OO ariariXij — 2ayiberi)) = =y b7 (55)
r=1 i=1 j=1 r=1
(MSDP) Xij < u;m; (i,j) € P (57)
_Xij < —UjT; — Ui T + Uy (Zaj) epr (58)
~X;; <0 (i,7) € P (59)
- X < —x; 1el (60)
1 =z
=0 (61)
7 X
reRY XesVN (62)

Les coefficients optimauz o et §* sont déduits de la méme facon que dans le Théoréme 4.3.2.
Plus précisément, une solution optimale (o, 3*) de (MCP) peut étre déduite des valeurs op-
timales des wvariables duales de (MSDP). Le paramétre optimal o est la valeur optimale de
la variable duale associée a la contrainte (55). Les paramétres optimauz sont calculés par ﬂfj =
B+ 820 — 55 — B, (i £ J), et By = B+ 63 — B — Bl — B3, o B3, 820, 63, 6% (1] € P)
sont les valeurs optimales des variables duales associées aux contraintes (56), (57), (58) et (59)
respectivement, et 151* (i € I) sont les valeurs optimales des variables duales associées aux

contraintes (60).

Preuve. La preuve est directement déduite de la preuve du Théoréme 4.3.2. O

Illustrons cette extension de IQCR par I’exemple suivant :

Exemple 4.3.1 Soit (MQPF.) une instance de (MQP) qui a 2 variables entiéres et 2 variables

continues :
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( 7 3 |-15 -4 15
] 3 14| -7 -13 10
Min f(z) =27 x+ x
15 -7 8 7 -7
-4 13| 7 12 —4
(MQFe)
s.c. Dx1+ x9+ 8x3+4ry <95
0<z; <10 ied{l,...,4}
T1,x2 € N
r3,24 € R
Remarquons tout d’abord que la sous matrice est demi-définie positive comme
7 12

dans notre hypothése.
Une solution optimale de (MQP,) est x = (8,10,2.03,7.19) dont la valeur est —3434.27.

Comme il n'y a pas de contraintes d’égalités, il en résulte qu’il n’y pas de paramétre oc. Nous
J

perturbons donc le Hessien de la maniére suivante :

—T+pu  3+02 —15+03 —4+ B
3+ P12 —14+ P —T+ B3 —13+Pu

=15+ i3 =T+ P23 8 7
44 Ba =134 Bos 7 12

avec 611 = 12.25, ﬁlg = 029, ﬁlg = 874, ﬁ14 = 0, ﬁgg = 21.17, ﬁgg = 184, et ﬁ24 = 5.52.

La valeur optimale de la relazation continue du probléeme reformulé associé est de —4002.43.

Le gap est donc de 16.5%

4.3.5 Utilisation des contraintes d’inégalité pour perturber la fonction ob-

jectif

En considérant un probléme quadratique ayant p contraintes d’inégalité, il est facile de
remplacer chaque contrainte d’inégalité par une contrainte d’égalité en ajoutant p variables

d’écart. Pour effectuer cette reformulation, nous distinguons deux cas :

1. Considérons le probléme (QP) définit au début du chapitre, ou toutes les variables sont
entiéres et supposons que tous les coefficients de ses contraintes d’inégalité soient entiers.
Pour perturber la fonction objectif, non seulement avec les contraintes d’égalité, mais aussi

avec les contraintes d’inégalité, nous reformulons (QP) en un programmes quadratique
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dont toutes les variables sont entiéres de la fagon suivante :

Min f(x)
se. (DE)A)EG)
(QP") Dr+vy=e (63)
0<v:<es s€S8 (64)
v e NP (65)

Un tel probléme est une instance de (QP) de dimension n + p et peut étre résolu par

I’algorithme IQCR.

2. Considérons le probléme le probléeme (QP) définit au début du chapitre, ou toutes les
variables sont entiéres, ou bien le probléme mixte entiers (MQP) défini juste avant et
supposons que certains des coefficients de leurs contraintes d’inégalité soient réels. Pour
perturber la fonction objectif, non seulement avec les contraintes d’égalité, mais aussi avec
les contraintes d’inégalité, nous le reformulons en un programmes quadratique en variables

mixtes entiéres de la fagon suivante :

( Min fx)
s.c.  (1)(3)(4)(5)
(MQP") Dr+~vy=ce (66)
0<~s<es se€S8 (67)
{ v eRP (68)

Un tel probléme est une instance de (MQP) de dimension n + p et peut étre résolu par

I’algorithme IQCRs.

4.3.6 Application a ’exemple de base

Illustrons maintenant les méthodes IQCR et IQCRs sur I’Exemple 3.1.1 que nous rappelons et

qui est un probléme ayant 4 variables, 1 contrainte d’égalité et 1 contrainte d’inégalité :
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Ezemple 3.1.1 (suite) :

5 -7 -6 -1 -5

-7 3 -8 —18 —11
Min  f(x) =27 x + x

-6 -8 —-17 10 4

-1 —-18 10 3 1

(QF.)
s.c. 3x1 + 1929 4+ 18x3 + 11z4 = 255

11xy + 1329 + 83 + x4 < 165
0<z; <10 ie{l,...,4}
x; €N ie{l,...,4}

La valeur de la solution optimale entiére de (QP.) est —2552.

Awvec la méthode IQCR, nous perturbons le Hessien de f(x) de la maniére suivante :

5+ 511 + 9« —74 B2 +57a  —6+Pi3+54a  —1+ Bis + 33«
—T7+4 Bia+57a 3+ Pos+36lac —8+ a3+ 3420 —18 + By + 209«
—6+ P13 +54a —8+ Pz +342ac  —17+ B33 + 324 10 + B34 + 198«
—1+4+ B4 +33a —18+ B4 +209a 10 + B34 + 198« 3+ fus + 121

avec o = 2090.76, et B11 = P2 = P13 = P1a = Paz = Pog = Pos = 0, B3z = 24.45, B34 = —6.80,
B = 4.92.

La valeur optimale de la relazation continue du probléeme reformulé associé est de —2808.77.

Le gap est donc de 10.06%.

Appliquons maintenant sur cet exemple I'intégration de la contrainte d’inégalité au processus
de convexification comme décrit dans le point 2 de la Section 4.3.5, c’est & dire lorsque la variable

d’écart est réelle. Nous appliquons ensuite la méthode IQCRs décrite dans la Section 4.3.4 :

Ezemple 3.1.1 (suite) : D’abord, nous reformulons (QP.) en un probléme soumis a 2

65



contraintes d’égalité en ajoutant la variable d’écart xs :

5 -7 -6 -1 -5
Min  f(x) =27 A x+ - x
-6 -8 —17 10 4
-1 —-18 10 3 1
(QPE,) s.c. 3x1+ 1922 + 18z3 + 11lxg = 255
1121 + 1329 4+ 83 + x4 + x5 = 165
0<z; <10 ie{l,...,4}
0 <25 <165
x; €N ie{l,...,4}
x5 € R

Avec la méthode IQCRs, nous perturbons le Hessien de f(x) de la maniére suivante :

54 811 + 9a + 121a/ —T7+ P12 + 57a + 1430’ —6 + 813 + 54 + 88a/ —1+ P14 +33a + 11a/ P15 + 11/
—T+4 P12 + 5T+ 143a’ 3 + B2z + 361a + 169/ —8 + o3 + 342 + 1040’ —18 + Bog + 209a + 132’ Ba5 + 130’
—6 + (13 +54a +88a’ —8 + B23 + 342a + 104a’ —17 + B33 + 324« + 64’ 10 + B34 + 198a + 8a’ B35 + 8a’
—1+ 314 +33a+11a’ —18 + Ba4 + 209 + 130/ 10 + B34 + 198a + 8o/ 34 Bag + 121+ o' Bas + o’
B15 + 11/ Ba2s + 13’ B35 + 8a’ Bas + o’ of

avec o = 116.91, o = 249.74, et ﬂll = ﬂlg = O, B13 = 0.04, ﬂ14 = —0.04, ﬂ14 = —0.38,
B23 = —0-09, ﬂ24 = 0.09, ﬂ25 = 0.44, ﬂgg = 27.23, ﬂ34 = —4.72, ﬂ35 = —2.18, ﬂ44 = 2.60,
Bu15 = 1.63.

Rappelons que le paramétre o est le paramétre associé a la contrainte d’égalité initiale élevée
au carré (3z1 + 1929 + 18x3 + 11xy — 255)2 et que le paramétre o est le paramétre associé a la

nouvelle contrainte d’égalité élevée au carré (11xy + 13x9 + 83 + 24 + 5 — 165)2.

La valeur optimale de la relazation continue du probléme reformulé associé est de —2776.07.

Le gap est donc de 8.9%.

Nous résumons les performances des méthodes IQCR et IQCRs dans le tableau suivant :
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solution opt. entiére -2552

IQCR IQCRs
nombres de variables 100 121
nombres de contraintes 246 302
temps de résolution (s) 0.004 0.04
valeur de la relax. cont. -2808.77 -2776.07
saut d’intégriteé 10.06 % 8.9%

Discussion sur le paramétre « :
Grace au parameétre 3, la méthode IQCR perturbe par un paramétre particulier chacun des
termes de la matrice @), il est donc légitime de se demander si le paramétre « a une réelle utiliteé.

Pour expliquer son intérét, présentons d’abord la résolution de I’exemple 3.1.1 :

1. La résolution de I'exemple 3.1.1 par 'approche IQCR fournit un programme dont la va-

leur de la solution optimale continue est —2808.77 ou le parameétre o vaut 2090.76, et le

0 0 0
0 0 0
0 2445 —-6.80
0 0 —6.80 4.92

2. La résolution de l'exemple 3.1.1 par ’approche IQCR qui n’intégre pas les contraintes

parameétre  est la matrice suivante :

o O O

d’égalité dans le processus de convexification, et qui ne posséde donc pas de paramétre «

fournit un programme dont la valeur de la solution optimale continue est —3463.12 ou le
568 1.02 0.41 0

1.02 20.18 0 1.67
0.41 0 26.17 0
0 1.67 0 11.47

parameétre ( est la matrice

Sur cet exemple simple nous voyons que le paramétre o a une incidence sur la qualité de la
relaxation continue de la reformulation (QF, g). En fait, lorsque nous perturbons la fonction

initiale f(z), on lui ajoute deux expressions de natures bien différentes :

m n
(i) La premiére an (E ariz; — by)? est une expression qui sera nulle lors de la résolution
. T:1 1/:1 . . .
entiére et lors de la résolution de la relaxation continue.

n n
(ii) La deuxiéme E E Bij(zixj — y;;) est une expression qui , presque toujours, sera nulle
i=1j=1
uniquement lors de la résolution entiere. Lors de la résolution de la relaxation continue
nous aurons dans la plupart des cas x;x; # y;;. Cette expression pénalise donc la valeur

de la relaxation continue, lorsque les variables x; n’atteignent pas leurs bornes.
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I est donc plus intéressant de minimiser les valeurs du paramétre matriciel 3 et de "compenser"
en additionnant sur chaque terme de la matrice @Q la valeur du parameétre scalaire «, qui peut étre

de grande valeur sans perturber la valeur de f, g(z). C’est 1a que réside 'intérét du paramétre a.

IQCR fournit une borne obtenue par relaxation continue de trés bonne qualité, mais le pro-
bléme reformulé est de taille conséquente. C’est pour cette raison que nous allons présenter
maintenant la méthode CQCR (Compact Quadratic Convex Reformulation) qui consiste a per-
turber uniquement la diagonale de () avec des paramétres particuliers. Cette méthode fournit

une borne de moins bonne qualité, mais un programme reformulé de plus petite taille.

4.4 Une restriction intéressante de IQCR : CQCR (Compact Quadratic

Convex Reformulation)

Ici, nous considérons la méthode IQCR en imposant la nullité des parameétres 3;; lorsque i # j.
Ainsi, nous définissons un schéma de réécriture de (QP) en un programme quadratique (QPgﬂ)
qui a une fonction objectif convexe, et qui est de plus petite taille que celui présenté dans la
section précédente. L’idée est, au lieu d’utiliser les expressions linéaires de tous les produits, de
n’utiliser que I'expression linéaire des carrés pour perturber la fonction objectif. Pour cela, nous
utilisons un paramétre vectoriel 5. De plus, nous utilisons toujours les contraintes d’égalité pour
perturber la fonction objectif a I’aide d’un parameétre scalaire a. Concrétement, nous perturbons
f(z) avec les fonctions suivantes qui s’annulent sur le domaine de définition de (QP) et sous
I’hypotheése que v; = xf :

(i) ai(ia”xi —b,)? avec o € R

r=1 =1

n

(ii) Zﬁl(xf —v;) avec B; € R.

i=1

Soit (QP(S,ﬁ) le programme suivant :

Min S g(x,0) = f(@) +ad (Y apwi —b)* + > Biaf —v;)
i=1

=1 i=1
PS '
(@Fas)§ e (1)(2)
r,v,z,t € P,
avec PS . 'ensemble suivant :
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(3)(4)(19)

[log(ui)]
Z 2kt iel (69)
Zik < uitik (i,k) e E (70)
Zik < X (i,k) e E (71)
Pmcvzt z,v,2,t: Zik in_ui(l_tik) (ka) €EFE (72)
Zik, > 0 (i,k) e E (73)

Llog(us)]

}: 2k 2k iel (74)
v; > 2xiui — uf iel (75)
L V; > T 1€l (76)

Montrons que (QP) est équivalent & (ngﬁ) D’abord, il est évident que si la contrainte (1)

est satisfaite et que v; = 2, nous avons f(z) = gﬁ(x v). Il reste donc & montrer que ’ensemble
(PS,,,) force les variables v; & étre égales & z7. Dans I'ensemble PS, ., 'ensemble d’inégalités (70)-

(73) et (19) forcent I'égalité z;; = m;t;, et par la contrainte (74), nous avons bien v; = x2.
Comme dans I'approche IQCR, nous pouvons ajouter les inégalités valides (75) et (76).
Nous cherchons & calculer la meilleure convexification a 'intérieur de ce schéma, et nous nous

intéressons donc a la relaxation continue de (QPCﬁ) qui est la suivante :

Min fgﬁ(x,v)
(QPC,5) 8 sc. (1)(2)
T,v,2,t € P

vzt

avec Po ; le polyédre obtenu en relachant les contraintes d’intégrité de PC et donc en

TVZ vzt

remplacant les contraintes (19) par
0<ts <1 (19)

Etant donné que les variables z et ¢t n’interviennent pas dans la fonction objectif fcﬁ(:n,v),

comme dans ’approche IQCR, il est intéressant de définir une projection de I’ensemble e ¢ Sur

vz

z et v. Nous pouvons déduire le théoréeme suivant :

Théoréme 4.4.1 La projection de ha . sur x et v est le polyédre suivant PS, :

TVZ

(75)(76)
P, xv: v; >0 iel (77)
v, <ur; t€1 (78)
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Preuve.

1. Montrons que pour tout (Z,%) appartenant a PS, . il existe z,t tels que (Z,0, z,t) appar-

C

tiennent a P, ;.

Soit (Z,0) € PS,, et y; > 0 tels que v; = v;72. Prenons, V(i,k) € E, ty, = Z;/t;, et V(i, k) €
E, zjx = 7;tixT;. De maniére évidente les contraintes (3), (4), (197), (69), (73), (74), (75)

et (76) sont satisfaites.

Montrons maintenant que dans une telle solution, les contraintes (70)-(72) sont satisfaites :

— Les contraintes (70), zjx < uitix :
(i) Siz; =0, t;r =0, alors zy = 0.

(ii) Si &; > 0, par les contraintes (78), on a %-3_:? < u;T; et donc y;x; < u;. Nous avons

donc v Titi = zik < uity.

Les contraintes (71), z < x; :
Nous avons z;; = v Ttk = %ff/ﬂl = 0;/u;, par les contraintes (78), v;/u; < Tyu;/u; <
Z;, car u;/u; < 0.

— Les contraintes (72), zjx > x; — ui(1 — i) -
On a 2, = viZitix = 0;/U;, par les contraintes (75) v;/t; > (2u;T; — u?)/@; > 2tipu; +
wi /i (T — u;) > tigwi + Ty — ug, car u;/u; < 0.

C

2. Montrons que pour tout (Z,,z,t) appartenant P, _,, (Z,9) appartient a PC, .
Soit (z,v,%,t) € Ffwzt. De maniére évidente (Z,7) satisfait les contraintes (75), (76)

et (77).
Montrons maintenant que dans une telle solution, les contraintes (78) sont satisfaites :

— Les contraintes (78), v; < u;z; :
[log(ui)] [log(ui)]
Par les contraintes (74), (70), on a v; = 2kz < Z P uitin = wiZ
k=0 k=0

Par le Théoréme 4.4.1 et parce que la fonction objectif de (@Zﬁ) ne contient que les
variables x et v, on en déduit que le polyédre ngzt dans (@Zﬁ) peut étre remplacé par la
polyedre PS,. Plus formellement, soit (Pgﬁ) le programme suivant :

Min fgﬁ(:n,v)

(P(Sﬂ) s.c.  (1)(2)

z,v € PS,

Corollaire 4.4.1 La valeur optimale de (@Z,ﬁ) est égale a la valeur optimale de (P(SB).
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Par le Théoréme 4.3.2, nous déduisons le calcul, par programmation semi-définie, des valeurs
de o et §* qui rendent fg g (z,v) convexes, tout en maximisant la valeur de la relaxation
continue de (QPS. g+)- Comme cela a été montré dans le Corollaire 4.4.1, cela revient a résoudre

le probléme suivant :

(CP°): max {U(P(Sﬂ)}
a€R, BeR™
Qa,ﬁto

avec U(Pgﬁ) la valeur de la solution optimale de (P(Sﬁ) et Qgﬁ le hessien de fgﬁ(a:,v), ie.
g’ﬁ = Q + aAT A + diag(B), avec diag(3) la matrice dont les termes diagonaux sont les

éléments du vecteur 8. Nous pouvons réécrire (C'PC) comme suit :

(CP°): max min  {f5 5(z,v)}
a€R, BeER™  (1)(2)
e tall (z,0)ePE,

Du Théoréme 4.3.2, nous déduisons le Corollaire suivant :

Corollaire 4.4.2 Soit (SDPF) le programme suivant :

n n n
Min f(X,z)= ZZQinij + ZCiZEi
i=1

i=1j=1
s (1)(2)(23)(29)(30)
(SDP°) Xii < gy iel (79)
—Xi; < 2um;+u? i€l (80)
—Xii <0 iel (81)
L —Xii < —u; iel (82)

Une solution optimale (a*, 3*) de (CPC) peut étre déduite des valeurs optimales des variables

duales de (SDPC). Le paramétre optimal o* est la valeur optimale de la variable duale associée

Ak

a la contrainte (23). Les paramétres optimauz sont calculés par [ = ﬁll* — @2* — ﬁf’* - B,

ot ﬁll*, 2% ?*, ﬁf* (i € I) sont les valeurs optimales des wvariables duales associées aux

A

contraintes (79), (80), (81) et (82) respectivement.

A partir du Corollaire 4.4.2, nous construisons un algorithme compact de résolution exacte

de problémes quadratiques non convexes et & variables entiéres basé sur le reformulation CQCR :
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CQCR (Compact Quadratic Convex Reformulation)

1. Reésoudre le programme semi-défini (S DPC)
2. Déduire a* et g* (Corollaire 4.4.2)
3. Résoudre le programme (QPS, 5+) par un solver MIQP.

F1a. 4.2 — Algorithme de résolution de (QP) basé sur la reformulation CQCR

La Remarque 4.3.1 s’applique également a la reformulation convexe compacte. On en déduit

la remarque suivante :

Remarque 4.4.1 Pour toute solution réalisable de (DSDPC) dont la valeur de la fonction
objectif vaut A, nous pouvons déduire une reformulation convexe dont la valeur de la borne

obtenue par relazation continue n’est pas plus petite que A.

Application 4 I’exemple de base

Rappelons d’abord ’Exemple 3.1.1 qui est un probléme ayant 4 variables, 1 contrainte d’éga-

lité et 1 contrainte d’inégalité :

Ezemple 3.1.1 (suite) :

5 —7 —6 -1 -5
-7 3 -8 —18 —11
Min  f(z) =27 x + x
-6 -8 —17 10 4
-1 —-18 10 3 1
(QF.)
s.c. 3x1 + 1929 4+ 18x3 + 11xz4 = 255
11xy + 1329 + 83 + x4 < 165
0<z; <10 ie{l,...,4}
{ x; €N ie{l,...,4}

La valeur de la solution optimale entiére de (QP.) est —2552.

Avec la méthode CQCR, nous perturbons le Hessien de f(x) de la maniére suivante :

5+ 31+ 9 -7+ 57 —6 + 5da -1+ 33«
—T+57a¢ 34 [+ 36lc —8 4 342« —18 + 209«
—6 + bda —8 + 342« —17 + (B3 + 324« 10 + 198«
-1+ 33a —18 + 209« 10 + 198« 3+ s+ 121

avec a = 1332.14, et 51 = B2 = 0, B3 = 30.18, G4 = 12.82.
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La valeur optimale de la relazation continue du probléme reformulé associé est de —2819.59.

Le gap est donc de 10.46.

Nous résumons les performances des méthodes NC, IQCR, IQCRs et CQCR dans le tableau sui-

vant :

solution opt. entiére -2552

NC IQCR IQCRs CQCR
nombres de variables 52 100 121 40
nombres de contraintes 14 246 302 66
temps de résolution (s) 0.01 0.004 0.04 0.012
valeur de la relax. cont. | -3991.82 -2808.77 -2776.07 -2819.59
saut d’intégrité 56.42% 10.06 % 8.9% 10.46 %

Nous constatons sur cet exemple que la méthode NC est en termes de temps de résolution
et de qualité de borne la moins performante des 4 approches. Pour les autres méthodes, c’est
la méthode IQCRs qui a le meilleur gap, puis la méthode IQCR et enfin la méthode CQCR. Par
contre, en termes de tailles de problémes, il est clair que la méthode CQCR produit un programme
de taille significativement plus petite que celui fourni par les méthodes IQCR et IQCRs.

Nous allons maintenant mettre en paralléle les convexifications pour la programmation qua-
dratique en variables 0 — 1 citées dans le Chapitre 2, avec les convexifications présentées dans ce
chapitre. Cette comparaison est intéressante puisque la programmation en variables binaires est
un cas particulier de la programmation en variables entiéres. Il est simple d’appliquer NC, CQCR et
IQCR & la programmation quadratique en variables binaires en imposant aux bornes supérieures
sur les variables x; d’étre égales & 1. Ainsi, nous montrons d’abord la correspondance entre la
méthode NC appliquées aux programmes en variables binaires et la méthode de la plus petite
valeur propre [19], puis celle entre la méthode CQCR appliquée aux programmes en variables

binaires et la méthode QCR [4]. Enfin, nous appliquons IQCR aux problémes en variables binaires.

4.5 Interprétation des méthodes NC, CQCR et IQCR pour la pro-

grammation quadratique en variables 0-1

Dans cette section, nous interprétons chacune des méthodes de convexification présentées

dans le début de ce chapitre, & savoir NC, CQCR, et IQCR pour les problémes particuliers ol les
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variables entiéres sont bornées par 1. Nous nous intéressons donc aux problémes définis dans le

Chapitre 2. Nous rappelons la formulation d’un tel probléme :

Min f(x Zqux x; + Z:czxZ

i=1j5=1
s (1)(2)
z;€{0,1} iel (83)

(@P™)

Nous montrons que nous pouvons faire un paralléle intéressant entre les méthodes de convexi-
fications pour la programmation quadratique en variables 0 — 1, présentées dans le Chapitre 2,

et les trois méthodes de convexification que nous venons de présenter.

4.5.1 La méthode NC correspond a la méthode de la plus petite valeur propre

Dans le Chapitre 2, nous avons présenté la méthode la méthode de la plus petite valeur
propre [19]. Cette méthode consiste a perturber la diagonale de @, le hessien de f(x), & I’aide de
la plus petite valeur propre de Q, A\pnin(Q), et de la propriété xf = x;. La méthode NC, reprend
simplement cette idée, en exprimant de fagon simple le carré de chaque entier.

En remplacant, dans le programme (QPy les bornes supérieures u; sur les variables x;,

min)’

par 1, pour tout i € I, nous obtenons exactement le programme (Q Pgy) (cf. Chapitre 2) de la

reformulation de Hammer et Rubin [19].

4.5.2 La méthode CQCR correspond a la méthode QCR

Dans le Chapitre 2, nous avons présenté QCR. Nous rappelons que cette approche consiste
a reformuler (QP%) en un probléme équivalent (QPyeg). L'innovation et la qualité de cette
méthode proviennent a la fois de la perturbation de chaque élément de la diagonale de ) par un
paramétre particulier mais aussi de l'intégration des contraintes d’égalités (1) dans le processus
de convexification. La combinaison de ces deux idées améliore considérablement la borne obtenue
par relaxation continue du probléme reformulé, en comparaison avec la méthode de la plus petite
valeur propre, et fournit un probléme reformulé de taille raisonnable.

Rappelons plus formellement ’algorithme QCR. Billionnet, Elloumi et Plateau définissent un

schéma de reformulation dépendant de deux parameétres § et 1, qui est le suivant :

Min fQCR( + 25 + Z an$z Zamxz - r

(QPycr) r=1 i=1
s.c.  (1)(83)

Puis, au sein de ce schéma, ils calculent la convexification optimale du point de vue de la borne
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obtenue par relaxation continue. Ils cherchent donc les valeurs optimales des paramétres § et n

solutions du probléme suivant :

(CPaer) : { max {U(@QCR)}

neER™™ §€R™,Qqcr>0

avec v(QPqycg) la valeur optimale de la relaxation continue de (QPycr). Ils prouvent le Théo-
réme 2.2.2 suivant :
Théoréme 2.2.2 (Billionnet, Elloumsi, Plateau, 2009) Soit (SDPycg) le programme semi-

défini suivant :

Min f(X,z)= ZZqinij + Zcz’xz’
=1

i=1j=1
s.e. (1)
—byxi+ Y arjXi; i€lreR (84)
(SDPQCR) j=1

X = x; 1el (85)

1 =
- =0 (86)

. ¢
reR" Xe8" (87)

Une solution optimale (n*,0%) de (C'Pycr) peut étre déduite de la valeur optimale des va-
riables duales de (SDPy). Les valeurs optimales de n* sont les valeurs optimales des variables
duales associées aur contraintes (84) et les valeurs optimales de §* sont les valeurs optimales

des variables duales associées auzx contraintes (94).

Remarquons d’abord que la méthode QCR a été congue initialement pour les programmes
quadratiques en variables 0 — 1 soumis seulement a des contraintes d’égalité. Nous mettons donc
en parallele QCR et CQCR pour les programmes quadratiques en variables 0 — 1 soumis a des
contraintes d’égalité. En remplacant, dans le programme (ngﬂ)’ les bornes supérieures sur les

variables u;, par 1 nous obtenons le programme suivant :
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n
Min  f$ 5(x,v) )+ az Z:amocZ —b,)? + Zﬂ,(g;? — )
r=1 i=1 i=1
s.c.  (1)(83)
(QPS 5) v >2x;—1 i€l
Vi 2 X iel
v; >0 iel
L v; < % iel

Ou de maniére équivalente :

Min fgﬁ( + Oéz Zamxz - b?“)2 + Zn:ﬂz(xzz - xl)
=1

(QPC(M:“B) r=1 i=1
s.c.  (1)(83)

Il faut remarquer que (QPacﬁ) et (QPycr) ne sont pas a premiére vue les mémes problémes,
puisque leurs fonctions objectifs fgﬁ(:n) et focr(z) ne sont égales que si aZ(Zarixi —b)? =
r=1 =1

Z anxz Zamajz —b,). Il a été prouvé dans [36] que les problémes (SDPyeg) et (SDPC)

r=1 =1
ont la méme valeur optimale. Il est donc équivalent de perturber la fonction objectif par I'une

ou lautre de ces deux expressions. On peut le justifier informellement de la fagon suivante :

pour (8,7) calculés par I'algorithme QCR, en prenant & = maxp, {ana et 3 =6, on obtient

r=1
forcément une fonction fg 6—(:17) convexe, de méme valeur que foer(z). Nous pouvons donc établir
b

une relation claire entre CQCR et QCR.

4.5.3 La méthode IQCR correspond a un renforcement de QCR

Dans cette section, nous appliquons IQCR & la programmation quadratique en variables bi-
naires. Nous remplagons donc dans (P, ), les bornes supérieures sur les variables par 1, et donc

Vi € I, u; = 1, nous appelons ce nouveau programme (P(Slﬁ) :

Min  fop(x,y) )+ Ozz Zamxz - br)2 + ZZ@‘]‘(%%‘ — Yij)

s.c (1)(2)

:E,yGPg?g}

Avec Pg?; I’ensemble suivant :
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(83)

Vii = T i€l (88)

Yij <X (i,5) € I* (89)
Pg?; Ty oy < (i,5) € I* (90)

wyZmba -1 ()€ (o)

Yi; >0 (i,7) € I* (92)

s = (i) 12 (93)

., N . . 01 , —01 . . .
Nous nous intéressons a la relaxation continue de (Pa’ﬁ), appelée (P, 3) qui est la suivante :

Min  fop(z,y) = f(x)+ @Z(Zam‘xi —br)* + ZZﬁij(wﬂj — Yij)

—01 r=1 i=1 i=1j=1
P
(Pag) s.c.  (1)(2)
—01
z,y € Py,
Avec ng le polyédre obtenu en relachant les contraintes d’intégrité de ng}, et donc en remplacant
les contraintes (83) par

Of;$i§:l

Nous pouvons caractériser les valeurs des parameétre o et 8 qui maximisent la valeur de

—01 :
(Pg.pg), en résolvant le probléme suivant :

—01
(CP%Y): max  {v(P,3)}
a€R, peS,
Qa,ﬁto

ou fu(ﬁgjﬁ) est la valeur de la solution optimale de (Fgl’ﬁ) et Qq.p le hessien de f, g(z,y), i.e.
Qap = Q + aAT A+ 3. Nous pouvons réécrire (CP') comme suit :

(CPM): max min  {fas(z,9)}
a€R, peS, (1)(2)
Qa,ﬁio (xvy)eﬁg}y

Du Théoréme 4.3.2, nous pouvons déduire le corollaire suivant :

Corollaire 4.5.1 Soit (SDP) le programme semi-défini suivant :
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Min f(X,z) = ZZqinm + Zczxz
i=1j=1 i=1
s.e.  (1)(2)
Z( (Zamarinj — 2am-bra;,-)) = —Zb% (23)
r=1 i=1 j=1 r=1
Xii = x; tel (94)
Xy < a; (i.j) €% i#j (96)
Xy < —mi—ay 41 (i) el i#j (97)
1 =z
o (99)
T X
reR" Xe§" (100)

Une solution optimale (o*, 3*) de (CPY) peut étre déduite des valeurs optimales des variables

duales de (SDPY). Le paramétre optimal o est la valeur optimale de la variable duale associée a

1%

la contrainte (23). Les paramétres optimauz 35, (i € I) sont les valeurs optimales des variables

duales associées aux contraintes (94). Les paramétres optimaux y ((i,7) € I%,i # j) sont
* . 32% 3k 4k 5

variables duales associées aur contraintes (95), (96), (97) et (98) respectivement.

2% 3% 4% 5k
ij 0 Mig o Mig o Mij

sont les valeurs optimales des
A partir du Corollaire 4.5.1, nous construisons un algorithme de résolution exacte de pro-

blémes quadratiques non convexes et & variables binaires basé sur la reformulation IQCR qui est

présenté dans la figure 4.3.

IQCR pour la programmation quadratique binaire

1. Résoudre le programme semi-défini (SDP°!)
2. Déduire o* et 8* du Corollaire 4.5.1
3. Résoudre le programme (QPS% ﬁ*) par un solveur MIQP.

FiG. 4.3 — Algorithme de résolution de (QP°') basé sur la reformulation IQCR

La Remarque 4.3.1 s’applique également pour la programmation quadratique binaire. On en

déduit la remarque suivante :
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Remarque 4.5.1 Pour toute solution réalisable de (DSDP®) dont la valeur de la fonction
objectif vaut A, nous pouvons déduire une reformulation convere dont la valeur de la borne

obtenue par relazation continue n’est pas plus petite que A.

Nous allons maintenant comparer théoriquement la valeur de la borne obtenue par relaxation

continue de QCR avec celle de IQCR.

Théoréme 4.5.1 La solution optimale de (SDP®') est toujours plus grande que la solution
optimale de (SDPycg).

Preuve.  Montrons qu’a partir de toute solution réalisable (X, ) de (SDP°') nous pouvons
construire une solution réalisable de (SDPyer) de méme valeur par l'objectif.

Prenons (X = X,z = #), de maniére évidente (X, Z) satisfait les contraintes (1), (2), (94), (99)
t (100). Montrons maintenant que les contraintes (84) sont satisfaites. Nous savons par la

contrainte (23) que :

m n n m
20« Zamaw i = 2anibyi)) = =) (br)?
r=1 i=1 r 1
m n m
(3 Ky~ ~ 23S i) = =30
r=1 r=1 i=1 r=1
et que
n
Zam-i"i =b, Vr € R
ou de maniére équivalente
Zamx,b = (by)? Vre R
S (S = 300
r=1 i=1 r=1
Donc nous avons
n m n
am ZaTj iy rfz)) - Z(Zambri’i) -
= r=1 i=1

ZCL,«]‘XZ']' —b.z; =0 Vre R



et les contraintes (84) sont satisfaites. Donc, pour toute solution réalisable de (SDP), nous
pouvons construire une solution réalisable de (SDPycg), de méme valeur par I'objectif. On en
déduit donc que :

v(SDP) > v(SDPycg)

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit trois méthodes de résolutions pour les problemes
quadratiques généraux en variables entiéres (QP). Nous avons d’abord proposé la reformulation
quadratique convexe NC qui a consiste exprimer linéairement les carrés des variables, en utilisant
leurs décompositions unaires, puis a convexifier en utilisant la plus petite valeur propre du
Hessien de Pobjectif de (QP). Cette approche, trés facile & mettre en oeuvre, s’est avérée peu
efficace expérimentalement car elle fournit une borne obtenue par relaxation continue trop faible.

Nous avons ensuite proposé une deuxiéme approche de reformulation quadratique convexe,
que nous avons appelée IQCR. Elle consiste en la définition d’un schéma général de reformulation
quadratique convexe. Dans ce schéma nous ajoutons & l'objectif des fonctions qui s’annulent
sur le domaine de notre probléme reformulé. Ces fonctions sont construites grace & I'expression
linéaire des produits de variables entiéres, ainsi qu’a l'aide des contraintes d’égalité. Ensuite,
nous cherchons & l'intérieur de ce schéma la meilleure reformulation convexe du point de vue de
la valeur de la borne obtenue par relaxation continue. Nous avons démontré que cette meilleure
reformulation, IQCR, peut étre déduite de la solution optimale duale d’une relaxation semi-définie
de (QP). Nos expérimentations montrent que cette approche est trés efficace en pratique.

Puis, nous avons montré comment adapter IQCR & une large classe de probléemes de la pro-
grammation mixte entiére, dans la méthode appelée IQCRs. Cette adaptation permet également
d’utiliser les contraintes d’inégalité, en plus des contraintes d’égalité, pour perturber la fonction
objectif. En effet, il est toujours possible de transformer les contraintes d’inégalité en contraintes
d’égalité & ’aide de variables d’écarts réelles. Cette transformation fournit un programme en
variables mixtes entiéres qu’il est possible de résoudre avec IQCRs. Expérimentalement, cette ap-
proche s’est avérée trés prometteuse. Ces résultats montrent l'impact et la pertinence d’intégrer
toutes les contraintes dans la perturbation de la fonction objectif.

Ensuite, nous avons présenté la méthode CQCR qui est une simplification de la méthode
IQCR. Cette méthode fournit une reformulation quadratique convexe de (QP) choisie dans un
sous-ensemble des reformulations possibles dans le schéma associé & IQCR. En effet, au lieu de

perturber la fonction objectif avec les expressions linéaires de tous les produits de variables, elle
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ne la perturbe qu’avec les expressions linéaires des carrés des variables. Cette reformulation étant
plus compacte, elle induit sur certaines instances un temps de résolution réduit. Cependant,
par construction, elle fournit une borne par relaxation continue qui est inférieure ou égale a
celle fournie par la méthode IQCR. De plus, elle ne peut ni étre adaptable a la programmation
en variables mixtes entiéres, ni intégrer les contraintes d’inégalité dans la perturbation de la
fonction objectif. L’intérét de cette approche est donc expérimental.

Finalement, nous avons appliqué les trois méthodes NC, CQCR et IQCR a la programmation
quadratique binaire. Nous avons montré que les méthodes NC et CQCR sont équivalentes respecti-
vement & la méthode de la plus petite valeur propre et a la méthode QCR. Un résultat intéressant
est que IQCR constitue une amélioration des méthodes existantes pour la programmation qua-

dratique binaire. Nos expérimentations confirment notre étude théorique.

De nombreuses pistes de recherches émergent pour la reformulation convexe IQCR. Tout
d’abord, comme nous avons vu dans ce chapitre, il n’est pas forcément nécessaire de calculer le
parameétre scalaire « dans la reformulation IQCR, mais il est possible de le fixer & une certaine
valeur. Un nouveau travail de recherche consiste & déterminer a quelle valeur doit étre fixé
ce paramétre «, ainsi que son influence sur le temps de résolution. En effet, peut étre quun
choix approprié de la valeur de ce paramétre fournirait une forme de fonction plus adaptée aux
algorithmes de résolution de la programmation quadratique convexe. Il est méme possible qu’il
soit intéressant d’utiliser cette propriété pour reformuler des problémes déja convexes.

Une autre piste de recherche est une extension plus fine et intelligente de IQCR & la program-
mation mixte entiére, car la solution proposée pour le moment est assez directe.

Finalement, il s’avére que IQCR est directement adaptable aux programmes quadratiques
soumis a des contraintes quadratiques. Effectivement, IQCR combinant des idées de linéarisation
et de convexification, il est possible de linéariser ces contraintes quadratiques. De plus, comme
nous ’avons fait pour les contraintes linéaires, une nouvelle piste de recherche est d’intégrer ces

contraintes quadratiques au processus de convexification.

Une grande partie de la preuve de 'optimalité de IQCR est basée sur la projection du po-
lyedre associé au schéma général de reformulations convexes que nous avons introduit. Cette
projection, que nous avons appelé P, est de plus petite taille que le polyedre de départ Py .;.
Une amélioration intéressante de IQCR est la conception d’un Branch and Bound spécifique basé

sur le polyedre P, pour résoudre IQCR. Nous développons cette idée dans le chapitre suivant.
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Chapitre 5

Un algorithme de Branch and Bound
spécifique pour IQCR fondé sur les
propriétés de projection de la

Section 4.3.2

L’idée de ce chapitre est d’utiliser la propriété de projection du Théoréme 4.3.1 au sein d’un
algorithme de Branch and Bound. Le principe d’un tel algorithme est la parcours d’un arbre
des solutions possibles du probléme a résoudre. Cet arbre est construit pendant I'exécution de
I'algorithme, ot & chaque noeud les solutions d’un nouveau probléme résolu déterminent les

reégles de branchements a respecter.

Rappelons tout d’abord que nous cherchons & résoudre a ’optimalité le probléme suivant :

( n n n
Min  f(x) = ZZ%%% + Zciwi
i=1j=1 i=1
s.c. Zamﬂ:i =b, T€R (1)
i=1
(QP) stﬂi <e, s€8 (2)
i=1
T, < u; 1€l (3)
2 >0 iel (4)
x; €N iel (5)

oul={i:i=1,....n}, R={r :r=1,....m},et S={s:s=1,...,p}
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Nous avons défini dans le Chapitre 4 un schéma de reformulations convexes qui est le suivant :

Min  fop(z,y) )+ az Za”% —b,)* + ZZBij(xixj — Yij)

r=1 i=1 i=1j=1
P,
(QFa.p) s.c.  (1)(2)
‘Tuyazat € nyzt
ou Pyt est ensemble suivant :
(3)(4)
[log(us)]
Z 2"t iel (6)
lOg(uz
Yij = Z 2k 25 i,jel (7)
Zijk < thik (i,k) e E, jel (8)
nyzt x,y,z,t: Zijkéxj (Zak) GEa ]GI (9)
zigk > w; —ui(1—ty)  (i,k) € B, jel (10)
Zijk >0 (Z, k‘) € E, j el (11)
Yij = Yji i,j €1 (12)
Yij = TiUj + TjU; — UiUy (Z, k) ek jel (13)
Yii > Tj el (14)
tir € {0,1} (i,k) e E (15)

Nous nous sommes ensuite intéressés a la relaxation continue de (QP,,g) que nous appelons

(@a,ﬁ) :

Min  fop(z,y) )+ az z:am:tZ — b))% + ZZBij(xixj — Yij)

r=1 i=1 i=1j=1
s.c.  (1)(2)

z,Y, Z,t € F:cyzt

(WQ,,@)

avec nyzt le polyedre obtenu en relachant les contraintes d’intégrités de Py, et donc en

remplacant les contraintes (15) par :

0<ty <1 (15)

Puis nous avons montré dans le Théoréme 4.3.1 que la projection du polyéedre ﬁmyzt sur les
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variables = et y est le polyédre de plus petite taille Py, :

(12)(13)(14)

yij >0 i,jeI, q; #0, i#j (16)
vij < ujz i,jel, qj #0,i#35 (17)
yij Swiwy; i €1, q; #0, i #5 (18)

Pry s x,y:

Nous en avons déduit que (QP,, ) est équivalent & (P, 3) qui est le programme suivant :

Min  fop(z,y) = f(x) + QZ(ZCLM%’ —b,)* + ZZBij(xixj — Yij)

r=1 i=1 i=1j=1
(Fop) s.c.  (1)(2)

T,y € Ppy

Le probléeme (P, ) étant de plus petite taille que le probléeme (@a,ﬁ): nous cherchons dans
ce chapitre a utiliser le probléeme (P, g) pour résoudre (QP) a l'optimalité. Pour cela, nous

proposons un algorithme de Branch and Bound basé sur la propriété suivante :

Proposition 5.0.1 Soit (P 5) le probléme suivant :

Min  fop(z,y) = f(z) + QZ(ZGM% — b))%+ ZZ@']’(%’%’ — Yij)

e r=1 i=1 i=1j=1
P e (1)(2)

z,y € Ppy,

avec Py, l’ensemble suivant :

(12)(13)(14)(16)(17)(18)
x; €N iel (19)

Pr,z,y:

Une solution optimale de (QP), i.e. de (QP, ), peut étre obtenue en résolvant le probléme

P°¢ ;) augmenté des contraintes x;x; = y;; Vi, Vj.
a.p 9 J J

Ainsi, une maniére de trouver une solution optimale de (QP) est de résoudre a chaque noeud
de I'arbre de résolution le probléme (P¢ ﬁ), puis de brancher de la maniére suivante :

Soit (Z, ) la solution du noeud courant, plusieurs cas de figure se présentent :

1. Si (z,y) respecte la propriété V(i,5) € I?, Z;Z; = ¥, alors T est une solution réalisable de
(QP) et f(Z) = fa,5(Z, 7).

2. Si 3(i,5) € I?, tels que Z;Tj # ¥ij, nous branchons de la fagon suivante :
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(a) La branche on z; # ;. Plus précisément, cette branche donne naissance a deux sous
arbres, dans le premier on ajoute a la formulation de (Paeﬁ) la contrainte z; < z; — 1

et dans le deuxiéme on ajoute la contrainte x; > z; + 1

(b) La branche ou z; = z; et ; # ;. Plus précisément, cette branche donne naissance a
deux sous arbres, dans le premier on ajoute a la formulation de ( aeﬁ) les contraintes
r; = Z; et x; < T; — 1 et dans le deuxiéme on ajoute le contraintes x; = ¥; et
r; > T+ 1
(c) La branche ou x; = Z;, x; = Z; et y;; = Z;Z;. Dans le sous arbre, on ajoute a la
formulation de (Paeﬁ) les contraintes z; = Z;, v; = Z; et y;; = T;T;.
Remarquons que dans tous les cas T est une solution réalisable de (QP) et f(Z) est une
borne supérieure de la valeur de la solution optimale de (QP).
La Figure 5 présente les branchements possibles & un noeud donné de I’arbre de résolution,
et I’Algorithme 1 présente l’algorithme récursif de notre Branch and Bound spécifique. Pour
trouver la solution optimale de (QP), il faut appeler le programme Branchi&iBound(Paeﬁ)

Y

aprés avoir initialisé la borne supérieure de la facon suivante : Borne sup = +00.

Fig. 5.1 Les branchements possibles dans 1’algorithme de Branch and Bound basé sur les
solutions de (Py 5)

Cet algorithme permet de résoudre a chaque noeud du Branch and Bound le probléeme (P¢ ﬁ)

qui est de plus petite taille que le probleme (QP, g).
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Algorithme 1 Branch & Bound(P)

Résoudre (P) et en déduire une solution (z,y) {la solution (Z,y) est entiére}
si (fa,3(Z,y) > Borne_sup) alors
Arréter
finsi
siV(i,j) € I?, 2;z; = y;; alors

si fo,3(Z,y) < Borne_sup alors
Borne__sup — fo3(Z,7)
finsi
Arréter
sinon

{3(i,4) € I?, tels que Z;Z; # §i;}

si f(Z) < Borne_sup alors
Borne__sup «— f(Z)
finsi
Ajouter a (P) la contrainte z; < z; — 1
Branch_& Bound(P)
Ajouter a (P) la contrainte x; > z; + 1
Branch_& Bound(P)
Ajouter a (P) les contraintes x; = ; et x; < T; — 1
Branch_& Bound(P)
Ajouter a (P) les contraintes x; = Z; et x; > T; + 1
Branch & Bound(P)
Ajouter & (P) les contraintes z; = Z;, ©; = Z; et y;; = T;T;
Branch & Bound(P)
finsi
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Chapitre 6

Résultats expérimentaux

Ce chapitre présente une synthése des résultats des expérimentations que nous avons effec-
tuées sur les méthodes présentées dans cette thése. Le détails des résultats pour chaque instance
se trouve en Annexe B. Ce chapitre se décompose en deux parties. D’abord, nous évaluons expé-
rimentalement la qualité des reformulations sur les problémes ayant des variables entiéres, puis

sur ceux ayant des variables binaires.

Ainsi, dans une premiére partie nous évaluons la qualité de nos reformulations sur des pro-
blémes quadratiques non convexes soumis a contraintes linéaires et & variables entiéres. Comme
il existe trés peu de littérature sur ce type de problémes et que nous n’avons pas réussi a générer
les mémes instances que celles de Korner [27], nous avons choisi de générer aléatoirement deux
classes de problémes. La classe de probléemes FIQP( Equality Integer Quadratic Problem) qui
consiste a minimiser une fonction quadratique non convexe soumise & 1 contrainte d’égalité, et
la classe de problémes IT1QP( Inequality Integer Quadratic Problem) qui consiste a minimiser
une fonction quadratique non convexe soumise a 1 contrainte d’inégalité. Nous testons donc nos
reformulations linéaires BBL, BBLr, BIL et BILr, nos reformulations quadratiques convexes NC,
IQCR, IQCRs et CQCR et notre algorithme spécifique de Branch and Bound sur ces deux classes

de problémes.

Ensuite, nous évaluons expérimentalement la qualité de la reformulation quadratique convexe
IQCR sur des programmes quadratiques en variables binaires. Il est intéressant de comparer IQCR
avec ses "parents" UQCR et QCR. Nous avons choisi pour cela de tester notre méthode sur deux
classes de problémes. La premiére concerne des problémes non contraints qui sont les instances
générées aléatoirement par Pardalos et Rodgers [33]. Ensuite, nous avons évalué IQCR sur une
classe de problémes soumis & des contraintes d’égalité afin de comparer IQCR avec QCR. Nous

avons choisi pour cela des instances du probléme d’affectation de taches que 'on peut retrouver

dans [4] et dans [6].
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Environnement Expérimental

Toutes nos expérimentations ont été exécutées sur un PC ayant un processeur Intel core 2
duo cadencé a 2.8GHz ayant 2048 MB de RAM, et dont le systéme d’exploitation est Linux.
Nous avons utilisé le langage de modélisation ampl et le solveur Cplex version 11 [24] pour
résoudre les programmes quadratiques convexes en variables mixtes, et les solveurs CSDP |[§]
et SB [20] pour résoudre les programmes semi-définis. Plus précisément, nous avons utilisé le
solveur CSDP pour résoudre les programmes semi-définis associés aux programmes en variables
entiéres et SB pour ceux associés aux programmes en variables binaires. Nous avons fait ce choix
pour des raisons de performances. En effet, SB est plus performant que CSDP sur des problémes
ayant un grand nombre de contraintes et lorsque les variables sont binaires, par contre dés que
les variables sont entiéres le comportement de SB est incertain. Cela est sans doutes di a la
nécessité d’évaluer la trace de la diagonale de la matrice variable, ce qui est difficile lorsque
les bornes sur les variables sont grandes. Pour les calcul de valeurs propres nous avons utilisé

Scilab [25].

6.1 Reésultats expérimentaux pour les problémes quadratiques en

variables entiéres soumis & des contraintes linéaires

6.1.1 Présentation des classes de problémes étudiées

La premiére classe de problémes a laquelle nous nous sommes intéressés est la classe (E1QP),
qui consiste & minimiser une fonction quadratique non convexe, soumise & 1 contrainte d’égalité et
& des contraintes de bornes sur ses variables. Plus formellement, nous avons résolu des instances

du probléme suivant :

Min zTQx+ 'z

n
s.t. Zaixi =b
i=1

0<z; <u; i€l

(EIQP)

x; €N i1el

La deuxiéme classe de problémes a laquelle nous nous sommes intéressés est la classe (I1QP),
qui consiste & minimiser une fonction quadratique non convexe, soumise a 1 contrainte d’inégalité
et & des contraintes de bornes sur ses variables. Plus formellement, nous avons résolu des instances

du probléme suivant :

90



Min 2TQx+c'x

n
s.t. Zdixi <e
i=1

0<x; <y 1el

(I1QP)

z; €N 1el

Pour ces deux classes d’instances, nous avons généré aléatoirement trois types de problémes

de la fagon suivante :

Les problémes (EIQP;) et (IIQP)

— Les coefficients de la matrice @ et du vecteur ¢ sont des entiers uniformément distribués
dans l'intervalle [—100, 100]. Plus précisément, pour tout ¢ < j, un nombre v est généré
dans 'intervalle [-100, 100], et on pose alors g;; = ¢;; = v.

— Les coefficients a; et d; sont des entiers uniformément distribués dans l'intervalle [1, 50].
Le coefficient b = 15 * zn:ai et le coefficient e =15 * zn:di )

u; = 30, pour tout ¢ 16211 =

Notons que dans de telles instances la solution x; = 15 pour tout ¢ est une solution réalisable.

Les problémes (EIQP;) et (IIQP,)

Les coefficients de la matrice ) et du vecteur c¢ sont des entiers générés comme dans
(EIQPy) et (IIQPy).
Les coefficients a; et d; sont des entiers uniformément distribués dans Uintervalle [1,100].
Le coefficient b = 20 * zn:ai et le coefficient e = 20 * zn:di )

i=1 i=1

— u; = 50, pour tout ¢ € I.

Notons que dans de telles instances la solution x; = 20 pour tout ¢ est une solution réalisable.

Les problémes (EIQPs) et (I1QPs)

Les coefficients de la matrice ) et du vecteur c¢ sont des entiers générés comme dans
(EIQPy) et (1IQP).
Les coefficients a; et d; sont des entiers générés comme dans (FIQP,) et (IIQP,).

— Le coefficient b et e sont des entiers générés comme dans (EIQP,) et (IIQF2).

— u; = 70, pour tout ¢ € I.

Notons que dans de telles instances la solution x; = 20 pour tout ¢ est une solution réalisable.

Pour chaque probléme et pour chaque n = 20, 30 ou 40 nous avons généré 5 instances et

donc un total de 90 instances.
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6.1.2 Les résultats

Les résultats pour la classe de problémes (EIQP) sont présentés dans les tableaux 6.1 pour

les problémes (EIQP;), 6.2 pour les probléemes (EIQP,), et 6.3 pour les problémes (EIQPs).

Les résultats pour la classe de problémes (I1QP) sont présentés dans les tableaux 6.4 pour les

problémes (IIQP;), 6.5 pour les probléemes (I1QFs), et 6.6 pour les probléemes (I7QPs). Dans

chaque tableau, une ligne correspond & la moyenne sur 5 instances. La légende des tableaux est

la suivante :

Légendes des Tableaux :

nom : Problem_n, ou n est le nombre de variables de (QP).
Les colonnes BBL, BBLr, BIL, BILr, NC, IQCR, IQCRs, CQCR et B&B présentent les résultats

par méthode.
opt — 1

x 100 ou [ est la valeur optimale de la relaxation continue a la

ig (gap initial) : ‘
racine de l’arbre de résolution.

temps : temps CPU (en secondes) nécessaire a I’algorithme de Branch and Bound. Le temps
limite étant fixé & 1 heure, fps (i) est le temps moyen tps de résolution de ¢ instances
sur 5 lorsque 7 instances ont été résolues en moins d’1 heure. Si (i) est omis alors les 5
instances ont été résolues en moins d’l heure. Le symbole — signifie qu’aucune instance
n’a été résolue en moins d’1 heure. Ce temps ne tient pas compte du temps de résolution
du SDP.

noeuds : nombres de noeuds visités pendant 1’algorithme de Branch and Bound.
opt — b

fg (gap final ) ‘ p”

heure de résolution. Lorsque les instances on été résolues en moins d’1 heure, le gap final

x 100 ot b est la valeur de la meilleure borne inférieure aprés 1

vaut 0 et n’est pas pris en compte dans les moyennes présentées ici. Notons que le gap final

opt — ent

de la méthode de Branch and Bound pit
op

admissible entiére trouvée aprés 1 heure de résolution.

* 100, o ent est la meilleure solution
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TAB. 6.1 Reésultats pour le classe d’instances (EIQP;)
(EIQP, 20)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 20.57 8.81 16.50 4.72 11.93 0.09 1.07 0.09
temps 1495.94 (3) | 687.43 66.44 148.58 329.29 19.97 0.99 24
noeuds 16506 1083 3316 491 510892 985 1772 8
fg 0.44 0 0 0 0 0 0 0
(EIQP;, 30)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 30.00 16.69 25.64 12.56 15.52 0.04 1.12 0.04
femps - ~ [ 2122.86 (3) | 1561.4 (2) - 65.37 234 | 436
noeuds 3327 664 12024 1329 7818973 407 2602 49
fg 12.53 11.46 2.97 1.02 6.03 0 0 0
(EIQP;,_40)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 30.68 19.75 26.31 15.34 15.88 0.06 1.45 0.06
femps - - 1993.22(1) - - 1002.75 (4) | 12.14 | 172.6 (3)
noeuds 784 112 10092 412 6140591 3586 10687 416
fg 24.96 19.11 19.02 12.04 9.16 0 0 0.06
TAB. 6.2 Résultats pour le classe d’instances (EIQP,)
(EIQP, 20)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 54.65 | 33.72 31.40 8.94 18.50 0.09 2.79 0.09
femps - ~ (1675 (3) | 690.09 | 210 (1) 57.2 2.35 31
noeuds || 9250 | 1508 64716 1582 6757122 1174 3948 43
fg 19.22 | 18.11 1.74 0 3.31 0 0 0
(EIQP, 30)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 58.31 | 47.26 34.90 12.30 19.81 0.12 2.00 0.12
femps - - - - - 319.2 735 | 645.25 (4)
noeuds || 1437 242 17949 1083 5814106 2394 8313 900
fg 47.26 | 38.11 20.91 5.96 10.52 0 0 0.08
(EIQP;_40)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 62.31 | 45.30 37.83 16.17 17.64 0.05 1.37 0.05
temps - - - 2826 (1) - 1173.33 (3) | 11.26 | 539.5 (4)
noeuds 302 7 5282 201 4449236 2316 9932 256
fg 50.16 | 44.36 36.89 14.92 10.64 0.01 0 0
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TAB. 6.3 — Résultats pour le classe d’instances (EIQPs)

(EIQP; 20)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 171.50 | 139.61 54.28 30.56 19.61 0.38 6.20 0.38
femps - T 8515 (4) | 63175 (4) | 741 (2) | 3540 301 | 875 (4)
noeuds 7179 715 21566 2644 4038944 609 4750 7334
fg 75.90 84.87 2.96 2.92 2.81 0 0 0.5
(EIQP, 30)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 179.51 | 135.65 56.00 31.20 20.20 0.23 5.85 0.23
temps - - - - - 484.85 591.72 | 164.6 (3)
noeuds 665 82 11702 900 4651172 3518 565067 2674
fg 144.47 | 127.97 26.13 25.59 9.78 0 0 0.3
(EIQP; 40)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
ig 182.10 | 143.29 56.82 36.24 20.26 0.11 4.24 0.11
temps - - - - - 15495 (4) | 877.12 | 405.5 (4)
noeuds 249 0 2957 200 3510785 2589 748317 635
fg 163.18 | 138.60 44.88 35.11 13.09 0.03 0 0.26
TAB. 6.4 Reésultats pour la classe d'instances (IIQP)
(TIQP, 20)
BBL BBLr BIL BILr IQCR | IQCRs | CQCR
ig 32.65 22.96 27.78 17.97 11.33 0.66 0.15 4.25
temps 1678 (3) | 648.98 89.54 132.63 393.5 (4) | 11.69 6.77 0.74
noeuds 12212 733 1598 288 2004810 155 69 1154
fg 1.05 0 0 0 0 0 0
(TIQP, _40)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR | IQCRs | CQCR
ig 49.59 39.56 44.22 33.83 10.85 0.59 0.09 3.27
temmps - T 7875 (2) | 167775 (2) | 2 (1) | 114.15 | 51.20 | 1.49
noeuds 1903 873 9646 1175 6111656 619 132 1467
fg 20.13 29.37 17.76 4.46 3.02 0 0 0
(TIQP, _40)
BBL BBLr BIL BILr IQCR | IQCRs | CQCR
ig 62.22 53.10 56.74 47.58 11.27 0.90 0.13 4.90
temps - - - - - 751.55 | 471.10 | 13.88
noeuds 355 63 3356 418 5753881 2067 884 12658
fg 48.20 51.14 46.49 42.86 4.87 0 0 0
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TAB. 6.5 — Résultats pour la classe d’instances (I1QP;)

(IIQP, 20)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR IQCRs CQCR
ig 71.08 | 43.01 | 43.97 17.68 19.66 6.20 0.09 13.25
temps - - 267 (2) 679.01 24.5 (2) 207.6 12.41 1.56
noeuds || 6537 | 1248 | 39060 1278 4860729 7415 119 2555
fg 34.46 | 26.74 10.17 0 5.60 0 0 0
(IIQP, 20)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR IQCRs CQCR
ig 56.64 | 38.06 | 32.37 9.06 18.08 3.48 0.02 13.47
temps - - - 1733.33 (3) - 949.5 279.05 | 396.34
noeuds || 1699 249 15573 678 5892848 7045 1279 440033
fg 43.01 | 35.95 | 16.79 3.45 9.23 0 0 0
(IIQP, 20)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR IQCRs CQCR
ig 63.76 | 46.27 | 38.97 16.53 19.62 2.99 0.02 15.10
temps || - - - - - 2194 (3) | 330.49 | 984 (1)
noeuds 270 4 5530 171 5137274 3239 457 3009496
fg 53.74 | 46.21 33.56 15.14 13.11 0.65 0 0.92
TAB. 6.6 Reésultats pour la classe d'instances (I1QPs)
(TIQP;_20)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR | IQCRs | CQCR
ig 155.73 | 103.58 44.65 17.54 20.54 4.06 0.05 13.01
temps ~ [ 3312 (1) | 777.25 (4) | 611.95 | 76.5 (2) | 391.30 | 17.42 | 11.90
noeuds 6571 846 20110 1036 | 3716265 15707 198 20795
fg 86.02 47.93 1.76 0 4.53 0 0 0
(TIQP;_30)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR | IQCRs | CQCR
ig 171.47 131.42 53.07 32.86 19.29 1.38 0.04 10.92
temps - - - - - 1644.66 | 77.03 45.75
noeuds 608 41 11049 749 4688296 14846 203 54026
fg 136.23 115.50 23.43 24.11 8.87 0 0 0
(TIQP;_40)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR | IQCRs | CQCR
ig 178.05 147.25 53.14 36.17 20.75 1.18 0.11 11.41
temps - - - - 3439 (1) | 713.31 | 1476 (1)
noeuds 401 0 3103 137 3990954 2017 620 1969425
fg 159.32 | 143.26 40.84 35.77 13.66 0.95 0 0.74
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Comparaison des performances des linéarisations BBL, BBLr, BIL, et BILr

D’abord, nous pouvons remarquer que pour les deux classes de problémes, les 4 linéarisations
suivent la méme tendance en termes de gap initial moyen, c’est-a-dire qu’en moyenne c’est la
méthode BILr qui fournit le meilleur gap initial, puis la méthode BIL (sauf pour les instances
de (EIQP;) et (IIQP;) on c’est la méthode BBLr), puis la méthode BBLr et enfin la méthode
BBL. Comme cela a été prouvé dans le Chapitre 3, pour toutes les instances des deux classes de
problémes (EIQP) et (IIQP), nous pouvons constater que le gap initial associé a la reformu-
lation BIL est meilleur que celui associé a la reformulation BBL. De plus, le programme (L Pgry)
a moins de variables et contraintes que le programme (LFgp;). Par exemple, les instances de
(IIQP,) ou n = 20 fournissent des programmes reformulés (LPgyy) (resp. (LPgpr)) avec 2820
(resp. 7260) variables et 5061 (resp. 14421) contraintes. En conséquence, la méthode BIL a de
meilleures performances que la méthode BBL dans les trois domaines : gap initial, nombre de
noeuds et temps de calcul.

Pour les deux méthodes BBL et BIL, leurs versions renforcées améliorent significativement la
valeur de la borne obtenue par relaxation continue. En conséquence, le nombre de noeuds décroit
dans ces versions renforcées. Cependant, pour la méthode BBLr I"amélioration du gap n’est pas
suffisant pour compenser 'augmentation de la taille du probléme reformulé, et finalement, le
temps de résolution nécessaire a la méthode BBLr est plus grand que celui nécessaire a la méthode
BIL.

Pour la méthode BIL, la version renforcée entraine une ameélioration importante du gap, mais
dans ce cas I’amélioration du gap compense largement ’augmentation de taille du programme
reformulé, et finalement le temps de résolution nécessaire par la méthode BILr est significative-

ment plus petit que celui nécessaire a la méthode BIL.

Comparaison des performances des convexifications NC, IQCR, IQCRs, et CQCR

Les Tableaux 6.1, 6.2 et 6.3 présentent les résultats pour la classe de problémes (E1QP). Pour
toutes les instances nous pouvons observer que la valeur du gap initial moyen de la méthode IQCR
est est bien meilleur que ceux obtenus par les méthodes NC et CQCR. Par exemple, pour (EIQP,),
la moyenne des gaps initiaux sur les 15 instances est de 18.50% pour la méthode NC, 2.79% pour
la méthode CQCR et 0.09% pour la méthode IQCR. Cette moyenne est donc divisée par un facteur
d’environ 200 entre les méthodes NC et IQCR, et par un facteur d’environ 5 entre les méthodes
CQCR et IQCR. Sans surprise, la moyenne du nombres de noeuds est divisé par un facteur 3000
entre les méthodes NC et CQCR et par un facteur 1000 entre les méthodes CQCR et IQCR. De plus,
les gaps initiaux moyens pour les méthodes IQCR et CQCR sont assez stables puisqu’ils varient

entre 0% et 0.29%, et entre 0.78% et 3.89% respectivement, tandis que ceux de la méthode
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NC varient entre 11.22% et 24.44%. 1l est intéressant de mentionner le temps de prétraitement
associé a la résolution des programmes semi-définis. En moyenne, pour les probléeme (EIQP,)
cela a pris 70 secondes, 600 secondes, and 3500 secondes pour les instances de taille 20, 30, et 40,
respectivement. Ce temps est assez conséquent, mais d’aprés la Remarque 4.3.1 la résolution des
programmes semi-définis peut étre arrétée aprés un temps fixé. Cela pourrait étre intéressant
pour des instances de grande taille puisque les solveurs SDP trouvent en général une solution
de bonne qualité assez rapidement. Toujours pour les probléemes (EIQP;), la résolution des
programmes semi-définis pour la méthode CQCR a pris en moyenne 1 seconde, 2 secondes, et 5

secondes pour les instances de taille 20, 30, et 40, respectivement.

Les Tableaux 6.4, 6.5 et 6.6 présentent les résultats pour la classe de problémes (IIQP). Ces
résultats suivent les mémes tendances que ceux de la classe de problémes (EIQP) en termes
de gap initial, nombre de noeuds et temps de résolution moyens. Cependant, nous pouvons
remarquer que les gaps initiaux des méthodes IQCR et CQCR sont beaucoup moins stables que
ceux de la classe de problémes (EIQP). En effet, pour les problémes (I1QP;) ce gap initial
moyen varie pour la méthode IQCR (resp. pour la méthode CQCR) entre 0.03% et 17.80%, (resp.
entre 4.36% et 26.86%) avec une moyenne de 4.22% (resp. de 13.94%). Par contre pour la
méthode NC, la moyenne du gap initial est a peu prés identique a celle des problémes (EIQP,),
puisqu’elle est de 19.12%. Toujours pour les problémes (I1QP,), le temps de résolution des
programmes semi-définis pour la méthode IQCR est en moyenne de 40 secondes, 300 secondes, et
1600 secondes pour les instances de taille 20, 30, et 40, respectivement. Pour la méthode CQCR,

ce temps est en moyenne égal & 1 seconde, 2 secondes, et 3 secondes pour les instances de taille

20, 30, et 40, respectivement

Dans ces expérimentations, nous avons également testé I'impact de l'intégration des contraintes
d’inégalités au processus de convexification en résolvant les 45 instances de la classe (ITQP) avec
la méthode IQCRs. Plus précisément, comme cela a été présenté dans la Section 4.3.4, nous avons
reformulé chaque instance de (IIQP;), (IIQP2) et (IIQPs;) en une instance d'un programme
mixte entier soumis & 1 contrainte d’égalité. Nous I’avons ensuite résolu par la méthode décrite
dans la Section 4.3.5. Nous pouvons voir clairement "amélioration en termes de valeur de gap
moyen, puisque dans (I7QP») le gap moyen décroit de 4.22% pour la méthode IQCR & 0.06% pour
la méthode IQCRs. De plus, le nombre de noeuds de la méthode IQCRs est réduit d'un facteur
10 en comparaison avec celui de la méthode IQCR. La méthode IQCRs permet de résoudre toutes
les instances de la classe (IIQP), alors que la méthode IQCR ne résout que 39 instances sur 45.
Toujours pour les problémes (I1QP,), le temps de résolution des programmes semi-définis pour
la méthode IQCRs est en moyenne de 250 secondes, 1850 secondes and 9000 secondes, pour les

instances de taille 20, 30, et 40, respectivement.
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Commentaires sur les résultats du Branch and Bound

Dans ces expérimentations, nous donnons quelques résultats préliminaires de notre algo-
rithme de Branch and Bound qui est basé sur la propriété de projection de la méthode IQCR.
Pour le moment nous n’avons testé cet algorithme que sur les classes de problémes (EIQP).
L’intérét est de comparer le temps de résolution de cet algorithme avec celui de la méthode
IQCR. Sur ces instances, le temps de résolution moyen de 1’algorithme de Branch and Bound est
la plupart du temps plus court que celui de la méthode IQCR. Cependant, sur quelques instances,
I'instance FIQP, 30 1 par exemple, la méthode IQCR est beaucoup plus rapide, 135 secondes,
alors que l'algorithme de Branch and Bound ne peut résoudre cette instance en moins d’1 heure
de résolution. Il est important de noter que I'implantation de ce Branch and Bound est naive,
puisque pour le moment nous effectuons un parcours en profondeur de I’arbre de résolution. En
résolvant cette méme instance, EIQP, 30 1, par la méthode IQCR avec le parcours en profon-
deur de son arbre de résolution, celle-ci n’est pas résolue en moins d’une heure de résolution.
Ainsi, avec une implantation plus fine cet algorithme sera encore plus efficace : il est donc trés

prometteur.

Nous résumons les performances de nos différentes méthodes sur les classes de problémes

(EIQP) et (IIQP) dans les Tableaux 6.7 et 6.7 respectivement.

Légendes des Tableaux 6.7 et 6.7

— Les colonnes BBL, BBLr, BIL, BILr, NC, IQCR, IQCRs, CQCR et B&B présentent les résultats
par méthode.
— nb. inst. résolues : est le nombres d’instances résolues en moins d’l heure sur les 45

instances proposées.

opt — 1
opt

de I’arbre de résolution. Ce gap est le gap moyen sur les 45 instances des classes d’instances

(EIQP) et (I1IQP).

x 100 o [ est la valeur optimale de la relaxation continue a la racine

- gap nitial ‘

temps : temps CPU (en secondes) nécessaire a l’algorithme de Branch and Bound. Ce
temps est est le temps moyen sur le nombres d’instances résolues en moins d’1 heure.
taille max : la taille maximale des problémes que la méthode a pu résoudre en 1 heure de

résolution.
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TAB. 6.7 — Résultats globaux pour les classes d’instances (FIQP)

(EIQP)
BBL BBLr BIL BILr NC IQCR CQCR B&B
nb. inst. résolues 3 5 16 17 8 41 45 37
gap initial 87.73 65.56 37.74 18.67 17.70 0.13 2.87 0.13
temps 1495.94 | 687.43 | 1341.79 | 1171.6 | 426.76 | 515.28 | 167.59 | 223.36
taille max 20 20 40 40 20 40 40 40

TAB. 6.8 — Résultats globaux pour les classes d’instances (IIQP)

(I1QP)
BBL BBLT BIL BILT NC IQCR | IQCRs | CQCR
nb. inst. résolues 3 6 13 20 9 39 45 37
gap initial 93.02 69.47 43.89 25.47 16.82 2.38 0.08 9.83
temps 1678 | 1980.49 | 480.32 | 966.874 | 124.12 | 1078.16 | 217.65 | 325.73
taille max 20 20 40 40 20 40 40 40

Dans ces tableaux nous constatons que les résultats suivent les mémes tendances pour les
deux classes d’instances (EIQP) et (IIQP). En effet, pour les classes (EIQP) (resp. (IIQP)),
les linéarisations ne peuvent pas résoudre plus de 17 instances (resp. 20 instances) sur les 45
proposeées, alors que les convexifications en résolvent jusqu’a 41 instances (resp. 45 instances).
En ce qui concerne la qualité des gaps initiaux, nous pouvons remarquer sur ces moyennes que
pour les deux classes d’instances (EFIQP) et (IIQP), nous pouvons définir un ordre sur nos

méthodes qui est le suivant : BBL, BBLr, BIL, BILr, NC, CQCR, IQCR, IQCRs.

6.2 Reésultats expérimentaux pour les problémes quadratiques en
variables 0-1

Nous comparons ici les résultats de la méthode IQCR avec ceux des méthodes UQCR et QCR

sur un probléme non contraint et sur deux problémes soumis & des contraintes d’égalité.

6.2.1 Reésultats pour le probléme non contraint : les instances de Pardalos

et Rodgers (1990)

Nous avons testé IQCR sur des instances générées aléatoirement par le générateur de pro-
blémes creux de Pardalos et Rodgers [33] et résolues par la méthode UQCR dans [3]. Ces instances

avaient été générées de la facon suivante :

99



— Les termes linéaires du vecteur ¢, ainsi que les termes diagonaux de la matrice ) ont été
tiré aléatoirement dans l'intervalle [—100, 100].

— Les termes quadratiques de la matrice () ont été tirés aléatoirement dans l'intervalle
[—50, 50].
La matrice () a une densité égale a d(< 1). La densité représente ici la probabilité quun

élément non nul soit tiré pour les termes non diagonaux de Q.

Pour chacune des 15 paires (n, d), ou n est le nombre de variables et d la densité de la matrice

Q, Billionnet et Elloumi ont généré 10 instances.

Nous avons refait les expérimentations de [3] pour comparer le temps de calculs entre les
méthodes UQCR et IQCR. Leurs performances sur ces instances sont présentées dans le Tableau 6.9,

ou chaque ligne correspond & une moyenne sur 10 instances.

TaB. 6.9 Résultats pour les instances de Pardalos and Rodgers

UQCR IQCR
n_densité || ig | temps (s) | noeuds | fg ig | temps (s) | noeuds | fg
50 d40 6.1 0.3 910 0 0.56 1.4 69 0
50 _d60 5.8 0.3 1034 0 0.56 1.4 78 0
50 d100 || 6.6 0.5 1367 0 0.99 2.3 140 0
60 d20 9.5 0.5 1768 0 0.14 1.5 20 0
60 d40 9.0 14 4366 0 0.90 6.5 236 0
70 d30 6.1 2.8 8841 0 0.72 11.5 250 0
70 d80 7.3 5.4 10899 0 1.31 17.5 443 0
80 d20 5.9 5.4 16046 0 0.45 13.5 185 0
100 d100 || 7.6 372.7 370358 0 1.86 475.6 2502 0
120 _d30 | 7.1 1263.6 1405507 0 1.53 985 6082 0
120 _d80 || 8.7 | 3905 (6) | 2703558 | 0.52 || 2.64 | 2516 (7) 32902 | 0.34

Sur toutes ces instances, nous voyons clairement I’amélioration en termes de gap moyen entre
la méthode UQCR et la méthode IQCR. En effet, ce gap moyen sur toutes les instances passe de
6.88% pour la méthode UQCR & 1.06% pour la méthode IQCR, et est donc divisé par un facteur
6. Par contre, le temps de résolution de la méthode UQCR est plus court que celui de la méthode
IQCR pour les instances de tailles inférieures & 100. Pour les instances de plus grande taille,
c’est-a-dire pour celles ou la taille est égale a 120, I’amélioration en termes de gap compense

I"augmentation de taille du probléme reformulé, et IQCR a un temps de résolution plus court.
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6.2.2 Reésultats pour des problémes avec contraintes d’égalités : le probléme

d’affectation de taches

Soit P = {P,..., P,} un ensemble de processeurs d'un systéme distribué, et 7' = {71, ..., T)n }
un ensemble de taches qui doivent étre exécutées sur ce systéme distribué, sachant qu’une partie
des ces taches doit communiquer.

Le probléme d’affectation de taches peut étre formulé comme un probléme quadratique en

variables 0 — 1 soumis & une contrainte d’égalité linéaire :

m n m—1 m n n
min (z) = Zzeik$ik + Z Z chz'kawikivﬂ
. i=1k=1 i=1 j=i+1k=1I=1
T 4 D mip=1 i=1,...n
k=1
x € {0,1} i=1,...n,k=1,...m

ot le coefficient réel e;;, représente le cotit d’exécution de la tache T; lorsqu’elle est affectée sur le
processeur Py, et le coefficient ¢;;5; représente le cotit de communication entre les taches T; et Tj
lorsqu’elles sont affectées sur les processeurs Py et P, respectivement. Les variables de décision
x;r valent 1 si et seulement si la tache T; est affectée au processeur Pj.

Afin de comparer IQCR avec la méthode QCR, nous avons résolu les mémes instances que
celles de [4]. Ces instances sont générées aléatoirement. Les coefficients e;;, et c;pj; sont générés
aléatoirement dans U'intervalle [-50, 50]. Ces instances ont également été utilisées dans [6].

Pour 3 valeurs de n = (4,5,6) et 4 valeurs de m = (15,18,20,25), 10 instances ont été
générées. Les performances de QCR et IQCR sur ces instances sont présentées dans le Tableau 6.10,

ou chaque ligne correspond & une moyenne sur 10 instances.

TaB. 6.10 Résultats pour le probléme d’affectation de taches

QCR IQCR

nbTaches nbProc ig temps (s) | noeuds ig temps (s) | noeuds
15 5 30.44 8.6 22770 3.98 13.0 339
18 4 22.51 4.0 10870 5.90 17.3 472
20 4 24.14 11.5 25621 6.64 48.9 1104
20 5 33.26 346.8 521932 7.81 282.5 4859
25 4 23.95 222.1 313049 8.37 630.2 8686
25 5 35.02 | 1875.2 (1) | 4118083 || 11.07 | 1658.5 (3) | 50395
25 6 45.14 - 3281184 || 12.97 | 1454.7 (1) | 54872

Les résultats pour ce probléme sont similaires a ceux du probléme non contraint. Ici encore

nous voyons clairement ’amélioration en termes de gap moyen entre la méthode QCR et la mé-
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thode IQCR. En effet, ce gap moyen sur toutes les instances passe de 30.63% pour la méthode
QCR a 8.04% pour la méthode IQCR. Par contre, le temps de résolution de la méthode QCR est
plus court que celui de la méthode IQCR pour les instances de petite taille. Pour les instances de
grande taille, ici encore, ’amélioration en termes de gap compense l’augmentation de taille du

probléme reformulé, et IQCR a un temps de résolution plus court.

6.3 Conclusion

Pour conclure, sur ces deux classes de problémes la méthode BILr est la meilleure approche
de linéarisation pour les trois critéres : gap initial, nombre de noeuds et temps de résolution.
Cependant, les expérimentations montrent que cette méthode ne peut pas résoudre d’instances
ayant 40 variables ou plus en moins d'une heure.

En ce qui concerne les reformulations convexes, pour ces deux classes d’instances NC n’a
pas pu résoudre les instances ayant plus de 20 variables en moins d’une heure, tandis que les
méthode IQCR, IQCRs et CQCR ont résolu des instances allant jusqu’a 40 variables. De plus, ces
expérimentations montrent que IQCR et IQCRs sont les meilleures approches en termes de gap
initial. Par contre en termes de temps de calcul, la méthode CQCR peut étre plus rapide car la
qualité du gap initial ne compense pas toujours la taille du probléme reformulé dans les méthodes
IQCR et IQCRs.

L’algorithme spécifique de Branch and Bound est prometteur puisqu’il est, le plus souvent,
plus rapide que la méthode IQCR alors qu’il est implanté de facon trés rudimentaire.

Enfin, la méthode IQCR appliquée aux problémes en variables binaires améliore en termes de

gap initial les méthodes existantes de convexification.
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Conclusion

Dans cette thése nous avons présenté plusieurs approches de résolution de programmes ma-
thématiques en variables entiéres dont la fonction objectif est quadratique non convexe et est
soumise a des contraintes linéaires. Ce type de probléme, noté (QP), appartient a la classe des
probléemes N P-difficiles. Il existe des algorithmes et des solveurs capables de résoudre efficace-
ment (QP) dans le cas particulier ou sa fonction objectif est convexe. C'est pour cela que pour
résoudre (QP), nous avons proposé une méthode en deux phases : la premiére consiste en sa
reformulation en un programme équivalent dont la fonction objectif est convexe, et la deuxiéme
consiste en la soumission de ce probléme reformulé & un solveur efficace. Deux cas de figures se
présentent alors : soit on reformule (QP) en un programme équivalent dont la fonction objectif
est linéaire, soit on reformule (QP) en un programme équivalent dont la fonction objectif est
quadratique et convexe. Ainsi, nous avons proposé dans cette thése 4 reformulations linéaires
et 3 reformulations quadratiques convexes de (QP) que nous avons étudiées théoriquement et
expérimentalement. La Figure 1 récapitule ces différentes reformulations en présentant pour cha-
cune : son nom, son principe, son interprétation en programmation quadratique binaire, et les

outils logiciels utilisés pour la résoudre.

Les reformulations linéaires :

Tout d’abord, nous avons proposé la reformulation linéaire BBL qui consiste a remplacer
chaque variable entiére par sa décomposition en variables binaires puis a linéariser les nouveaux
produits de deux variables binaires par la linéarisation de Fortet [13]. Nous avons ensuite renforcé
cette reformulation en lui ajoutant des inégalités valides dans la méthode appelée BBLr. L’étude
de cette approche nous montre que les programmes obtenus par ces reformulations possédent
un trés grand nombre de variables et de contraintes. De plus, nos expérimentations montrent
que leurs bornes obtenues par relaxation continue sont trop faibles. En effet, en moyenne sur les
90 instances proposées, les méthodes BBL et BBLr ont un gap respectif de 90.37% et de 67.52%.
Pénalisées par leurs gaps et par leurs tailles, elles n’ont pu résoudre respectivement que 6 et 11

instances de 20 variables entiéres en moins d’une heure de temps de résolution.
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Interprétation

Type| Nom | Fondements en 0-1 Outils logiciels
Décomposition binaire de chaque va- o
] .. s C L Solveur linéaire
CZD BBL | riable entiére et linéarisation des pro- | Linéarisation Mixte-01
. . . xte-
= duits de variables binaires de Fortet [13]
;‘g BBLr | Renforcement par des inégalités valides
= Décomposition binaire de chaque va-
E BIL riable ?ntiére e't linéafris?tion des pro- Linéarisation So'lveur linéaire
Z duits d’une variable binaire par une va- Mixte-01
3 : . de Fortet [13]
riable entiére
BILr | Renforcement par des inégalités valides
1. Décomposition unaire de chaque
v&}ri.able entiér(? et expre-zssion li- Méthode de la | Scilab -+  Sol
néaire des carrés des variables . .
NC plus petite va- | veur quadratique
2. Calcul de la plus petite valeur | jeur propre [19] | Mixte-01
propre
— 1. Décomposition binaire de chaque
o variable entiére et expression li- Solveur SDP  +
Q néaire des produits d’une variable S-olveur quadra—
O binaire par une variable entiére tique Mixte-01
B e ) . . ou Branch and
= IQCR 2. Utilisation des contraintes d’éga- | Amélioration Bound spécifi
& lité pour perturber 1'objectif de QCR [4] onme  SPectdle
= tep pe ’ Jee qui utilise un sol-
% 3. Résolution d'un SDP pour obte- veur quadratique
O nir une convexification optimale Mixte-01
Adaptation de ICQR a la programma-
tion mixte entiére et utilisation des
IQCRs . e .
toutes les contraintes (égalités et inéga-
lités) pour perturber I'objectif
Version simplifiée de IQCR : expression Solveur SDP -+
CQCR | linéaire des carrés des variables unique- QCR [4] Solveur  quadra-

ment

tique Mixte-01

Fi1G. 1 — Tableau récapitulatif des méthodes proposées dans cette thése
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Ensuite, nous avons proposé la reformulation linéaire BIL qui consiste & remplacer, dans
chaque produit de variables entiéres une des deux variables par sa décomposition binaire. Puis,
nous linéarisons chaque nouveau produit d’une variable entiére par un variable binaire par la
linéarisation de McCormick [31]. Nous avons ensuite renforcé cette reformulation en lui ajoutant
des inégalités valides dans la méthode appelée BILr. Cette approche réduit significativement
le nombre de variables et de contraintes additionnelles en comparaison avec ’approche de la
reformulation BBL. De plus, nous avons démontré que la borne obtenue par relaxation continue
fournie par la reformulation BIL est toujours de meilleure qualité que celle fournie par la reformu-
lation BBL. Ce résultat est intéressant car il allie une réduction de taille du probléme reformulé
et une amélioration de sa borne. Nos expérimentations corroborent nos résultats théoriques. En
effet, en moyenne sur les 90 instances proposées, les méthodes BIL et BILr ont un gap respectif
de 43.32% et de 22.07%. Elles ont résolu respectivement, en moins d’une heure de temps de

résolution, 29 et 37 instances ayant jusqu’a 40 variables.

Les reformulations quadratiques convexes :

Nous avons d’abord proposé la reformulation quadratique convexe NC qui consiste & exprimer
linéairement les carrés des variables, en utilisant leurs décompositions unaires, puis a convexifier
en utilisant la plus petite valeur propre du Hessien de l'objectif de (QP). Cette approche, trés
facile & mettre en oeuvre, s’est avérée peu efficace expérimentalement. En effet, malgré un gap
moyen de 17.26%, qui est de meilleure qualité que ceux des quatre linéarisations, cette approche

n’a résolu que 17 instances de 20 variables entiéres en moins d’une heure de temps de résolution.

Nous avons ensuite proposé une deuxiéme approche de reformulation quadratique convexe,
que nous avons appelée IQCR. Elle consiste en la définition d’un schéma général de reformulation
quadratique convexe. Dans ce schéma nous ajoutons & l'objectif des fonctions qui s’annulent
sur le domaine de notre probléme reformulé. Ces fonctions sont construites grace & I'expression
linéaire des produits de variables entiéres, ainsi qu’a l'aide des contraintes d’égalité. Ensuite,
nous cherchons & l'intérieur de ce schéma la meilleure reformulation convexe du point de vue de
la valeur de la borne obtenue par relaxation continue. Nous avons démontré que cette meilleure
reformulation, IQCR, peut étre déduite de la solution optimale duale d’une relaxation semi-définie
de (QP). Nos expérimentations montrent que cette approche est trés efficace en pratique. En
effet, sur les 90 instances proposées, le gap moyen fourni par la méthode IQCR est de 1.26%.
Rappelons que ce gap est aussi celui de la relaxation SDP associée. IQCR a résolu 80 instances

sur 90 ayant jusqu’a 40 variables en moins d’une heure de temps de résolution.

Puis, nous avons montré comment adapter IQCR & une large classe de probléemes de la pro-

grammation mixte entiére, dans la méthode appelée IQCRs. Cette adaptation permet également
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d’utiliser les contraintes d’inégalité, en plus des contraintes d’égalité, pour perturber la fonction
objectif. En effet, il est toujours possible de transformer les contraintes d’inégalité en contraintes
d’égalité & l'aide de variables d’écarts réelles. Cette transformation fournit un programme en
variables mixtes entiéres qu’il est possible de résoudre avec IQCRs. Expérimentalement, cette
approche s’est avérée trés prometteuse. En effet, avec un gap moyen de 0.08%, elle a résolu
les 45 instances des problémes (IIQP), alors que la méthode IQCR n’a résolu que 39 instances
en moins d’une heure de temps de résolution. Ces résultats montrent I'impact et la pertinence

d’intégrer toutes les contraintes dans la perturbation de la fonction objectif.

Ensuite, nous avons présenté la méthode CQCR qui est une simplification de la méthode
IQCR. Cette méthode fournit une reformulation quadratique convexe de (QP) choisie dans un
sous-ensemble des reformulations possibles dans le schéma associé & IQCR. En effet, au lieu de
perturber la fonction objectif avec les expressions linéaires de tous les produits de variables, elle
ne la perturbe qu’avec les expressions linéaires des carrés des variables. Cette reformulation étant
plus compacte, elle induit sur certaines instances un temps de résolution réduit. Cependant, par
construction, elle fournit une borne par relaxation continue qui est inférieure ou égale a celle
fournie par la méthode IQCR. Dans nos expérimentations le gap associé a CQCR est de 6.35% en
moyenne sur les 90 instances proposées. De plus, elle ne peut ni étre adaptable a la programma-
tion en variables mixtes entiéres, ni intégrer les contraintes d’inégalité dans la perturbation de
la fonction objectif. L'intérét de cette approche est donc expérimental, puisqu’elle est nettement

plus rapide que IQCR pour certaines instances.

Finalement, nous avons appliqué les trois méthodes NC, CQCR et IQCR a la programmation
quadratique binaire. Nous avons montré que les méthodes NC et CQCR sont équivalentes respecti-
vement & la méthode de la plus petite valeur propre et a la méthode QCR. Un résultat intéressant
est que IQCR constitue une amélioration des méthodes existantes pour la programmation qua-
dratique binaire. Nos expérimentations confirment notre étude théorique, puisque le gap moyen
sur les instances de la programmation quadratique binaire proposées dans cette thése est divisé

par un facteur 5 en moyenne entre la méthode QCR et la méthode IQCR.

Un algorithme spécifique de Branch and Bound :

Nous avons présenté un algorithme de Branch and Bound de résolution de IQCR basé sur
la propriété de projection utilisée dans la preuve de la méthode IQCR. Malgré une implantation
naive, cet algorithme s’est avéré compétitif avec la résolution directe du probléme non projeté de
la reformulation IQCR, par un solveur standard MIQP. En effet, nos résultats expérimentaux sur
les classes de problémes (EIQP) montrent que cet algorithme a un temps moyen de résolution

divisé par un facteur 2 par rapport a celui de la résolution par un solveur.
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Pour conclure, cette thése étudie théoriquement et compare expérimentalement des reformu-
lations linéaires et des reformulations quadratiques convexes des programmes quadratiques en
nombres entiers. Les résultats montrent que les reformulations quadratiques convexes sont les
plus performantes. De plus, ces convexifications initialement construites pour les problémes en
nombres entiers améliorent les méthodes existantes pour le cas particulier de la programmation

quadratique binaire.

Résumé des principaux résultats de cette thése :

Reformulations linéaires :

La reformulation BIL fournit un programme linéaire mixte-01, de taille plus petite que
celui qui est fourni par la reformulation BBL, et de fagon surprenante, cette réduction de

taille vient avec un borne obtenue par relaxation continue de meilleure qualité.

Reformulations quadratiques convexes :

La reformulation NC est une reformulation convexe de taille raisonnable qui fournit, en
moyenne et sur les instances étudiées dans cette thése, une borne obtenue par relaxation
continue de meilleure qualité que toutes les linéarisations proposées dans cette thése.

— La reformulation IQCR est une reformulation optimale au sein de son schéma de refor-
mulations quadratiques convexes. Ce schéma perturbe la fonction objectif a la fois avec
tous les produits de variables et avec les contraintes d’égalités. De plus il s’avére que
IQCR est efficace expérimentalement et qu’elle est la meilleure reformulation proposée
dans cette thése en termes de borne obtenue par relaxation continue.

— La borne par relaxation du programme reformulé par IQCR est identique & celle d’une
relaxation SDP.

— La reformulation IQCR appliquée a la programmation quadratique binaire constitue une
ameélioration de la reformulation QCR.

— La reformulation IQCRs est une adaptation de la méthode IQCR a une classe importante
de problémes mixtes entiers. De plus, IQCRs appliquée a la programmation mixte-01
constitue une amélioration de 'existant. En effet, & notre connaissance, la reformulation
quadratique convexe d'un programme mixte-01 n’a jamais été étudiée.

— La reformulation IQCRs permet une intégration directe des contraintes d’inégalité dans

la perturbation de la fonction objectif.

Propriété de projection :

La propriété de projection du probléme reformulé par les méthodes IQCR ou BIL est a la fois
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centrale dans la preuve d’optimalité de la méthode IQCR, mais aussi, permet de concevoir
un algorithme de Branch and Bound spécifique. Cet algorithme s’avére expérimentalement,
dans une implantation rudimentaire, concurrentiel avec la résolution directe du probléeme
reformulé par Cplex MIQP.

Solveur :

Le solveur SIQP (Solution of Integer Quadratic Programming) de programmes qua-

dratiques en variables mixtes entiéres.

108



1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7l

8]

9]

[10]

[11]

[12]

Bibliographie

Audet, C., Hansen, P., Savard, G. : Essays and Surveys in Global Optimization. GERAD
25th Anniversary Series, Springer, New York, (2005)

Bellman, R., Fan, K. : On systems of linear inequalities in Hermitian matrix variables. Proc.

Sympos. Pure Math, (VII), 1-11 (1963)

Billionnet, A., Elloumi, S. : Using a mixed integer quadratic programming solver for the

unconstrained quadratic 0-1 problem.Mathematical Programming, (109), 55-68 (2007)
Billionnet, A., Elloumi, S., Plateau, M.-C. : Improving the performance of standard solvers
for quadratic 0-1 programs by a tight convex reformulation : the QCR method. Discrete
Applied Mathematic, (6), 1185-1197 (2009)

Billionnet, A., Elloumi, S., Lambert, A. : Linear Reformulations of Integer Quadratic Pro-
grams. MCO 2008, september 8-10, 43-51 (2008)

Billionnet, A., Elloumi, S. : Best reduction of the quadratic semi-assignment problem. Dis-
crete Applied Mathematics. (109), 197-213 (2001)

Bonami,P., Biegler, .., Conn, A., Cornuéjols, G., Grossmann, 1., Laird, C., Lee, J., Lodi,
A., Margot, F., Sawaya, N., Waechter, A. : An algorithmic framework for convex mixed
integer nonlinear programming. Discrete Optimization. 5, 186-204, (2005)

Borchers, B. : CSDP, A C Library for Semidefinite Programming. Optimization Methods
and Software. 11(1), 613-623 (1999)

Cui, Y. : Dynamic programming algorithms for the optimal cutting of equal rectangles.

Appl.Math. Model. 29, 1040-1053 (2005)

Dash Optimization, Xpress-Mosel version 1.6.1. : Xpress-Mosel language Reference Manual

1.4., http ://www.dashoptimization.com/ (2005)

Duffin, R.J. : Infinite programs. In Linear inequalities and related systems. Annals of Ma-

thematics. (38), 157-170 (1956)

Floudas, C.A. : Deterministic Global Optimization. Kluwer Academic Publishing, Dor-
drecht, The Netherlands, (2000)

109



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]
[25]

|26]

[27]

[28]

[29]

Fortet, R. : Applications de 1’Algebre de Boole en Recherche Opérationnelle. Revue Fran-
caise d’'Informatique et de Recherche Opérationnelle. (4), 17-25 (1960)

Fu, H.L., Shiue, L., Cheng, X., Du, D.Z., Kim, J.M. : Quadratic Integer Programming with
Application in the Chaotic Mappings of Complete Multipartite Graphs. J. Optim. Theory
Appl. 110 (3), 545-556 (2001)

Gallo, G., Hammer, P.L., Simeone, B. : Quadratic Knapsack problems. Math. programming
study. (12), 132-149 (1980)

Garey, M.R., Johnson, D.S. : Computers and Intractability : A guide to the theory of
NP-Completness. W.H. Freeman, San Francisco, CA, (1979)

GLOBALLIib, www.gamsworld.org/global /globallib/globalstat.htm

Gupta, O.K., Ravindran, V. : Branch and bound experiments in convex nonlinear integer

programming. Management Science. (31), 1533-1546 (1985)

Hammer, P.L.., Rubin, A.A. : Some remarks on quadratic programming with 0-1 variables.

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche Opérationnelle, (1970).

Helmberg, C. : A ¢++ implementation of the spectral bundle method. Manual version 1.1.1.
http ://www-user.tu-chemnitz.de/ helmberg/semidef.html (2000)

Helmberg, C., Rendl, F. : Solving quadratic (0-1)-problems by semidefinite programs and
cutting planes. Mathematical Prgramming. (82), 291-35 (1998)

Horn, R.A., Johnson, C.R. : Matrix analysis. Cambridge University Press, Cambridge,
(1985)

Hua, Z.S., Banerjee, P. : Aggregate line capacity design for PWB assembly systems. Int.
J.Prod. Res. 38 (11), 2417-2441 (2000)

ILOG. ILOG CPLEX 11.0 Reference Manual. ILOG CPLEX Division, Gentilly, (2008)
INRIA, Scilab version 5.1.1, http ://www.scilab.org/ (2006)

Karmarkar, N. : A new polynomial time algorithm for linear programming. Combinatorica.

(4), 373-395 (1984)

Koérner, F. : A New Bound for the Quadratic Knapsack Problem and Its Use in a Branch
and Bound Algorithm. Optimization. (17), 643-648 (1986)

Kovacs :, L.B. : Combinatorial methods of discrete programming. Akadémiai Kiadé. Buda-

pest. (1980)

Leyffer, S. : Integrating SQP and branch-and-bound for mixed integer nonlinear program-

ming. Computational Optimization and Applications. (18), 295-309 (2001)

110



[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]
[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

|41]

[42]

[43]

Liberti, L., Maculan, N. : Global Optimization : From Theory to Implementation, Chapter :
Nonconvex Optimization and Its Applications. Springer, New York, (2006)

McCormick, G.P. : Computability of global solutions to factorable nonconvex programs :
Part T - Convex underestimating problems. Mathematical Programming. 10(1), 147-175
(1976)

Nemirovskii, N., Nemirovskii, A. : Interior-point polynomial algorithms in convex program-

ming. STAM. (13) (1994)

Pardalos, P.M., Rodgers, G.P. : Computational aspects of a branch and bound algorithm
for quadratic 0-1 progrmming. Comput, (45), 131-144 (1990)

Plateau, M.-C. : Reformulations quadratiques convexes pour la programmation quadratique
en variables 0-1. Thése CEDRIC, (2006)
Rockafellar, R.T. : Convex analysis. Mathematical Series, (28), (1970).

Roupin, F. : Semidefinite relaxations of the Quadratic Assignment Problem in a Lagrangian

Framework. Int. J. of Mathematics in Operational Research. 1(1), 144-162 (2009)

Saxena, A., Bonami, P., Lee, J. : Disjunctive Cuts for Non-Convex Mixed Integer Quadra-

tically Constrained Programs. IPCO. Bologna, (2008)

Shelari, H.D., Adams, W.P. : A tight linearization and an algorithm for zero-one quadratic

programming problems. Management Science. 32(10), 1274-90 (1986)

Tawarmalani, M., Sahinidis, N.V. : Global optimization of mixed-integer nonlinear pro-
grams : A theoretical and computational study. Mathematical Programming. 99 (3), 563-591
(2004)

Tawarmalani, M., Sahinidis, N.V. : Convexification and Global Optimization in Continuous
and Mixed-Integer Nonlinear Programming. Kluwer Academic Publishing, Dordrecht, The
Netherlands, (2002)

Vandenberghe, L., Boyd, S. : Semidefinite programming. STAM. 38(1), 49-95 (1996)

Volkovich, O.V., Roshchin, V.A., Sergienko, 1.V. : Models and methods of solution of qua-
dratic integer programming problems. Cybernetics. (23), 289-305 (1987)

Wiegele, A. : Nonlinear Optimization Techniques Applied to Combinatorial Optimization
Problems. Dissertation. (2006)

111



112



Annexes

113



114



Annexe A

Algorithmes et outils de calcul de la

programmation semi-définie

Dans ce chapitre nous présentons un rappel théorique sur la programmation semi-définie
ainsi que les deux algorithmes que nous utilisons pour résoudre nos programmes semi-définis.
Nous présentons d’abord Ialgorithme CSDP [8], qui est une méthode de points intérieurs, puis

l'algorithme SB [20], qui est une méthode de faisceaux.

A.1 Rappel : les matrices semi-définies positives

Dans cette section nous reprenons 'état de l'art de la thése d’Angelika Wiegele [43] sur la
programmation semi-définie positive.

En algeébre linéaire, la notion de matrice semi-définie positive est analogue a celle de nombre
réel positif. Cette notion s’applique aux matrices symétriques réelles ou complexes. Dans cette
partie nous rappelons les définitions ainsi que quelques propriétés des matrices semi-définies

positives.
Théoréme A.1.1 Soit X une matrice symétrique réelle carrée, i.e. X € Sy, il y a équivalence
entre :
i) X est semi-définie positive (SDP).
i) y'Xy>0VyeR".
i1 ) Amin(X) > 0.

iv ) Tous les déterminants des mineurs principauz de X sont > 0.

Rappelons également quelques propriétés qui caractérisent les matrices semi-définies posi-

tives :
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Lemme A.1.1 Toute sous matrice carrée d’une matrice définie positive est définie positive.

Définition A.1.1 A > 0 ssi tr(AB) >0 VB = 0.

n n n n
Lemme A.1.2 Si A, B = 0 alors Zzaijbij >0, et ZZaijbij =0ssi AB=0
i=1j=1 i=1j=1

Observation A.1.1 Si A > 0 et a; =0, pour un certain i, alors a;; = aj; =0Vj € {1,...,n}

A.2 La programmation semi-définie

La programmation semi-définie (SDP) est une extension de la programmation linéaire (LP).
C’est une discipline qui a été étudiée pour la premiére fois dans les années 60, par Bellman et
Fan [2]. Elle consiste a optimiser dans le cone des matrices SDP. Un probléme SDP est donc
un programme dont 'objectif est linéaire en les termes de la matrice variable X et dont les
contraintes sont également linéaires en les termes de cette matrice. Le probléme primal SDP
peut se formuler de la facon suivante. Etant donné C, A',..., A™ € S,, et b € R™, et en notant
afj le terme (i,7) de la matrice A¥, et ¢;; le terme (i,5) de la matrice C, le primal (PSDP)

s’écrit sous la forme :

Mazx ZZCinz‘j
i=1j=1
(PSDP)§ g.. SN ak Xy =t k=1,...m
i=1j=1
X eSSy, X >0

Comme en programmation linéaire, on définit le probléme dual SDP. En introduisant y € R™,

les variables duales de (PSDP), le dual de (PSDP) s’écrit sous la forme suivante :

m
Min Zbkyk
k=1

m

S.c. ZykAk —C*=0
k=1
yeR™

(DSDP)

m
Notons que ZykAk —C € 8S,.
k=1
Tout d’abord remarquons que, comme en programmation linéaire, (DSPD) provient du dual

Lagrangien, en effet, (PSDP) s’écrit aussi :

n n n n
m)?X{ZZcinij : ZZ&ZXM =b,k=1,...m, X =0}

i=1j=1 i=1j=1
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Et son Lagrangien est :

X,y) = ZZCinij - Z(ZZGZ‘XU — b)Yk

i=1j=1 k=1 i=1j=1

ZZ Cij — Zaz]yk XZ] + Zbkyk

i=1j5=1

Dont la fonction duale est :
L(y) = max L(X,y) E;Zl cij — Za]yk Xij +Zbkyk
i=1j
Son dual Lagrangien est donc :
(DL) = min max£(X,y) ZZ Z%yk Xij + wak
Or il est connu que :

Zbkyk st ZZ Cij — Za,]yk

HXlgx‘ﬁ(X y) i=1j=1

00 Stnon

donc :

(DL) = mln{Zbkyk ZZ Cij — Zawyk =0}

i=1j5=1

qui est exactement (DSDP).

Pour des solutions satisfaisants les contraintes des (PSDP) et (DSDP), la notion d’admis-

sibilité est définie de la facon suivante en programmation semi-définie :

Définition A.2.1 (Admissibilité)

n n
1. primale : Une matrice X = 0 est réalisable pour (PSDP) ssi : ZZ@ZXZ-]- =by, k=
i=1j—=1
1,...m.

2. duale : Le vecteur y € R™ est réalisable pour (DSDUP) ssi ZykAk —-C=0.
k=1

Définition A.2.2 (Admissibilité stricte)
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1. primale : Une matrice X = 0 est strictement réalisable pour (PSDP) ssi ZZan,] =
i=1j5=1
b, k=1,...m

m
2. duale : Le vecteur y € R™ est strictement réalisable pour (DSDP) ssi ZykAk —C>0.

k=1

A.3 Théorie de la dualité

Définition A.3.1 (Dualité forte)
Etant donné X et y solutions réalisables de (PSDP) et (DSDP), la différence entre les valeurs
des objectifs de (PSDP) et (DSDP) est appelée le saut de dualité. Il est donné par :

Zbkyk - chm ij

i=1j5=1

Proposition A.3.1 (Dualité faible)
Etant donné X et y solutions réalisables de (PSDP) et (DSDP) alors

ZZCUXU < Zbkyk

i=175=1

Preuve.

D bk — D> Xy =Y (O afiXiyk— Y i Xij
k=1

i=1j=1 k=1 i=1j=1 i=1j=1

= ZZXZ] Zazgyk ng

i=175=1

m
Or par définition X = 0 et ZAkyk — C' =0, dong, par le Lemme A.4.1 :
k=1

ZZX” Zaw Y —cij) 20

i=1j5=1

donc

Zbkyk - ZZCZ]XZ] >0

i=1j5=1

118



Observation A.3.1 Si pour X et y solutions admissibles de (PSDP) et (DSDP), le saut de
dualité vaut 0, alors il y a dualité forte et X et y sont les valeurs optimales de (PSDP) et
(DSDP). Et on a :

m n n n n m
D buy = DD Xy =0 D D Xiy(D_aiyn — ) =0
k=1 k=1

i=1j=1 i=1j=1

Cependant, il n’y a pas nécessairement dualité forte en SDP, comme lillustre ’exemple

suivant de Vandenberghe et Boyd [41] :

Exemple A.3.1
Max x19

0 T12 0
S.c. T12 T29 0 EO

0 0 1+$12

(P)

Ce probléme SDP est posé sous une forme différente de la facon dont nous avons défini un

primal SDP, mais on peut le réécrire sous la forme (PSDP) :

n n
Max chinij
i=1j=1
PSDP) o
( Se. SN ah Xy —bek=1,...m
i=1j=1
X €S, X =0
Avec :
0 0.5 0 11 T12 T13
C=105 0 0 X =1 212 9o o3
0 0 O T13 T23 X33
0 05 0 100
At=1| —05 0 0 A= 00 0
0 0 1 0 0 0
00 1 000
AB=0o0o0 A= 0 0 1
100 01 0
b=(1,0,0,0)
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Le dual de ce probleme sous la forme (DSDP) est donc :

Min 1 + Oy2 + Oyz + Oyy

(DSDP)
S.c. Yy Al 4 yaA? 4 y3 A3 +ys AP —C >0
ou encore
Min
D) Yo (1—=v1)/2 ys
S.c. 1—-vy1)/2 0 Ya =0
Y3 Ya Y

Du fait de 1’Observation A.1.1, x19, doit étre égal a 0, la valeur optimale de (PSDP) est
donc 0. Pour les mémes raisons, (1 —y1)/2 doit valoir 0, dans (DSDP), donc yy doit valoir 1,
et la valeur optimale de (DSDP) est 1. Le saut de dualité vaut donc 1.

Ainsi, en SDP, contrairement & la programmation linéaire, le saut de dualité ne vaut pas
obligatoirement 0 & I'optimum. Pour déterminer si un probléme SDP a un saut de dualité nul a

I'optimum, on peut utiliser les contraintes de qualification de Slater.

Définition A.3.2 (Les contraintes de qualifications de Slater)

n

— (PSDP) satisfait les conditions de Slater si il existe X > 0 tel que ZZaijij =b,, k=
i=1j=1
1,...m.

m
(DSDP) satisfait les conditions de Slater si il existe y € R™ tel que ZykAk —C 0.
k=1

Nous pouvons donc en déduire le théoréme suivant :

Théoréme A.3.1 Soit p* la valeur optimale de (PSDP) et d* la valeur optimale de (DSDP)
si (PSDP) satisfait les conditions de Slater avec p* fini, alors p* = d* et cette valeur est
atteinte pour (DSDP) ;

- si (DSDP) satisfait les conditions de Slater avec d* fini, alors p* = d* et cette valeur est
atteinte pour (PSDP) ;
- si (PSDP) et (DSDP) satisfont les conditions de Slater alors p* = d* et cette valeur est

atteinte pour les deux problémes.

Remarque A.3.1 Ici, p*(respectivement d*) est fini si le sup de (PSDP) (respectivement
(DSDP)) est atteint.

Une preuve se trouve par exemple dans Duffin [11], Nesterov et Nemirovskii [32], ou Rocka-

fellar [35]. Evidemmemnt ces conditions ne sont pas respectées dans ’exemple A.3.1.
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Définition A.3.3 Les matrices Z = 0 et X = 0 sont complémentaires si ZX =0

Pour les problémes a dualité forte, nous avons les conditions nécessaires et suffisantes d’op-

timalité suivantes :

( n n
> akiXij = by Vk, X = 0 (admissibilité du primal)
i=1j=1
m
ZAkyk —C =0, y € R™ (admissibilité du dual)
k=1
m m
(ZAkyk — C)X =0 (complémentarité de X et (ZAkyk -0))
k=1 k=1

\

Preuve. Silesaut de dualité est nul, nous avons vu qu’il existe X et y, solutions optimales de

n n m m
(PSDP) et (DSDP), tels que ZZXij(Zaijk —¢;ij) = 0 et donc que (ZAkyk - ()X =0,
i=1j=1 k=1 k=1
m

et donc les matrices (ZAkyk — () et X sont complémentaires. O
k=1

A.4 Optimisation fondée sur les valeurs propres

Remarquons que la propriété X = 0 < A\, (X) > 0 indique une forte relation entre 'opti-
misation fondée sur les valeurs propres et la SDP. Nous définissons le probléme d’optimisation

fondé sur les valeurs propres pour a € R,C, A,... A™ € S, b € R™ :

m

: N4k T
(EVP) min, aAmaz(C ];A yr) +0%y

Nous allons montrer qu’un probléme (EV P) peut se poser comme une instance particuliére
d’un probléme (DSDP) de dimension m + 1.

Notons tout d’abord qu’il est connu que :
A=Aaz(Z) <= Z - =<0
Nous pouvons donc réécrire (EV P) de la fagon suivante :

Min aX + by
(EV P) C = Ay, — A 20

k=1
yER™ ., AR
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Montrons maintenant qu’'une instance de (PSDP) peut se formuler sous la forme d’un

(EVP)

n n n
Faisons I’hypotheése que : ZZaijij =bp, Vb = tr(X) = a > 0 = ZX,@ = a, en
i=1j=1 i=1
sachant que cette hypothese est vraie dans beaucoup de relaxations. Ajoutons donc a (PSDP)

n
la contrainte : ZXZ-Z- = a, dont la variable duale associée est A € R, on obtient les problémes

i=1
(PSDP') et (DSDP’) suivant :

n n
Mazx ZZCinij
i=1j=1
n n
S.c. ZZCLZXU = bk k= 1, ..M
(PSDP') i=1j=1
n
> Xi=a
=1
X eSSy, X0

m m
Min Zbkyk + Za/\
k=1 k=1

/ m
(DSDF’) S.c. ZykAk —C+ X *=0
k=1
ye€R™ AeR

Si le vecteur (y1,...,Ym,A) est une solution admissible de (DSDP'), alors :
Q=> yAF —C+ A =0
k=1

et donc toutes les valeurs propres de —@Q) sont négatives, on a donc la plus grande valeur propre

de —@Q qui vaut 0, et donc :

O APy — C+ M) = 0 = Moo (O _APye — C+ A1) =0
k=1 k=1
= Amaz (C = Y APy — AI) = 0 = Apnae(C = > _AFyp) =X =0
k=1 k=1
= A= dnaa(C = > _AFyy)
k=1



En remplacant A dans I'objectif de (DSDP) on obtient :

m

min admas(C — > AFye) + b7
Jnin, ( ;21 Yk) 0"y

qui est exactement (E'V P)

Un probléme de la forme (PSDP) peut donc s’écrire sous la forme d’un probléme (EV P)

sous I’hypothése que la trace de sa variable X soit constante et positive.
Conditions d’optimalité :

m
Pour simplifier I’écriture, notons f(y) = Az (C — ZAkyk) + by la fonction & minimiser,

k=1
et considérons que ¢ = 1 On sait que :

( n n
MaxZZQijxix]T
i=1j=1
Mm@ =9 gc S pdp+a1-C =0
k=1
|zl =1

Lemme A.4.1 conv({zz?,||z|| = 1}) = {W = 0,tr(W) = 1} donc Apaz(X) = ma:E{ZZWinij :
i=1j=1
tr(W) =1,w > 0}

A.5 Les algorithmes de résolution de la SDP

Les programmes SDP sont des problémes de minimisation convexe, ils peuvent donc étre
résolus par des algorithmes polynémiaux, dont les deux plus connus sont d’une part, la méthode
des points intérieurs (IPMs), étudiée surtout dans les années 90 mais peu performante pour des
problémes ayant un grand nombre de contraintes; et d’autre part la méthode Spectral Bundle

qui permet de résoudre des problémes ayant un grand nombre de contraintes.

A.5.1 La méthode des points intérieurs, Borchers, 1999

De nombreuses variantes de cette méthode existent dans la littérature, nous présentons ici la
plus "efficace". L’idée est de suivre un chemin central approximatif, dans la région admissible,

qui méne a optimum. Nous supposons que les contraintes de qualification de Slater sont valides
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pour (PSDP) et (DSDP) , c’est-a-dire que :

A(X)="0b, X = 0 (faisabilité du primal)
(OPT)y AT(y)—C=2Z,yecR™, Z =0 (faisabilité du dual)
ZX =0 (complémentarité de X et Z)

L’idée est de remplacer ZX =0, par ZX = ul, avec 4 >0, et 4 — 0
D’abord, on définit donc le probléme auxiliaire suivant :

n

Mazx ZZCUXU — plog(det(X))

i=1j=1
PSDP
( 2 Sc. AX)=b
X>=0,X>0

avec {1 le parametre de frontiére et —ulog(det(X)), la fonction de frontiére et dont le Lagrangien

est :

ZZCW ij — mlog(det(X)) + ;_:1 (b — Ap(X

i=1j5=1

Ensuite, on calcule les gradients par rapport & X et y, dans le but de dériver les conditions

de KKT, qui sont nécessaires & 'optimalité.
VxL,(X,y) = C —pX "' = AT(y)

V,Lu(X,y) = b— A(X)

car Vxlog(det(X)) = X1

En posant les gradients égaux a 0, on obtient :

AX)=b,X>0
(OPT\){ AT(y)—C=2Z,yeR™, Z» 0
XZ =pul
Il a été prouvé que (OPT),) a pour chaque p > 0 une unique solution (X (u),y(n), Z(n)) : le
chemin central primal dual.

Appelons € = (X,y,Z),X = 0,Z > 0, un point quelconque, pas nécessairement sur le chemin
central. Le but est de trouver Ve = (VX, Vy, VZ) tel que e+ Ve se rapproche du chemin central

et qu’a chaque itération p soit de plus en plus petit jusqu’a I’étre suffisamment.
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Le systéme résolu pour trouver la direction et le Ve approprié est le suivant :
AX+VX)=0b

ATy+vVy)-C=2+VZ
(X +VX)Z+VZ)=ul

Une solution primale-duale (X,y) peut étre trouvée en O(y/n|log(e€)|)

A.5.2 La méthode des faisceaux (Spectral Bundle), Helmberg, 2000

Cette méthode utilise les relations entre la SDP et 'optimisation par la valeur propre. En
fait, elle résout le probleme (EVP), et donc (DSPD) et (PSDP). Cette méthode a un avantage
sur la méthode (IPMs), car elle n’a pas a résoudre a chaque itération un systéme de taille m,
mais résout des problémes de taille plus petite & chaque itération. Deux éléments composent

cette méthode de résolution, le concept de faisceaux et I'idée du point approché.

Considérons que a = 1, et notons f(y) = Anaz(C — AT(y)) + by la fonction & minimiser.

Définissons f, une fonction qui approxime f, dans le voisinage de l'itération courante. Introdui-

sons L(w, y) ZZ Cij — y))Wij + bTy. Comme Amaz (X) = max{ZZ(Winij)
i=1j=1 i=1j=1

0,tr(W) = 1}, on peut donc réécrire f(y) = max{L(w,y) : W = 0,tr(W) =1}
Le concept de faisceaux :

Remplagons la région admissible {W : W = 0,¢r(W) = 1} par un sous-ensemble plus faci-
lement calculable W = {aW + PVPT : a +tr(V) = 1,a > 0,V € S/}, ot k est le nombre
de colonnes de P. On a donc f(y) = maz{L(w,y) : W € W}. P est construit de maniére a ce
que son nombre maximum de colonnes, r, soit assez petit pour simplifier la résolution informa-
tique, et pour qu’il contienne des informations sur le sous-gradient de l'itération courante. Le
parametre r controle également la dimension de V. Pour utiliser toutes les informations sans

augmenter la valeur de r, W est utilis¢ comme sous-gradient global.
L’idée du point approché :

Etant donné que nous travaillons avec une approximation de f qui est valide uniquement

dans la zone de voisinage de l'itération courante, nous devons restreindre le déplacement du
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point courant par :

miny f(y) +u/2|ly — 9112

avec u > 0, le paramétre de pénalité.

Construction de P et W :

Une itération de cet algorithme consiste & trouver un nouveau point Ypew, Soit ¢ le point
courant, Ype, est obtenu en résolvant min, f(y) + u/2|ly — 9|/, avec u > 0. Ce minorant est
obtenu en résolvant d’abord : mazy, i (C—AT(5), W) + by —1/(2u)(A(W) — b, A(W) — b),
a I'aide d’un (IPMs). Nous avons donc Wie, = oW + PV*PT.

Algorithme :

La nouvelle itération est calculée facilement : ypey = 9 + 1/u(A(Whew) — b). On met a jour
la matrice P : tant que P n’a pas r colonnes, on orthogonalise le nouveau vecteur propre de P,
par rapport & P, et on l'ajoute comme une nouvelle colonne. Lorsque P contient r colonnes, on

obtient les a® et V* de cette itération.

Nous présentons maintenant nos expérimentations qui concernent a la fois des problémes
dont les variables sont binaires, mais aussi deux classes de problémes dont les variables sont a

valeurs entiéres.
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Annexe B

Details des résulats expérimentaux

Dans cette annexe nous présentons le détail des résultats expérimentaux. La légende des

tableaux est la suivante :

Légendes des Tableaux :

nom : Problem_n, ol n est le nombre de variables de (QP).
Les colonnes BBL, BBLr, BIL, BILr, NC, IQCR, IQCRs, CQCR et Branch and Bound présentent
les résultats par méthode.

opt — 1
P x 100 ot [ est la valeur optimale de la relaxation continue a la

ig (gap initial) : ‘
racine de I'arbre de résolution.

— temps : temps CPU (en secondes) nécessaire a 1’algorithme de Branch and Bound. Le temps
limite étant fixé & 1 heure, fps (i) est le temps moyen tps de résolution de ¢ instances
sur 5 lorsque ¢ instances ont été résolues en moins d’1 heure. Si (i) est omis alors les 5
instances ont été résolues en moins d’l heure. Le symbole — signifie qu’aucune instance
n’a été résolue en moins d’1 heure. Ce temps ne tient pas compte du temps de résolution
du SDP.

— noeuds : nombres de noeuds visités pendant 1’algorithme de Branch and Bound.
opt — b
— fg (gap final ) : ‘
opt
heure de résolution. Lorsque les instances on été résolues en moins d’l heure, le gap final

x 100 ou b est la valeur de la meilleure borne inférieure aprés 1

vaut 0 et n’est pas pris en compte dans les moyennes présentées ici. Notons que le gap final

t —ent
de la méthode de Branch and Bound w
op

admissible entiére trouvée aprés 1 heure de résolution.

% 100, ou ent est la meilleure solution
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B.1 Résultats pour la classe de problémes (E/QP)

TaB. B.1 Reésolution de (EIQP;) par les méthodes BBL et BBLr

BBL BBLr

opt ig time (s) | nodes fg ig time (s) | nodes fg

EIQP, 20 1| -5311070 17.83 - 38378 | 2.42 5.13 1367 2495 0

EIQP, 20 2 | -5098379 16.51 2205 17803 0 6.44 558 937 0

EIQP, 20 3| -4554397 27.40 1412 8081 0 14.00 551 842 0

EIQP, 20 4 | -5614860 18.62 870 6172 0 3.42 48 22 0

EIQP, 20 5 | -4354396 22.50 - 12097 | 0.12 15.05 910 1119 0

moyenne 20.57 0.44 8.81 0
EIQP, 30 1 | -10210390 || 29.60 - 3923 | 10.45 16.19 - 760 9.09
EIQP, 30 2| -11243370 || 23.54 - 3998 5.86 10.19 - 769 4.96
EIQP, 30 3| -9862120 28.84 - 3916 | 11.13 19.46 - 625 13.12
EIQP, 30 4 | -10720488 || 34.95 - 2024 | 19.53 19.41 - 454 16.29
EIQP, 30 _5 | -10835084 || 33.07 - 2776 | 15.67 18.19 - 716 13.84
moyenne 30.00 12.53 || 16.69 11.46
EIQP, 40 1 | -20907112 || 14.05 - 1412 9.83 5.79 - 174 3.92
EIQP, 40 2 | -21274411 || 27.62 - 501 20.27 14.68 - 242 13.39
EIQP, 40 3 | -17033610 || 40.06 - 908 32.63 29.40 - 0 29.40
EIQP, 40 4 | -18268074 || 30.79 - 482 26.74 19.68 - 132 19.63
EIQP, 40 5 | -17373411 || 40.87 - 621 35.32 29.23 - 13 19.21
moyenne 30.68 24.96 || 19.75 19.11

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaB. B.2 Reésolution de (EIQP;) par les méthodes BIL et BILr
BIL BILr

opt ig time (s) | nodes fg ig time (s) | nodes fg

FEIQP, 20 1| -5311070 14.07 82 8622 0 1.33 426 1511 0

EIQP, 20 2 | -5098379 12.31 57 2096 0 2.26 a7 282 0

EIQP, 20 3 | -4554397 23.20 70 997 0 9.70 60 126 0

EIQP, 20 4 | -5614860 14.58 42 1233 0 0 2 0 0

EIQP, 20 5 | -4354396 18.36 78 3634 0 10.28 195 539 0

moyenne 16.50 0 4.72 0

FEIQP, 30 1 | -10210390 24.97 3224 19495 0 11.84 2826 1482 0

EIQP, 30 2 | -11243370 19.39 938 3181 0 6.25 593 275 0
FEIQP, 30 3 | -9862120 24.41 2205 14012 0 14.62 - 1585 0.04
EIQP, 30 _4 | -10720488 || 30.79 - 12341 9.66 15.82 - 1254 5.08
EIQP, 30 5 | -10835084 || 28.63 - 11093 5.21 14.26 - 2052 0.01
moyenne 25.64 2.97 12.56 1.02
EIQP, 40 1 | -20907112 9.98 1993 32299 0 0.83 - 456 0.04
FIQP, 40 2 | -21274411 23.20 - 4422 18.92 10.56 - 371 5.73
EIQP, 40 3 | -17033610 || 35.42 - 3901 30.52 24.95 - 400 22.08
EIQP, 40 4 | -18268074 || 26.60 - 3701 20.53 15.62 - 395 11.61
EIQP, 40 5 | -17373411 36.34 - 6138 25.10 24.71 - 440 20.74
moyenne 26.31 19.02 || 15.34 12.04

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.3 Résolution de (EIQP;) par les méthodes NC et CQCR
NC CQCR

opt ig time (s) nodes fg ig time (s) | nodes | fg

EIQP, 20 1| -5311070 12.89 146 342802 0 1.24 2 4048 0

EIQP, 20 2 | -5098379 10.98 29 81583 0 0.23 0 1184 | 0

EIQP, 20 3| -4554397 10.15 7 19396 0 1.38 0 54 0

EIQP; 20 4 | -5614860 11.92 43 117812 0 0.21 0 6 0

EIQP, 20 5| -4354396 13.70 1419 1992867 0 2.29 1 3571 0

moyenne 11.93 0 1.07 0

EIQP, 30 1| -10210390 13.76 - 7689021 4.94 1.36 1 1091 0

EIQP, 30 2 | -11243370 13.40 - 7916032 3.65 0.49 0 105 0

EIQP, 30 3| -9862120 12.23 - 8133101 3.32 1.55 2 3536 | O

EIQP, 30 _4 | -10720488 18.23 - 7666601 8.06 1.10 1 1097 | O

EIQP, 30 5| -10835084 19.97 - 7690110 | 10.16 0 1.09 5 7182 0

moyenne 15.52 6.03 1.12 0

EIQP, 40 1 | -20907112 7.73 - 6459201 1.31 0.50 1 879 0

EIQP, 40 2 | -21274411 16.64 - 6037101 10.00 1.54 6 5903 | O

EIQP, 40 3 | -17033610 17.83 - 6022601 10.84 1.34 6 6236 | O

EIQP, 40 4| -18268074 16.02 - 6119381 9.27 1.70 22 20000 | O

EIQP, 40 5 | -17373411 21.15 - 6064671 14.40 2.19 22 20420 | O

moyenne 15.88 9.16 1.45 0

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaB. B.4 — Résolution de (EIQP;) par les méthodes IQCR et le Branch and Bound

IQCR Branch and Bound
opt ig | time (s) | nodes | fg ig | time (s) | nodes | fg
EIQP, 20 1| -5311070 0.09 68 2496 0 0.09 3 5 0
EIQP, 20 _2 | -5098379 0.13 5 16 0 0.13 0 3 0
EIQP, 20 3 | -4554397 0.05 7 93 0 0.05 2 3 0
EIQP; 20 4 | -5614860 0 0 0 0 0 0 1 0
EIQP, 20 5 | -4354396 0.15 18 321 0 0.15 7 27 0
moyenne 0.09 0 0.09 0
EIQP, 30 1 | -10210390 || 0.04 21 50 0 0.04 19 18 0
EIQP, 30 2 | -11243370 0 4 0 0 0 0 1 0
EIQP, 30 3| -9862120 0.04 89 713 0 0.04 24 19 0
EIQP; 30 4 | -10720488 || 0.05 31 56 0 0.05 16 12 0
EIQP, 30 5 | -10835084 || 0.09 179 1217 0 0.09 159 193 0
moyenne 0.04 0 0.04 0
EIQP, 40 1 | -20907112 || 0.04 - 3961 | 0.01 || 0.04 241 19 0
EIQP, 40 2 | -21274411 || 0.04 773 1356 0 0.04 276 94 0
EIQP, 40 3 | -17033610 0 157 0 0 0 1 1 0
EIQP, 40 4 | -18268074 || 0.03 744 3091 0 0.03 - 802 0
EIQP, 40 5 | -17373411 || 0.21 2337 9526 0 0.21 - 1162 0.3
moyenne 0.06 0 0.06 0.06

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution

TaB. B.5 Reésolution de (EIQP») par les méthodes BBL et BBLr
BBL BBLr
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg

FEIQP, 20 1| -9321876 66.14 - 12550 | 21.30 38.24 - 1550 31.26
EIQP, 20 2| -9013418 79.76 - 5633 | 23.25 43.06 - 1163 | 29.47
EIQP, 20 3 | -15337225 || 34.24 - 10377 | 7.61 25.61 | 2762 | 1683 0
EIQP, 20 4| -11863777 || 44.99 - 11428 | 13.89 33.70 - 1531 16.11
EIQP, 20 5 | -12095004 || 48.12 - 6486 | 30.05 27.98 - 1615 | 13.73

moyenne 54.65 19.22 || 33.72 18.11
EIQP, 30 1 | -23592535 64.18 - 1161 51.81 47.31 - 251 46.42
FEIQP, 30 2| -25924713 52.48 - 1227 42.45 36.19 - 230 34.07
EIQP, 30 3 | -21938906 || 64.08 - 893 53.18 45.56 - 228 45.51
EIQP, 30 4 | -29913305 || 42.86 - 1906 | 36.00 27.03 - 251 22.08
EIQP, 30 5 | -22422891 || 67.92 - 1999 | 52.88 45.84 - 250 42.64

moyenne 58.31 47.26 || 40.39 38.11
EIQP, 40 1 | -42548497 || 59.54 - 209 44.76 43.18 - 7 43.17
EIQP, 40 2 | -35957464 || 78.57 - 67 63.82 52.50 - 1 52.50
EIQP, 40 3 | -40116963 || 62.95 - 280 51.35 48.24 - 0 48.24
EIQP, 40 4 | -51306080 || 40.65 - 513 34.68 30.22 - 27 25.52
EIQP, 40 5 | -38090192 || 69.83 - 445 56.17 52.38 - 0 52.37

moyenne 62.31 50.16 || 45.30 44.36

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TAB. B.6 — Résolution de (EFIQP,) par les méthodes BIL et BILr

BIL BILr
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
EIQP, 20 1| -9321876 39.68 | 1369 | 43518 0 14.55 | 1805 | 4547 0
EIQP, 20 2 | -9013418 50.10 - 68454 7.19 22.86 | 212 379 0
EIQP, 20 3 | -15337225 || 14.65 | 181 4857 0 0.09 37 97 0
EIQP, 20 4 | -11863777 || 25.18 | 3475 | 88451 0 4.41 909 | 2041 0
EIQP, 20 5| -12095004 || 27.41 - 118302 | 1.51 2.81 485 850 0
moyenne 31.40 1.74 8.94 0
EIQP, 30 1 | -23592535 || 41.05 - 18235 | 29.45 17.80 - 978 12.70
EIQP, 30 2 | -25924713 || 30.40 - 16407 | 15.59 7.51 - 1067 0.11
EIQP, 30 3 | -21938906 || 39.17 - 16535 | 23.81 18.11 - 971 14.04
EIQP, 30 4 | -29913305 || 21.65 - 21568 8.82 0.36 - 1161 0.05
EIQP, 30 5 | -22422891 42.23 - 17000 26.88 17.73 - 1242 6.91
moyenne 34.90 20.91 || 12.30 5.96
EIQP, 40 1 | -42548497 || 34.02 - 4604 33.98 12.55 - 189 10.47
EIQP, 40 2 | -35957464 || 52.02 - 5935 50.22 26.20 - 199 26.07
EIQP, 40 3 | -40116963 || 38.48 - 4437 37.35 18.14 - 93 17.72
EIQP, 40 4 | -51306080 || 20.09 - 6345 20.05 1.85 | 2826 | 284 0
EIQP, 40 5 | -38090192 44.54 - 5090 42.83 22.11 - 241 20.34
moyenne 37.83 36.89 || 16.17 14.92
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.7 Résolution de (EIQP:) avec les méthodes NC et CQCR
NC CQCR
opt ig time | nodes fg ig time | nodes | fg
EIQP, 20 1| -9321876 17.84 - 7751701 | 1.76 3.10 3 5799 | O
EIQP, 20 2| -9013418 23.11 - 8366287 | 4.73 3.89 2 3523 | O
EIQP, 20 3 | -15337225 || 12.53 | 210 | 335313 0 1.34 0 360 0
EIQP, 20 4 | -11863777 || 17.75 - 8436182 | 3.48 2.67 4 8763 | O
EIQP, 20 5 | -12095004 || 21.28 - 8896130 | 6.53 2.95 3 4509 | 0
moyenne 18.50 3.31 2.79 0
EIQP, 30 1 | -23592535 || 20.18 - 5832801 | 11.61 3.06 6 6780 | O
EIQP, 30 2 | -25924713 || 15.05 - 5700091 | 5.98 0.65 12 | 13018 | O
EIQP, 30 3 | -21938906 || 22.81 - 5814721 | 13.09 || 2.32 6 7449 | 0
EIQP, 30 4 | -29913305 || 16.57 - 5754501 | 7.17 0.78 7 7925 | O
EIQP, 30 5 | -22422891 || 24.44 - 5968416 | 14.73 || 3.20 6 5965 | O
moyenne 19.81 10.52 || 2.00 0
EIQP, 40 1 | -42548497 || 16.52 - 4474098 | 10.40 1.18 7 6235 | O
EIQP, 40 2| -35957464 || 24.16 - 4453801 | 17.04 1.45 17 | 13869 | O
EIQP, 40 3 | -40116963 || 17.00 - 4526300 | 10.50 1.17 20 | 16122 | 0
EIQP, 40 4 | -51306080 || 11.22 - 4242061 | 4.98 0.54 1 903 0
EIQP, 40 5 | -38090192 || 19.31 - 4549921 | 13.27 || 2.53 18 | 15388 | 0
moyenne 17.64 10.64 || 1.37 0

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaB. B.8 — Résolution de (EIQP,) avec les méthodes IQCR et le Branch and Bound

IQCR Branch and Bound
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
FEIQP, 20 1| -9321876 0.14 140 3282 0 0.14 54 34 0
EIQP, 20 2 | -9013418 0 4 14 0 0 1 1 0
EIQP, 20 3 | -15337225 || 0.03 42 926 0 0.03 1 3 0
EIQP, 20 4 | -11863777 || 0.19 90 1339 0 0.19 92 168 0
EIQP, 20 5 | -12095004 || 0.08 14 252 0 0.08 7 10 0
moyenne 0.09 0 0.09 0
FEIQP, 30 1| -23592535 || 0.29 | 135 | 1073 0 0.29 - 3192 0.4
EIQP, 30 2 | -25924713 || 0.11 | 431 | 3345 0 0.11 83 44 0
FEIQP, 30 3| -21938906 || 0.02 | 331 | 2416 0 0.02 48 17 0
EIQP, 30 4 | -29913305 || 0.05 | 506 | 2653 0 0.05 85 26 0
FEIQP, 30 5 | -22422891 0.12 343 2482 0 0.12 | 2365 | 1221 0
moyenne 0.12 0 0.12 0.08
EIQP, 40 1 | -42548497 || 0.02 | 1162 | 1315 0 0.02 | 157 46 0
EIQP, 40 2 | -35957464 || 0.17 - 4236 | 0.03 || 0.17 - 509 0
EIQP, 40 3 | -40116963 || 0.05 - 2496 | 0.03 || 0.05 | 209 35 0
EIQP, 40 4 | -51306080 0 49 3 0 0 3 2 0
EIQP, 40 5| -38090192 || 0.01 | 2309 | 3528 0 0.01 | 1789 | 687 0
moyenne 0.05 0.01 || 0.05 0
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.9 Reésolution de (EIQPs) par les méthodes BBL et BBLr
BBL BBLr
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
EIQPs 20 1 | -13226046 || 147.03 - 5489 77.06 111.46 - 768 50.98
EIQP; 20 2 | -16400092 || 140.70 - 8891 50.35 111.47 - 705 43.59
EIQP; 20 3 | -13372984 || 166.38 - 8498 48.47 138.66 - 684 100.56
FEIQP; 20 4 | -9904855 236.75 - 4999 | 103.88 202.93 - 781 130.37
EIQP; 20 5 | -10903367 || 166.66 - 8020 99.77 133.52 - 641 98.84
moyenne 171.50 75.90 139.61 84.87
EIQP; 30 1 | -24412436 || 163.50 - 539 134.29 100.57 - 105 94.73
FEIQP; 30 2| -25640775 || 189.63 - 1135 | 166.92 168.37 - 82 161.71
EIQP; 30 3 | -23342586 || 186.92 - 479 151.85 123.18 - 60 113.95
EIQP; 30 4 | -29843855 || 182.01 - 400 116.75 156.61 - 113 146.79
EIQP; 30 5 | -26911633 || 175.51 - 772 152.52 129.52 - 51 122.66
moyenne 179.51 144.47 || 135.65 127.97
EIQP; 40 1 | -50352748 || 159.99 - 75 149.79 116.96 - 0 111.77
EIQP; 40 2 | -46862608 || 170.84 - 91 151.48 138.40 - 0 138.40
EIQP; 40 3 | -51680153 || 168.54 - 336 154.66 126.35 - 0 121.61
EIQP; 40 4 | -49068049 || 188.24 - 581 165.07 165.59 - 0 159.81
EIQP; 40 5 | -36454613 22291 - 164 194.90 169.15 - 0 161.40
moyenne 182.10 163.18 || 143.29 138.60

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaB. B.10 — Résolution de (FIQPs) par les méthodes BIL et BILr

BIL BILr
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
EIQP; 20 1| -13226046 || 41.29 | 601 | 10169 0 12.62 | 485 756 0
EIQP; 20 2 | -16400092 || 36.95 | 289 | 5367 0 10.58 78 111 0
EIQP; 20 3| -13372984 || 47.25 | 471 | 10574 0 27.17 | 827 | 1302 0
EIQP; 20 4 | -9904855 93.45 - 47717 | 14.78 67.37 - 8583 | 14.59
EIQP; 20 5 | -10903367 || 52.45 | 2045 | 34007 0 35.06 | 1137 | 2470
moyenne 54.28 2.96 30.56 2.92
EIQP; 30 1| -24412436 48.26 - 11895 | 35.36 23.72 - 942 18.01
EIQP; 30 2 | -25640775 || 57.97 - 11353 | 14.93 37.99 - 906 34.98
EIQP; 30 3 | -23342586 || 62.36 - 12748 | 33.12 34.23 - 990 29.69
EIQP; 30 4 | -29843855 || 55.21 - 10690 | 17.60 30.40 - 861 21.93
EIQP; 30 5 | -26911633 || 56.20 - 11825 | 34.70 29.64 - 804 23.36
moyenne 56.00 26.13 || 31.20 25.59
EIQP; 40 1| -50352748 46.09 - 3289 32.54 23.80 - 151 23.14
EIQP; 40 2 | -46862608 || 51.64 - 2707 | 47.61 35.55 - 282 35.43
EIQP; 40 3 | -51680153 || 48.24 - 2982 | 38.13 27.75 - 157 27.60
EIQP; 40 4 | -49068049 || 54.64 - 3089 | 36.90 34.73 - 252 30.69
EIQP; 40 5 | -36454613 || 83.51 - 2722 | 69.22 59.35 - 162 58.69
moyenne 56.82 44.88 || 36.24 35.11
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.11 Reésolution de (EIQPs3) avec les méthodes NC et CQCR
NC CQCR
opt ig time | nodes fg ig time | nodes | fg
EIQP; 20 1| -13226046 || 19.27 | 1283 | 1459042 0 2.93 0 1078 0
EIQP; 20 2 | -16400092 18.04 - 5950448 2.21 4.31 1 1372 0
EIQP; 20 3 | -13372984 || 13.50 | 199 | 269074 0 5.01 3 4601 0
EIQP; 20 4 | -9904855 24.70 - 6577410 | 8.04 11.27 7 11918 0
EIQP; 20 5 | -10903367 || 22.54 - 5938750 | 3.56 7.49 1 1364 0
moyenne 19.61 2.81 6.20 0
EIQPs; 30 1 | -24412436 || 18.01 - 4471796 | 7.01 6.85 27 26701 0
EIQP; 30 2 | -25640775 || 19.48 - 4580736 | 10.27 7.47 27 28315 0
EIQP; 30 3 | -23342586 || 22.13 - 4671160 | 10.35 3.60 9 9465 0
EIQP; 30 4 | -29843855 12.80 - 4814101 4.22 3.06 4 4363 0
EIQP; 30 5 | -26911633 || 28.57 - 4718071 | 17.05 6.76 | 725 | 701933 | O
moyenne 20.20 9.78 5.55 0
EIQP; 40 1 | -50352748 || 20.23 - 3503721 | 12.42 2.09 14 7722 0
EIQP; 40 2 | -46862608 || 18.07 - 3473701 | 11.48 2.73 10 6635 0
EIQP; 40 3 | -51680153 || 20.47 - 3529911 | 13.33 2.30 12 10054 0
EIQP; 40 4 | -49068049 || 18.17 - 3539901 | 11.43 6.08 | 1797 | 1116467 | O
EIQP; 40 5 | -36454613 || 24.35 - 3506691 | 16.77 7.98 | 1688 | 1183003 | 0
moyenne 20.26 13.09 || 4.24 0
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TAB. B.12 Reésolution de (EIQPs) avec les méthodes IQCR et le Branch and Bound

IQCR Branch and Bound
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
EIQP; 20 1 | -13226046 || 0.06 6 42 0 0.06 4 6 0
EIQP; 20 2 | -16400092 || 0.03 5 11 0 0.03 1 2 0
EIQP; 20 3 | -13372984 || 0.16 33 512 0 0.16 25 119 0
EIQP; 20 4 | -9904855 1.60 | 156 | 3897 0 1.60 - 36533 | 2.47
EIQP; 20 5 | -10903367 || 0.06 26 344 0 0.06 5 8 0
moyenne 0.38 0 0.38 0.5
EIQP; 30 1 | -24412436 || 0.02 85 335 0 0.02 8 8 0
EIQP; 30 2 | -25640775 || 0.27 | 474 | 3078 0 0.27 - 3564 0.1
EIQP; 30 3 | -23342586 || 0.05 | 1184 | 2184 0 0.05 | 394 285 0
EIQP; 30 4 | -29843855 || 0.03 76 229 0 0.03 92 130 0
EIQP; 30 5 | -26911633 || 0.76 | 634 | 4647 0 0.76 - 9384 1.4
moyenne 0.23 0 0.23 0.3
EIQP; 40 1 | -50352748 || 0.01 | 865 928 0 0.01 92 67 0
EIQP; 40 2 | -46862608 0 320 158 0 0 16 3 0
EIQP; 40 3 | -51680153 || 0.04 | 2049 | 2876 0 0.04 | 121 42 0
EIQP; 40 4 | -49068049 || 0.03 | 3126 | 5524 0 0.03 | 1393 | 557 0
EIQP; 40 5 | -36454613 || 0.48 - 6141 | 0.13 || 0.48 - 2507 1.3
moyenne 0.11 0.03 || 0.11 0.26

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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B.2 Résultats pour la classe de problémes (//QP)

TaB. B.13  Reésolution de (IIQP;) par les méthodes BBL et BBLr

BBL BBLr
opt ig time (s) | nodes fg ig time (s) | nodes fg
I1IQP, 20 1| -4763626 25.39 - 26242 | 0.94 12.62 404 547 0
11IQP, 20 2 | -3693618 40.04 2290 10092 0 32.05 1303 1241 0
I1IQP, 20 3| -3783803 39.06 2552 9152 0 25.47 405 604 0
1IQP, 20 4 | -5624785 7.74 192 1177 0 3.26 47 0 0
I1IQP, 20 5 | -2749979 51.05 - 14397 | 4.29 41.40 1083 1277 0
moyenne 32.65 1.05 22.96 0
IIQP, 30 1| -9104372 32.07 - 1991 5.90 25.03 - 556 8.56
I1IQP, 30 2| -8632815 50.43 - 679 21.27 36.91 - 479 29.99
11IQP, 30 _3 | -7738098 61.38 - 512 23.67 52.09 - 372 45.94
I1IQP, 30 4| -6070518 81.19 - 545 42.57 70.48 - 645 54.63
IIQP, 30 5 | -10514171 || 22.89 - 5790 7.25 13.29 - 816 7.75
moyenne 49.59 20.13 || 39.56 29.37
IIQP, 40 1 | -14186867 || 61.48 - 491 47.45 52.73 - 38 52.71
I1IQP, 40 2 | -15447872 || 47.69 - 481 37.71 36.42 - 79 34.66
1IQP, 40 3 | -11635872 || 78.51 - 0 65.13 69.18 - 63 64.73
I1IQP, 40 4 | -13820601 || 57.76 - 482 46.10 49.87 - 25 49.87
IIQP, 40 5 | -12820428 || 65.65 - 324 44.60 57.32 - 110 53.71
moyenne 62.22 48.20 || 53.10 51.14

: Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure d
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TaB. B.14 Reésolution de (IIQP;) par les méthodes BIL et BILr
BIL BILr
opt ig time (s) | nodes fg ig time (s) | nodes fg
I1IQP, 20 1 | -4763626 20.94 81 1699 0 8.20 7 229 0
I17IQP, 20 2 | -3693618 35.30 112 1399 0 27.36 129 225 0
I1IQP, 20 3 | -3783803 33.87 128 2495 0 20.21 111 243 0
I1IQP, 20 4 | -5624785 3.71 7 422 0 0.02 7 0 0
I1IQP, 20 5 | -2749979 45.10 117 1975 0 34.08 337 743 0
moyenne 27.78 0 17.97 0
I1IQP, 30 1 | -9104372 27.19 790 4296 0 19.75 2025 782 5.591
1IQP, 30 _2 | -8632815 44 .97 - 10920 | 14.46 31.47 - 1148 16.76
I1IQP, 30 3 | -7738098 56.17 - 8204 | 39.72 47.32 - 1168 0
17IQP, 30 _4 | -6070518 74.09 - 13058 | 34.61 61.90 - 2061 0
I1IQP, 30 5 | -10514171 18.68 785 11756 0 8.71 1330 719 0.04
moyenne 44.22 17.76 || 33.83 4.46
IIQP, 40 1 | -14186867 || 56.16 - 2860 48.53 47.33 - 385 40.15
1IQP, 40 2 | -15447872 42.65 - 3112 38.68 31.27 - 419 27.00
1IQP, 40 3 | -11635872 72.45 - 3688 54.42 63.34 - 456 59.40
1IQP, 40 4 | -13820601 52.67 - 3270 39.39 44.88 - 360 40.94
IIQP, 40 5 | -12820428 || 59.77 - 3853 51.45 51.08 - 470 46.83
moyenne 56.74 46.49 || 47.58 42.86
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TAB. B.15 Résolution de (IIQP;) par les méthodes NC et IQCR
NC IQCR
opt ig time (s) | nodes fg ig | time (s) | nodes | fg
I1IQP, 20 1 | -4763626 15.28 - 7414712 | 0.03 1.07 21 342 0
I11IQP, 20 2 | -3693618 8.22 3 8009 0 0.09 10 69 0
1IQP, 20 3 | -3783803 15.10 1557 2560447 0 0.83 11 144 0
1IQP, 20 4 | -5624785 7.42 3 8105 0 0.24 4 17 0
I1IQP, 20 5 | -2749979 10.61 11 32780 0 1.09 11 206 0
moyenne 11.33 0 0.66 0
I1IQP, 30 1 | -9104372 4.66 2 - 4.66 0.12 32 13 0
11IQP, 30 _2 | -8632815 12.41 - 7602932 | 2.69 0.95 174 1192 | 0
I1IQP, 30 3 | -7738098 11.73 - 7531701 | 1.53 0.72 179 996 0
17IQP, 30 _4 | -6070518 13.53 - 7558301 | 3.48 1.11 156 867 0
1IQP, 30 5 | -10514171 11.94 - 7861657 | 2.75 0.05 27 30 0
moyenne 10.85 3.02 || 0.59 0
IIQP, 40 1 | -14186867 || 11.43 - 6017301 | 5.10 0.33 798 1259 | 0
I1IQP, 40 2 | -15447872 10.27 - 5456401 | 3.76 1.55 1015 2886 | 0
1IQP, 40 3 | -11635872 11.79 - 5670701 | 5.29 0.87 754 2447 | 0
1IQP, 40 4 | -13820601 11.34 - 5757501 | 4.78 0.81 389 934 0
I1IQP, 40 5 | -12820428 11.49 - 5867501 | 5.43 0.95 799 2810 | O
moyenne 11.27 4.87 || 0.90 0

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaAB. B.16 — Résolution de (IIQP;) par les méthodes IQCRs et CQCR

IQCRs CQCR

opt ig | time (s) | nodes | fg ig | time (s) | nodes | fg

1IQP 20 1 | -4763626 0.48 15 246 0 || 6.64 1 2564 | 0

I1IQP, 20 2 | -3693618 0.06 5 28 0 || 3.88 0 404 0

1IQP 20 3 | -3783803 0.08 4 20 0 || 4.49 0 386 0

IIQP; 20 4 | -5624785 0.02 2 0 0 || 2.69 0 762 0

1IQP 20 5| -2749979 0.12 6 54 0 || 3.55 0 1658 | O

moyenne 0.15 0 || 4.25 0

1IQP, 30 1 | -9104372 0.09 22 22 0 || 0.44 0 96 0

I1IQP, 30 2 | -8632815 0.05 75 294 0 || 4.09 1 1407 | 0

1IQP, 30 3| -7738098 0.01 69 26 0 || 5.78 1 1363 | O

I1IQP, 30 _4 | -6070518 0.27 65 301 0 || 5.09 1 1362 | 0

I1IQP 30 5 | -10514171 || 0.05 23 17 0 || 0.95 2 3107 | O

moyenne 0.09 0 || 3.27 0

1IQP, 40 1 | -14186867 || 0.06 296 296 0 || 3.50 5 4158 | O

IIQP; 40 2 | -15447872 || 0.03 407 602 0 || 6.40 20 19816 | 0

1IQP 40 3 | -11635872 || 0.39 607 1041 | 0 || 4.68 10 8510 | O

I1IQP; 40 4 | -13820601 || 0.02 341 472 0 || 4.69 8 7140 | O

1IQP, 40 5 | -12820428 || 0.13 702 2010 | O || 5.25 25 23667 | O

moyenne 0.13 0 || 4.90 0

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.17 Reésolution de (IIQP;) par les méthodes BBL et BBLr
BBL BBLr

opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
1IQP, 20 1| -11368326 || 47.36 - 4991 | 10.87 || 31.58 - 1547 | 16.07
1IQP, 20 2| -8187686 90.61 - 6010 | 50.06 53.20 - 1026 | 39.21
I1IQP, 20 3| -8318158 71.70 - 7813 | 41.33 47.79 - 990 32.07
I1IQP, 20 4 | -8362534 96.34 - 4462 57.11 51.86 - 1252 29.75
I1IQP, 20 5 | -11277208 || 49.38 - 9409 | 12.95 30.65 - 1425 | 16.58
moyenne 71.08 34.46 || 43.01 26.74
I1IQP, 30 _1 | -28283032 || 42.46 - 2617 | 33.05 34.79 - 240 28.40
1IQP, 30 2| -24952930 || 51.29 - 904 37.94 || 32.47 - 253 31.70
IIQP, 30 _3 | -20248934 || 79.20 - 499 64.37 57.15 - 208 55.65
1IQP, 30 4 | -24404197 || 53.73 - 2677 | 38.55 33.47 - 223 33.30
IIQP, 30_5 | -26490741 || 56.50 - 1799 | 41.15 32.40 - 324 30.70
moyenne 56.64 43.01 || 38.06 35.95
I1IQP, 40 1 | -45892717 || 54.08 - 503 45.49 40.71 - 7 40.70
1IQP, 40 2| -42436784 || 63.42 - 210 51.04 || 45.30 - 7 45.30
11IQP, 40 3 | -37091366 || 77.09 - 130 65.03 56.72 - 0 56.72
I1IQP, 40 4 | -41852435 62.08 - 100 54.69 42.71 - 7 42.47
I1IQP, 40 _5 | -40834676 || 62.15 - 407 52.43 45.89 - 3 45.88
moyenne 63.76 53.74 || 46.27 46.21

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution

137




TaB. B.18 Reésolution de (IIQP,) par les méthodes BIL et BILr

BIL BILr
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
1IQP, 20 1 | -11368326 || 23.13 | 291 | 9990 0 4.02 86 157 0
I11IQP, 20 2 | -8187686 60.91 - 62958 | 17.58 || 31.12 | 1209 | 1943 0
11QP, 20 3 | -8318158 46.44 - 58434 | 8.67 20.57 | 207 323 0
I1IQP, 20 4| -8362534 64.88 - 57140 | 24.55 29.34 | 1822 | 3860 0
I1IQP, 20 5 | -11277208 || 24.51 | 243 | 6778 0 3.35 69 108 0
moyenne 43.97 10.17 || 17.68 0
1IQP, 30 1 | -28283032 || 19.01 - 19047 | 7.77 1.01 901 387 0
I11IQP, 30 2| -24952930 || 30.48 - 15057 | 14.30 6.41 - 1086 0.05
IIQP, 30 3 | -20248934 || 51.80 - 13259 | 33.81 26.51 - 762 17.18
1IQP, 30 4 | -24404197 || 29.50 - 16635 | 8.41 6.78 | 2889 | 710 0
I11IQP, 30 _5 | -26490741 || 31.06 - 13867 | 19.67 4.58 | 1410 | 447 0
moyenne 32.37 16.79 9.06 3.45
IIQP, 40 1 | -45892717 || 28.61 - 5907 | 23.21 8.70 - 181 6.70
1IQP, 40 2 | -42436784 || 38.39 - 5592 | 31.30 14.52 - 170 12.76
I1IQP, 40 3 | -37091366 || 50.03 - 5125 | 47.89 27.96 - 185 27.75
IIQP, 40 4 | -41852435 38.18 - 5929 31.30 15.02 - 162 13.84
IIQP, 40 5 | -40834676 || 39.65 - 5101 | 34.07 16.44 - 160 14.64
moyenne 38.97 33.56 || 16.53 15.14
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.19 Résolution de (IIQP,) par les méthodes NC et IQCR
NC IQCR
opt ig time (s) nodes fg ig time (s) | nodes fg
1IQP, 20 1 | -11368326 9.62 18 34880 0 0.13 11 100 0
1IQP, 20 2| -8187686 24.73 - 8116218 | 7.94 8.54 800 33547 0
1IQP, 20 3| -8318158 19.69 - 7916261 | 3.58 4.49 36 286 0
I1IQP, 20 4 | -8362534 34.17 - 8178097 | 16.47 || 17.80 184 3145 0
1IQP, 20 5 | -11277208 || 10.07 31 58193 0 0.03 7 0 0
moyenne 19.66 5.60 6.20 0
11IQP, 30 1 | -28283032 || 12.21 - 5727121 | 4.67 0.77 176 450 0
1IQP, 30 2 | -24952930 || 20.73 - 6101801 | 11.61 2.94 2336 18480 0
I1IQP, 30 3| -20248934 22.67 - 6125254 | 12.86 8.52 1268 11495 0
1IQP, 30 4 | -24404197 15.14 - 5436644 6.48 2.51 474 2493 0
1IQP, 30 5 | -26490741 || 19.66 - 6073422 | 10.55 2.68 494 2309 0
moyenne 18.08 9.23 3.48 0
I1IQP, 40 1 | -45892717 || 14.43 - 4770061 | 8.25 0.62 676 787 0
I1IQP, 40 2 | -42436784 20.20 - 5285301 | 13.52 1.22 3132 2610 0
1IQP, 40 3 | -37091366 || 24.38 - 5276161 | 17.49 7.12 - 3259 | 2.31
1IQP, 40 4 | -41852435 || 20.86 - 5176123 | 14.35 3.83 - 4258 | 0.94
I1IQP, 40 5 | -40834676 || 18.22 - 5178724 | 11.92 2.16 2774 5283 0
moyenne 19.62 13.11 2.99 0.92
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TaB. B.20 — Résolution de (I1QP;) avec les méthodes IQCRs et CQCR

IQCRs CQCR
opt ig | time (s) | nodes | fg ig time (s) | nodes fg
1IQP, 20 1| -11368326 || 0.02 5 31 0 4.36 1 1315 0
1IQP, 20 2 | -8187686 || 0.14 23 264 0 18.25 2 3062 0
1IQP, 20 3| -8318158 || 0.02 12 111 0 11.54 0 668 0
1IQP, 20 4 | -8362534 || 0.37 17 189 0 || 26.86 7 13753 0
1IQP, 20 5 | -11277208 0 3 3 0 5.24 0 260 0
moyenne 0.09 0 13.25 0
1IQP, 30 1 | -28283032 || 0.05 61 238 0 6.52 9 9277 0
I1IQP, 30 _2 | -24952930 || 0.08 728 3527 | 0 15.80 1762 1925355 0
1IQP, 30 3 | -20248934 || 0.04 498 2142 | 0 19.21 79 89579 0
1IQP, 30 _4 | -24404197 || 0.03 43 113 0 11.49 31 33521 0
1IQP, 30 5 | -26490741 || 0.08 63 379 0 14.32 104 132591 0
moyenne 0.02 0 (| 13.47 0
1IQP, 40 1 | -45892717 || 0.01 161 81 0 9.55 984 827741 0
1IQP, 40 2 | -42436784 0 130 100 0 15.26 - 3690179 | 1.05
1IQP, 40 3 | -37091366 || 0.03 354 642 0 19.87 - 3435981 | 2.07
I1IQP, 40 4 | -41852435 || 0.04 460 490 0 16.87 - 3712671 | 1.09
1IQP, 40 5| -40834676 || 0.01 544 975 0 13.97 - 3190516 | 0.41
moyenne 0.02 0 15.10 0.92
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.21 Reésolution de (IIQPs) par les méthodes BBL et BBLr
BBL BBLr
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
1IQP; 20 1 | -17240565 || 116.08 - 4450 79.05 7191 | 3312 | 1029 0
IIQP; 20 2| -10712606 174.44 - 6299 96.78 119.21 - 836 111.87
IIQP; 20 3 | -14193757 || 152.52 - 8856 80.36 121.20 - 808 62.61
1IQP; 20 4 | -16358540 || 125.65 - 5172 47.52 89.76 - 781 21.73
IIQP; 20 5| -9979912 209.94 - 8082 | 126.41 115.81 - 776 43.41
moyenne 155.73 86.02 103.58 47.93
IIQP; 30 1| -27168517 || 177.92 - 1048 | 136.04 156.27 - 37 129.49
IIQP; 30 2| -25311234 158.91 - 301 129.49 110.81 - 41 103.54
IIQP; 30 3 | -20968526 || 203.91 - 555 166.52 141.47 - 38 133.09
IIQP; 30 4| -22015154 184.00 - 520 148.21 147.58 - 41 116.64
IIQP; 30 5 | -26905764 || 132.63 - 616 100.90 100.96 - 48 94.73
moyenne 171.47 136.23 || 131.42 115.50
IIQP; 40 1 | -45889156 || 176.29 - 312 163.74 134.54 - 0 129.08
1IQP; 40 2| -51750130 || 178.34 - 469 160.04 149.02 - 0 145.08
IIQP; 40 3 | -46860430 || 184.81 - 302 166.66 154.84 - 0 148.96
1IQP; 40 4 | -49474826 || 178.02 - 425 152.05 152.60 - 0 152.60
IIQP; 40 5 | -44447580 || 172.79 - 500 154.10 145.27 - 0 140.57
moyenne 178.05 159.32 || 147.25 143.26

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TAB. B.22 — Résolution de (I7QPs) par les méthodes BIL et BILr
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BIL BILr
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
IIQP; 20 1| -17240565 || 20.94 | 113 | 2071 0 1.03 292 616 0
ITQP; 20 2 | -10712606 || 59.84 | 2672 | 47442 0 30.54 | 1326 | 2312 0
IIQP; 20 3 | -14193757 || 40.01 | 236 | 3821 0 17.23 | 297 508 0
ITIQP; 20 4 | -16358540 || 22.67 88 2199 0 2.79 168 234 0
IIQP; 20 5| -9979912 79.81 - 45019 | 8.80 36.11 | 975 | 1513 0
moyenne 44.65 1.76 17.54 0
IIQP; 30 1 | -27168517 52.12 - 10324 | 17.76 32.30 - 828 22.04
IIQP; 30 2 | -25311234 || 48.14 - 9823 21.79 25.44 - 690 17.49 [ht ]
IIQP; 30 3 | -20968526 || 70.61 - 13099 | 42.37 || 47.86 - 742 41.43 |
ITQP; 30 4 | -22015154 || 63.50 - 9793 | 30.84 || 40.80 - 711 28.14
IIQP; 30 5 | -26905764 || 30.96 - 12206 | 4.40 17.92 - 774 11.47
moyenne 53.07 23.43 || 32.86 24.11
IIQP; 40 1 | -45889156 56.49 - 3101 42.76 37.19 - 142 36.54
ITIQP; 40 2 | -51750130 || 51.61 - 3073 | 37.26 34.33 - 186 33.91
IIQP; 40 3 | -46860430 || 54.64 - 3084 | 41.85 38.09 - 124 37.89
IIQP; 40 4 | -49474826 || 51.78 - 3109 | 43.62 35.32 - 120 34.86
IIQP; 40 b5 | -44447580 || 51.19 - 3150 | 38.69 35.90 - 113 35.66
moyenne 53.14 40.84 || 36.17 35.77
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
TaB. B.23  Résolution de (IIQPs) avec les méthodes NC et IQCR
NC IQCR
opt ig time | nodes fg ig time | nodes fg
IIQP; 20 1| -17240565 || 10.42 8 11544 0 0.07 23 209 0
IIQP; 20 2 | -10712606 || 29.91 - 6651951 | 12.87 || 8.46 | 965 | 44154 0
ITIQP; 20 3 | -14193757 || 20.28 - 5157759 | 0.75 2.12 7 2354 0
IIQP; 20 4 | -16358540 || 12.80 | 145 | 205174 0 0.47 17 199 0
ITQP; 20 5 | -9979912 29.30 - 6554901 | 9.05 9.17 | 329 | 6574 0
moyenne 20.54 4.53 4.06 0
ITIQP; 30 1 | -27168517 14.29 - 4474449 4.62 0.12 164 361 0
IIQP; 30 2| -25311234 || 18.44 - 4641510 | 8.51 0.54 | 1364 | 5010 0
ITQP; 30 3 | -20968526 || 25.99 - 5022601 | 14.67 || 3.37 | 3568 | 36437 0
IIQP; 30 4 | -22015154 || 22.01 - 4774014 | 11.35 1.90 | 893 | 5162 0
ITIQP; 30 5 | -26905764 || 15.74 - 4528910 | 5.18 0.99 | 290 884 0
moyenne 19.29 8.87 1.38 0
ITQP; 40 1 | -45889156 || 21.60 - 3942200 | 14.21 0.37 | 3439 | 2457 0
IIQP; 40 2 | -51750130 || 21.40 - 3958031 | 14.01 0.84 - 3300 | 0.53
ITIQP; 40 3 | -46860430 || 20.26 - 3931901 | 12.95 2.09 - 2275 | 1.92
IIQP; 40 4 | -49474826 || 19.84 - 4015801 | 13.20 1.09 - 1800 | 1.07
IIQP; 40 5 | -44447580 || 20.66 - 4106841 | 13.91 1.50 - 3147 | 1.25
moyenne 20.75 13.66 || 1.18 0.95
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution



TaB. B.24  Résolution de (IIQPs) avec les méthodes IQCRs et CQCR

IQCRs CQCR
opt ig time | nodes | fg ig time | nodes fg
IIQP; 20 1 | -17240565 || 0.03 | 23.74 | 12008 | O 7.23 10 12669 0
ITIQP; 20 2 | -10712606 || 0.03 | 44.75 640 0 19.02 17 29539 0
1IQP; 20 3 | -14193757 || 0.08 | 15.40 168 0 12.98 | 4.44 5964 0
ITIQP; 20 4 | -16358540 || 0.02 | 16.45 1878 | 0 5.47 2 2829 0
IIQP; 20 5| -9979912 0.07 8.22 29 0 20.33 4 8081 0
moyenne 0.05 0 13.01 0
IIQP; 30 1| -27168517 || 0.04 | 43.12 45 0 7.09 12 10930 0
ITIQP; 30 2 | -25311234 0 38.52 3 0 9.20 551 | 3719047 0
IIQP; 30 3 | -20968526 || 0.11 | 191.37 | 800 0 16.93 | 202 | 227475 0
IIQP; 30 4 | -22015154 0 56.26 12 0 12.86 22 21768 0
ITIQP; 30 5 | -26905764 || 0.02 | 55.86 156 0 8.53 81 82644 0
moyenne 0.11 0 10.92 0
ITQP; 40 1 | -45889156 || 0.19 | 703.60 | 447 0 10.68 | 1476 | 1081979 0
IIQP; 40 2 | -51750130 || 0.01 | 547.67 | 670 0 11.17 - 2922753 | 0.49
IIQP; 40 3 | -46860430 || 0.01 | 844.64 | 665 0 11.81 - 2927102 | 0.77
IIQP; 40 4 | -49474826 || 0.13 | 726.79 | 574 0 12.39 - 3140976 | 1.64
IIQP; 40 5 | -44447580 || 0.22 | 743.87 | 748 0 11.01 - 3064654 | 0.81
moyenne 0.04 0 11.41 0.74
- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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B.3 Reésultats pour les instances de Pardalos and Rodgers

TaB. B.25 Résultats pour les instances de Pardalos and Rodgers

IQCR UQCR
opt ig time (s) | nodes ig time (s) | nodes
PARD 50 d40 -5239 0.00 0.3 0 2.0 0.1 34
PARD 50 d40 -3739 1.01 3.3 169 8.2 0.3 1042
PARD 50 d40 -4504 0.32 1.8 53 6.5 0.2 627
PARD 50 d40 -5570 0.02 0.8 2 2.9 0.1 150
PARD 50 d40 -3909 0.10 1.3 12 4.7 0.1 386
PARD 50 d40 | -3569 || 1.04 2.4 84 82 0.2 820
PARD 50 d40 -3753 0.19 1.3 25 6.1 0.1 421
PARD 50 d40 -5948 0.03 1.2 1 3.6 0.1 375
PARD 50 d40 -2904 1.84 3.7 180 11.3 0.5 1933
PARD 50 d40 -4212 1.02 3.2 168 8.0 0.8 3310
moyenne 0.56 1.4 69 6.1 0.3 910
PARD 50 d60 -5758 0.25 1.8 57 5.3 0.2 547
PARD 50 d60 | -4500 || 0.43 18 56 6.2 02 1
PARD 50 d60 -5517 0.08 1.1 2 5.5 0.1 210
PARD 50 d60 -4832 2.01 4.2 237 8.7 0.8 2826
PARD 50 d60 -5285 0.04 1.1 3 4.3 0.1 189
PARD 50 d60 -5028 0.08 1.2 15 4.7 0.1 204
PARD 50 d60 -6270 0.00 0.2 0 1.1 0 18
PARD 50 d60 -6449 0.01 0.3 0 3.4 0.1 113
PARD 50 d60 -3589 1.38 2.6 118 11.2 0.5 1911
PARD 50 d60 -5335 1.30 4.8 295 7.4 1 3911
moyenne 0.56 1.4 78 5.8 0.3 1034
PARD 50 d100 | -6371 1.05 2.8 114 7.8 0.4 1067
PARD 50 d100 | -5037 2.46 5.7 276 12.7 1 2861
PARD 50 d100 | -7163 0.13 1 5 3.7 0.1 120
PARD 50 d100 | -7344 0.05 1 0 3.7 0.1 92
PARD 50 d100 | -5328 2.74 5.5 349 10.8 1.2 3704
PARD 50 d100 | -7202 0.17 1.4 28 4.0 0.1 185
PARD 50 d100 | -7165 0.02 1.1 0 4.8 0.1 223
PARD 50 d100 | -8698 0.03 1 2 1.9 0.6 61 0.6
PARD 50 d100 | -4788 3.15 7.6 624 12.9 1.7 5275
PARD 50 d100 | -6448 0.07 1.2 4 3.5 0.1 84
moyenne 0.99 2.3 140 6.6 0.5 1367
PARD 60 d20 -3796 0.11 2.4 15 6.5 0.4 1337
PARD 60 d20 -3930 0.28 2.9 53 7.3 0.8 3159
PARD 60 d20 -3591 0.00 0.5 0 5.0 0.2 646
PARD 60 d20 -5464 0.01 0.5 0 2.3 0.1 123
PARD 60 d20 | -4012 || 0.02 05 0 5.2 0.4 1428
PARD 60 d20 -3673 0.01 0.5 0 5.0 0.2 546
PARD 60 d20 -3227 0.08 2.5 20 6.4 0.6 2162
PARD 60 d20 -6600 0.00 0.4 0 0.8 0.4 25
PARD 60 d20 -2817 0.69 4.5 91 10.6 1.5 6524
PARD 60 d20 -3671 0.16 2.7 24 6.3 0.5 1730
moyenne 0.14 1.5 20 5.5 0.5 1768

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaAB. B.26 — Résultats pour les instances de Pardalos and Rodgers (suite)

IQCR UQCR
opt ig time (s) | nodes ig time (s) nodes
PARD 60 d40 -7052 0.01 0.4 20 3.0 0.2 230
PARD 60 d40 -5047 1.10 6.5 196 8.1 1 2958
PARD 60 d40 -6101 0.13 2.9 27 4.9 0.3 560
PARD 60 d40 -5671 0.62 4.7 80 7.8 1.1 3446
PARD 60 d40 | -5324 || 0.09 2.8 19 24.9 05 1141
PARD 60 d40 -5329 1.07 5.5 133 7.0 1.4 4484
PARD 60 d40 -4935 0.18 3.5 43 4.9 03 635
PARD 60 d40 -65565 0.12 3.4 46 5.2 0.5 1439
PARD 60 d40 -3337 4.90 33.7 1718 16.9 7.7 25867
PARD 60 d40 -5239 0.76 5.3 100 6.9 0.9 2899
moyenne 0.90 6.5 238 9.0 1.4 4366
PARD 70 d30 -6585 1.11 16.3 356 7.8 5.5 17913
PARD 70 d30 -5742 1.23 14.6 251 8.4 4 12528
PARD 70 d30 -7331 0.12 3.6 5 1.9 0.1 97
PARD 70 d30 -6743 0.37 6.9 96 5.9 1.61 5128
PARD 70 d30 -6393 0.44 7.3 126 5.9 1.5 5057
PARD 70 d30 -5701 2.40 40.8 1389 9.1 11 35975
PARD 70 d30 -6603 0.09 4.8 17 4.1 0.4 1125
PARD 70 d30 -7740 0.04 3.8 1 3.3 0.3 854
PARD 70 d30 -4396 1.00 10.6 170 8.8 1.7 5073
PARD 70 d30 -6130 0.37 7.8 91 5.7 1.7 4657
moyenne 0.72 11.5 250 6.1 2.8 8841
PARD 70 d80 -9792 0.64 9.6 162 6.4 2.4 5349
PARD 70 d80 -9111 0.48 8.0 121 6.8 1.5 2207
PARD 70 d80 -8692 1.70 19.8 418 7.9 7.1 14442
PARD 70 d80 -10733 1.50 26.3 844 7.6 8.1 19178
PARD 70 d80 -7843 0.67 8.4 110 5.7 1 1970
PARD 70 d80 -9102 1.48 18.2 418 6.7 3.4 7524
PARD 70 d80 -8706 2.26 35.9 1061 8.9 10.6 23672
PARD 70 d80 -11704 0.78 10.2 228 5.3 2.7 6129
PARD 70 d80 -7186 2.25 24.6 610 9.5 6.1 13184
PARD 70 d80 -9033 1.37 20.9 467 8.0 6.8 15337
moyenne 1.31 17.5 443 7.3 5.4 10899
PARD 80 d20 -6719 0.04 6.6 19 5.1 1.6 4376
PARD 80 d20 -6615 0.13 7 33 5.1 1.8 5342
PARD 80 d20 -6605 0.06 5.5 3 3.9 0.6 1672
PARD 80 d20 | -6491 0.10 9.1 52 5.5 2.1 6144
PARD 80 d20 -6141 0.25 9.8 60 5.4 1.9 5537
PARD 80 d20 -6313 1.24 41.7 909 7.9 28.7 85797
PARD 80 d20 -60567 0.50 15.5 199 7.1 4.9 15014
PARD 80 d20 -7362 0.02 6.7 1 4.4 1.5 4562
PARD 80 d20 -4090 1.95 31.3 522 9.7 9.5 27537
PARD 80 d20 -6242 0.21 8.9 57 5.0 1.5 4478
moyenne 0.45 13.5 185 5.9 5.4 16046
PARD 100 d100 | -19412 0.78 74 585 5.3 27 30676
PARD 100 d100 | -17290 1.26 159 1501 6.3 59 61394
PARD 100 d100 | -17565 0.76 64 458 6.6 43 46629
PARD 100 d100 | -19125 1.14 131 1403 5.2 52 57035
PARD 100 d100 | -15868 2.54 469 5188 9.0 330 392129
PARD 100 d100 | -17368 1.28 128 1031 6.7 59 61584
PARD 100 d100 | -18629 1.65 271 2858 7.9 405 399809
PARD 100 d100 | -18649 2.75 1384 17901 9.0 1671 1664154
PARD 100 d100 | -13294 3.96 1436 18025 10.8 574 546701
PARD 100 d100 | -15352 2.50 640 6076 9.5 444 443466
moyenne 1.86 475.6 5502 7.6 372.7 370358

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaAB. B.27 — Résultats pour les instances de Pardalos and Rodgers (suite)

IQCR UQCR
opt ig time (s) | nodes ig time (s) nodes
PARD 120 d30 | -13067 2.19 2356 16382 8.3 3495 3881966
PARD 120 d30 | -13046 1.01 298 1423 6.6 349 427563
PARD 120 d30 | -12418 1.63 830 5097 6.6 838 1052495
PARD 120 d30 | -13867 1.31 570 3371 6.4 727 903643
PARD 120 d30 | -11403 1.44 408 2077 7.6 500 602976
PARD 120 d30 | -12915 0.93 171 629 6.4 260 316448
PARD 120 d30 | -14068 0.52 116 375 5.1 168 235217
PARD 120 d30 | -14701 0.83 241 904 5.1 324 416262
PARD 120 d30 | -10458 3.58 3820 23924 10.3 4467 4673214
PARD 120 d30 | -12201 1.85 1046 6645 8.4 1308 1545289
moyenne 1.53 985 6082 7.1 1263.6 1405507
IQCR UQCR
opt ig time (s) nodes fg ig time (s) nodes fg
PARD 120 d80 | -18691 3.80 - 63434 1.21 10.5 - 8millions 1.7
PARD 120 d80 | -18827 2.85 5282 33057 0 9.1 9898 6358472 0
PARD 120 d80 | -19302 2.61 2863 17891 0 8.5 4096 2990730 0
PARD 120 d80 | -20765 1.52 601 2943 0 6.9 1147 896834 0
PARD 120 d80 | -20417 1.39 467 2524 0 6.5 322 277408 0
PARD 120 d80 | -18482 2.63 3116 21387 0 9.0 6696 4637045 0
PARD 120 d80 | -22194 2.69 - 87540 0.18 9.0 - 8millions 1.2
PARD 120 d80 | -19515 4.38 - 60641 1.97 10.8 - 8millions 2.2
PARD 120 d80 | -18195 2.76 4459 31847 0 9.7 - Tmillions 0.1
PARD 120 d80 | -19049 1.81 1132 7764 0 7.3 1298 1060856 0
moyenne 2.64 2516 (7) | 32902 | 0.34 8.7 3905 (6) | 2703558 | 0.52

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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B.4 Reésultats pour le probléme d’affectation de tache

TaB. B.28 Résultats pour le probléme d’affectation de taches

QCR IQCR

opt ig time (s) nodes ig time (s) | nodes
Task 15 5 | -1985 18.98 1.5 3394 0.16 3.3 1
Task 15 5 | -1568 37.40 13.4 36328 7.16 26.2 799
Task 15 5 | -1892 28.50 7.3 19095 4.30 10.9 273
Task 15 5 | -1806 30.07 5.4 13665 3.60 8.5 183
Task 15 5 | -1881 25.66 3.7 9483 1.75 6.3 95
Task 15 5 | -1950 25.83 2.9 7297 2.09 5.4 71
Task 15 5 | -1893 27.19 4.1 10261 2.66 7.4 128
Task 15 5 | -1733 36.29 9.4 25101 5.70 20.4 602
Task 15 5 | -1798 39.32 17.4 47597 6.93 25.4 797
Task 15 5 | -1763 35.15 20.4 55485 5.43 15.7 445
moyenne 30.44 8.6 22770 3.98 13.0 339
Task 18 4 | -2136 24.41 4.5 12210 6.20 24.1 702
Task 18 4 | -1936 22.00 1.8 4778 6.27 17.1 467
Task 18 4 | -2304 19.00 1.1 2723 1.67 5.0 48
Task 18 4 | -1926 30.88 6.4 17512 7.84 24.1 725
Task 18 4 | -2044 18.20 2.3 6292 4.32 7.9 157
Task 18 4 | -2076 24.53 5.3 15117 6.54 20.5 549
Task 18 4 | -2251 15.15 1.2 2896 3.61 6.9 111
Task 18 4 | -2141 20.60 3.2 8209 4.57 14.9 364
Task 18 4 | -1925 27.07 7.4 19899 7.83 35.7 1162
Task 18 4 | -2144 23.29 7.0 19069 6.20 16.6 435
moyenne 22.51 4.0 10870 5.50 17.3 472
Task 20 4 | -2355 26.07 15.0 32946 8.89 64.6 1508
Task 20 4 | -2324 24.06 3.4 7124 3.67 13.6 179
Task 20 4 | -2504 25.47 18.7 42184 7.07 54.0 1164
Task 20 4 | -2385 27.96 8.5 18347 5.21 22.5 381
Task 20 4 | -2225 25.68 11.1 24505 9.00 77.6 1913
Task 20 4 | -2474 24.96 8.7 19128 6.15 37.2 746
Task 20 4 | -2415 27.92 4.8 10376 9.17 111.7 2776
Task 20 4 | -2671 13.95 28.6 66284 4.22 20.3 320
Task 20 4 | -2609 23.71 6.0 13086 6.50 43.5 1027
Task 20 4 | -2609 21.65 9.9 22230 6.50 43.5 1027
moyenne 24.14 11.5 25621 6.64 48.9 1104
Task 20 5 | -2587 37.69 333.2 491174 8.48 306.1 5312
Task 20 5 | -2810 34.60 417.7 619072 7.11 187.7 2905
Task 20 5 | -2512 40.73 687.3 1019235 12.76 910.9 17408
Task 20 5 | -2777 31.72 550.9 821001 9.90 461.0 8138
Task 20 5 | -2744 34.44 415.0 622377 6.59 122.7 1737
Task 20 5 | -3122 25.13 119.1 186947 4.96 82.7 1046
Task 20 5 | -2914 32.65 298.0 463393 6.40 191.3 3123
Task 20 5 | -2962 30.41 161.4 250781 5.39 101.2 1471
Task 20 5 | -2958 28.41 220.9 342137 7.55 229.9 3718
Task 20 5 | -2690 36.78 264.1 403207 8.95 231.6 3735
moyenne 33.26 346.8 521932 7.81 282.5 4859

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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TaB. B.29 — Résultats pour le probléme d’affectation de taches (suite)

QCR IQCR

opt ig time (s) nodes ig time (s) nodes
Task 25 4 | -3104 31.06 312.2 447399 12.22 868.6 12234
Task 25 4 | -3570 19.70 47.7 65836 5.36 101.1 1022
Task 25 4 | -3167 31.30 250.3 352779 12.69 786.5 10103
Task 25 4 | -3613 18.16 30.2 42050 5.10 91.1 869
Task 25 4 | -3756 17.22 18.2 24134 3.54 46.8 357
Task 25 4 | -3449 28.77 650.4 920089 12.18 1707.1 25881
Task 25 4 | -3268 29.34 595.9 821218 13.17 1656.7 23044
Task 25 4 | -3855 24.60 191.4 282546 8.86 797.0 10698
Task 25 4 | -3688 23.45 106.5 149782 6.90 207.3 2371
Task 25 4 | -3952 15.95 18.1 24662 3.73 40.2 283
moyenne 23.95 222.1 313049 8.37 630.2 8686
Task 25 5 | -3833 37.96 - 4182836 10.71 - 42870
Task 25 5 | -3763 36.03 - 4610400 13.18 - 65866
Task 25 5 | -4138 29.59 1875.2 1611263 5.49 352.5 2611
Task 25 5 | -4001 33.82 - 4411615 10.85 - 43138
Task 25 5 | -4045 30.59 - 3895066 10.47 - 35051
Task 25 5 | -4112 30.54 - 4311141 8.53 2262.1 20242
Task 25 5 | -3751 38.89 - 4645304 15.19 - 96994
Task 25 5 | -3795 42.00 - 4619345 14.19 - 106500
Task 25 5 | -4153 31.51 - 4310981 8.94 2360.9 20568
Task 25 5 | -3885 39.29 - 4582884 13.18 - 70118
moyenne 35.02 | 1875.2 (1) | 4118083 11.07 1658.5 (3) 50395
Task 25 6 | -4087 45.87 - 3341578 12.03 - 61235
Task 25 6 | -4262 45.16 - 3147476 13.03 - 54074
Task 25 6 | -4319 44.84 - 3313781 13.49 - 60600
Task 25 6 | -4640 42.08 - 3339751 10.43 - 59285
Task 25 6 | -4160 49.67 - 3361442 16.07 - 58727
Task 25 6 | -4471 40.68 - 3261752 10.65 - 71630
Task 25 6 | -4208 49.10 - 3347215 14.48 - 58800
Task 25 6 | -4481 36.45 - 3132881 6.46 1454.7 7369
Task 25 6 | -4007 51.68 - 3307351 18.06 - 59200
Task 25 6 | -4182 45.81 - 3258622 15.00 - 57800
moyenne 45.14 - 3281184 12.97 1454.7 (1) 54872

- : Cplex a été arrété avec un gap final positif aprés 1 heure de résolution
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Annexe C

Le logiciel SIQP (Solution of Integer

Quadratic Programs)

Le logiciel SIQP (Solution of Integer Quadratic Programs) résout des instances de pro-
grammes quadratiques soumis & des contraintes linéaires dont la fonction objectif est non
convexe. Il implante les méthodes de la plus petite valeur propres, notée ici EV(EigenValue
method), QCR, IQCR pour la programmation quadratique en variables binaires, et les méthodes
BBL, BBLr, BIL, BILr, IQCR, IQCRs, et CQCR pour la programmation quadratique en variables
entiéres. De plus, SIQP fournit un module de génération aléatoire d’instances des classes de pro-
bleme (EIQP) et (IIQP). Ce logiciel est distribué sous la licence GNU GPL et ses sources
sont disponibles a l’adresse http ://cedric.cnam.fr/oc/sigp/siqp.tar.gz. Il est également
disponible via une interface internet sur le site http ://cedric.cnam.fr/oc/siqp/siqp.php.

Pour tous les algorithmes de résolution, le logiciel SIQP peut résoudre les problémes refor-
mulés MIQP :(Mixed Integer Quadratic Program), ou MILP :(Mixed Integer Linear Program)
avec soit le logiciel Bonmin [7], soit le logiciel Cplex [24], soit le logiciel Xpress [10]. En fonction
de la méthode utilisée, le logiciel SIQP utilise différents logiciels pour reformuler (QP). Le détail

des méthodes et des logiciels utilisés est donné dans la suite :

1. Algorithmes pour résoudre la programmation quadratique en variables bi-
naires :

— EV (EigenValue method) : Algorithme de résolution de Hammer et Rubin [19]. Cet
algorithme utilise Scilab |25| pour calculer les valeurs propres du Hessien de la fonction
objectif, puis un solveur MIQP.

QCR (Quadratic Convex Reformulation) : Algorithme de résolution de Billionnet, El-
loumi et Plateau [4]. Cet algorithme utilise Sb [20] pour résoudre le programme semi-

défini, puis un solveur MIQP.
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— EQCR (Extended Quadratic Convex Reformulation) : cet algorithme utilise Sb [20]

pour résoudre le programme semi-défini, puis un solveur MIQP.

2. Algorithmes pour résoudre la programmation quadratique en variables en-
tieres :
— Les linéarisations :
— BBL (Binary Binary Linearization) : cet algorithme utilise uniquement un solveur
MILP.
— BBLr (Binary Binary Linearization reinforced) : cet algorithme utilise unique-
ment un solveur MILP.
— BIL (Binary Integer Linearization) : cet algorithme utilise uniquement un sol-
veur MILP.
— BILr (Binary Integer Linearization reinforced) : cet algorithme utilise uni-
quement un solveur MILP.
— Les convezifications :
— NC (Naive Convexification) : cet algorithme utilise Scilab [25] pour calculer les
valeurs propres du Hessien de la fonction objectif, puis un solveur MIQP.
IQCR (Integer Quadratic Convex Reformulation) :cet algorithme utilise CSDP [8]
pour résoudre le programme semi-défini, puis un solveur MIQP.
IQCRs (Integer Quadratic Convex Reformulation) : cet algorithme utilise CSDP [§]
pour résoudre le programme semi-défini, puis un solveur MIQP.
CQCR (Compact Quadratic Convex Reformulation) : cet algorithme utilise CSDP [8]

pour résoudre le programme semi-défini, puis un solveur MIQP.

Format de fichier d’instance :

Le format de fichier d’entrée du logiciel SIQP est le suivant :

Min  f(x)=2TQx+ 'z
st Az =1» m egalités
(QP) Dx <e p inégalités
0<z<u n variables
L x €N

OnQeS" ceR", Ae Myxn, b€ R™, D € Myxn, e € RP, et u € N”.
P
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Le format de fichier qui représente (QP) est le suivant :

Nombre d’éléments non nuls de la matrice Q
i j Q_ij (éléments de la matrice Q)

C

Nombre d’éléments non nuls du vecteur c

i c_i (éléments du vecteur c)

A

Nombre d’éléments non nuls de la matrice A
r i A_ri (éléments de la matrice A)

b

Nombre d’éléments non nuls du vecteur b

r b_r (&léments du vecteur b)

D

Nombre d’éléments non nuls de la matrice E
s i D_si (&léments de la matrice D)

e

Nombre d’éléments non nuls du vecteur e

s e_s (éléments du vecteur e)

Siil n’y a pas de contrainte d’égalité ou d’inégalité il ne faut pas mettre les lignes correspondantes

dans le fichier d’instance.
Générateur d’instances :

Le logiciel SIQP génére aléatoirement des instances des classes de probléeme (EIQP) et
(IIQP) grace aux paramétres n, m, p, min, maz, med et mult utilisés de la fagon suivante :
— n est le nombre de variables, m le nombre de contraintes d’égalité, et p le nombre de
contraintes d’inégalité.
— Les coefficients de @ et ¢ sont des réels générés aléatoirement dans l'intervalle [min, mazx].
Plus précisément, pour tout ¢ < j, un nombre v est généré dans 'intervalle [min, max], et
nous avons ¢;; = qj; = V.

— Les coefficients a,; et ds; sont des entiers générés aléatoirement dans 'intervalle [1, med].

n n
— Nous avons b, = mult Zam- et e; = mult * sti.
i=1 i=1
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— Nous avons u; = med, pour tout ¢ € I.

Dans une telle instance, la solution x; = mult pour tout ¢ est réalisable.
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