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Contenu du chapitre

m Qu’'est-ce qu’'un réseau bayesien ?

= Inférence dans les réseaux bayesiens
+ Méthodes exactes

+ Méthodes approximatives

m Apprentissage des réseaux bayesiens
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Qu’est-ce qu’un réseau bayesien ?

Famille
absente
+ Noeuds : variables aléatoires = )
(continues, booléennes...) Lumiere Chien
. . . allumée dehors
+ Arcs orientés : dépendances
directes probabilistes

m Différentes interprétations et appellations correspondantes :
réseaux de croyances, réseaux de causalité, modeles génératifs...

= Membres de la famille plus vaste des modeéles graphiques, qui
inclut aussi les graphes non orientés (champs de Markov) et
mixtes
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m Réseau bayesien =
1. Graphe orienté acyclique (DAG)

Indigestion

2. Probabilités conditionnelles ,
(exemple issu
de [Cha91])

le cnam

Exemple simple

a priori : P(fa) = 0,15 a priori : P(in) = 0,01

Famille
absente (fa)

Indigestion (in)

P(cd|fa,in) = 0,99
P(cd|fa,=in) = 0,90
P(cd|-fa,in) = 0,97
P(cd|-fa,=in) = 0,3

Lumiére
allumée (la)

Chien
dehors (cd)

P(lalfa) = 0,6
P(la]-fa) = 0,05

P(ablcd) = 0,7
P(abl-cd) = 0,01

(exemple issu
de [Cha91])

Aboiement (ab)

(notation : fa signifie FA = vrai, —fa signifie FA = faux)
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Quelques possibilités d'utilisation

m Déterminer des probabilités a posteriori
+ Exemple (prédiction) : sachant que fa & -in — P(ab|fa,-in) = ?
+ Exemple (diagnostic) : sachant que ab & -la — P(falab,-la) = ?

= Déterminer I'explication la plus vraisemblable

+ Exemple : sachant que ab, qui de fa et in est la plus probable ?
Et si en plus —la ?

m Prise de décision

o Exemple : pour réduire I'ambiguité concernant fa, il vaut mieux
se renseigner sur la ou sur ab ?
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Connexion linéaire

m L'ignorance de I'état du nceud
intermédiaire CD (cd ou —cd) lie
les deux autres nceuds :

P(ABJ|IN) = P(AB)

Indigestion

Chien
dehors

m La connaissance de I'état du
nceud intermédiaire CD (cd ou
-cd) sépare les deux autres

nceuds (le chemin est bloqué par

I'évidence) : .
(on ignore le
P(AB|IN,CD) = P(AB|CD) reste du réseau)

(si on sait que Chien dehors, alors connaitre Indigestion n'apporte
rien a I'évaluation de la probabilité de Aboiement)
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Connexion divergente

m L'ignorance de I'état du nceud
intermédiaire FA (fa ou —fa) lie

les deux autres nceuds : absente
P(CDlLA) ” P(CD) Lumiére
allumée

m La connaissance de I'état du
nceud intermédiaire FA (fa ou
-fa) sépare les deux autres
nceuds (le chemin est bloqué par
I'évidence) :

P(CD|LA,FA) = P(CD|FA)

(si on sait que Famille absente, alors connaitre I'état de la lumiére
n'apporte rien a I'évaluation de la probabilité de Chien dehors)
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Connexion convergente
m L'ignorance de I'état du nceud
absente

intermédiaire CD (cd ou -cd)
sépare les deux autres nceuds :

P(FA|IN) = P(FA)

Indigestion

m La connaissance de I'état du
nceud intermédiaire CD (cd ou
=cd) lie les deux autres nceuds :

P(FA|CD,IN) = P(FA|CD)

(si on sait que Chien dehors, alors apprendre qu’il n’a pas
d’indigestion rend plus probable Famille absente)
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D-dépendance, D-séparation

= Un chemin (non orienté) de la variable (nceud) A a C est
une d-dépendance par rapport & un ensemble de
variables E si, pour tout nceud B situé sur ce chemin,

« le chemin est linéaire ou divergent en B et B n'est pas un
membre de £

ou

+ le chemin est convergent en B et soit B, soit un de ses
descendants est dans E

m Deux variables A et C sont d-séparées par un ensemble
de variables E s’il n’y a pas de d-dépendance par
rapport a £ entre elles
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Décomposition de la distribution jointe

= Pour toute distribution jointe et toute numérotation des variables,
P(Vyyoo V)= TP (Vi [V Vi)
i=1

m En utilisant la notion de d-séparation et un ordonnancement des
nceuds on peut montrer que, pour un réseau bayesien,

P(V,,...,V,)= 111[ P(V, | parents(V,))

= Dans notre exemple : —
P(FA,IN,LA,CD,AB) = ! 2 Jnigestion
=P(FA) - P(IN) - 5
. P(LAlFA) . allumée
- P(CDJ|FA,IN) -
A P(AB'CD) 5 ( Aboiement
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Explication de I'exemple

m  Sans tenir compte de la structure du réseau, avec la numérotation
indiquée on peut écrire
P(FA,IN,LA,CD,AB) = P(FA) - P(IN|FA) - P(LA|FA,IN) -
- P(CD|FA,IN,LA) - P(AB|FA,IN,LA,CD)
= Or,

P(IN|FA) = P(IN) car le nceud convergent CD ne fait pas partie de la

condition
Famille
absente

P(LA‘\|EJA/,IN) = P(LAJFA) N
> (me)

2

Indigestion

P(CD|FA,IN,LA) = P(CD|FA,IN)
~—

P(AB|C%P,FA,|N,LA) = P(AB|CD)
\e_>‘/

Aboiement

5
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Inférence dans un RB

= Inférence : observations (évidence) — distribution sur
les variables non directement observées

= Dans un cas général, le probleme est NP-complet !

= Méthodes
+ Exactes
m Complexité linéaire pour les arbres
m Complexité supérieure en présence de boucles (non orientées)
+ Approximatives
= Echantillonnage
= Méthodes variationnelles
= Propagation
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Méthode exacte pour les arbres

= Méthode basée sur « I'échange de
messages », introduite dans [Pea86]
m Caractéristiqgues importantes d'un arbre

+ Chemin unique entre 2 nceuds, quels qu’ils
soient

+ Aucune connexion convergente
= Notations employées dans la suite
Variables (nceuds) : A, B, C, ...
Valeurs des variables : A, A,, ...
Evidence (données connues) : D

Probabilités dynamiques (conditionnées
par I'évidence) : Be(B;) = P(B;|D) (belief ou
croyance : éviter la confusion avec P(B)))

* ¢ o o
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Séparation ancétres — successeurs

= On note par Dy~ I'évidence présente dans les descendants de B et
par Dg* I'évidence présente dans le reste de I'arbre

= P(B|Dg",Dg") = P(Dg*,Dg7IB) P(B) / P(Dg*,Dg") =
= P(DgB)) P(B|Dg*) P(Dg*) / P(Dg*,Dg") =
= o P(Dg7|B) P(Bj|Dg")
(ot o = P(Dg*) / P(Dg*,DgY))

= Donc Be(B) = a P(Dg7|B) P(B|Dg*)
=a- MB) - n(B)
avec
n(B;) = P(B;|Dg*) :
contribution causale des ancétres,
A(B) = P(Dg7[B) :
contribution de diagnostic des descendants
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Calcul composante « successeurs »

m L’évidence présente dans Dy est a son tour composée de Dgl,
..., Dg™, pour les m descendants directs de B

= Comme B sépare ces sous-arbres,
MB) = P(Dg7[B)) = 1 P(Dg|B)
m SiF est le k-ieme descendant direct de B,
alors
P(Dg“IB) = X P(D¢|B,,F) P(Fy[B)
or, P(D¢[B;,F) = P(De|F) = A(F)
et donc P(Dg*|B) = X, P(F||B) A(F)
m On notera P(Dgk|B;) par 1, (B)
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Calcul composante « ancétres »

= n(B) = P(B||Dg") = 2 P(Bj|A;Dg*) P(ADg")
m Si A est l'unique parent direct de B, alors
P(BilAj!DB+) = P(BilAj)
m Aussi, pour A on peut écrire
P(AIDg") = o P(A|D,") I M(A)
ou M (A) = P(D,*|A)), pour le
k-ieme parmi les m fréres de B
= On obtient donc
n(By) =P Zj P(BilAj) TC(A,') I, kk(Aj)
= On notera n(A) I 1.5 M(A) par ng(A)
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Mécanisme de propagation

m  Calculs réalisés pour chaque nceud (générique : B) :
1. k(Bi) = Hdescendams de B }"F((descendant k de B)i)
2. Propagation vers l'unique ascendant A, pour tout i,
de Ag(A) = X P(BJ|A) A(B)
... (attente vague descendante)
3. n(B)=p Zj P(BilAj) TCB(Aj)
(A étant 'unique parent de B)
4. Propagation vers le k-ieme
descendant (ici F), pour tout i,
de n(B;) = n(B;) I1.4 M(By)
5. Calcul croyance : Be(B)) = a A(B)) n(B;)
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Mécanisme de propagation (2)

m [nitialisations :

« Nceud d’évidence (donnée), valeur i observée : n(nceud,) =
A(nceud) = 1, n(nceud,) = A(nceud;) = 0 pour j = i

+ Racine : n(racine) = P(racine) (a priori)
o Feuille : A(feuille) = 1

= Propagation globale :

+ FEtape 1 :nceuds d’évidence
et feuilles — ascendants,

+ Etape 2 : racine — descendants
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lllustration d’un parcours complet
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Extension aux réseaux sans boucles

m A sépare les sous-graphes G;,* U Ggat, Gac™ et Gpg™
= Comme dans le cas précédent, on peut montrer que
Be(A)) = P(AD1a*, Dra"s Dac™ Dag) =
= a P(AD1a", Dra®) P(Dac|A) P(Dag71A)
Oou encore
Be(A) = o P(Dac|A) P(Dag7|A) - N
: ij P(AilijRk) P(leDTA+) P(RleRA+)
= Sion note
Ac(A) = P(DacIA), hg(A) = P(Dpg|A)  Dac e e Dag”
nA(Tj) = P(leDTA+)v ma(Ry) = P(Ry|Dga*)
on obtient
Be(A) = o Ac(A) Ag(A) Zjk P(Ai|Tj=Rk) 7tA(Tj) Ta(RY)
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Extension aux réseaux sans boucles

= On démontre les relations suivantes [Pea86] :
A(T) =a Zj [“A(Rj) 2k Me(AY) 2g(AY) P(AleiiRj)]
Te(A) = o Ag(A) [ ij P(AilijRk) nA(Tj) 7tA(Rk)]
= propagation similaire a celle
employée pour les arbres, mais

il faut partir des nceuds ou les
calculs sont possibles !
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Retour a 'exemple simple

a priori : P(fa) = 0,15 a priori : P(in) = 0,01

Famille _ _ _
absente (fa) Indigestion (in)
allumée (la) dehors (cd) P(cd[fain) = 0.97

P(cd|-fa,=in) = 0,3

P(lalfa) = 0,6
Aboiement (ab) ) P(ablcd) =0,7
P(abl-cd) = 0,01
(exemple issu

P(la|~fa) = 0,05
de [Cha91])

(notation : fa signifie FA = vrai, —fa signifie FA = faux)
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Exemple : diagnostic

m Sachant que ab & -la, déterminer Be(fa) = P(fajab,-la)

= Evidence : A(ab) =1, A(-ab) = 0, A(la) = 0, A(-la) = 1

= Propagation :
Aag(cd) = P(ablcd)-A(ab) + P(=ablcd)-A(~ab) = 0,7, A,g(—cd) = 0,01
Tep(in) = P(iN|Dy cp*) = P(in) = 0,01, mtcp(—in) = P(-in) = 0,99
Aep(fa) =a - (0,01-0,6931 + 0,99 - 0,631) = o - 0,69301
Aep(=fa) = a - (0,01 -0,6793 + 0,99 - 0,217) = o - 0,28276

kLA(fa) =04, 7\4|_A(_‘fa) =0,95
Famille ) )
= Be(la) = a-hcplfa) h,,(12)P(12) = 0,04 - a2
allumée dehors

et Be(—fa) = 0,228 - o?
Be(fa) = 0,15 (a comparer avec P(fa) = 0,15...) .
Aboiement

ce qui donne, en normalisant,
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Présence de boucles

m Principe de la méthode de [LS88] : pour chaque boucle, on
remplace les variables intermédiaires de la boucle par une variable
composée qui les regroupe

m Dans I'exemple ci-dessous : une variable BC regrouperait B et C

= Probléme : b variables dans la boucle,
avec e états chacune = e états
pour la variable résultante !

= méthode appliqguée uniqguement aux
boucles de taille réduite
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Apprentissage d’'un réseau bayesien

m Cas 1 : structure prédéfinie, observabilité compléte
m Cas 2 : structure prédéfinie, observabilité partielle

m Cas 3 : ensemble de nceuds prédéfini, structure
inconnue et observabilité compléte

m Cas 4 : ensemble de noeuds prédéfini, structure
inconnue et observabilité partielle
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Apprentissage : cas 1

m Structure prédéfinie, observabilité complete

+ On sait quelles variables interviennent et quelles variables
dépendent directement de quelles autres

¢ On cherche a déterminer les probabilités conditionnelles pour
chaque dépendance directe

¢ Toutes les variables (nceuds) sont directement observables

1. Estimation directe a partir des observations (maximum
de vraisemblance, MV ou ML)

2. Utilisation de a priori si les observations sont en
nombre trés réduit (maximum a posteriori, MAP)
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Apprentissage : cas 2

m Structure prédéfinie, observabilité partielle

¢ On sait quelles variables interviennent et quelles variables
dépendent directement de quelles autres

¢ On cherche a déterminer les probabilités conditionnelles pour
chaque dépendance directe

¢ Certaines variables (nceuds) ne sont pas observables

m Algorithme EM (expectation-maximization) :

1. Etape E : en considérant que les paramétres (probabilités
conditionnelles) correspondent a I'estimation courante,
appliquer I'algorithme d’inférence pour déterminer I'espérance
de chaque variable non observée

. Etape M : en considérant que les espérances calculées ont
été observées, estimer les parameétres (probabilités
conditionnelles) comme dans le cas 1 (approche MV ou MAP)
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Apprentissage : cas 3

m  Ensemble de nceuds prédéfini, structure inconnue et
observabilité compléte (voir [Hec95])

+ On sait quelles variables interviennent, mais on ne sait pas
guelles variables dépendent directement de quelles autres

¢ On cherche a déterminer les dépendances directes et les
probabilités conditionnelles pour chaque dépendance directe

+ Toutes les variables (nceuds) sont directement observables
= Exige
1. Une méthode de génération de structures candidates

2. Un critére de comparaison de graphes candidats (en général
P(D|G) ou P(G|D))

®m  Souvent la structure est partiellement connue
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Apprentissage : cas 4

m  Ensemble de nceuds prédéfini, structure inconnue et
observabilité partielle (voir [Hec95])

+ On connait une partie des variables qui interviennent mais
d’autres peuvent exister et on ne sait pas quelles variables
dépendent directement de quelles autres

¢ On cherche a déterminer les dépendances directes et les
probabilités conditionnelles pour chaque dépendance directe

+ Certaines variables (nceuds) ne sont pas observables

= EM structurel : a l'intérieur de EM, faire aussi une
recherche locale dans I'espace des structures

m La création de variables (nceuds) intermédiaires peut
aider a factoriser les dépendances
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Exemple : prédiction

m Sachant que fa & —in, déterminer Be(ab) = P(ab|fa,-in)

Indigestion

Lumiére Chien
allumée dehors

Aboiement
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Exemple : quelle explication

m Sachant que ab, qui de fa et in est la plus probable ?
Et si en plus -la ?

Indigestion

Lumiére Chien
allumée dehors

Aboiement
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Exemple : quelle information chercher

= Pour réduire 'ambiguité concernant fa, il vaut mieux se
renseigner sur la ou sur ab ?

Indigestion

Lumiere Chien
allumée dehors

Aboiement
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