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A Critique of the Foundations of
Hoare Style Programming Logics

«Abstract.
[...] Several popular rules in the Hoare language are, in fact, not
sound. These rules have been accepted because they have not been
subjected to sufficiently strong standards of correctness.
[...] Convenient and elegant rules for reasoning about certain pro-
gramming constructs will probably require a more flexible notation
than Hoare’s ».

[O’Donnell, 1982]
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A Critique of the Foundations of
Hoare Style Programming Logics

«Conclusion.
[...] The problem seems to be that partial correctness reasoning in
the Hoare language is very natural for programs with only condi-
tionals and loops for control structures, but not for programs with
defined functions and/or Gotos.
Goto commands destroy the Hoare style analysis of programs by
structural induction [...]. Goto commands are handled very natu-
rally in the Floyd style of reasoning. »

[O’Donnell, 1982]

3



The Craft of Programming

« 4.2.3 Inference for goto’s and Labels

We now describe the extension of specification logic to encompass
goto statements and labels. The basic idea behind this extension
was first presented in [Clint and Hoare, 1972]. To avoid a full-
fledged exposition of continuation semantics, which is beyond the
scope of this book, our description will be somewhat informal.
[...] »

[Reynolds, 1981]
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The Craft of Programming

« 4.2.3 Inference for goto’s and Labels

We now describe the extension of specification logic to encompass
goto statements and labels. The basic idea behind this extension
was first presented in [Clint and Hoare, 1972]. To avoid a full-
fledged exposition of continuation semantics, which is beyond the
scope of this book, our description will be somewhat informal.
[...] »

[Reynolds, 1981]

« Although we have not formalized the treatment of goto’s and
labels in separation logic (or Hoare logic), it is essentially straight-
forward (except for jumps out of blocks or procedure bodies). »

[Reynolds, 2008]
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Mécanismes de contrôle

• locaux
− goto

• non-locaux sans copie de pile
− sortie « brutale » de bloc/boucle/fonction : exit/break/return
− sauts non-locaux : setjmp/longjmp (C)
− exceptions

• non-locaux avec copie de pile
− générateurs (Icon, 	 , C#)
− getcontext/setcontext (POSIX/C)
− coroutines (Simula-67, Modula-2, 	 , Lua)

• non-locaux hors discipline de pile
− continuations : callcc/throw (Scheme, SML/NJ)
− continuations délimitées : shift/reset (Scala)

6



Mécanismes de contrôle

• locaux
− goto

• non-locaux sans copie de pile
− sortie « brutale » de bloc/boucle/fonction : exit/break/return
− sauts non-locaux : setjmp/longjmp (C)
− exceptions

• non-locaux avec copie de pile
− générateurs (Icon, 	 , C#)
− getcontext/setcontext (POSIX/C)
− coroutines (Simula-67, Modula-2, 	 , Lua)

• non-locaux hors discipline de pile
− continuations : callcc/throw (Scheme, SML/NJ)
− continuations délimitées : shift/reset (Scala)

7



Mécanismes de contrôle

• locaux
− goto

• non-locaux sans copie de pile
− sortie « brutale » de bloc/boucle/fonction : exit/break/return
− sauts non-locaux : setjmp/longjmp (C)
− exceptions

• non-locaux avec copie de pile
− générateurs (Icon, 	 , C#)
− getcontext/setcontext (POSIX/C)
− coroutines (Simula-67, Modula-2, 	 , Lua)

• non-locaux hors discipline de pile
− continuations : callcc/throw (Scheme, SML/NJ)
− continuations délimitées : shift/reset (Scala)

8



Mécanismes de contrôle

• locaux
− goto

• non-locaux sans copie de pile
− sortie « brutale » de bloc/boucle/fonction : exit/break/return
− sauts non-locaux : setjmp/longjmp (C)
− exceptions

• non-locaux avec copie de pile
− générateurs (Icon, 	 , C#)
− getcontext/setcontext (POSIX/C)
− coroutines (Simula-67, Modula-2, 	 , Lua)

• non-locaux hors discipline de pile
− continuations : callcc/throw (Scheme, SML/NJ)
− continuations délimitées : shift/reset (Scala)

9



Du « goto » au « callcc »

L’ancêtre de callcc est l’opérateur J de [Landin, 1965b] dont le rôle était de
permettre une traduction fonctionnelle en style directe (sans continuations
explicites) du goto de Algol 60 [Landin, 1965a].

Le callcc donne un contenu calculatoire au raisonnement par l’absurde.

Références

• [Landin, 1965a] “A correspondence between ALGOL 60 and Church’s
Lambda-notation”

• [Landin, 1965b] “A Generalization of Jumps and Labels”
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Correspondance entre preuves et programmes

Isomorphisme de Curry-Howard :

formule � type/spécification

preuve � programme

normalisation � évaluation

Applications :

• Contenu calculatoire des preuves

• Implantation des assistants de preuve

• Conception de systèmes de types statiques

• Cadre formel pour des « logiques de programmes »

13



Correspondance entre preuves et programmes

Isomorphisme de Curry-Howard :

formule � type/spécification

preuve � programme

normalisation � évaluation

Applications :

• Contenu calculatoire des preuves

• Implantation des assistants de preuve

• Conception de systèmes de types statiques

• Cadre formel pour des « logiques de programmes »

14



Correspondance entre preuves et programmes

Isomorphisme de Curry-Howard :

formule � type/spécification

preuve � programme

normalisation � évaluation

Applications :

• Contenu calculatoire des preuves

• Implantation des assistants de preuve

• Conception de systèmes de types statiques

• Cadre formel pour des « logiques de programmes »

15



Correspondance entre preuves et programmes

Isomorphisme de Curry-Howard :

formule � type/spécification

preuve � programme

normalisation � évaluation

Applications :

• Contenu calculatoire des preuves

• Implantation des assistants de preuve

• Conception de systèmes de types statiques

• Cadre formel pour des « logiques de programmes »

16



Correspondance entre formules et types

(a) fonction
(a) produit

(a) unit
(b, d) polymorphisme

(a, d)produit dépendant

→

∧ ∨

⊤ ⊥

∀2 ∃2

∀ ∃

somme disjointe (a)
void (a)
type abstrait (b, d)
somme dépendante (a, d)

⊥ (c)
⌣

Où _⊥ représente :

• la dualité et la négation en logique classique
la négation permet de typer les continuations de première classe

17



Correspondance entre formules et types

(a) fonction
(a) produit

(a) unit
(b, d) polymorphisme

(a, d)produit dépendant

→

∧ ∨

⊤ ⊥

∀2 ∃2

∀ ∃

somme disjointe (a)
void (a)
type abstrait (b, d)
somme dépendante (a, d)

⊥ (c)
⌣

Où _⊥ représente :

• la dualité et la négation en logique classique
la négation permet de typer les continuations de première classe

18



Correspondance entre formules et types
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(a) produit
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∧ ∨

⊤ ⊥
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∀ ∃
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⊥ (c)
⌣

Où _⊥ représente :

• la dualité et la négation en logique classique
la négation permet de typer les continuations de première classe

Références :
a) [Curry and Feys, 1958] [Howard, 1969]
b) [Girard, 1972] [Reynolds, 1974] [Mitchell and Plotkin, 1985]
c) [Griffin, 1990] [Murthy, 1990]
d) [Leivant, 1990] [Krivine and Parigot, 1990] [Parigot, 1992] ...
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Objectif

Revisiter le travail de Landin à la lumière de l’interprétation calculatoire de la
logique classique.

Définir :

• un système de types dépendants classique pour un langage impératif
(avec variables mutables, commandes, séquences, boucles...) par traduc-
tion dans un système de types dépendants classique fonctionnel.

et obtenir :

• une logique de programmes en style direct pour un langage impératif
d’ordre supérieur avec mécanismes de contrôle.
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Vue d’ensemble

ISc

IDc

ID

FDc

FSc

FS

FD

IS

⋆

◦

κ
κ

⋆

◦

κ

•

•

•

•

•

••

•

κ

⋆

⋆

I: imperatif. F: fonctionnel. ⋆ : traduction de I vers F
D: dépendant. S: simple. κ : effacement de D vers S
_c: classique. ◦ : ¬¬-traduction
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Langages et systèmes de types

ID/FD. Arithmétique de Heyting (en fait M1LP [Leivant, 1990]);

IDc/FDc. Arithmétique de Peano;

F. Système T de Gödel (en appel par valeur);

Fc. Système T de Gödel + callcc/throw (en appel par valeur);

I. Loop
ω [Crolard et al., 2009];

Ic. Loop
ω + sauts non-locaux.
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Loop
ω: un langage impératif « pur »

Une version impérative du Système T de Gödel :

• une extension du langage Loop [Meyer and Ritchie, 1976] avec des pro-
cédures d’ordre supérieur et des variables procédurales ;

• une sémantique simple sans adresses mémoire [Donahue, 1977];

• un système de types pseudo-dynamique [Morrisett et al., 1999];

• un système de types dépendants [Xi, 2000].
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Loop
ω – syntaxe

(commande) c ::= {s}xO

| for y6 0 until e {s}xO
| p(eO ; yO ) | inc(y) | dec(y)

| yO 6 e

(séquence) s ::= ε

| c ; s

| cst y = e; s

| var y6 e; s

(procédure anonyme) a ::= proc (in yO ;out zO ) {s}zO

(expression) e ::= y | a | q̄ | ∗ | (e1,	 , en)

(procédure) p ::= y | a
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Loop
ω – remarques

• Annotations de blocs : pour un bloc {s}xO , les variables xO correspon-
dent aux variables mutables libres qui apparaissent dans la séquence s
(elles peuvent être inférées automatiquement).

• Pas d’alias : dans un appel de procédure p(eO ; yO ) les yi doivent être
deux à deux disjoints.

• Pas de « backpatching » : les variables mutables globales ne sont pas
autorisées dans le corps d’une procédure. Le bloc suivant (qui définit un
point fixe) est donc illégal :
{

var f : proc (out int) := proc (out x : int){ fix (x ); }x;
fix := f ;

}fix

25



Loop
ω – remarques

• Annotations de blocs : pour un bloc {s}xO , les variables xO correspon-
dent aux variables mutables libres qui apparaissent dans la séquence s
(elles peuvent être inférées automatiquement).

• Pas d’alias : dans un appel de procédure p(eO ; yO ) les yi doivent être
deux à deux disjoints.

• Pas de « backpatching » : les variables mutables globales ne sont pas
autorisées dans le corps d’une procédure. Le bloc suivant (qui définit un
point fixe) est donc illégal :
{

var f : proc (out int) := proc (out x : int){ fix (x ); }x;
fix := f ;

}fix

26



Loop
ω – remarques

• Annotations de blocs : pour un bloc {s}xO , les variables xO correspon-
dent aux variables mutables libres qui apparaissent dans la séquence s
(elles peuvent être inférées automatiquement).

• Pas d’alias : dans un appel de procédure p(eO ; yO ) les yi doivent être
deux à deux disjoints.

• Pas de « backpatching » : les variables mutables globales ne sont pas
autorisées dans le corps d’une procédure. Le bloc suivant (qui définit un
point fixe) est donc illégal :
{

var f : proc (out int) := proc (out x : int){ fix (x ); }x;
fix := f ;

}fix

27



Loop
ω – variables mutables globales

• Pas d’effets de bord : les variables globales mutables sont simulées
par un passage d’état explicite (state passing style), sous forme de
paramètres supplémentaires passés à la fois en in et out.

Pour alléger la syntaxe, on introduit les abréviations suivantes :

proc(in xO ;out yO )zO {s}yO ,zO = proc(in xO , zO ′;out yO , zO ){zO 6 zO ′; s}yO ,zO

p(eO ; yO )zO = p(eO , zO ; yO , zO )
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Loop
ω – fonction d’Ackermann

cst Ack =proc (in M, N ;out Z) {

var G6 proc (in Y ;out P ) {
P 6 Y ;
inc(P );

}P ;

for I6 0 until M {
cst H = G;

G6 proc (in Y ;out P ) {
P 6 2;
for J 6 0 until Y {

H(P ; P );
}P ;

}P ;

}G;

G(N ; Z);
}Z
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Loop
ω – sémantique transitionnelle (1)

• un état est une paire (s, µ), où s est une séquence et µ une mémoire ;

• la mémoire µ associe une expression close à chaque variable mutable.

(({}zO ; s), µ)� (s, µ)

(s1, µ)� (s1
′ , µ′)

(({s1}zO ; s2), µ)� (({s1
′}zO ; s2), µ′)

((var y6 e; ε), µ)� (ε, µ)

e =µ w (s, (µ, y←w))� (s′, (µ′, y←w ′))

((var y6 e; s), µ)� ((var y6 w ′; s′), µ′)

e =µ w

((cst y = e; s), µ)� (s[y←w], µ)
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Loop
ω – sémantique transitionnelle (2)

e =µ wO

((yO 6 e; s), µ)� (s, µ[yO ←wO ])

µ(y)= q̄

((inc(y); s), µ)� ((y6 q +1; s), µ)

µ(y) = q̄

((dec(y); s), µ)� ((y6 q –̇ 1; s), µ)

eO =µ wO p =µproc (in yO ;out zO ){s′}zO
((p(eO ; rO ); s), µ)� (({s′[yO ←wO ][zO 
 rO ]}rO ; s), µ[rO ←∗ ])

e =µ 0̄

((for y6 0 until e {s}zO ; s′), µ)� (s′, µ)

e =µ q + 1

((for y6 0 until e {s}zO ; s′), µ)� (({for y6 0 until q̄ {s}zO ; s[y← q̄ ]}zO ; s′), µ)
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Système T de Gödel (en appel par valeur)

(termes) (valeurs) (contextes)
t ::= x

| 0
| S(t)
| pred(t)
| t1 t2
| λx.t

| (t1,	 , tn)
| let (x1,	 , xn) = t1 in t2
| rec(t1, t2, t3)

v ::= x

| 0
| S(v)
| (v1,	 , vn)
| λx.t

C[ ] ::= [ ]
| C[ ] t

| v C[ ]
| S(C[ ])
| pred(C[ ])
| rec(C[ ], t2, t3)
| rec(v1, C[ ], t3)
| rec(v1, v2,C[ ])
| (v1,	 vi−1, C[ ], ti+1	 , tn)
| let (x1,	 , xn) = C[ ] in t

(règles d’évaluation) C[λx.t v]  C[t[v/x]]

C[pred(0)]  C[0]

C[pred(S(v))]  C[v]

C[rec(0, v2, λx.λy.t)]  C[v2]

C[rec(S(v1), v2, λx.λy.t)]  C[λx.λy.t v1 rec(v1, v2, λx.λy.t)]

C[let (x1,	 , xn) = (v1,	 , vn) in t]  C[t[v1/x1,	 , vn/xn]]
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Traduction de I vers F

− n̄⋆ =Sn(0) (expressions)

− y⋆ = y

− (e1,	 , en)⋆ = (e1
⋆,	 , en

⋆)

− (proc (in yO ;out zO ){s}zO )⋆ =λyO .(s)zO⋆ [()O /zO ]

− (ε)xO⋆ =xO (séquences)

− (var y6 e; s)xO⋆ = (s)xO⋆ [e⋆/y]

− (cst y= e; s)xO⋆ = let y= e⋆ in (s)xO⋆
− (yO 6 e; s)xO⋆ = let yO = e⋆ in (s)xO⋆
− (inc(y); s)xO⋆ = let y= succ(y) in (s)xO⋆
− (dec(y); s)xO⋆ = let y=pred(y) in (s)xO⋆
− (p(eO ; zO ); s)xO⋆ = let zO = p⋆ eO ⋆ in (s)xO⋆
− ({s1}zO ; s2)xO⋆ = let zO = (s1)zO⋆ in (s2)xO⋆
− (for y6 0 until e {s1}zO ; s2)xO⋆ = let zO = rec(e⋆, zO , λy.λzO .(s1)zO⋆) in (s2)xO⋆
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Exemple : la fonction d’Ackermann

val Ack = fn (M , N ) =>

let val G = fn (Y ) =>

let val P = Y
val P = succ(P)

in P end
val G = rec (M , G, fn I => fn (G) =>

let val H = G
val G = fn (Y ) =>

let val P = 2
val P = rec (Y , P, fn J => fn (P) =>

let val P = H (P)

in P end)
in P end

in G end)
val Z = G(N )

in Z end
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Simulation pas-à-pas

Théorème. Pour tout état (s, µ), ce diagramme commute (où xO = dom(µ)) :

(s, µ) � (s′, µ′)

↓ ⋆ ↓ ⋆

(s)xO⋆ [µ(xO )⋆/xO ]  (s′)xO⋆ [µ′(xO )⋆/xO ]

Démonstration. [Crolard et al., 2009] �

Remarque.

• La mémoire mutable est simulée simplement par la meta-substitution.

• La stratégie d’évaluation en appel par valeur est implicite dans la syn-
taxe impérative de Loop

ω (séquence explicite et imbrication des appels
de procédure impossible).
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Systèmes de types simples

ISc

IDc

ID

FDc

FSc

FS

FD

IS

⋆

◦

κ
κ

⋆

◦

κ

•

•

•

•

•

••

•

κ

⋆

⋆

I: imperatif. F: fonctionnel. ⋆ : traduction de I vers F
D: dépendant. S: simple. κ : effacement de D vers S
_c: classique. ◦ : ¬¬-traduction
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Système de types fonctionnel simple FS
σ, τ ::= nat

| unit
| σ→ τ

| τ1×	 × τn

Γ⊢ t: τ

x: τ ∈Γ

Γ⊢x: τ
Γ⊢ 0:nat

Γ⊢ t:nat

Γ⊢pred(t):nat

Γ⊢ t:nat

Γ⊢S(t):nat

Γ⊢ t1: τ1 	 Γ⊢ tn: τn

Γ⊢ (t1,	 , tn): τ1×	 × τn

Γ, x1: τ1,	 , xn: τn⊢ t: τ Γ⊢u: τ1×	 × τn

Γ⊢ let (x1,	 , xn) = u in t: τ

Γ, x: σ ⊢ t: τ

Γ⊢λx.t : σ→ τ

Γ⊢ t1: σ→ τ Γ⊢ t2: σ

Γ⊢ t1 t2 : τ

Γ⊢ t1:nat Γ⊢ t2: τ Γ, x:nat, y: τ ⊢ t3: τ

Γ⊢ rec(t1, t2, λx.λy.t3): τ
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Système de types impératif simple IS

Exemple :

séquence s image de s par ⋆

x6 a; let x= a⋆ in

x6 b; let x= b⋆ in

p(c;x); let x= p⋆ c⋆ in

inc(x); let x= succ(x) in	 	
Le terme fonctionnel est typable si a⋆, b⋆ le sont et p⋆ c⋆ est de type nat .
Pourquoi la séquence impérative s ne serait-elle pas typable ?

Cette remarque suggère un système de types impératif pseudo-dynamique.
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Système de type pseudo-dynamique

σ, τ ::= nat | unit | proc (in σO ;out τO ) | (τ1,	 , τn)

Γ; Ω⊢ e: τ (expressions)

x: τ ∈Γ; Ω

Γ; Ω⊢x: τ

Γ; Ω⊢ ∗ :unit Γ; Ω⊢ q̄ :nat

Γ; Ω⊢ e1: τ1 	 Γ; Ω⊢ en: τn

Γ; Ω⊢ (e1,	 , en): (τ1,	 , τn)

Γ, yO : σO ; zO :unit⊢ s ⊲zO : τO
Γ; Ω⊢proc (in yO ;out zO ){s}zO :proc (in σO ;out τO )
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Γ; Ω⊢ s⊲Ω′ (séquences)

Γ;Ω, Ω′⊢ ε ⊲Ω′

Γ; Ω, xO : σO ⊢ c ⊲xO : τO Γ; xO : τO , Ω⊢ s ⊲Ω′

Γ; Ω, xO : σO ⊢ c; s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ e: τ Γ, y: τ ; Ω⊢ s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ cst y = e; s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ e: τ Γ; Ω, y: τ ⊢ s ⊲Ω′ y � Ω′

Γ; Ω⊢var y6 e; s ⊲Ω′

Γ;Ω, yO : σO ⊢ e: τO Γ; Ω, yO : τO ⊢ s ⊲Ω′

Γ;Ω, yO : σO ⊢ yO 6 e; s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ s⊲Ω′ (commandes)
Γ; Ω, y: σ ⊢ e: τ

Γ;Ω, y: σ ⊢ y6 e ⊲ y: τ

Γ; xO : σO ⊢ s ⊲xO : τO
Γ; Ω, xO : σO ⊢ {s}xO ⊲xO : τO

Γ; Ω, y:nat⊢ inc(y) ⊲ y:nat Γ; Ω, y:nat⊢dec(y) ⊲ y:nat

Γ; Ω, xO : σO ⊢ e:nat Γ, y:nat; xO : σO ⊢ s ⊲xO : σO

Γ; Ω, xO : σO ⊢ for y6 0 until e {s}xO ⊲xO : σO

Γ; Ω, rO : ωO ⊢ p:proc (in σO ;out τO ) Γ; Ω, rO : ωO ⊢ eO : σO

Γ; Ω, rO : ωO ⊢ p(eO ; rO ) ⊲rO : τO

40



Systèmes de types dépendants
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Système de types dépendants fonctionnel (1)

Système de types dépendants fonctionnel (à la Leivant-Krivine) paramétré par
un système équationnel E (contenant les définitions de p,+ ,× ).

τ ::= nat(n)
| (n=m)
| ∀ıO (τ1⇒ τ2)
| ∃ıO (τ1∧	 ∧ τn)

(cas particuliers)

∀i(nat(i)⇒ τ )
∃i(nat(i)∧ τ )

Γ⊢ t: τ

x: τ ∈Γ

Γ⊢ x: τ
Γ⊢ 0:nat(0)

Γ⊢ t:nat(n)

Γ⊢S(t):nat(s(n))

Γ⊢ t:nat(n)

Γ⊢pred(t):nat(p(n))
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Système de types dépendants fonctionnel (2)

Γ⊢ t1:∀ıO (σ⇒ τ) Γ⊢ t2: σ[nO /ıO ]

Γ⊢ t1 t2 : τ [nO /ıO ]

Γ, x: τ ⊢ t: σ

Γ⊢λx.t : ∀ıO (τ⇒σ)
ıO � FV(Γ, τ)

Γ⊢ t1: τ1[nO /ıO ] 	 Γ⊢ tk: τk[nO /ıO ]

Γ⊢ (t1,	 , tk): ∃ıO (τ1∧	 ∧ τk)

Γ, x1: τ1,	 , xk: τk⊢ t: τ Γ⊢u: ∃ıO (τ1∧	 ∧ τk)

Γ⊢ let (x1,	 , xk)= u in t: τ
ıO � FV(Γ, τ)

Γ⊢ t1:nat(n) Γ⊢ t2: τ [0/i] Γ, x:nat(i), y: τ ⊢ t3: τ [s(i)/i]

Γ⊢ rec(t1, t2, λx.λy.t3): τ [n/i]
i � FV(Γ)

⊢E n = m

Γ⊢ (): (n = m)

Γ⊢ t: τ [n/i] Γ⊢u: (n = m)

Γ⊢ t: τ [m/i]
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La fonction d’Ackermann

À partir des équations :

(a1) a(0, n) = s(n)
(a2) a(s(z), 0) = s(s(0))
(a3) a(s(z), s(u)) = a(z, a(s(z), u))

on peut dériver la totalité de a dans FD:

ack : ∀m(nat(m)⇒∀n(nat(n)⇒nat(a(m,n))))

où ack = λx.rec(x, λy.S(y), λi.λf.λy.rec(y, S(S(0)), λj.λk.(f k)))
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Propriétés importantes de FD

Tirées de [Leivant, 1990] :

Préservation du typage : Si Γ⊢ t:σ dans FD et t t′ alors Γ⊢ t′:σ.

Théorème de représentation : Etant donné un système équationnel E et un
symbole de fonction n-aire f, si ⊢E t: ∀nO .nat(nO ) ⇒ nat(f(nO )) est dérivable
dans FD alors t représente f (c’est-à-dire: t q̄ ⋆ f(q) pour tout entier q).
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Système de types dépendants impératif (1)

σ, τ ::= nat(n) | n=m | proc ∀ıO (in τO ; out σO ) | ∃O (τ1,	 , τn)

Γ; Ω⊢ e: τ (expressions)

Γ; Ω⊢ e: τ [n/i] Γ; Ω⊢ e′: n = m

Γ; Ω⊢ e: τ [m/i]

⊢E n = m

Γ;Ω⊢ ∗ : n = m

x: τ ∈Γ; Ω

Γ; Ω⊢x: τ

Γ; Ω⊢ q̄ :nat(sq(0))

Γ;Ω⊢ e1: τ1[nO /O ] 	 Γ; Ω⊢ en: τn[nO /O ]

Γ; Ω⊢ (e1,	 , en): ∃O (τ1,	 , τn)

zO � ∅ Γ, yO : σO ; zO :⊤O ⊢ s ⊲zO : τO

Γ; Ω⊢proc (in yO ;out zO ){s}zO :proc ∀ıO (in σO ;out τO )
ιO � FV(Γ)

46



Système de types dépendants impératif (1)

σ, τ ::= nat(n) | n=m | proc ∀ıO (in τO ; out σO ) | ∃O (τ1,	 , τn)

Γ; Ω⊢ e: τ (expressions)

Γ; Ω⊢ e: τ [n/i] Γ; Ω⊢ e′: n = m

Γ; Ω⊢ e: τ [m/i]

⊢E n = m

Γ;Ω⊢ ∗ : n = m

x: τ ∈Γ; Ω

Γ; Ω⊢x: τ

Γ; Ω⊢ q̄ :nat(sq(0))

Γ;Ω⊢ e1: τ1[nO /O ] 	 Γ; Ω⊢ en: τn[nO /O ]

Γ; Ω⊢ (e1,	 , en): ∃O (τ1,	 , τn)

zO � ∅ Γ, yO : σO ; zO :⊤O ⊢ s ⊲zO : τO

Γ; Ω⊢proc (in yO ;out zO ){s}zO :proc ∀ıO (in σO ;out τO )
ιO � FV(Γ)
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Système de types dépendants impératif (2)

Γ; Ω⊢ s⊲Ω′ (séquences)

Γ; Ω⊢ s ⊲Ω′[n/i] Γ; Ω⊢ e: n = m

Γ;Ω⊢ s ⊲Ω′[m/i]

Γ; Ω, Ω′⊢ ε ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ e: τ Γ, y: τ ; Ω⊢ s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ cst y = e; s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ e: τ Γ; Ω, y: τ ⊢ s ⊲Ω′ y � Ω′

Γ; Ω⊢var y6 e; s ⊲Ω′

Γ; Ω, xO : σO ⊢ c ⊲xO : τO Γ; Ω, xO : τO ⊢ s ⊲Ω′

Γ; Ω, xO : σO ⊢ c; s ⊲Ω′

Γ;Ω, xO : σO ⊢ e ⊲∃O . xO : τO Γ; Ω, xO : τO ⊢ s ⊲Ω′

Γ; Ω, xO : σO ⊢xO 6 e; s ⊲Ω′
O � FV(Γ, Ω, Ω′)
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Système de types dépendants impératif (2)

Γ; Ω⊢ s⊲Ω′ (séquences)

Γ; Ω⊢ s ⊲Ω′[n/i] Γ; Ω⊢ e: n = m

Γ;Ω⊢ s ⊲Ω′[m/i]

Γ; Ω, Ω′⊢ ε ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ e: τ Γ, y: τ ; Ω⊢ s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ cst y = e; s ⊲Ω′

Γ; Ω⊢ e: τ Γ; Ω, y: τ ⊢ s ⊲Ω′ y � Ω′

Γ; Ω⊢var y6 e; s ⊲Ω′

Γ; Ω, xO : σO ⊢ c ⊲xO : τO Γ; Ω, xO : τO ⊢ s ⊲Ω′

Γ; Ω, xO : σO ⊢ c; s ⊲Ω′

Γ;Ω, xO : σO ⊢ e ⊲∃O . xO : τO Γ; Ω, xO : τO ⊢ s ⊲Ω′
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O � FV(Γ, Ω, Ω′)
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Système de types dépendants impératif (3)

Γ; Ω⊢ c⊲Ω′ (commandes)

Γ; Ω, y: σ ⊢ e: τ

Γ; Ω, y: σ ⊢ y6 e ⊲ y: τ

Γ; xO : τO ⊢ s ⊲xO : σO
Γ; Ω, xO : τO ⊢ {s}xO ⊲xO : σO

Γ; Ω, y:nat(n)⊢ inc(y) ⊲ y:nat(s(n))

Γ; Ω, y:nat(n)⊢dec(y) ⊲ y:nat(p(n))

Γ; Ω, xO : σO [0/i]⊢ e:nat(n) Γ, y:nat(i); xO : σO ⊢ s ⊲xO : σO [s(i)/i]

Γ; Ω, xO : σO [0/i]⊢ for y6 0 until e {s}xO ⊲xO : σO [n/i]
i � FV(Γ)

Γ; Ω, rO : ωO ⊢ p:proc ∀ıO (in σO ;out τO ) Γ; Ω, rO : ωO ⊢ eO : σO [nO /ıO ]

Γ; Ω, rO : ωO ⊢ p(eO ; rO ) ⊲rO : τO [nO /ıO ]
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Système de types dépendants impératif (3)
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Γ; Ω, xO : σO [0/i]⊢ e:nat(n) Γ, y:nat(i); xO : σO ⊢ s ⊲xO : σO [s(i)/i]

Γ; Ω, xO : σO [0/i]⊢ for y6 0 until e {s}xO ⊲xO : σO [n/i]
i � FV(Γ)
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Γ; Ω, rO : ωO ⊢ p(eO ; rO ) ⊲rO : τO [nO /ıO ]
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Typage de la procédure Ack dans ID

cst Ack =proc (in M, N ;out Z) { − (M :nat(m), N :nat(n))[Z:⊤]
|

var G6 proc (in Y ;out P ) { | − (Y :nat(y))[P :⊤]
P 6 Y ; | | [P :nat(y)]
inc(P ); | | [P :nat(s(y))]

}P ; | [G:proc ∀y(in nat(y);out nat(a(0, y)))] by (a1)
|

for I6 0 until M { | − (I:nat(i))[G:proc ∀y(in nat(y);out nat(a(i, y)))]
cst H = G; | | (H:proc ∀y(in nat(y);out nat(a(i, y))))

| |
G6 proc (in Y ;out P ) { | | − (Y :nat(y))[P :⊤]

P 6 2; | | | [P :nat(a(s(i), 0))] by (a2)
for J 6 0 until Y { | | | − (J :nat(j))[P :nat(a(s(i), j))]

H(P ; P ); | | | | [P :nat(a(s(i), s(j)))] by (a3)
}P ; | | | [P :nat(a(s(i), y)))]

}P ; | | [G:proc ∀y(in nat(y);out nat(a(s(i), y))))]
| |

}G; | [G:proc ∀y(in nat(y);out nat(a(m, y)))]
|

G(N ; Z); | [Z:a(m, n)]
}Z (Ack:proc ∀m, n(in nat(m),nat(n);out nat(a(m, n))))
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Traduction de ID vers FD

Traduction des types dépendants

• (t=u)⋆ = (t=u)

• (nat(u))⋆ =nat(u)

• (proc ∀ıO (in τO ;out σO ))⋆ = ∀ıO (τO ⋆⇒σO ⋆)

• (∃O (τ1,	 , τn))⋆ = ∃O (τ1
⋆∧	 ∧ τn

⋆)

Théorème. (la traduction ⋆ préserve le typage). Pour tous environnements Γ
et Ω, toute expression e, toute séquence s, on a :

− Γ; Ω⊢ e: τ dans ID implique Γ⋆,Ω⋆⊢ e⋆: τ⋆ in FD.

− Γ; Ω⊢ s⊲xO :σO dans ID implique Γ⋆,Ω⋆⊢ (s)xO⋆ :σO ⋆ dans FD.

Corollaire. (théorème de représentation pour ID). Étant donné un système
équationnel E et un symbole de fonction n-aire f, si on peut dériver dans ID
⊢ p:proc ∀nO (in nat(nO );out nat(f(nO ))) alors p représente f.
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Mécanismes de contrôle

ISc

IDc

ID

FDc

FSc

FS

FD

IS

⋆

◦

κ
κ

⋆

◦

κ

•

•

•

•

•

••

•

κ

⋆

⋆

I: impératif. F: fonctionnel. ⋆ : traduction de I vers F
D: dépendant. S: simple. κ : effacement de D vers S
_c: classique. ◦ : ¬¬-traduction
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Le système FDc

On se donne une constante propositionnelle « absurde » notée ⊥, et on définit
la négation ¬ϕ comme un abréviation pour ϕ⇒⊥.

On étend ensuite FD avec deux constantes callcc et throw typées ainsi :

callcc : (¬ϕ⇒ ϕ)⇒ ϕ

throw : (¬ϕ∧ ϕ)⇒ ψ

La sémantique de callcc et throw est donnée par une traduction CPS (et une
¬¬-traduction au niveau des types) dans [Crolard and Polonowski, 2010].

Remarque. Il est aussi possible d’en donner une sémantique contextuelle, ou
sous forme de machine abstraite.
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Sauts non-locaux

On étend I avec void , ¬ et deux constantes procédurales :

callcc : proc (in proc (in ¬σO ;out σO );out σO )

throw : proc (in ¬σO , σO ;out τO )

On peut alors définir des macros impératives qui se traduisent par ⋆ ainsi :

k: {s}zO⋆ = callcc λk.{s}zO⋆
jump(k, eO )⋆ = throw (k, eO ⋆)

Remarque.

• jump saute à la fin du bloc ayant le label k (permet de simuler exit)

• mais les labels sont des citoyens de première classe et jump est donc
plus général qu’une instruction exit.
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Continuations délimitées

Les types fonctionnels de [Danvy and Filinski, 1989] vus comme des formules
classiques (où α/δ→ γ/β est interprété par α∧¬β⇒ γ ∧¬δ) :

reset : (¬α⇒ γ ∧¬γ)∧¬δ⇒α∧¬δ

shift : ((α∧¬β⇒ γ ∧¬β)∧¬δ⇒ ε∧¬ε)∧¬δ⇒α∧¬γ

Ces types proviennent de l’encodage de shift/reset [Filinski, 1994] à partir de
callcc/throw et d’une variable globale mutable (pour la meta-continuation).

Les versions impératives de shift/reset ont les types suivants :

reset : proc(in proc(in ¬α; out γ,¬γ),¬δ; out α,¬δ)

shift : proc(in proc(in proc(in α,¬β;out γ,¬β),¬δ; out ǫ,¬ǫ),¬δ; out α,¬γ)

57



Encodage impératif de shift/reset

cst reset = proc(in p; out r)mk{

k: {

cst m = mk ;

mk 6 proc(in r;out z){ jump (k, r, m)z; }z;

var y; p(; y)mk ; jump (mk , y)r,mk ;

}r,mk ;

}r,mk ;

cst shift = proc(in p; out r)mk{

k: {

cst q = proc q(in v; out r)mk{

reset (proc(out z)mk{ jump (k, v,mk )z,mk ; }z,mk ; r)mk ;

}r,mk ;

var y; p(q; y)mk ; jump (mk , y)r,mk ;

}r,mk ;

}r,mk
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Exemple
Problème :

• Comment prouver la correction de l’exemple suivant [Wadler, 1994] ?

let g = (reset (if (shift λf.f ) then 2 else 3))
in (g True) + (g False)

Informellement :

• “Here f (and hence g) is bound to the function that returns 2 if passed
True, and 3 if passed False, hence the value of the given term is 5.”

Formellement :

• Traduire l’expression en un programme impératif.

• Dériver la spécification attendue dans IDc.
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Logique de Floyd-Hoare

Plonger une logique de Floyd-Hoare dans ID se fait directement, le jugement :

Γ; Ω⊢ {ϕ}s{ψ}

devient (où assert est une variable globale fixée) :

Γ; Ω, assert : ϕ⊢ s⊲Ω, assert : ψ

La règle de conséquence :

Γ,Ω⊢ ϕ′⇒ ϕ Γ; Ω⊢ {ϕ}s{ψ} Γ,Ω⊢ ψ⇒ ψ ′

Γ; Ω⊢{ϕ′}s{ψ ′}

est dérivable si ϕ′⇒ ϕ et ψ⇒ ψ ′ sont négatives (sans contenu calculatoire).

Le cas classique (IDc) est plus délicat : il faut utiliser une modalité pour isoler
le raisonnement classique ayant un contenu calculatoire [Thielecke, 2008].

60



Correspondance entre formules et types

fonction
produit

unit
polymorphisme

produit dépendant

→ −

∧ ∨

⊤ ⊥

∀2 ∃2

∀ ∃

coroutine
somme disjointe
void
type abstrait
somme dépendante

⊥

⌣

Où _⊥ représente :

• la dualité et la négation en logique classique
la négation permet de typer les continuations de première classe.
(la soustraction est alors définissable par A−B≡A∧¬B)

• la dualité en logique intuitionniste
(symmétrie syntaxique et dualité sémantique)
la soustraction permet de typer des coroutines de première classe.
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Correspondance entre formules et types

fonction
produit

unit
polymorphisme

produit dépendant

→ −

∧ ∨

⊤ ⊥

∀2 ∃2

∀ ∃

coroutine
somme disjointe
void
type abstrait
somme dépendante

⊥

⌣

Où _⊥ représente :

• la dualité et la négation en logique classique
la négation permet de typer les continuations de première classe.
(la soustraction est alors définissable par A−B≡A∧¬B)

• la dualité en logique intuitionniste
(symmétrie syntaxique et dualité sémantique)
la soustraction permet de typer des coroutines de première classe.

62



Correspondance entre formules et types

fonction
produit

unit
polymorphisme

produit dépendant

→ −

∧ ∨

⊤ ⊥

∀2 ∃2

∀ ∃

coroutine [Crolard, 2004]
somme disjointe
void
type abstrait
somme dépendante

⊥

⌣

Où _⊥ représente :

• la dualité et la négation en logique classique
la négation permet de typer les continuations de première classe.
(la soustraction est alors définissable par A−B≡A∧¬B)

• la dualité en logique intuitionniste
(symmétrie syntaxique et dualité sémantique)
la soustraction permet de typer des coroutines de première classe.
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Conclusion et perspectives

• Définir une sémantique transitionnelle directe de Loop
ω+labels/jumps

− sous forme d’une machine à environnement ;
− considérer les coroutines impératives , les générateurs	

• Considérer les extensions suivantes :
− structures de données : listes/tableaux, types inductifs (arbres)
− arithmétique du second ordre (modules et généricité)

• Étudier le plongement de la logique de Hoare (et la complétude).

• Les langages, les systèmes de types et la traduction ont été formalisés
sous forme de spécifications exécutables dans Isabelle/HOL et Twelf.
Projet : vérifier la meta-théorie (certainement avec Coq).

• Vérifier des exemples plus conséquents (comme same-fringe).
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La logique soustractive

Sémantique étudiée dans [Rauszer, 1974] :

• conservative sur la logique intuitionniste dans le cadre propositionnel ;

• conservative sur la logique à domaine constant (CDL) au premier ordre
(modèle de Kripke à domaine constant [Grzegorczyk, 1964]).

• CDL [Görnemann, 1971] correspond à la logique intuitionniste étendue
par le schéma DIS :

∀x(A(x)∨B)⊢∀x.A(x)∨B où x � FV(B)

• L’arithmétique soustractive est conservative sur HA (formulé comme
FD et en se limitant aux formules relativisées).

• Il n’existe pas de calcul des séquents conventionnel admettant l’élimi-
nation des coupures pour CDL [Lopez-Escobar, 1983].
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La logique soustractive

Sémantique étudiée dans [Rauszer, 1974] :

• conservative sur la logique intuitionniste dans le cadre propositionnel ;

• conservative sur la logique à domaine constant (CDL) au premier ordre
(modèle de Kripke à domaine constant [Grzegorczyk, 1964]).

• CDL [Görnemann, 1971] correspond à la logique intuitionniste étendue
par le schéma DIS :

∀x(A(x)∨B)⊢∀x.A(x)∨B où x � FV(B)

• L’arithmétique soustractive est conservative sur HA (formulé comme
FD et en se limitant aux formules relativisées).

• Il n’existe pas de calcul des séquents conventionnel admettant l’élimi-
nation des coupures pour CDL [Lopez-Escobar, 1983].� Notion de séquent à multiples conclusions et liens de dépendance.
Théorème d’élimination des coupures et interprétation calculatoire en
terme de coroutines dans [Crolard, 2004].
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Vue d’ensemble

logique classique
CND→∨∧

λµ→+×-calcul

ւ (2) (1)ց
logique intuitionniste logique classique

SND→∨∧ CND→∨∧−

λµ→+×-calcul sûr λµ→+×−-calcul

ց (3) (4)ւ

logique soustractive
SND→∨∧−

λµ→+×−-calcul sûr

(1) Définition de la soustraction en logique classique (A−B≡A∧¬B).
(2) Restriction de CND→∨∧ à la logique intuitionniste (resp. CDL).
(3) Extension de SND→∨∧ avec des règles contraintes pour la soustraction.
(4) Restriction duale de CND→∨∧− à la logique soustractive.
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Interprétation calculatoire

Dans le λµ-calcul :

• les labels sont des citoyens de seconde classe, mais les continuations de
première classe sont définissables :

callcc t= catch α (t λx.throw α x)

Dans le λµ-calcul sûr :

• callcc n’est pas définissable : des règles de visibilité imposent qu’à
chaque fil d’exécution corresponde un environnement propre (exacte-
ment comme dans les langages à pile, où la pile contient l’environne-
ment).

• une coroutine de première classe de type A − B contient alors (en plus
de la continuation qui accepte du B) un état local de type A qui sert à
construire l’environnement lors de l’invocation de la coroutine.
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Machine de Krivine pour le λ-calcul sûr

Syntaxe :
(term) t :6 x | λx.t | (t1 t2) | catch α t | throw α t

(env) E ∈ (var→ clos)× (µ-var→ stack)
(clos) c :6 〈t, E 〉
(stack) S :6 () | c : :S
(state) σ :6 [t, E ,S]

Relation de transition → entre états :

[x, E ,S] → [t, E ′,S] où 〈t, E ′〉= Eλ(x)
[λx.t, E , c : :S] → [t, ({Eλ, x= c}, Eµ),S]
[(t u), E ,S] → [t, E , 〈u, E 〉: :S]

[catch α t, E ,S] → [t, (Eλ, Eµ
′ ),S] où Eµ

′ = {Eµ, α=S}

[throw α t, E ,S] → [t, (Eλ, Eµ),S ′] où S ′= Eµ(α)
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Machine de De Groote pour le λµ-calcul sûr

Syntaxe :
(term) t :6 x | λx.t | (t1 t2) | catch α t | throw α t

(env) E ∈ (var→ clos)× (µ-var→ stack)
(clos) c :6 〈t, E 〉
(stack) S :6 () | c : :S
(state) σ :6 [t, E ,S]

Relation de transition → entre états :

[x, E ,S] → [t, E ′,S] où 〈t, E ′〉= Eλ(x)
[λx.t, E , c : :S] → [t, ({Eλ, x= c}, Eµ),S]
[(t u), E ,S] → [t, E , 〈u, E 〉: :S]

[catch α t, E ,S] → [t, (Eλ, Eµ
′ ),S] où Eµ

′ = {Eµ, α=S}

[throw α t, E ,S] → [t, (Eλ, Eµ),S ′] où S ′= Eµ(α)
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Machine de De Groote pour le λµ-calcul sûr

Syntaxe :
(term) t :6 x | λx.t | (t1 t2) | get-context α t | set-context α t
(env) E ∈ (var→ clos)× (µ-var→ ((var→ clos)× stack))
(clos) c :6 〈t, E 〉
(stack) S :6 () | c : :S
(state) σ :6 [t, E ,S]

Relation de transition → entre états :

[x, E ,S] → [t, E ′,S] où 〈t, E ′〉= Eλ(x)
[λx.t, E , c : :S] → [t, ({Eλ, x= c}, Eµ),S]
[(t u), E ,S] → [t, E , 〈u, E 〉: :S]

[get-context α t, E ,S] → [t, (Eλ, Eµ
′ ),S] où Eµ

′ = {Eµ, α= (Eλ,S)}

[set-context α t, E ,S] → [t, (Eλ
′ , Eµ),S ′] où (Eλ

′ ,S ′)= Eµ(α)
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Machine de De Groote pour le λµ-calcul sûr

Syntaxe :
(term) t :6 x | λx.t | (t1 t2) | get-context α t | set-context α t
(env) E ∈ (var→ clos)× (µ-var→ ((var→ clos)× stack))
(clos) c :6 〈t, E 〉
(stack) S :6 () | c : :S
(state) σ :6 [t, E ,S]

Relation de transition → entre états :

[x, E ,S] → [t, E ′,S] où 〈t, E ′〉= Eλ(x)
[λx.t, E , c : :S] → [t, ({Eλ, x= c}, Eµ),S]
[(t u), E ,S] → [t, E , 〈u, E 〉: :S]

[get-context α t, E ,S] → [t, (Eλ, Eµ
′ ),S] où Eµ

′ = {Eµ, α= (Eλ,S)}

[set-context α t, E ,S] → [t, (Eλ
′ , Eµ),S ′] où (Eλ

′ ,S ′)= Eµ(α)
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