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Les trois parties peuvent étre traitées dans l'ordre que vous souhaitez, dans
le sens ou les preuves des différents résultats concernés sont indépendantes les
unes des autres. Ainsi, méme si vous ne savez pas démontrer un résultat associé
4 une question, vous pouvez néanmoins réutiliser ce résultat dans les preuves
des questions suivantes. Enfin, toutes les réponses doivent étre justifices.

Dans toute la suite, étant donné un graphe G = (V, E), on notera :

e a(G) : taille maximum d’un stable (ensemble de sommets deux & deux
non adjacents) dans G.

e v(G) : taille maximum d’un couplage dans G.

e 7(G) : taille minimum d’un transversal (couverture des arétes par les
sommets) dans G.

¢ p(G) : taille minimum d’une couverture par les cliques des sommets de G.
e p/(G) : taille minimum d’une couverture par les arétes des sommets de G.

En particulier, calculer p(G) revient a déterminer la taille minimum d’un
ensemble de cliques de G tel que tout sommet de V' appartient a au moins une
de ces cliques. De méme, calculer p'(G) revient & déterminer la taille minimum
d’un sous-ensemble d’arétes E/ C E tel que tout sommet de V' est une extrémité
d’au moins une aréte de E’. Si G est sans sommets isolés, alors on a p/'(G) < |E|.

Partie I : quelques propriétés générales
Question 1.1
a. Montrer que, si G est sans sommets isolés, on a : «(G) < p(G) < p'(G).

b. Montrer, & I’aide d’un exemple simple (5 sommets suffisent) sans sommets
isolés, qu'il est possible d’avoir a(G) < p(G) = p/'(G).

c. Montrer, a I’aide d’un exemple simple (3 sommets suffisent) sans sommets
isolés, qu’il est possible d’avoir a(G) = p(G) < p/(G).

d. Peut-on avoir a(G) < p(G) < p'(G) sans sommets isolés 7 Justifier.



Question 1.2

Montrer que, si M et M’ sont deux couplages maximums dans un graphe G,
alors chaque composante connexe dans la différence symétrique de M et M’
contient un nombre pair d’arétes.

Partie II : stables maximums et couvertures mini-
mums des sommets par les arétes dans les graphes
bipartis sans sommets isolés

Question II.1

Etant donné un graphe G = (V, E), on associe & chaque sommet i de V' une
variable 0—1 z; (qui vaut 1 si et seulement si le sommet ¢ appartient & un stable
de taille maximum), et on considere le programme linéaire en variables 0-1
suivant (que 1’on notera PLN Egtapic) :

max Z x;
eV
sous les contraintes que
Z x; < 1 pour toute clique C de G
ieC
x; € {0,1} pour tout sommet ¢ de V'

a. Justifier le fait que la valeur optimale de PLN Egqpie est a(G), quel que
soit le graphe G.

b. Montrer que les contraintes x; € {0, 1} peuvent étre remplacées par z; € N
dans PLN Egqpie.

c. Apres avoir appliqué cette modification, écrire ensuite le programme linéaire
dual de la relaxation continue de PLN Egiapic-

d. Montrer alors que, si les variables duales sont supposées étre entieres, la
valeur optimale de ce programme dual est p(G).

Question I1.2

a. Montrer que p(G) = p'(G) dans tout graphe biparti G sans sommets isolés,
en utilisant le fait qu’un graphe biparti ne contient aucun cycle impair.

b. En utilisant la caractérisation de Ghouila-Houri, montrer que la matrice
des contraintes de la relaxation continue de PLN Eg; e €st totalement
unimodulaire si le graphe G est biparti.

c. Déduire des questions II.1.a, I1.1.d, I11.2.a et I1.2.b que a(G) = p'(G) dans
tout graphe biparti G sans sommets isolés.



Question I1.3

Montrer & 'aide d’un exemple simple que, dans un graphe biparti G = (V, E)
avec V.=LUR et |L| > |R|, on peut avoir a(G) > |L| méme si G est connexe.

Question 11.4

On suppose a présent que chaque sommet ¢ du graphe G est muni d’un poids
rationnel positif, noté p; : le poids d’un stable est alors la somme des poids de
ses sommets. Montrer, en détaillant bien vos arguments, que calculer un stable
de poids maximum dans G est un probléme polynomial si G est biparti.

Partie III : une preuve alternative du théoreme
de Konig-Egervary dans les graphes bipartis

Question III.1

Montrer, a laide des définitions du cours, que, dans tout graphe G = (V, E), un
sous-ensemble S C V est un stable si et seulement si V' '\ S est un transversal,
et en déduire que o(G) + 7(G) = |V].

Question II1.2

Montrer que, dans tout graphe G = (V, E) sans sommets isolés, on a p'(G) =
|V| — v(G). (Indication : montrer que toute couverture minimum des sommets
par les arétes contient un couplage maximum.)

Question III1.3

Déduire des questions I1.2.c, ITI.1 et II1.2 une preuve alternative du théoreme
de Konig-Egervéry dans les graphes bipartis (avec ou sans sommets isolés).

Question I11.4

Montrer, a 'aide de la question III.1, et des théoremes de Konig-Egervary et
Hall, que, dans tout graphe biparti k-régulier G avec k > 1, on a a(G) = v(G).



