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Résumé

Les probléemes du multiflot entier maximum et de la multicoupe mi-
nimum sont des problemes souvent difficiles, et de plus en plus étudiés
du fait de leur intérét dans différents domaines (dans celui des télécoms,
par exemple).

Dans un graphe G = (V, E) dont les arétes sont pondérées par des
entiers positifs, ils s’énoncent de la fagon suivante : étant donnée une
liste de K paires {source, puits} de sommets, le probléeme du multiflot
entier consiste a maximiser la somme des flots entiers routés entre
chacune des K paires de sommets, tout en respectant les contraintes
de capacité sur les arétes. Le probleme de la multicoupe consiste a
sélectionner un sous-ensemble d’arétes de poids total minimal de fagon
a séparer chacune des K paires de sommets.

L’objectif de ce travail consiste & s’intéresser & ces deux types de
problémes, et a certains problemes connexes, dans des graphes en forme
de grilles.

L’existence de chemins disjoints par les arétes dans de tels graphes
est un probléme qui a été beaucoup étudié, du fait de son intérét dans
la conception des circuits VLSI. Nous montrons tout d’abord com-
ment appliquer une partie des théoremes existants sur ce sujet pour
la résolution du probleme de maximisation du nombre de chemins dis-
joints dans les grilles. Sous la condition suffisante que le nombre de
lignes de la grille est impair et suffisamment petit, le probleme est
polynomial. Autrement, nous prouvons qu’une trés bonne solution ap-
prochée peut étre apportée en temps polynomial.

Nous étudions ensuite comment utiliser ces nouveaux résultats pour
fournir une solution au probleme de multicoupe dans les grilles ayant
des capacités toutes unitaires. Nous prouvons que ce probleme est po-
lynomial.

Dans un troisieme temps, nous essayons de généraliser au cas des
capacités uniformes les résultats obtenus pour le cas des capacités uni-
taires.

Enfin, nous nous intéressons a la complexité du probléeme de maxi-
misation du multiflot insécable entier. Ce probleme est NP-difficile dans
les graphes quelconques, et nous prouvons qu’il reste NP-difficile dans
les grilles a capacités quelconques. Nous donnons deux réductions poly-
nomiales différentes, & partir des problémes respectifs de PARTITION
et PARTITION+.

Mots-clés : Multicoupes, Multiflots entiers, Grilles.
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1 Accuell et encadrement

1.1 Présentation du laboratoire CEDRIC

Le CEDRIC est reconnu comme équipe d’accueil (EA 1395) par le mi-
nistere de tutelle. Le laboratoire regroupe des enseignants-chercheurs en
Informatique des Départements d’Informatique et de Mathématiques du
CNAM a Paris, et de I'Institut d’Informatique d’Entreprise (IIE) a Evry.

Fondé en 1988 par C. Kaiser, G. Florin et S. Natkin, le CEDRIC regroupe
I’essentiel de 'activité de recherche en informatique menée au CNAM. Les
équipes sont réparties entre deux localités : le CNAM Paris et I'Institut d’In-
formatique d’Entreprise a Evry.

Le CEDRIC meéne des travaux dans I’ensemble des domaines de l'infor-
matique avec un axe principal orienté vers la conception, la modélisation et
la validation de systemes. Le CEDRIC, de par son appartenance au CNAM,
joue un role privilégié en matiere de transfert de technologie de la recherche
vers I'industrie. Le CEDRIC entretient des rapports avec les principaux ac-
teurs industriels et publics des Nouvelles Technologies de I'Information et de
la Communication (NTIC). Il participe aux actions de recherche des réseaux
francais et européens.

En accord avec la politique scientifique de I’Etablissement et des orga-
nismes de tutelle, et en liaison avec les autres laboratoires, publics et privés,
de la spécialité, le CEDRIC a pour missions de :

— Définir les programmes de recherche et effectuer toute recherche dans
la spécialité. En ce sens, il vise a étre une des composantes essentielles
de la recherche en informatique en France, tant sur le plan de la re-
cherche académique que de la recherche technologique ;

— Contribuer a la valorisation et au transfert des résultats de ces re-
cherches aupres des milieux scientifiques et professionnels. Le labora-
toire vise a une reconnaissance nationale et internationale de la qualité
de ses travaux et de sa capacité a jouer un réle moteur dans le trans-
fert de technologie entre les milieux académiques et industriels ;

— Btre un des moyens de I'établissement pour améliorer le niveau et la
qualité de ses enseignements. Dans ce domaine, le CEDRIC doit favori-
ser le recrutement d’enseignants chercheurs de haut niveau scientifique
et étre un lieu privilégié de la formation, a la recherche et par la re-
cherche;



— Favoriser la constitution et le fonctionnement d’équipes de recherche
sur la base de plans pluriannuels de développement des activités de
recherche ;

— Favoriser les projets d’opérations de caractere interdisciplinaire, pluri-
institutionnel ou plurinational.

Ses cinq themes de recherche sont :

Modélisation ;

— Optimisation combinatoire ;

Réseaux, systemes et multimédia ;
— Systemes d’information, de décision et bases de données;
— Systemes strs.

Le stage s’est effectué au sein du theme Optimisation Combinatoire,
sous la direction de Marie-Christine Costa, Professeur des Universités, et de
Frédéric Roupin, Maitre de Conférence.

1.2 Remerciements

Je remercie vivement Marie-Christine Costa pour m’avoir donné 1’oc-
casion d’effectuer ce stage au CEDRIC. Il m’a permis de me découvrir un
gout prononcé pour la recherche et a conditionné ma décision a poursuivre
en these. Je remercie également Frédéric Roupin, qui m’a fait part tout au
long du stage de ses conseils et critiques avisés.

D’autre part, je remercie Christophe Picouleau et Agnes Plateau qui
m’ont accueilli avec beaucoup de sympathie dans leur bureau. Je remercie
également Lucas Létocart qui m’a apporté son aide et sa bonne humeur a
différentes reprises. Je remercie tous ceux du CEDRIC et notamment Ma-
ria Zrikem, Viviane Gal, Stéphane Natkin et Eric Gressier. Je tiens aussi
a remercier Féthi Jarray et tous les thésards et stagiaires du CEDRIC, qui
m’ont fait un tres bon accueil.

J’adresse également mes remerciements a Dominique De Werra et a
Andrés Frank.



2 Présentation des problemes étudiés

Le sujet de ce stage porte sur I’étude du multiflot maximum et de la mul-
ticoupe minimum dans des grilles. Nous allons tout d’abord définir rapide-
ment ces deux probléemes dans un graphe quelconque, puis nous introduirons
les notions et notations propres aux grilles.

Soit G = (V, E) un graphe dont les arétes sont pondérées par des entiers
positifs et soit £ une liste de K paires {source s, puits ¢} de sommets. On
note 7' C V I'ensemble des terminauz : T' = {sg}requ,.. k3 YU {tktrefr,. .k}

Définition 1 Le probléme du multiflot entier mazimum consiste a maxinmi-
ser la somme des flots entiers routés entre chaque paire de sommets de L
tout en respectant les contraintes de capacité sur les arétes.

Définition 2 Le probléme de la multicoupe consiste a sélectionner un sous-
ensemble d’arétes de poids total minimal de facon a séparer chacune des
paires de sommets de L.

Nous verrons dans la section 3 les résultats connus sur ces deux types
de problemes, et notamment la relation qui les lie. La définition 3 introduit
le probleme FlotInsécable (en anglais UnSplitFlow), que nous serons
également amenés a étudier.

Définition 3 Le probléme de mazimisation du multiflot insécable entier,
noté FlotInsécable, est un probléeme de mazximisation de multifiot entier
dans lequel la propriété suivante est vérifiée :

Vk e {1,...,K}, le flot de sy a tj est routé suivant un seul chemin.

Ainsi, toute solution admissible pour le probleme FlotInsécable est
admissible pour le probleme du multiflot entier maximum. Définissons a
présent ce que nous appellerons par la suite des grilles.

Définition 4 On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé. On
appelle grille L x C' ou grille a L lignes et C' colonnes un graphe G ayant
les propriétés suivantes :
— Les sommets de G sont les points ot s’intersectent deux a deuz les
droites d’équations {x = i}i—o,.. .c—1 et {y = J}j=0,...1+1;
- L’ensemble des arétes de G est obtenu en reliant, pour chaque paire de
sommets ot cela est possible, les deux sommets par une aréte verticale
ou horizontale, la seule exception étant que pour tout i € {0,...,C—2},
les points de coordonnées (i,L + 1) et (i + 1,L + 1) (respectivement
(7,0) et (i + 1,0)) ne sont pas reliés entre eux;
— Les sources sont deux a deux distinctes;
— Les puits sont deux a deux distincts;



— L’ensemble des sources {sp}r=1,. K (respectivement des puits {ty}
k=1, k) est inclus dans l’ensemble des points a coordonnées entiéres
de la droite d’équation y = L + 1 (respectivement y =10);

Ce dernier point signifie que toutes les sources sont situées sur le bord
supérieur de la grille et tous les puits sur son bord inféricur.

Définition 5 On note liaison chacun des K couples {sk,tr}. Une liaison k
est dite vers la droite (respectivement vers la gauche) si s <ty (respective-
ment s, > ty) et verticale si s = .

Définition 6 On appelle grille dense une grille telle que C = K, ie une
grille ayant exactement autant de colonnes que de liaisons.

Définition 7 On note j° ligne (respectivement i¢ colonne) l’ensemble des
sommets et arétes contenus dans la droite d’équation y = j (respectivement
x =1—1). On note j¢ bande horizontale (respectivement i bande verticale)
l’ensemble des arétes contenues dans [’espace situé entre la j¢ et la j + 1¢
ligne (respectivement la i¢ et la i 4+ 1¢ colonne).

La figure 1 donne un exemple de grille dense 7 x 14 et récapitule I’en-
semble des notations.

liaison verticale  liaison vers la droite liaison vers la gauche
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Fi1c. 1 — Une grille dense a 7 lignes et 14 colonnes.



Définition 8 On appelle densité d’une bande horizontale j et on note d; le
nombre de liaisons qui la traversent, ie

dj = card({(s;,t;) tels que s; < j ett; > j ous; > j ett; < j})

On appelle densité d’une grille et on note d la plus grande des quantités
Clj, 1€
d = max{d;}
J

Nous verrons dans la section 3 certaines propriétés fondamentales concer-
nant la densité d’une grille. La figure 2 illustre la notion de densité : les
liaisons sont indiquées en pointillés et la densité de la grille est 4.

51 59 53 54
9. . .9 K
L —— * L
* * ¢ $
- o . ®
13 ty 15} f

2 4 2

| |

|
Densités

Fi1a. 2 — Une grille de densité 4.

Définition 9 Soit une grille G = (V, E,L). On appelle graphe de demande
et on note Hg (ou simplement H lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité) le graphe
défini par :
— Les sommets de Hg sont les terminaux de G ;
— Hg posséde K arétes : a chaque liaison (sg,tr) de G correspond une
et une seule aréte de s, a ty, dans Hg.

La figure 3 donne le graphe de demande associé a la grille de la figure 2.



81 89 83 54 S Sz 53 Sq

t3 t4 t2 tl t3 t 4 t2 tl

Graphe de demande
correspondant Hg

Fi1Gc. 3 — Une grille et son graphe de demande associé.

Définition 10 Soit G = (V, E) un graphe quelconque et X un ensemble de
sommets de G. On appelle degré de X dans G et on note dg(X) le nombre
d’arétes ayant exactement un sommet dans X et l'autre dans V — X.

La figure 4 montre un exemple de calcul du degré d’un ensemble X dans
un graphe G.

ds (X)=6
L8] Sy S 84 85
| [ [} [ ] * . |4®
‘ I
‘ I
ts ts b 4 ty

Fi1a. 4 — Degré d’un ensemble X dans un graphe G.

Définition 11 Soit une grille G = (V, E, L) et X un ensemble de sommets
de G. On appelle surplus de X et on note s(X) la quantité

$(X) = da(X) — dpg(X)



Définition 12 Soit une grille G = (V,E, L) et soit v (respectivement h)
Vindice d’une bande verticale (respectivement une bande horizontale) de G.
On note X4(v) (respectivement Xy(h)) l’ensemble des sommets de G situés
a gauche de v (respectivement en-dessous de h), et Gg(v) (respectivement
Gp(h)) le sous-graphe de G constitué de tous les sommets et arétes situés a
gauche de v (respectivement en-dessous de h). La bande verticale v (respecti-
vement la bande horizontale h) est dite saturée si et seulement si s(X4(v)) =
0 (respectivement s(Xp(h)) =0).

La figure 5 présente, sur une grille particuliere, un exemple de calcul

de surplus pour une bande horizontale, ainsi que pour une bande verticale
saturée.

53 54 S5

Surplus de la 1%°° bande horizontale :

6-5=1

Surplus de la 2° bande verticale : 4 -4=10

> saturée

F1Ga. 5 — Surplus des bandes horizontales et verticales.
A présent que nous avons présenté le sujet de notre étude, nous allons

passer en détails les précédents travaux et résultats sur lesquels nous nous
appuyerons.
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3 Etat de art

3.1 Deux probléemes duaux

Soit un graphe G = (V, E) et K paires de sommets {sg, t }. Chaque aréte
e de G est munie d’une capacité u,, positive et entiere. Soit P* I’ensemble
de tous les chemins élémentaires de s a tg. On définit II = Uke{1,._.,K}Pk et
M = card(Il).

Pour tout ¢ € {1,..., M}, on note ¢; le flot sur le i¢ chemin p;. La
recherche du multiflot entier maximum peut se formuler sous la forme du
programme linéaire en nombres entiers (PL1).

M
max Zgzbl
i=1
(PL1) S. C. Z ¢ <ue VeeFE
i tels que e€p;
¢; € N Vie{l,...,M}

De la méme fagon, la recherche de la multicoupe de valeur minimum peut
également se formuler sous la forme d’un programme linéaire en nombres en-

tiers, (PL2).

min E UeCe

ecl

(PL2){ s.c. Z%Zl Vie{l,...,M}
eep;
ce €{0,1} Vee E

Une propriété remarquable de ces deux PL est la suivante :

Propriété 1 La relaxation continue de (PL1) est le dual de la relazation
continue de (PL2).

Cette propriété a pour conséquence que ’absence de saut d’intégrité a
la fois pour (PL1) et (PL2) équivaut a l’absence d’écart entre les optimums
de (PL1) et (PL2).

3.2 Complexité

Si K =1 on retrouve un probleme de max flot-min coupe qui se résout
simplement mais les deux problemes sont connus pour étre NP-difficiles pour
K > 1 sauf dans des cas tres particuliers.
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La complexité du probleme du multiflot entier maximum et celle du
probleme de la multicoupe minimum ont été étudiées dans différents types
de graphes. Ces deux problemes ont été démontrés NP-difficiles dans les
graphes planaires et les arbres non orientés [8], et polynomiaux dans les
arbres orientés ([4] et [12]). Ils ont également été étudiés dans les anneaux
([11] et [12]).

Le probleme de I’existence de chemins disjoints par les arétes a également
été étudié dans certains graphes planaires : [14] dresse la liste de plusieurs
cas particuliers ou la condition de coupe, que nous détaillerons plus bas,
est nécessaire et suffisante pour l'existence de chemins disjoints. Dans [7] et
[10], les auteurs étudient ce probléme dans des graphes ou G est planaire et
G + Hg eulérien : la figure 6 montre un exemple de graphe satisfaisant ces
deux conditions.

81 ts S5 tg
& & L ] B
t6 & ® 5o
S; & ® ty
t e 5S¢
f: o
5 ® o
L L

Fia. 6 — Graphe ou G est planaire et G + Hg eulérien.

Remarquons tout de méme des a présent que le probleme de maximisa-
tion du nombre de chemins disjoints par les arétes, qui est un cas particulier
de multiflot entier, est NP-difficile dans les graphes planaires [13] mais po-
lynomial dans les arbres non orientés [8].

Nous ne détaillerons pas dans ce document tous les résultats concernant
la complexité de ces problemes dans les différents types de graphes, mais le
lecteur intéressé par une synthese trés complete sur ce sujet pourra se référer

A [3).
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3.3 Résultats sur les grilles
3.3.1 Résultats généraux

Tout d’abord, Chan et Chin détaillent dans [1] et [2] des algorithmes
efficaces pour calculer des chemins disjoints par les arétes dans des grilles.
Cependant, dans les problemes qu’ils étudient, les terminaux sont situés en
n’importe quels sommets de la grille, et chaque flot peut s’écouler de n’im-
porte quelle source vers n’importe quel puits.

D’autre part, les auteurs de [8] montrent par 'intermédiaire d’un exemple
que, dans une grille orientée ou les terminaux se situent sur des sommets
du bord de la grille, le saut d’intégrité pour le multiflot maximum, et par
conséquent également ’écart entre les optimums de (PL1) et (PL2), peut
étre aussi grand que %

Par ailleurs, Formann, Wagner et Wagner fournissent dans [5] quelques
résultats et idées sur la forme qu’ont, dans les grilles, les chemins disjoints
par les arétes, lorsqu’ils existent. Dans la section 4.2, nous serons amenés a
étudier de pres les pistes lancées par les auteurs.

Enfin, un résultat intéressant concernant la densité d’une grille dense et
que nous serons amenés a utiliser est démontré dans [15].

Propriété 2 (Zrikem) La densité d’une grille dense est toujours paire.

3.3.2 Existence de chemins disjoints par les arétes

Le théoreme fondamental de cette partie est di & A. Frank, et nous nous
intéresserons dans la section 4 a ses nombreuses implications. Dans cette
partie, nous allons simplement le présenter en détails, ainsi qu’un autre
théoreme de Frank que nous serons également amenés a réutiliser.

Cependant, avant d’énoncer le premier théoreme de Frank, nous allons
donner quelques définitions introduites par 'auteur et dont nous nous ser-
virons abondamment dans la suite de ce document.

Définition 13 Soit une grille G = (V,E, L) et soit v (respectivement h)
Uindice d’une bande verticale (respectivement une bande horizontale) de G.
On note Gg4(v) (respectivement Gy(h)) le graphe obtenu a partir de G4(v)
(respectivement de Gy(h)) en supprimant toutes les arétes de E contenues
dans les bandes horizontales (respectivement bandes verticales) saturées.

Introduisons a présent la notion de congestion de parité, qui est essentielle
a la compréhension du théoreme de Frank.
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Définition 14 Soit une grille G = (V,E, L) et soit v (respectivement h)
Vindice d’une bande verticale (respectivement une bande horizontale) de G.
On appelle congestion de parité de v (respectivement de h) et on note
CPy(v) (respectivement C Py (h)) le nombre de composantes connexes, que
Von désignera par Vi%icqy 1 (respectivement Hz‘l?ie{l,...,nz})’ de Gg4(v) (res-
pectivement de Gy(h)) dont le degré dans G + Hq est impair, ie le nombre
de composantes connexes, de degré impair dans G + Hg, du graphe obtenu
a partir de G en ne considérant que les sommets et arétes situés a gauche
de v (respectivement en-dessous de h) et en supprimant toutes les arétes des
bandes horizontales (respectivement verticales) saturées.

Remarquons a ce propos que, comme ’ensemble des arétes d’un graphe
G est disjoint de I’ensemble des arétes du graphe de demande Hq associé,
le degré dans G + Hg d’un ensemble quelconque de sommets X est égal a
dq(X) + dr,(X). La figure 7 donne un exemple de calcul de congestion de
parité.

Bande verticale saturée

& dgyp(Hy) = dg (') + dy(H')
=3+2
=5

— impair

6 dg+u(H'y) = dg (H',) + dy(H',)

=543
=8
> pair
Congestion de parité de la

premiére bande horizontale = 1

Fig. 7 — Calcul de la congestion de parité d’une bande horizontale.
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Définition 15 Soit un graphe G = (V, E). On appelle condition de coupe
sur l'ensemble X CV la condition suivante :

s(X)>0

Cette condition doit nécessairement étre vérifiée par tout ensemble X C
V pour qu’existent K = card(L) chemins disjoints dans une grille G. Frank
utilise pour son théoreme une version plus forte de cette condition, qu’il
appelle condition de coupe révisée.

Définition 16 Soit une grille G = (V, E, L). On appelle condition de coupe
révisée sur une bande verticale v (respectivement une bande horizontale h)
la condition suivante :

s(X4(v)) > CPy(v) (respectivement s(Xy(h)) > CPg(h))

Nous verrons plus tard que cette condition appliquée aux bandes verti-
cales permet de retrouver la condition nécessaire L > d.

Etant donnée une grille G = (V,E, L), notons G’ la grille obtenue en
échangeant tous les terminaux du bord supérieur de G avec tous ceux du
bord inférieur. Nous sommes a présent en mesure d’énoncer le théoreme de
Frank qui caractérise l'existence de K = card(L) chemins disjoints par les
arétes dans une grille.

Théoréme 1 (Frank) Soit une grille G = (V, E, L). La condition de coupe
révisée appliquée a chaque bande verticale et a chaque bande horizontale de
G ou G’ est nécessaire et suffisante a l’existence de K = card(L) chemins
disjoints par les arétes dans G.

Frank a également énoncé un autre théoréme concernant 1’existence de
chemins disjoints par les arétes.

Théoréme 2 (Frank) Soit une grille G = (V, E,L). Si l'un des coins de
G nest pas occupé par un terminal (ie ['un parmi les points de coordonnées
(0,0), (0,L+1), (C—1,0) et (C—1,L+ 1) nlest pas un terminal), alors
la condition L > d, ou L est le nombre de lignes de G et d sa densité, est
nécessaire et suffisante a l'existence de K = card(L) chemins disjoints par
les arétes dans G.

Ce deuxieme théoreme fournit un cas dans lequel la condition de coupe
est suffisante a l'existence de K chemins disjoints dans une grille, et ses
hypotheses sont beaucoup plus simples que celles du précédent théoreme.
Frank a démontré le théoreme 2 & ’aide d’un algorithme constructif po-
lynomial dans [6], mais nous verrons dans la section 4 qu’il peut aussi se
comprendre, et donc se démontrer, comme un simple corrolaire du théoreme

1.
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4 Etude des problemes dans les grilles a capacité
uniforme

4.1 Etude du probleme de maximisation du nombre de che-
mins disjoints par les arétes

Nous allons voir, dans cette partie, comment utiliser les résultats ob-
tenus par Frank sur Pexistence de K = card(L) chemins disjoints par les
arétes dans une grille pour trouver le nombre maximum de chemins dis-
joints que l'on peut router dans une grille quelconque. Nous distinguerons
pour I’étude deux cas différents : pour le premier, nous utiliserons simple-
ment le théoreme 2; pour le deuxieme, nous appliquerons les résultats du
théoreme 1 en détaillant ses nombreuses implications et ferons le lien avec le
théoreme 2. Sauf précision contraire, nous travaillerons dans toute la suite
sur des grilles denses.

4.1.1 Cas ou le nombre de lignes est supérieur ou égal a la densité
de la grille

D’apres les hypotheses du théoreme 2, si 'un des coins de la grille n’est
pas un terminal, alors on peut router K = card(L) chemins disjoints. Cepen-
dant, dans une grille dense, les quatre coins de la grille sont des terminaux.
L’idée est donc de “sacrifier” certaines liaisons pour pouvoir se ramener a
I’hypothese du théoreme 2 et router ainsi les liaisons restantes suivant des
chemins disjoints.

Supposons que 'on se donne une grille dense G = (V, E, L), et que l'on
enleve la liaison (sk,tx ) : on obtient alors une grille non dense, dans laquelle
un des coins (celui précédemment occupé par le terminal sx) n’est pas un
terminal, comme le montre la figure 8.

K=4
d (densité) =4
L (nombre de lignes) =4

s1 Sy 3 S4 1 Sy 3

On enléve (g, tg) >

F1a. 8 — Une grille dense dont on a enlevé la liaison (sx,tx).
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Dans ce cas, les hypothéses du théoreme 2 s’appliquent, et on peut rou-
ter les K — 1 liaisons restantes suivant des chemins disjoints. Autrement dit,
lorsque L > d, on est sur de pouvoir router au moins K — 1 chemins disjoints
par les arétes. Or, par un raisonnement assez simple, on peut montrer que,
a moins que toutes les liaisons soient verticales, on ne peut jamais router K
chemins disjoints.

En effet, si toutes les liaisons sont verticales, on peut trivialement rou-
ter toutes les liaisons suivant K chemins verticaux, et donc disjoints. Par
contre, si I'une d’entre elles n’est pas verticale, au moins un des chemins dis-
joints utilisés pour router les liaisons n’est pas vertical. Or, pour router K
chemins disjoints, il faudrait que les K arétes de chaque bande horizontale
soient utilisées par les chemins, et qu’aucune ne reste libre. Supposons, sans
perte de généralité, qu’a la ligne [, 'un des chemins ¢ fasse un coude vers la
droite et se décale ainsi de A colonnes. Mais a son tour, le chemin passant
par la A + i€ colonne est obligé d’obliquer vers la droite, puisqu’il n’a pas
le droit d’emprunter une aréte ol passe un autre chemin. En répétant ce
raisonnement suffisamment de fois, on s’apercgoit qu’il faudrait une colonne
de plus pour faire passer tous les chemins, comme le montre la figure 9, ou
ne sont représentés que les chemins.

K* colonne

I
I
I
) . I
1 1+A :
I
I
I
I

F1G. 9 — On ne peut pas router K chemins disjoints si 'une des liaisons n’est
pas verticale.
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En conclusion, on peut énoncer la proposition 1.
Proposition 1 Soit une grille G = (V,E, L) avec C = K = card(L).

Si toutes les liaisons sont verticales, on peut toutes les router suivant des
chemins disjoints.

S’il existe au moins une liaison non verticale, le nombre mazrimum de
chemins disjoints que l’on peut router est K — 1.

Preuve

Comme nous ’avons évoqué, si toutes les liaisons sont verticales, on peut
toutes les router suivant des chemins disjoints verticaux.

S’il existe au moins une liaison non verticale, on sait router K —1 chemins
disjoints, et on ne peut pas en router K : le nombre maximum de chemins
disjoints par les arétes routés est donc K — 1.

Notons également qu’on est en mesure de construire ces K — 1 che-
mins disjoints a ’aide de 1’algorithme présenté par Frank dans [6]. Voyons a
présent ce qu’il se passe lorsque 'on a L < d — 1.

4.1.2 Cas ou le nombre de lignes est strictement inférieur a la
densité de la grille

D’apres les remarques faites au début de la section 4.1.1, le cas des grilles
ayant K liaisons verticales est trivial. Dans toute cette section, nous sup-
poserons donc qu’au moins une des liaisons n’est pas verticale. De facon
évidente, on ne peut pas appliquer le théoreme 2 dans ce cas. Nous allons
donc étre obligés d’utiliser le théoreme 1, mais pour ce faire nous allons
présenter un certain nombre de résultats préliminaires.

Pour commencer, nous allons préciser la signification de la condition de

coupe révisée, d’abord sur les bandes verticales, puis sur les bandes horizon-
tales.

Condition de coupe révisée sur une bande verticale v.

On rappelle que la condition de coupe révisée s’énonce, sur une bande
verticale v :

5(Xg(v)) = CPy(v)
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Pour calculer la quantité C'Py(v), qui est le nombre de composantes
connexes de degré impair dans G+ H¢ du graphe G4(v), il faut tout d’abord
chercher quelles bandes horizontales sont susceptibles d’étre saturées, ie les
bandes horizontales h telles que s(X3(h)) = 0.

Soit donc une grille G = (V, E, L) et une bande horizontale d’indice h
dans G :

— G possede C colonnes, donc dg(Xp(h)) = C';

— G compte K = card(L) liaisons, chacune reliant un terminal situé sur
le bord supérieur de la grille a un terminal situé sur son bord inférieur,
donc dp, (Xp(h)) = K.

Au final, on a donc : s(Xp(h)) = da(Xp(h)) — da, (Xp(h)) = C — K.
Lorsque G est une grille non dense, K < C, et donc Vh bande horizontale
de G, s(Xp(h)) > 0 : aucune bande horizontale n’est alors saturée. Lorsque
G est une grille dense, C = K, et donc au contraire toutes les bandes hori-
zontales sont saturées.

Néanmoins, méme lorsque 'on part d’une grille dense, on a vu dans
la section 4.1.1 que 'on était obligé de “sacrifier” au moins une liaison (a
moins que toutes les liaisons soient verticales). Le graphe “résiduel” qui de-
vra vérifier les conditions du théoréeme de Frank ne sera donc jamais une
grille dense.

Par la suite, on supposera donc de fagon systématique que K < C, c’est-
a-~dire :

Vh bande horizontale de G, s(Xp(h)) >0

Pour toute bande verticale v, G4(v) ne possede donc qu'une seule com-
posante connexe, V{'.

Calculons a présent le degré dans G' + Hg de V¥ :

— Sur chacune des L lignes de G, la v® aréte horizontale a un sommet
dans V}’ et un sommet dans V' — V{, donc dg (V') = L;

— Les seules liaisons ayant un sommet dans V' et l'autre dans V' — V}"
sont les liaisons traversant v, donc dg, (V") = d,.

La figure 10 illustre ce calcul.
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Liaisons ayant un sommet dans
V" et l'autre dans V-V,;"

N

L lignes V¥=Xg(v) % v-vy¥

Bande verticale v

Fic. 10 — Calcul du degré de V¥ dans G + Hg.

Ainsi, on a : dgyu, (V") = L + d,. D’autre part, comme V" = X (v),
§(Xy(v)) = d(Xg(v)) = dug (Xy(v)) = da(VY') = dug (V') = L — dy

On distingue alors trois cas :

— Si L =d,, alors s(X4(v)) =0 et dgyu, (V") = L+ d, = 2L. La seule
composante connexe de G, (v) est de degré pair dans G + Hg, ce qui
implique C Py (v) = 0; la condition de coupe révisée est donc vérifiée
sur v;

— Si L < dy, alors s(X4(v)) < 0 et CPy(v) est une quantité qui dépend
de v mais reste toujours positive. La condition de coupe révisée n’est
donc pas vérifiée sur v ;

— Si L > d,, alors s(X4(v)) > 1 et CPy(v) est une quantité qui dépend
de v mais reste toujours inférieure ou égale & 1, puisque ag(v) ne
possede qu’'une composante connexe. La condition de coupe révisée
est donc vérifiée sur v.

Finalement, pour une bande verticale v, la condition de coupe révisée
est vérifiée si et seulement si L > d,. Elle est vérifiée sur toutes les bandes
verticales si et seulement si

L > maxd,<~— L>d
v

On retrouve ici I'une des conditions du théoréeme 2. On peut également
remarquer que, pour les bandes verticales, la condition de coupe révisée
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équivaut a la condition de coupe simple (car elle équivaut en fait a s(X,(v)) >
0). Etudions a présent 'application de la condition de coupe révisée a une
bande horizontale.

Condition de coupe révisée sur une bande horizontale h.

Soit une grille G = (V, E, £). On suppose que G possede ny — 1 bandes
verticales saturées, et qu’ainsi le graphe Gy(h) possede ma composantes
connexes. La figure 11 montre & quoi ressemble un tel graphe Gy(h).

1
bandes verticales saturées @

F1G. 11 — Exemple de graphe Gy(h).

De fagon évidente, V h bande horizontale, s(Xy(h)) = C' — K. Notons
l(HZh) la largeur, en nombre de colonnes, d'une composante connexe Hih,
et K; le nombre de liaisons ayant leur puits dans th Calculons a présent
la congestion de parité d’'une bande horizontale h. Pour cela, calculons le
degré dans G + Hg de chaque composante th On distingue deux types de
composantes :

— Pour i = 1 oud = ny, il y a [(H") arétes verticales et h arétes horizon-
tales ayant un sommet dans th et 'autre dans V — th, et K liaisons

ayant leur puits dans H[*, donc dg(H[!) = [(H})+h et dy,(H!) = K;
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donc dgy g (HF) = K; + I(H!) + h;

~ Vi€ {2,...,ny — 1}, il y a [(H}") arétes verticales et 2h arétes hori-
zontales (h & gauche de H! et h & sa droite) ayant un sommet dans
H! et l'autre dans V — H[', et K; liaisons ayant leur puits dans H},
donc dg(HP) = I(HI) + 2h et dy,(H!) = K;, donc dgipu,(HP) =
K; +1(H + 2h.

Pour simplifier les explications qui vont suivre, introduisons & présent la
notion de contribution d’une composante connezxe.

Définition 17 On appelle contribution d’une composante connexe th et
on note contr(H!) la quantité valant I(H") — K; — 1 si le degré dans G+ Hg
de HI' est impair, [(H!) — K; sinon.

On peut remarquer que, pour toute bande horizontale /i, on peut redéfinir
le surplus de X;(h) de la fagon suivante :

n2

s(Xy(h) =C - K = izmﬁ) - iK = > ((H]") - K)
i=1 =1

=1

Ainsi, la condition de coupe révisée peut elle aussi se réécrire pour une
bande horizontale h :

na
s(Xp(h)) > PCy(h) — Zcontr(Hl-h) >0
i=1
A présent, étudions les contributions des différentes types de compo-
santes :

— Pour i = 1 ou i = ng, dgyug(HP) = K; + I(H}') + h. Donc, lorsque
K; = I(H!") (ie tous les sommets du bord inférieur sont des termi-
naux), la parité du degré dans G + Hg de HI* dépend de h : elle est
impaire lorsque h est impair, paire sinon. Ainsi, pour K; = l(HZ-h),
contr(H!) = —1 si h est impair, 0 sinon. D’autre part, lorsque K; <
I(H!), contr(H) > 0 pour tout h;

~ Vi €{2,...,n2 — 1}, dg+u,(H") = K; + I(H") + 2h. Donc, lorsque
K; = I(H}), doyns(HP) = 2(1(HM) + h) : cette quantité est tou-
jours paire et contr(H") = 0. Lorsque K; = [(H}) — 1, dg1n, (H!) =
20(H!) + 2h — 1, donc contr(H!) = 1 — 1 = 0. Enfin, lorsque K; <
I(HI) — 2, contr(H[) > 2.

Comme on le voit, les seules composantes susceptibles d’avoir une contri-
bution négative sont donc HJ et H,}{Q, dont la contribution peut atteindre
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—1. Rappelons également que, si hy et he sont deux bandes horizontales,
les terminaux contenus dans Hih1 sont les mémes que ceux contenus dans
H;”, puisque la saturation d’une bande verticale ne dépend pas de la bande
horizontale considérée. Ainsi, on définit H; comme étant le sous-graphe de
G composé de tous les sommets et arétes situés entre la ¢ — 1€ et la ¢ bande
verticale saturée (voir figure 11).

Montrons a présent la proposition 2 :

Proposition 2 La condition de coupe révisée est vérifiée sur tout h si et
seulement si au moins un des sommets du bord (inférieur ou supérieur) de
H, n’est pas un terminal ou au moins un des sommets du bord (inférieur
ou supérieur) de H,, n’est pas un terminal ou il existe i € {2,...,ny — 1}
tel que au moins deux des sommets du bord (inférieur ou supérieur) de H;
ne sont pas des terminaux.

Preuve

Remarquons d’abord que la symétrie entre le bord inférieur et le bord
supérieur provient de la symétrie entre G' et G’. Par la suite, on parlera
donc simplement des bords horizontaux. Supposons que la condition de coupe
révisée soit vérifiée sur tout h et qu’aucune des trois hypotheses décrites dans
la proposition 2 ne soit vraie. Ainsi, tous les sommets des bords horizontaux
de H; et de Hy, sont des terminaux, et Vi € {2,...,n2 — 1} au plus un des
sommets de chaque bord horizontal de H; n’est pas un terminal. Alors, pour
tout h impair, contr(H") = 0 pour i € {2,...,n3 — 1} et contr(H}') = —1

pour i = 1 et i = no. Donc Z contr H ) = —2, ce qui contredit ’hypothese.
=1

Supposons maintenant qu'une des trois hypothéses soit vérifiée. S’il existe

i€ {2,...,n2 — 1} tel qu’au moins deux des sommets d’un des bords ho-

rizontaux de H; ne sont pas des terminaux, alors Vh contr(Hih) > 2. Mais

comme Vh contr(H{) > —1, contr(H}, ) 2 —letVje{2,...,ny — 1} avec

Jj # i, contr(H]h) > 0, alors on a Vh Zcontr(H;‘) >2—-1—-12>0. La
j=1
condition de coupe révisée est donc vérifiée sur tout h.

Supposons ensuite qu’au moins un des sommets d’un des bords hori-
zontaux de H; (respectivement de H,,) n’est pas un terminal. Si K; <
I(Hy) — 1 et Ky, <I(Hp,) — 1, alors Yh contr(H}) > 0 et contr(Hflg) >0,

donc Zcontr (H > 0. Si K < I(Hy) — 2 et K,, = [(Hy,,) (respecti-
=1
vement K,, < I[(H,,) — 2 et Ky = I(H})), alors Yh contr(H}) > 1 et

contr(H! ) > —1 (respectivement contr(HJ) > —1 et contr(H}) > 1),
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n2
donc Vh Y contr(H}) > 1—1> 0. Si Ky = [(Hy) — 1 et Ky, = l(Hy,)
j=1
(respectivement K, = [(H,,) — 1 et Ky = [(H)), alors Yh dg4 . (H}) =
2K1 4+ 1+ h et dgyn,(HE) = 2Ky, + h (respectivement dg p, (H') =
2Ky + h et dgin,(HE) = 2K,, + 1+ h) sont de parité différente, donc
Vh contr(H) + contr(H}")) = 0 (car 'une des deux a une contribution

égale a 1, et 'autre a une contribution qui vaut -1), ce qui implique Vh
n2

Z contr(H]h) > 0. Dans tous les cas, la condition de coupe révisée est donc
j=1
vérifiée sur toute bande horizontale h.

On peut a présent reformuler le théoreme 1 sous la forme de la proposi-
tion suivante :

Proposition 3 Soit une grille G = (V,E,L). G admet K = card(L) che-
mins disjoints par les arétes si et seulement si L > d et au moins un des
sommets d’un des bords horizontaux de H; n’est pas un terminal ou au
moins un des sommets d’un des bords horizontaux de H,, n’est pas un ter-
minal ou il existe ¢ € {2,...,n2 — 1} tel que au moins deux des sommets
d’un des deux bords horizontaux de H; ne sont pas des terminaux.

On a ainsi deux types de conditions : I'une des conditions est donnée par
I’application de la condition de coupe révisée aux bandes verticales, I’autre
par son application aux bandes horizontales, et chacune de ces deux condi-
tions est nécessaire. L’idée principale de ce qui va étre développée par la
suite est de toujours essayer de s’y ramener, et notamment a la premiere des
deux, L > d.

A ce propos, on peut désormais faire le lien entre les deux théorémes de
Frank. En effet, le théoreme 2 utilise ’hypothése qu'un des quatre coins de
la grille n’est pas un terminal. Or, en supposant ceci, on est stir qu’'un des
sommets d'un des bords horizontaux de H; ou H,, n’est pas un terminal.
Ainsi, la condition L > d devient nécessaire et suffisante pour 'existence de
K chemins disjoints par les arétes. Le théoreme 2 est donc bien une appli-
cation directe du théoreme 1.

A présent, nous allons simplement nous efforcer d’appliquer les résultats
obtenus jusqu’ici concernant les conditions nécessaires et /ou suffisantes pour
Iexistence de K chemins disjoints. Comme on I’a vu :

— La condition L > d est nécessaire ;

— La condition de coupe révisée appliquée aux bandes horizontales est
elle aussi nécessaire, mais est vérifiée par toute grille a laquelle on a
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enlevé un terminal situé dans un des quatre coins de la grille. A par-
tir d’une grille quelconque, enlever un seul terminal est donc suffisant
pour vérifier cette condition.

L’objectif va donc étre, a présent, de trouver comment se ramener, a
partir d’une grille quelconque, & une grille vérifiant la condition L > d.
Nous verrons alors si la grille obtenue vérifie aussi I’autre condition, moins
exigeante.

Intuitivement, lorsque la condition L > d n’est pas vérifiée, on va cher-
cher & retirer ou a “sacrifier” des liaisons pour obtenir une grille ayant moins
de liaisons et de densité d’ < d. Il faut alors se poser la question du choix des
liaisons a enlever. Encore une fois, de manieére intuitive, les liaisons les plus
susceptibles d’étre enlevées sont celles qui traversent beaucoup de bandes
verticales tres denses. Malheureusement, cela ne constitue pas un critére ab-
solu.

On peut alors, par exemple, modéliser ce probleme sous la forme d’un
programme linéaire. L’objectif est de “sacrifier” le moins de liaisons possible
(puisque l'on cherche a router le plus de chemins disjoints possible), et la
contrainte est que sur chaque bande verticale ne peuvent passer que L che-
mins disjoints. Pour une bande verticale b;, d’indice j et de densité d; > L,
il faut donc retirer au moins d; — L liaisons parmi celles qui sont obligées de
la traverser. On note [; la liaison (sg,t;) et Ty la variable qui vaut 1 si 'on
retire la liaison [ et 0 sinon. Ce PL s’écrit alors :

min Z Tk

ILeL

s. C. > m=dj-L Vje{l,....C-1}
l, traversant b;
7 € {0,1} Vi, e L

On peut remarquer qu’une facon équivalente de 1’écrire, en partant d’une
grille vierge de toute liaison et en posant cette fois xx = 1 si on ajoute la
liaison (s, ) et 0 sinon, est le programme linéaire en nombre entiers sui-
vant, noté (PL3) :

max Z T

el

(PL3){ s. c. > <L Vjie{l,...,C-1}
I}, traversant b;
TR € {0, 1} Vip € L
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Considérons alors la relaxation continue de (PL3), notée (PLC), qui
s’écrit :

max Z T
el
(pLcy! 5 ¢ Z z, <L Vje{l,...,C -1} (1)
I}, traversant b;
T <1 Vi, € L (2)
x>0 Vi, € L

Si l'on associe aux contraintes de type (1) les variables duales y; et aux
contraintes de type (2) les variables duales wy, le programme dual de (PLC)
s’écrit :

min Zwk—l—Lx( Z Yj)
el je{1,...,C—-1}
(pC){ ¢ wk+' Z yi>1 Vel (3)
j t. q. I traverse b;
y; >0 vje{l,...,C—1}
wg >0 Vi, € L

On remarque que, comme on minimise une fonction dont tous les coeffi-
cients sont positifs :

— Si, pour un k, 3j t. q. [, traverse b; vérifiant y; = 1, alors on a intérét
a prendre wg = 0;

— Si, pour un k, Vj t. q. I} traverse b; on a y; = 0, alors on est obligé
d’avoir wg = 1.

D’autre part, si z* et (w*,y*) désignent les solutions optimales respec-
tives des programmes linéaires continus (PLC') et (DC), la condition des
écarts complémentaires s’écrit comme suit :

— 1 <1= w; =0;

~ w4 > y; > 1=z} =0.
J t.q. Iy traverse b;
Analysons a présent la signification des variables y; et wy, ainsi que celle
des contraintes de type (3). On s’apercoit en fait que toute solution optimale
entiere du programme linéaire en nombres entiers associé & (DC') correspond
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a une coupe d’une forme tres particuliere dans une grille :

— wi, = 1 si et seulement si la liaison (sg,tx) est coupée “a la base”,
c’est-a-dire si et seulement si I’aréte reliant s; au reste de la grille est
coupée ;

— yj = 1 si et seulement si la j¢ bande verticale est coupée dans son
intégralité, ie si et seulement si chacune de ses L arétes est coupée.

En effet, la fonction objectif de (DC) est le nombre d’arétes d’une telle
coupe : chaque variable wy valant 1 représente une aréte coupée et chaque
variable y; valant 1 représente L arétes coupées. D’autre part, les contraintes
de type (3) assurent que, pour chaque liaison (s, tx) :

— soit (sg,tr) est coupée “a la base” ;

— soit I'une des bandes verticales par lesquelles passe (s, tx) est coupée
sur toute sa hauteur.

Dans tous les cas, I'on est stir que chacune des sources s est déconnectée
du puits t; qui lui correspond. D’autre part, on est siir que, dans toute so-
lution optimale du programme linéaire en nombres entiers associé a (DC),
wy, € {0,1} pour tout k et y; € {0,1} pour tout j. En effet, si on a une
solution ou il existe k avec wy > 1 (respectivement j avec y; > 1), on peut
diminuer wy (respectivement y;) & 1 sans violer aucune contrainte, et on
diminue ainsi le cotit de la solution.

La figure 12 montre un exemple d’une coupe correspondant & une so-

lution optimale du programme linéaire en nombres entiers associé au pro-
gramme dual (DC').

81 Sy U 83 Sq 85

=g < TJws=1

t3 ty t ts f

Fia. 12 — Un exemple de coupe.
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La proposition 4 rend 'expression du probleme par (PL3) et le résultat
de dualité entre (PLC) et (DC) particulierement intéressants.

Proposition 4 La matrice des contraintes du programme linéaire (PLC'),
A, est totalement unimodulaire.

Preuve

Pour démontrer ce résultat, nous utiliserons le théoreme 3, di & Ghouila-
Houri, démontré en 1962 et cité dans [9], et qui caractérise les matrices
totalement unimodulaires.

Théoréme 3 (Ghouila-Houri) Une matrice A= (aj;) j € J, ke {1,...,
K}, dont les coefficients sont égaux a 0, +1 ou —1 est totalement unimo-
dulaire si et seulement si tout ensemble non vide d’indices S C J peut étre
partitionné en deux sous-ensembles Sy et Sy de manieére que :

Vk‘E{l,...,K}, | Zajk— Zajk‘él

JESL JES?

La matrice des contraintes est la juxtaposition de deux matrices a co-
efficients égaux a 0 ou 1 : d'une part M, la “matrice d’incidence” bandes
verticales — liaisons (ie mj;, = 1 si la liaison I, traverse b;, 0 sinon), et d’autre
part I, la matrice identité. On démontrera d’abord que la premiére des deux
est totalement unimodulaire.

Soit une grille G = (V, E, L) et soit S un sous-ensemble d’indices crois-
sants de bandes horizontales de G. On pose S1 = {j € S tels que j = 0[2]}
et So = {j € S tels que j = 1[2]}. Les colonnes traversées par toute liai-
son (sk,tx) étant contigués, on peut facilement calculer la différence entre
le nombre de 1 contenus dans S7 et le nombre de 1 contenus dans Sy. Ainsi,
pour tout k € {1,..., K}, ona:

— Si l'indice du premier 1 de la k¢ liaison est dans Sj (respectivement
dans S2), alors soit l'indice du dernier 1 de la k° liaison est aussi dans
Sy (respectivement dans S3) et on a Z aji = Z ajr + 1 (respecti-

JEST JES2
vement Z ajr = Z aji + 1), soit on a Z aji = Z ajk ;
JES2 JES1 JES1 JES2
— Sinon Z ajp = Z ajr = 0.
JES1 JES2

Les sous-ensembles Sp et Sy ainsi définis vérifient donc bien les conditions
du théoreme 3. Considérons a présent le déterminant d’une matrice carrée
extraite de A = [%] Pour le calculer, on le développe d’abord suivant les
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lignes extraites de I, chacune d’elles comptant au plus un seul 1. Ainsi, une
fois cette opération effectuée sur chacune des lignes extraites de I, on obtient
0x Dpyoul x Dy ou—1x Dy, ou Dy est le déterminant d’une matrice
carrée issue de M. Comme la matrice M est totalement unimodulaire, le
déterminant initial, issu de [%], vaut donc 0, 1 ou —1. [%] est donc bien

une matrice totalement unimodulaire.

On peut alors réécrire la condition des écarts complémentaires. Si z* et
(w*,y*) sont solutions optimales respectives de (PLC) et (DC'), on a :

—x3 = 0 = wj = 0, donc si la liaison (sy,t;) est une des liaisons
retirées de G, elle n’est jamais coupée “a la base” ;

- wy + Z y; > 2 == 1, = 0, donc si la liaison ) est coupée
J t.q. Iy traverse b;
plus d’une fois, elle est nécessairement 1'une des liaisons retirées de G.

D’autre part, ce résultat nous permet de conclure que le probleme d’ob-
tention des “liaisons a retirer de G”, qui est modélisé par (PL3), est polyno-
mial puisqu’il est résolu par (PLC'). Néanmoins, rien ne nous assure que, au
terme de 'opération qui a consisté a enlever les plus “mauvaises liaisons”,
le graphe résiduel obtenu, noté G, vérifie la condition de coupe révisée sur
chaque bande horizontale. Essayons néanmoins de trouver un cas suffisant.
En fait, il suffirait qu’une des liaisons ayant un terminal dans H; ou dans
H,,, soit enlevée. Or, si L est impair, la 17 bande verticale saturée dans
G~ était forcément, dans G, de densité strictement supérieure a L. En effet :

— Si elle était de densité strictement inférieure a L, elle ne serait pas
saturée dans G~ ;

— Si elle était de densité égale a L, elle serait de densité impaire, ce qui
d’apres la propriété 2 est impossible.

Ceci implique que, nécessairement, on a été obligé de supprimer au moins
une liaison traversant cette 1¢7¢ bande verticale saturée de G, et donc
au moins un terminal dans H;. Dans le cas ou L est impair, toute
solution optimale donnée par (PLC) satisfait donc les conditions
nécessaires et suffisantes du théoréme 1. Ainsi, dans une grille G =
(V,E, L), si on note K’ la valeur de la solution optimale donnée par (PLC')
et NbMaxCDA le nombre maximum de chemins disjoints que 1’on peut
router dans G, on a :

Si L est impair, NbMaxCDA = K’

On pourrait alors se demander si ce résultat n’est pas vrai dans tous
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les cas. Malheureusement, ’exemple de la figure 13 montre un graphe dans
lequel NbMaxCDA < K’ (et la multicoupe minimum vaut K’, comme nous
le verrons dans la section 4.2). Les sept chemins disjoints par les arétes que
I’on peut router sont dessinés en couleur.

51 S @ S4 S5 Se6 S7 59 510

7~

=10

T

o
Il

2

=8
NbMaxCDA=7

t 1 ts ty t ts @ to o
O : liaisons enlevées

F1G. 13 — Un exemple de grille ot NbMaxCDA < K'.

Néanmoins, méme lorsque NoMaxrCDA # K', on sait qu’il suffit de
retirer un des quatre terminaux situés dans un coin, par exemple en retirant
la liaison (sg,tx), pour satisfaire la condition de coupe révisée sur chaque
bande horizontale. Autrement dit, on a toujours :

NbMaxCDA > K' —1

La proposition 5 résume ’ensemble des résultats importants de la section
4.1.2.

Proposition 5 Soit une grille G = (V,E, L) a L lignes, de densité d et
vérifiant L < d—1. Si on note NobMaxC DA le nombre mazximum de chemins
disjoints par les arétes que l'on peut router dans G et K' la valeur de la
solution optimale du programme (PLC), on a :

K —1< NbMaxCDA< K’
Lorsque L est impair, on a méme :

NbMazCDA = K’

On est donc toujours en mesure de donner au moins la valeur d’une solu-
tion approchée, avec une erreur absolue de 1. Enfin, pour clore cette section,
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précisons que la méthode utilisée pour calculer la valeur d’une solution ad-
missible, optimale ou non, pour le probleme de maximisation du nombre de
chemins disjoints par les arétes dans une grille, donne uniquement la valeur
de la solution. Pour construire une solution ayant cette valeur, on peut par
exemple utiliser 1’algorithme donné par Frank dans [6], mais uniquement
lorsque I'un des quatre terminaux situés dans un coin a été enlevé.

La figure 14 montre un exemple de routage de chemins disjoints dans une
grille (seuls les chemins sont représentés). Cette grille comporte 14 liaisons et
7 lignes. Sa densité étant de 8, on est obligé de sacrifier au moins une liaison.
En ne routant pas la liaison (s11,%11), on obtient une densité résiduelle de
7, et on peut alors, L étant impair, router toutes les autres liaisons suivant
des chemins disjoints.

5] 37 S3 Sy S5 S¢ S7 Sg 39 310 511 512

313

S14

Fia. 14 — Un exemple de routage dans une grille.
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4.2 Etude du probleme de multicoupe minimum dans les
grilles a capacité unitaire

L’objectif de cette partie peut étre résumé en quelques mots : nous allons
démontrer, dans une grille dense, la proposition 6.

Proposition 6 Soit une grille dense G = (V, E, L). Si on note K' la valeur
de la solution optimale du programme (PLC') et NbArétesCoupe le nombre
nécessaire et suffisant d’arétes pour une coupe, on a :

NbArétesCoupe = K’

Nous allons étre obligés de démontrer ce résultat, en apparence pour-
tant assez simple, en distinguant trois cas différents. Nous supposerons tout
d’abord que L > d, puis que L < d — 1 et NbMaxCDA = K', et enfin que
L<d—1et NoMaxCDA =K' —1.

Nous pouvons des a présent nous affranchir du cas ou les K = C liai-
sons sont verticales. En effet, dans ce cas, nous savons que ’on peut router
K chemins disjoints, et K arétes sont donc nécessaires pour obtenir une
multicoupe. La figure 15 montre que c¢’est également suffisant.

S1 S S3 SK

Fia. 15 — K arétes sont suffisantes pour une multicoupe.

4.2.1 Cas ou le nombre de lignes est supérieur ou égal a la densité
de la grille

Dans la section 4.1.1, nous avons montré que, dans le cas ou L > d, le
nombre maximum de chemins disjoints que ’on est capable de router est
K — 1. D’autre part, on a alors K = K'. Donc NbArétesCoupe > K' —1. 11
nous suffit donc de montrer qu’on ne peut pas obtenir une multicoupe avec
K — 1 arétes pour montrer que NbArétesCoupe = K = K'.

Supposons maintenant qu’on ait obtenu une multicoupe avec K — 1
arétes. Alors, comme on peut router KX — 1 chemins disjoints par les arétes,
on a nécessairement une bijection entre les chemins disjoints et les arétes
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coupées. En effet, chaque aréte ne coupe qu'un seul chemin, puisque si elle
pouvait en couper deux ou plus, cela signifierait que ces chemins partagent
une aréte et ne sont donc pas disjoints. D’autre part, chaque chemin est
évidemment coupé au moins une fois, sinon on n’aurait pas une coupe. En
fait, chaque chemin n’est coupé qu’une seule fois. Si un des chemins était
coupé deux fois ou plus, alors il resterait moins de (K — 1) —2 = K — 3
arétes pour couper les K — 2 chemins disjoints restants. Ceci est, de toute
évidence, impossible. L’une des conséquences de cette propriété est que toute
aréte n’appartenant a aucun des K — 1 chemins disjoints est nécessairement
une aréte non coupée. D’autre part, cette propriété est vraie quelle que soit
la forme de ces chemins disjoints : a chaque chemin correspond une et une
seule aréte coupée, quelle que soit la facon dont sont routés ces chemins
disjoints.

Mais alors, on peut montrer que, si une des arétes de la 1¢7¢ ou de la K¢™¢
colonne est coupée, alors les K arétes situées sur la méme bande horizontale
que cette aréte sont coupées, ce qui contredit le fait qu’on utilise seulement
K — 1 arétes.

Pour montrer ce résultat, supposons qu’une des arétes de la 1¢7¢ colonne
est coupée (le raisonnement est symétrique pour la K®™¢ colonne). Quatre
cas de figure se présentent alors. Dans la suite, 'abréviation C'D A; désignera
le i* des K —1 chemins disjoints, reliant sy, & t,. Une aréte marquée ~C'DA
est une aréte n’appartenant pas a 'un des K — 1 chemins disjoints. Les
quatre configurations qui peuvent exister sont représentées dans la figure 16.

[ e 1 —
~CDA CDA;
CDA; —CDA
CDA; CDA;
CDA; CDA;
—-CDA —-CDA
— . 4
1%¢ colonne 1%¥¢ colonne
— . P!
CDA; —~CDA
~CDA CDA;
CDA; CDA;
—-CDA —CDA
CDA; CDA;
P! . =
1% colonne 1% colonne

Fia. 16 — Les quatre configurations possibles pour C D A;.
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Si l'aréte en pointillés n’est pas coupée, alors en reroutant le chemin
CDA; par cette aréte pour contourner celle qui est coupée, on obtient un
chemin de sy, a t;, non coupé. En effet, comme le 7¢ chemin possede déja
une aréte coupée, aucune des deux autres arétes marquées CDA; ne peut
étre coupée, et on sait d’autre part que les arétes marquées -C'D A ne sont
jamais coupées.

Or, avoir un chemin de s, a t;, contredit ’hypothese selon laquelle on a
obtenu une coupe avec K — 1 arétes. Dans les quatre configurations, I’aréte
en pointillés est donc nécessairement coupée, et appartient donc & un des K
chemins disjoints, CDA;. Par ailleurs, ce chemin a nécessairement I'une des
quatre formes données dans la figure 17.

F1G. 17 — Les quatre formes possibles pour CDA;.

En effet, les cinq formes données dans la figure 18 sont interdites, puisque
les arétes obliquant vers la gauche correspondent a des arétes marquées
—CDA ou CDA; dans la figure 16.

F1G. 18 — Les cinq formes interdites pour CDA;.

De facon plus précise, les quatre configurations possibles pour CDA;
sont données dans la figure 19. Une aréte marquée —coupée est soit une
aréte n’appartenant a aucun des K — 1 chemins disjoints, soit une aréte
appartenant a un chemin différent de CDA; et dont on a déja coupé une
autre aréte.
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.
—coupée CDA;
—coupée CDA,; —coupée —coupée
CDA; Cha;
—coupée B _C_]_D_A_.J _____ —coupée | 615]&{'
—coupée —coupée
J
1¥¢colonne 2% colonne 1% colonne 2% colonne
»
CDA. —coupee
j
—coupée —coupeée —coupée CDA;
CDA;
—coupée o 7;70705]56767 —coupée —coupée
CDA; CDA;
.
1% colonne 288 ¢olonne 1¥¢ colonne 28 colonne

F1G. 19 — Les quatre configurations possibles pour CDA;.

On se retrouve donc dans une situation comparable & celle de CDA; :
l’aréte verticale out passe CDA; est coupée et aucune des deux arétes en
pointillés n’est coupée. On peut donc utiliser pour le chemin CDA; le méme
raisonnement que pour CDA;. On continue d’itérer ce raisonnement sur
toute la bande horizontale. Deux cas peuvent se produire :

— Soit il existe sur cette bande horizontale une aréte verticale non coupée.
On peut alors rerouter C'DA; en contournant les arétes coupées, et on
obtient un chemin de s, a t;, non coupé, ce qui contredit I’hypothese ;

— Soit toutes les arétes verticales de la bande horizontale sont coupées.
La coupe compte alors K arétes, ce qui contredit I’hypothese.

Ainsi, nous avons démontré que, si une aréte de la 1 ou de la K®™€ co-
lonne est coupée au niveau de la bande horizontale h, alors toutes les arétes
verticales contenues dans h, soit K arétes, sont coupées. Donc, s’il existe
une coupe avec K — 1 arétes, on est sir qu’aucune aréte de la 1°7¢ et de la
KM€ colonne n’est coupée.
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Il nous suffit & présent de raisonner sur la forme des chemins disjoints,
a l'aide des pistes lancées dans [5]. Tout d’abord, rappelons que le fait que
I’on route K — 1 chemins disjoints implique qu’a chaque bande horizontale,
K — 1 arétes sont utilisées par le routage des chemins disjoints, et donc une
seule est libre. On peut donc en déduire que les K — 1 chemins disjoints sont
tous orientés dans le méme sens (ie vers la droite ou vers la gauche) sur une
ligne donnée. En effet, la figure 20 montre que, si une partie des chemins
était orientée vers la gauche et I’autre partie vers la droite, alors il y aurait
dans la bande horizontale suivante deux arétes (dessinées en pointillés dans
la figure 20) non utilisées par un des chemins.

I

~

Fi1Gc. 20 — Les chemins disjoints ne peuvent étre orientés dans des sens
différents sur une méme ligne.

Par ailleurs, les chemins alternent d’une ligne sur 'autre. En effet, sinon
on aurait besoin de K + 1 colonnes pour router tous les chemins disjoints,
comme l'illustre la figure 21.

K¢ colonne

Fia. 21 — Les chemins disjoints ne peuvent étre orientés dans le méme sens
sur deux lignes successives.

On peut donc en conclure que la forme globale des chemins disjoints est
fonction de la parité de L. La figure 22 illustre ce phénomene.

36



. .
[ ] n
. .
g 3
Nombre de lignes pair Nombre de lignes impair

Fic. 22 — Forme globale des chemins disjoints en fonction de la parité de L.

Avant d’aller plus loin, remarquons des & présent une propriété qui va
nous étre utile. D’apres I’énoncé du théoreme 2, si 'on considere une grille
G = (V, E, L) dans laquelle un des quatre coins n’est pas un terminal, alors
il existe K = card(L) chemins disjoints si et seulement si L > d. Autrement
dit, pour une liste £ fixée, il existe un routage des liaisons sur d lignes,
mais pas sur d — 1. De la méme fagon, si I'on dispose de d + 1 lignes et
que l'on supprime toute une ligne horizontale, ie que 'on retire tous ses
sommets et arétes, on a toujours a notre disposition d lignes, et donc on
peut router les K liaisons suivant des chemins disjoints. La ligne que l'on a
supprimée n’était donc pas absolument nécessaire au routage des liaisons :
seules d lignes sont réellement “utiles”. Pour router sur d+ 1 lignes, on peut
par exemple construire un routage sur d lignes, puis prolonger chacun des
chemins par une aréte verticale. La d + 1¢ ligne est alors une ligne “libre”,
en ce sens qu’aucune aréte horizontale de cette ligne n’est occupée par un
chemin, comme le montre la figure 23.

K
1

Routage des
chemins disjoints
sur d lignes

Lad+Iligne est|
une ligne "libre" L

Fia. 23 — Routage des chemins disjoints sur d+1 lignes.
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A présent que ces précisions ont été données, utilisons-les pour démontrer
que NbArétesCoupe = K. Nous allons d’abord travailler sur une grille
vérifiant L = d. Nous verrons ensuite comment traiter le cas L > d.

Cas L=d

Soit G — Ik la grille obtenue a partir de G en supprimant dans £ la
liaison I : autrement dit, G — lx = (V, E, L — {(sk,tK)}).

Supposons que G — I ait la méme densité que G, soit d. Alors le nombre
de lignes réellement “utiles” pour router les K — 1 liaisons de G — [ suivant
des chemins disjoints est d : d’apres la propriété 2, il est donc pair. D’apres
les remarques précédentes, on connait donc la forme globale des chemins
disjoints. D’autre part, comme le montrent les figures 22 et 23, le terminal
tx se trouve forcément au seul endroit ou aucun des K — 1 chemins disjoints
n’aboutit.

En partant de sx et en descendant le long de la K€ colonne, qui, comme
nous 'avons montré, n’est pas coupée, on peut arriver au sommet marqué
d’un gros carré noir dans la figure 22, sans avoir rencontré d’aréte coupée.
A partir de ce sommet, on peut se rendre a tx en utilisant uniquement
des arétes horizontales n’appartenant a aucun des K — 1 chemins disjoints
(en effet, toutes les arétes horizontales de la d° ligne situées a droite de tx
n’appartiennent a aucun chemin) : d’apres ce que nous avons montré plus
haut, aucune de ces arétes n’est coupée. Ce qui implique que 'on vient de
tracer un chemin allant de sx a tx sans rencontrer aucune aréte coupée. La
figure 24 montre un tel chemin (en gras).

d lignes

i

Fi1G. 24 — Chemin de sg a tg non coupé lorsque la densité de G — [ vaut
d.

On obtient ici une contradiction avec I’hypothese selon laquelle on avait
construit une coupe avec K — 1 arétes.
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Supposons & présent que G — lx ait une densité égale & d — 1. Alors le
nombre de lignes réellement “utiles” pour router les K —1 liaisons de G — i
suivant des chemins disjoints est d — 1. Autrement dit, on peut les router
sur d — 1 lignes, puis prolonger chacun des chemins disjoints par une aréte
horizontale. Mais alors, en reprenant le raisonnement précédent, en partant
de sk et en descendant le long de la K¢ colonne, on peut arriver au sommet
marqué d’'un gros carré noir dans la figure 22, sans avoir rencontré d’aréte
coupée. Et, a partir de la, on peut descendre d’une aréte verticale située sur
le bord puis se rendre a tx en utilisant uniquement des arétes horizontales
n’appartenant a aucun des K — 1 chemins disjoints. Encore une fois, nous
avons montré que nous pouvions tracer un chemin allant de s a tx sans
rencontrer aucune aréte coupée. La figure 25 montre un tel chemin (en gras).

H
i

[T

tr

d-1 lignes

Fi1G. 25 — Chemin de sk a tg non coupé lorsque la densité de G — [ vaut
d—1.

On obtient & nouveau une contradiction avec I’hypothese selon laquelle
on avait construit une coupe avec K — 1 arétes.

Nous venons donc de démontrer par 'absurde que, lorsque L = d, on ne
peut pas obtenir une coupe avec K — 1 arétes.

Cas L >d

Lorsque L > d, on a soit L — d, soit L — d + 1 lignes “libres”, puisque
seules d ou d — 1 lignes sont réellement “utiles” pour le routage. En répétant
la construction de la figure 25, on obtient un chemin de sg a tx non coupé.

Finalement, lorsque L > d, on ne peut pas obtenir une coupe avec K — 1
arétes. D’ou :

L > d = NbArétesCoupe = K = K’
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4.2.2 Cas ou le nombre de lignes est strictement inférieur a la
densité de la grille

Tout d’abord, remarquons que, lorsque NbMaxrCDA = K’, on a un flot
de valeur K', donc NbArétesCoupe = K = K'. Intéressons-nous alors au
cas ot NbMaxCDA = K' — 1.

En fait, pour étudier ce cas, nous allons nous ramener, en partant d’une
grille vérifiant L < d — 1 et NbMaxCDA = K' — 1, a I’étude d’une grille
vérifiant L > d, pour pouvoir utiliser les résultats démontrés dans ce cas.
Pour cela, nous allons mettre en évidence un certain nombre de propriétés
vérifiées par les graphes tels que NbMaxCDA = K' — 1.

Soit donc une grille G = (V, E, L) vérifiant NbMaxCDA = K' — 1 et
L < d— 1. On applique le programme (PLC) a G pour obtenir un graphe
ayant moins de liaisons et dont la densité est inférieure ou égale au nombre
de lignes de G. On note G~ un tel graphe. Autrement dit, si on note d’ la den-
sité de G~, G~ est obtenu a partir de G en supprimant un nombre minimum
de liaisons de telle facon que d’ < L. Alors, d’apres la proposition 3, comme
le graphe G (et donc le graphe G™) vérifie NbMaxCDA =K' -1 < K, G~
est tel que (H; étant défini dans la section 4.1.2) :

— Tous les sommets des deux bords horizontaux de H; sont des termi-
naux;

— Tous les sommets des deux bords horizontaux de H,,, sont des termi-
naux ;

— Pour tout i € {2,...,n2 — 1} au plus un des sommets de chaque bord
horizontal de H; n’est pas un terminal.

Donc, dans G~ pour tout ¢ € {2,...,n9 — 1}, soit tous les sommets de
chaque bord horizontal de H; sont des terminaux, soit exactement un som-
met de chaque bord horizontal de H; n’est pas un terminal, soit exactement
un sommet d’un des deux bords horizontaux de H; n’est pas un terminal.

Cependant, par un raisonnement assez simple sur la densité des bandes
verticales saturées, on peut montrer que le dernier cas de figure est impos-
sible.

En effet, supposons qu’il existe i € {2,...,n2 — 1} tel qu'un seul des
sommets du bord supérieur (respectivement du bord inférieur) de H; ne soit
pas un terminal, et que tous les sommets du bord inférieur (respectivement
du bord supérieur) de H; soient des terminaux. Notons BV SY et BV S les
deux bandes verticales saturées (ie dont la densité vaut L) contigués a H; et
situées respectivement a sa gauche et & sa droite. Supposons, sans perte de
généralité, que le sommet non terminal situé sur le bord supérieur (respecti-
vement inférieur) de H; soit, dans G, la source s4 d’une liaison vers la droite.
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Alors, dans G, cette liaison, (sq,t4), traversait BV S¢, mais pas BV S7. Re-
marquons d’ailleurs que cette liaison est la seule liaison enlevée qui traversait
BVSid et pas BV'S?, puisque seul un sommet du bord supérieur (respecti-
vement inférieur) de H; n’est pas un terminal et que tous les sommets de
l’autre bord horizontal de H; sont des terminaux. La figure 26 récapitule
I’ensembles des hypotheses et notations.

‘ ©: sommet non terminal dans G ‘

F1G. 26 — Une configuration impossible pour H;.

Notons £(BV S%) (respectivement £(BV S7)) 'ensemble des liaisons qui
ont été enlevées dans G~ et qui traversaient BV.S¢ (respectivement BV S7).
D’apreés la configuration de G=, on a L(BVSY) = L(BVS?) — {(sa,t4)}-
Pour une bande verticale saturée dans GG—, on appelle densité initiale sa
densité dans la grille G. On a alors :

— densité initiale de BV S¢ = card(L(BVS$)) + L;

— densité initiale de BV'SY = card(L(BV SY)) + L.

Dot : densité initiale de BV S¢ = densité initiale de BV SY + 1.

Cette relation a pour conséquence principale que la densité initiale de
BVSid est de parité différente de cellle de BV'SY. Or, ceci contredit la pro-
priété 2 qui nous assure que ces deux quantités sont paires.

Finalement, G~ vérifie, pour tout ¢ € {2,...,ngo — 1} :

— Soit tous les sommets de chaque bord horizontal de H; sont des ter-
minaux ;

— Soit exactement un sommet de chaque bord horizontal de H; n’est pas
un terminal.
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Pour tout 7 € {2,...,n2 — 1} tel que exactement un sommet de chaque
bord horizontal de H; n’est pas un terminal, on note sup; (respectivement
inf;) le sommet du bord supérieur (respectivement inférieur) de H; qui n’est
pas un terminal. On construit alors le graphe G~ : il est obtenu en ajoutant
a G~ les K — K’ liaisons “virtuelles” {(sup;,inf;)}. On obtient ainsi une
grille dense de densité égale a L, puisqu’aucune des liaisons {(sup;,inf;)}
ajoutées ne traverse de bande verticale de densité L dans G~. La figure 27
montre un exemple de graphe G-.

| ©: sommet non terminal dans G |

sup,  sup;
Hy H, a8t an 1 H,
i . 5

inf; inf;

Fi1c. 27 — Un exemple de graphe G-.

Supposons que 1’on puisse construire pour G' une multicoupe avec K’ —1
arétes. On a alors également une multicoupe pour G~ avec K’/ —1 arétes. On
considere ensuite I’ensemble d’arétes constitué de I'union de cette multicoupe
et de 'ensemble des K — K’ arétes reliant les sommets respectifs supi, supo,
..., supg_ g au reste de la grille : cet ensemble de (K —K')+(K'—1) = K—1
arétes constitue bien une multicoupe pour G~. Or, comme G~ vérifie L > d,
la section 4.2.1 nous assure que c’est impossible : K arétes sont en effet
nécessaires pour obtenir une coupe dans G-. Donc, I’hypothese selon laquelle
on peut construire pour G une coupe avec K’ — 1 arétes est absurde.

En conclusion, lorsque L < d — 1, K’ arétes sont toujours nécessaires
pour obtenir une coupe. Comme nous avons vu que cela est également vrai
pour L > d, et que K’ arétes sont toujours suffisantes pour obtenir une
coupe dans une grille, on a bien :

Pour toute grille G = (V, E, L), NbArétesCoupe = K’
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4.3 Etude des grilles a capacité uniforme

Les deux sections 4.1 et 4.2 nous ont permis de conclure que :

— Lorsque L, le nombre de lignes de la grille, est impair et strictement
inférieur a la densité de la grille d, alors le probleme de maximisation
du nombre de chemins disjoints par les arétes est polynomial, et la
valeur de la solution est donnée par le programme linéaire en variables

continues (PLC);

— Lorsque L est pair ou supérieur & d, alors le programme linéaire (PLC')
peut donner une valeur supérieure de 1 unité a 'optimum. On a alors,
dans le pire des cas, une solution approchée avec une erreur absolue
de 1;

— La solution optimale du probleme de multicoupe minimum est tou-
jours donnée par (DC).

L’objectif de cette partie est de s’intéresser a ce qu’il se passe lorsque
I'on passe d’une capacité partout unitaire & une capacité uniforme, mais pas
nécessairement unitaire.

4.3.1 Probléeme de la multicoupe minimum

En fait, le probleme de la multicoupe minimum varie tres peu lorsque ’on
passe d’une capacité partout unitaire a une capacité uniforme c. En effet,
puisque toutes les arétes ont le méme poids, le probleme revient toujours a
obtenir une multicoupe avec le moins d’arétes possible.

La solution optimale est donc exactement la méme que dans le cas de
capacités unitaires, et sa valeur est simplement multipliée par ¢ (puisque le
poids de chaque aréte passe de 1 a c).

Il convient ici de faire une autre remarque : comme nous ’avons déja vu,
la démonstration de ’optimalité pour le probleme de la multicoupe minimum
de la solution donnée par (PLC') est une démonstration par ’absurde basée
sur de longs raisonnements sur la forme des chemins disjoints par les arétes
dans les grilles. Nous avons, au terme de cette étude, l'intuition que ce
résultat est en fait la conséquence directe du résultat suivant, que nous
n’avons malheureusement pas encore réussi a démontrer.

Conjecture 1 Dans une grille G a capacité uniforme c, la valeur optimale
du probléme de maximisation du multiflot continu est K’ x c.

Si cette conjecture se révele exacte, la multicoupe admissible de valeur
K’ x ¢ fournie par le programme linéaire continu (DC') sera alors de toute
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évidence optimale, puisque par application de la propriété 1 sur la dualité
entre les relaxations linéaires de (PL1) et (PL2), aucune multicoupe de
valeur strictement inférieure & K’ X ¢ ne pourrait exister.

4.3.2 Problémes du multiflot entier maximum et du multiflot en-
tier insécable maximum

Il convient d’abord de remarquer que, dans le cas ou L, le nombre de
lignes, est impair et strictement inférieur a d, une des remarques de la
section 4.3.1 s’applique également au probleme du multiflot entier maxi-
mum, insécable ou non : il existe alors une multicoupe dont la valeur est
¢ X NbMazCDA. En routant ¢ unités de flots sur chacun des chemins dis-
joints, on obtient donc un multiflot entier de méme valeur qu’une multicoupe,
et dans lequel le flot issu de chaque liaison n’est routé au plus que par un
seul chemin. En procédant ainsi, on obtient donc une solution optimale a
la fois pour le probleme du multiflot entier maximum et pour le probleme
FlotInsécable.

Par contre, dans tous les autres cas (ie L > dou L < d—1 et L pair),
on n’est pas slr que ce résultat reste vrai. La figure 13 montre d’ailleurs
un exemple simple ou il existe un saut de dualité entre (PL1) et (PL2), ie
dans lequel la valeur du multiflot entier maximum, K’ — 1, est strictement
inférieure & celle de la multicoupe minimum, K’.

Néanmoins, on sait que la valeur du multiflot est toujours inférieure a
K’ x ¢, et toujours supérieure & (K’ — 1) x ¢. En effet, (K’ — 1) x c est la
valeur dans le pire des cas du multiflot admissible obtenu en routant ¢ unités
de flots sur chacun des chemins disjoints, puisque leur nombre est au moins
K' —1.

On peut donc évaluer, pour le probleme du multiflot maximum entier,
la solution approchée construite de cette fagon en calculant 'erreur relative
maximum commise :

_ ValSolOpt — ValSol App < K'xe—(K'—-1)xe¢ < 1
N ValSolOpt - K' xc - K’

Le raisonnement est le méme pour le probleme FlotInsécable, puisque
la solution approchée que 'on a construite est aussi admissible pour ce
probleme.
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Cependant, pour le probleme FlotInsécable, il est possible que la solu-
tion exacte soit moins difficile & obtenir que dans le cas du multiflot entier
maximum. La proposition 7 fournit un cas dans lequel le probleme est po-
lynomial.

Proposition 7 Soit une grille G = (V, E, L) a capacité uniforme c et telle
que L > d. La valeur optimale du probleme FlotInsécable est (K —1) x ¢ =
NbMaxCDA X c.

Preuve

On note fi le flot issu de si, pour tout k. On distingue deux cas :

— Soit il existe une solution optimale dans laquelle Vk € {1,..., K},
fr > 0, auquel cas il existe deux liaisons ki et ko qui partagent au
moins une aréte (car il n’existe que K — 1 chemins disjoints), et qui
doivent alors vérifier f, + fr, < ¢, ce qui implique

K
Sfi= X Fit Ut ) S(K-2)x0+e (K1) xe

Jj=1 JE{k1,k2}

La solution de valeur (K — 1) x ¢, obtenue en routant ¢ unités de flot
sur chacun des K — 1 chemins disjoints, est donc une des solutions
optimales ;

— Soit pour toute solution optimale il existe une liaison I telle que fg
est nul, auquel cas

K
=) fi<(K-1)xc

=1 i#k

Toute solution optimale est alors de valeur inférieure ou égale a (K —
1) X ¢, et la solution de valeur (K — 1) x ¢ est donc encore une fois
optimale.

Suite a ce résultat, notre étude nous a amenés a faire la conjecture sui-
vante.

Conjecture 2 Dans une grille G a capacité uniforme c, la valeur optimale
du probléeme FlotInsécable est NoMaxrCDA x ¢, ot NoMazCDA est le
nombre mazimum de chemins disjoints par les arétes que l’on peut router
dans G.

Par contre, ’exemple de la figure 28 prouve que la conjecture 2 n’est pas
vraie dans un graphe quelconque.
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Capacité uniforme ¢ = 2

514

55t st
o NbMaxCDA =1 ofy =1;6H=1;f=1
—> c¢*NbMaxCDA =2 > hithtz=3>2

FiG. 28 — Exemple de graphe ou ¢ x NbMaxCDA n’est pas optimal pour
le probleme FlotInsécable.

Enfin, on pourrait alors se demander si la conjecture 2 ne serait pas
également susceptible de s’appliquer au probléme du multiflot entier maxi-
mum. Malheureusement, la figure 29 montre que ce résultat ne tient pas
pour ce probleme.

| Capacité uniforme ¢ = 2 |

81 82
=2 £,=0
1 fi =2:6=2
f2:() lez fzzz ah 2
fl=1 —> fi+h=4>2
1,=1 2=
f12:1 f22:
=1 © NbMaxCDA =1
f1:0 f2 =1 f1:2
£,=2] 2 £,=0
2 2 —> ¢*NbMaxCDA =2

] t

fy : flot total routé pour la liaison k
fkj . flot routé pour la liaison k sur le chemin j

Fic. 29 — Exemple de grille ou ¢ X NboMaxC DA n’est pas optimal pour le
probleme du multiflot entier maximum.
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5 Complexité du probleme FlotInsécable dans les
grilles

Nous nous intéressons, dans cette partie, a la complexité du probleme
FlotInsécable dans les grilles a capacités quelconques. Nous montrons, a
I’aide de deux réductions polynomiales différentes, la proposition 8.

Proposition 8 Le probleme FlotInsécable est NP-difficile dans les grilles
a capacités quelconques.
5.1 Réduction a partir du probleme PARTITION

Le probleme NP—Complet PARTITION est défini comme suit :

Données : n + 1 entiers (a1, as,...,a,, B) strictement positifs tels que
n
Z a; = 2B )
i=1

Question : Existe-t-il une partition en deux ensembles disjoints I et Io

tels que I1 U lr = {1,...,n} et Zai: Zai:B?
i€l i€lq

Soit P une instance du probleme PARTITION. Nous allons voir com-
ment construire, a partir de P, une instance F du probleme FlotInsécable.

Cas ou n est pair : F est la grille dense donnée dans la figure 30.

51 ) Sn/2 S+l Sn-1 Sh
[ ] ® [ ] [ ] 9 L ] [ ] L ]

4 dy dn/2 A dp2+1 a1 dy
& - EoS . TR & & L L 4
2B 2B 2B 2B
2B 2B 2B ?’B 2B 2B 2B 2B
2B 2B 2B 2B
L L L 9--- B R L L ]
dp dp-1 dp/a+1 dnn da dq

ty th.1 thor1 tan t t

Fic. 30 — Instance F pour n pair.

On peut remarquer que l'idée principale de cette réduction est que cha-
cun des flots doit passer sur I'une des deux arétes en pointillés. Ainsi, un flot
sera routé soit “par le haut”, soit “par le bas”, selon qu’il passe par ’aréte
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en pointillés du haut ou du bas. En effet, il convient de se souvenir que, pour
le probleme FlotInsécable, chacun des flots n’est routé que suivant un seul
chemin.

Montrons que :
Valeur Optimale(F) = 2B <= 1l existe une partition en (I, I2).

Supposons qu’il existe une partition en (I, I2) : alors on route les flots
dont les indices sont dans I; par le haut, et les flots dont les indices sont
dans Iy par le bas. Le flot obtenu a 'arrivée vaut bien 2B.

Réciproquement, supposons que Valeur Optimale(F) = 2B. Alors, cha-
cune des deux arétes en pointillés est saturée et tous les flots sont routés. 11
en existe donc forcément une partie d’entre eux qui sont routés par le haut
et dont les indices formeront I7, et le reste des flots est routé par le bas et
leurs indices formeront I>. On obtient donc bien une partition.

Cas ou n est impair : F est alors une grille non dense. On reprend la
grille précédente en ajoutant deux sommets non terminaux, indiqués
par des ronds blancs dans la figure 31.

51 52 S(n+1)/2 S(n+3)/2 Sn.1 Sn
L ] L ] » L ] L 0 L L L L ]
aj dy Ain+1)/2 A(n+3)/2 dp.1 Ay
B
4 L L , BRI ¥ L 4 &
2B 2B 2B 2B
2B B 2H ’B 2B 2B 2B B
2B 2B 2B 2B
- L L L .- - i'D; A L L L ]
dy dn-1 A(n+3)/2 (n+1)/2 dg d1
L * L * Q : L J L J L L
ty tha a3y tarnn 15 b

FiGc. 31 — Instance F pour n impair.

On montre de la méme fagon que précédemment que :
Valeur Optimale(F) = 2B <= 1l existe une partition en (I, I2).

Une solution pour F nous fournirait donc une solution pour P, et in-
versement. Le probleme FlotInsécable est donc NP-difficile dans les grilles.

Voyons a présent la deuxieme réduction.
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5.2 Reéduction a partir du probleme PARTITION+

Le probleme NP-Complet PARTITION+ est défini comme suit :
Données : n+2 entiers (aj, as,...,an, B,l) telsque B> [, Vi € {1,...,n}
n
a; > let Z%‘:QB;
i=1
Question : Existe-t-il une partition en deux ensembles disjoints I7 et I

tels que I; Uly = {1,...,n} et Zai: Zai:B?
i€l i€l

En fait, ce probleme est NP-Complet car il se réduit trivialement du
probleme PARTITION. En partant d’une instance P de PARTITION
et en multipliant par [ toutes les données, on obtient une instance P+ de
PARTITION+ qui est équivalente a P.

Dans la suite, on prendra [ = 2. Soit P™ une instance de PARTI-
TION+. On construit alors I'instance F' de FlotInsécable représentée
dans la figure 32.

51 52 Sn-1 Sn
L ] L ] L ] L ] L ] ® [ ]
dq da dp-1 dp
&> 9 & % i ¥ 4
2B 2B 2B 2B
2B 2B PB 2B 2B 2B 2B B
2B 2B 2B B
» £ & 4 L » . TERREER 4
1 1 1 1 1 2B
2B 2B 2B 2B 2B 2B
& & & & i & & &
G| d) dp-1 dp
. ® ® . . ® . .

Fic. 32 — Instance FT.

Encore une fois, 1’'idée de base de la réduction polynomiale est que, dans
une solution optimale, chacun des flots doit passer sur 'une des deux arétes
en pointillés.

Montrons que :

Valeur Optimale(F 1) = 2B <= 1l existe une partition en (I, I5).
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Supposons qu’il existe une partition en deux ensembles (11, I3). Alors on
fait passer tous les flots dont les indices sont dans I; par I'aréte horizontale
en pointillés, et le reste par I'aréte verticale en pointillés. Chacune de ces
deux arétes est saturée, et le flot total routé a donc bien comme valeur
B+ B =2B.

Réciproquement, si le flot total routé vaut 2B, alors le flot routé pour
chaque liaison k vaut ag, et donc aucun des flots n’est routé par I'une des
arétes de capacité 1. En effet, chaque flot n’est routé que suivant un seul
chemin et Vk € {1,..., K} a; > 1. Ainsi, tous les flots passent par l'aréte
indiquée en gras et de capacité 2B, qui est donc saturée. Par conséquent,
chacune des deux arétes en pointillés est également saturée, et en posant I3
comme étant l’ensemble des indices des flots routés par l'aréte horizontale
en pointillés et Is comme étant 1’ensemble des indices restant, on obtient
une partition en (17, I5).

En conclusion, une solution pour F*+ nous fournirait une solution pour

P, et inversement. Ceci démontre donc également que, dans les grilles, le
probleme FlotInsécable est NP-difficile.
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6 Conclusion

Au terme de cette étude, quelques résultats intéressants ont été mis en
évidence. Concernant d’abord le probléeme consistant a calculer le nombre
maximum de chemins disjoints par les arétes que I’on peut router dans une
grille, il a été démontré qu’il était polynomial dans le cas ou le nombre de
lignes est supérieur a la densité de la grille ou bien impair et strictement
inférieur a la densité de la grille. Mais nous avons également vu que, dans
ce dernier cas, la connaissance de la valeur d’une solution optimale n’est pas
toujours suffisante pour nous permettre de construire une solution ayant
cette valeur.

D’autre part, nous avons également vu que, lorsque le nombre de lignes
est pair et strictement inférieur a la densité de la grille, on ne sait pas, pour
Iinstant, résoudre ce probleme de facon polynomiale, et ce cas reste donc a
éclaircir. Néanmoins, on sait déja calculer une solution approchée pour ce
cas, avec une erreur absolue de 1.

Cela nous a permis de garantir, dans le pire des cas, une solution ap-
prochée au probleme de maximisation du multiflot entier dans les grilles a
capacité uniforme.

Concernant ensuite le probleme de la multicoupe minimum, les résultats
obtenus sur les grilles a capacité unitaire et méme uniforme sont encore plus
intéressants : il a été démontré que le probleme de la multicoupe dans les
grilles & capacité uniforme est polynomial, puisqu’une solution optimale pour
ce probleme est obtenue en résolvant un programme linéaire en variables
continues.

D’autre part, les résultats obtenus pour le probleme du multiflot insécable
entier maximum dans les grilles ont permis d’approcher les cas limites pour
ce probleme : il est en effet NP-difficile dans les grilles a capacités quel-
conques, et polynomial dans les grilles a capacité uniforme dont le nombre
de lignes est impair ou supérieur a la densité de la grille, sous réserve que
l’on soit capable de construire les chemins disjoints par les arétes utilisés
pour router le flot.

Néanmoins, les suites de cette étude peuvent étre nombreuses et diverses.
On aura bien évidemment remarqué que les problemes de multicoupe mini-
mum et de multiflots entiers maximum n’ont pas du tout été étudiés dans
les grilles ayant des capacités quelconques. Il reste donc certainement, dans
ce domaine, de nombreuses choses a faire.

Par ailleurs, si ’on continue de restreindre 1’étude a des problemes moins
généraux, de nombreuses pistes lancées dans ce document restent a ex-
plorer. Tout d’abord, il serait tres intéressant de parvenir a prouver, ou
éventuellement a réfuter, les deux conjectures qui y sont développées. La
premiere, qui fixerait la valeur du multiflot continu dans une grille uniforme,
est intéressante car elle fournit un indice sur la limite entre les valeurs des
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multicoupes et celles des multiflots. La seconde, qui donnerait la valeur du
multiflot insécable entier maximum dans une grille a capacité uniforme en
fonction du nombre maximum de chemins disjoints que ’on peut y router,
pourrait permettre d’affiner encore un peu plus I’étude des cas limites pour
le probleme du multiflot insécable entier maximum.

Il serait également utile de s’intéresser a la recherche d’une solution opti-
male pour le programme linéaire (PLC') : ce probleéme est polynomial, mais il
serait sans doute résolu de facon bien plus efficace a 1’aide d’un algorithme
combinatoire polynomial. De méme, il faudrait parvenir & adapter au cas
général Palgorithme décrit par Frank dans [6] pour construire des chemins
disjoints par les arétes dans les grilles.
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8 Terminologie et notations

Cette section regroupe ’ensemble des plus importantes notations uti-
lisées dans ce document. Soit une grille G = (V, E, L), on note :

e T ’ensemble des terminaux de G ;

e K = card(L) le nombre de liaisons de G ;

e [ le nombre de lignes de G et C son nombre de colonnes;
e d la densité de G ;

e /) la liaison (sg, tx);

e b; la j¢ bande verticale;

e Hg le graphe de demande associé a G (I’ensemble de ses sommets est T’
et 'ensemble de ses arétes, Ep,, est 'ensemble des liaisons de G) ;

e Pour un ensemble X C V (respectivement X C T'), dg(X) (respective-
ment dy, (X)) ou degré de X dans G (respectivement dans Hg), le
nombre d’arétes de E (respectivement de Ep,,) ayant exactement un
sommet dans X et l'autre dans V' — X (respectivement un sommet
dans X et l'autre dans T — X)) ;

e Pour un ensemble X C V, s(X) ou surplus de X la quantité dg(X) —
dHg (X);

e Pour une bande verticale d’indice v (respectivement une bande horizon-
tale d’indice h), X4(v) (respectivement Xp(h)) le sous-graphe de G
situé a gauche de v (respectivement en-dessous de h);

e Pour une bande verticale d’indice v (respectivement une bande hori-
zontale d’indice h), G4(v) (respectivement Gy(h)) le graphe obtenu a
partir de G4(v) (respectivement de Gy(h)) en supprimant toutes les
arétes de E contenues dans les bandes horizontales (respectivement
bandes verticales) saturées ;

e Pour une bande verticale d’indice v (respectivement une bande horizon-
tale d’indice h), V¥ (respectivement H/) la i¢ des n; (respectivement
ny) composantes connexes de G,4(v) (respectivement Gy(h));

e Pour une bande verticale d’indice v (respectivement une bande horizon-
tale d’indice h), CPy(v) (respectivement C'Pr(h)) ou congestion de
parité de v (respectivement de h) le nombre de composantes connexes
de G,(v) (respectivement Gp,(h)) dont le degré dans G+ H est impair ;

e Pour une composante connexe H!* de Gy(h), 1(H[") sa largeur (en nombre
de colonnes) et K; le nombre de liaisons ayant leurs puits dans th ;

e H; le sous-graphe de G situé entre la (¢ — 1)¢ et la ¢ bande verticale
saturée ;
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e G~ le graphe de densité d’ obtenu & partir de G en supprimant un nombre
minimum de liaisons de telle facon que d’ < L

e K’ la valeur de la solution optimale du programme (PLC) (K’ est le
nombre de liaisons de G7);

e NbMaxC DA le nombre maximum de chemins disjoints par les arétes que
I’on peut router dans G ;

o NbArétesCoupe le nombre d’arétes nécessaire et suffisant pour obtenir
une coupe dans G.
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9 Tableau récapitulatif des résultats

Grilles &
Grilles a capacité unitaire Grilles & capacité uniforme ¢ = 2 capacités
quelcongues
Lzd |LSGTeL cqqetiparl  Lz2d  [LSETOLY cget pair
impair impair
Multiflot entier PCE,I?;QIZTFI Po(l%!/nac])gairal Approximation | Approximation Po(l%!/r;clagairal Approximation
masdrmum optimale = | optimale = | 2¥e¢ erreur avecerreur | ooole= | @Vecerreur ?
Pt P ; absolue de 1 |relative de 1/K | P o relative de 1/K'
K-1) K" K'*c)
. Polynomial : ; EShnomial . .
Multicoupe (Valeur Polynomial (Valeur optimale (Valeur Polynomial (\/aleur optimale 2
minimum optimale = K) =K optimale = = K¢} )
P K*c)
. ; idem ; ] Polynomial | Polynomial * S
idem Multiflot : idem Multiflot Approximation
Flotinsécable entier Multl_ﬂot entier (\(aleur_ (\{aleur_ avec erreur NP-difficile
: entier ; optimale = optimale = : ;
maxdmum : maximum 3 o relative de 1/K
maximum (K-1)"c) K'*c)

" sous réserve que I'on soit capable de construire les chemins disjoints par les arétes utilisés pour router le flot.
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