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Chapitre 1

Introduction générale

Dans cette thése, on s’intéresse aux aspects algorithmiques de deux pro-
blémes combinatoires fondamentaux : le probléme du multiflot entier maxi-
mum et le probléme de la multicoupe minimum. Ces deux problémes (et un
certain nombre de leurs variantes) sont d’une grande importance a la fois
théorique et pratique : d’une part, car leur résolution par des algorithmes
efficaces reste encore assez mal comprise, d’autre part parce que ce sont
des problémes aux applications industrielles nombreuses, notamment dans
la conception et P'exploitation de réseaux de télécommunications (routage,
fiabilité, etc.).

Les premiers problémes de flot et de coupe étudiés par la communauté
scientifique, du point de vue algorithmique, sont les fameux problémes du
flot maximum et de la coupe minimum, dont les propriétés essentielles ont
été découvertes, en particulier, par Ford et Fulkerson dans leur célébre article
fondateur de 1956 [65]. De nombreuses recherches ont, par la suite, permis
d’améliorer sensiblement & la fois la compréhension de ces problémes et les
méthodes de résolution [5]. Les deux problémes que l'on se propose d’étu-
dier dans cette thése constituent des généralisations de ces deux problémes
classiques ; néanmoins, de nombreuses propriétés avantageuses qui leur sont
associées ne se conservent pas. Ainsi, malgré les nombreuses études qui ont
été menées (notamment du point de vue de la conception d’algorithmes ap-
prochés), il reste beaucoup de chemin & parcourir avant de parvenir & une
connaissance satisfaisante des particularités de ces problémes plus généraux.

Dans cette introduction, nous commengons par définir briévement le
cadre de 'optimisation combinatoire dans lequel s’inscrit cette thése (sec-
tion 1.1), puis nous donnons quelques définitions utilisées tout au long du
document (section 1.2). Ensuite, nous définissons formellement les problémes
étudiés et détaillons les propriétés et résultats associés les plus importants
(section 1.3). Enfin, nous concluons en donnant un apergu de nos résultats
et de l'organisation du présent document (section 1.4).

23
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1.1 Rapide survol de I'optimisation combinatoire :
notions fondamentales

Dans cette thése, nous nous placons dans la problématique de 'optimisa-
tion combinatoire : trouver, a 'aide d’un algorithme efficace (ce concept est
formalisé ci-dessous), une meilleure solution parmi un ensemble de solutions
admissibles, fini mais trés grand (classiquement, de taille exponentielle). Les
applications industrielles de ce type de problématique sont nombreuses et
variées, car beaucoup de problémes peuvent se formuler de cette facon.

La théorie de la complexité vise a fournir un cadre formel pour un cer-
tain nombre de domaines de recherche, et en particulier pour 'optimisation
combinatoire. La classe N'P (pour Non-determinist Polynomial) est définie
comme étant la classe des problémes de décision que 'on peut résoudre a
l'aide d’un algorithme non déterministe polynomial, c’est-a-dire dont la
complexité est polynomiale en la taille du codage de I'instance. A l'intérieur
de cette classe, la classe P est la classe des problémes de décision que l'on
peut résoudre & l'aide d’un algorithme déterministe polynomial. La conjec-
ture la plus célébre actuellement en informatique théorique est que P # NP ;
autrement dit, que certains problémes de /P ne peuvent pas étre résolus par
des algorithmes (déterministes) efficaces. Pour toutes les notions que nous
ne développerons (ou ne détaillerons) pas, le lecteur est invité a se reporter
a I'excellente monographie de Michael Garey et David Johnson [76].

Un probléme IT est dit N'P-difficile si 'existence d’un algorithme po-
lynomial (déterministe) pour II implique l'existence d’un algorithme poly-
nomial (déterministe) pour n’importe quel probléme de NP. Un probléme
NP-difficile est dit N'P-complet s’il appartient & A'P. Stephen A. Cook a,
le premier, prouvé ’existence de tels problémes, en montrant que le probléme
de satisfaction de contraintes SAT, issu de la logique, était N'P-complet [45].
Une facon de montrer la complétude dans NP d’'un probléme est d’utili-
ser la notion de réduction polynomiale [98| : étant donné un probléme
IT € NP et un probléme N P-difficile IT*, si IT* se réduit polynomialement &
IT (c’est-a-dire, en substance, s'il existe un algorithme polynomial qui trans-
forme toute instance de II* en une instance de II), alors IT est N'P-complet
(ou N'P-difficile 8’1l n’est pas dans N'P). En régle générale, on montre qu’'un
probléme d’optimisation est N'P-difficile en montrant que le probléme de
décision associé (qui consiste a décider s'il existe une solution admissible de
valeur au moins ou au plus tant) est A'P-complet.

Comme de trés nombreux problémes étudiés dans la pratique sont NP-
difficiles (et donc, si P # NP, il n’existe pas d’algorithmes polynomiaux pour
les résoudre), on est confronté a plusieurs alternatives pour les résoudre.

La premiére possibilité est de chercher & résoudre des cas particuliers
d’un probléme. Par exemple, on ajoute une hypothése (réaliste, si possible)
au probléme, et on étudie I'impact de cette hypothése sur la complexité du
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probléme (est-il toujours N'P-difficile, ou bien est-il & présent dans P 7). Pour
les probléemes d’optimisation dans les graphes (comme ceux étudiés dans ce
document), une hypothése classique est de restreindre la structure du graphe.
Cette approche est une de celles que nous utiliserons.

Une deuxiéme approche est celle de I’approximation polynomiale :
on cherche alors & calculer, en temps polynomial, une solution qui n’est pas
optimale mais proche de 'optimum (par opposition aux algorithmes exacts),
cette proximité avec 'optimum pouvant étre garantie a priori. Cette garantie
d’approximation est contenue dans le ratio d’approximation : étant donné
un probléme d’optimisation II et un réel & > 1, un algorithme a-approché
pour IT (c’est-a-dire un algorithme avec un ratio d’approximation « pour II)
est un algorithme polynomial A qui calcule une solution admissible pour

SOL4(1 .
II telle qQu€ IMaXy / I est une instance de II { 885;\1‘(1[)7 OPJ:%I ) < a, ou OPT;

est la valeur optimale pour I'instance I du probléme II et SOL4(I) est la
valeur de la solution donnée par A pour l'instance I du probléme II. Nous
détaillons quelques aspects de ’approximation polynomiale en section 1.1.1.

Une troisiéme approche est de chercher des algorithmes (exacts), non
pas polynomiaux, mais pseudo-polynomiaux ou bien FPT (pour Fized-
Parameter Tractable). Un algorithme est pseudo-polynomial s’il est polyno-
mial en la taille des nombres qui interviennent dans la donnée de I'instance,
et non nécessairement en la taille du codage de 'instance (coder un nombre n
nécessitant normalement log n bits, et non n). Cependant, certains problémes
ne peuvent pas étre résolus par des algorithmes pseudo-polynomiaux (sauf si
P = NP) : de tels problémes sont dits N'P-difficiles (ou N'P-complets s’ils
sont dans A'P) au sens fort. Un exemple typique de problémes N P-difficiles
au sens fort est la classe des problémes N P-difficiles qui sont polynomia-
lement bornés, c’est-a-dire pour lesquels la taille des nombres intervenant
dans la donnée des instances est bornée par un polynéme en la taille de
leur codage (comme les problémes MAx SAT ou MAX 2SAT, par exemple
[76]). En particulier, cela signifie que la valeur optimale est bornée par un
polyndéme en la taille du codage.

Un algorithme FPT est un algorithme dont la complexité s’écrit f(p)|Z|*,
ol p est un paramétre du probléme, f est une fonction continue de p, |Z| est
la taille du codage de l'instance Z du probléme a résoudre et @ > 0 est un
réel fixé [56]. Une fois que le paramétre p a été identifié et fixé, 'algorithme
devient donc polynomial et sa complexité est “raisonnable”, au sens ou l'ex-
posant de |Z| ne dépend pas de p. Un probléme est FPT (ou dans FPT, car
c’est aussi le nom de la classe) pour un certain parameétre p s’il admet un
algorithme FPT pour ce paramétre. Il faut remarquer qu'un probléme peut
étre FPT vis-a-vis d’un paramétre et ne pas 1'étre vis-a-vis d’un autre (le
choix du paramétre est donc déterminant). Cette approche récente (elle a
été introduite il y a 10 & 15 ans) a relancé I'espoir de trouver des algorithmes
efficaces pour de nombreux problémes N P-difficiles pour lesquels on peut
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identifier, dans les instances rencontrées en pratique, des paramétres natu-
rels de faible valeur (par exemple, des problémes de bio-informatique). Par-
fois, lorsqu’on ne peut prouver qu'un probléme est FPT (ou lorsqu’on peut
prouver qu’il n’est pas FPT moyennant une certaine conjecture considérée
comme probable en théorie de la complexité), il peut aussi étre intéressant
de montrer que, lorsqu’un paramétre p du probléme est fixé, il existe un algo-
rithme polynomial pour le résoudre (méme si la complexité de cet algorithme
ne peut pas s’écrire sous la forme f(p)|Z|*, comme par exemple |Z|P). Nous
étudierons donc également cette approche.

Une quatriéme approche consiste & chercher des méthodes de résolution
exacte, non polynomiales en théorie, mais trés efficaces en pratique (c’est-a-
dire sur des instances réelles). Parmi les méthodes les plus utilisées on peut ci-
ter les méthodes par séparation et évaluation (Branch and Bound en anglais),
avec éventuellement ajout de plans sécants (Branch and Cut en anglais). Le
principe de ces méthodes est de construire un arbre de recherche (avec ajout
de nouvelles contraintes & chaque nouveau neeud), et de résoudre en chaque
nceud de cet arbre une relaxation du probléme, calculable en temps poly-
nomial (c’est 'étape du calcul de borne). En chaque nceud, la borne peut
étre obtenue de plusieurs fagons : programmation linéaire (PL), program-
mation semi-définie (SDP), programmation quadratique convexe, etc. Nous
détaillons certains aspects des méthodes par calcul de bornes en section 1.1.2.

Pour finir, une cinquiéme approche de résolution consiste & employer des
heuristiques, c’est-a-dire des algorithmes, efficaces en pratique (et souvent
polynomiaux en théorie), qui fournissent une solution approchée dont on ne
sait pas garantir a priori la qualité (cette garantie peut parfois étre obtenue a
posteriori, en comparant la valeur de la solution fournie a une borne). On dis-
tingue les heuristiques et les méta-heuristiques. Les premiéres sont souvent
associées a un probléme particulier (ou a une classe de problémes), pour le-
quel elles sont particuliérement adaptées : elles sont en général issues d’idées
(ou de variantes d’idées) utilisées pour concevoir des algorithmes approchés
(nous utiliserons cette démarche dans le chapitre 7). Les secondes sont des
méthodes génériques de recherche de solutions (souvent par recherche lo-
cale), dont le schéma général demande & étre adapté a chaque probléme (on
peut citer la méthode de recherche tabou, le recuit simulé, les algorithmes
génétiques, les algorithmes par colonies de fourmis, etc.).

1.1.1 Une bréve présentation de ’approximation polynomiale

La théorie de I'approximation polynomiale étant vaste [93, 159], nous
nous contenterons uniquement d’en donner les bases, qui nous seront utiles
dans la suite. L’'un des points les plus intéressants est la classification des
problémes du point de vue de 'approximation, dans une classe ou dans une
autre : cela permet d’affiner la notion de N'P-difficulté, certains problémes
NP-difficiles se comportant trés bien du point de vue de l’approximation,
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d’autres au contraire trés mal. Plusieurs classes d’approximation ont été
définies, entrainant 'apparition de résultats d’'inapproximabilité : en sub-
stance, cela signifie que, sauf si P = NP (ou toute autre hypothése peu
plausible issue de la théorie de la complexité), tel probléme ne peut pas ap-
partenir a telle classe d’approximation, c’est-a-dire, il n’existe pas pour ce
probléme d’algorithme approché ayant tel ratio. Nous ne détaillerons pas tous
les travaux fondamentaux qui ont permis d’établir une grande partie de ces
résultats (définition de la classe MAX SNP [135], théoréme PCP (9], etc.);
nous allons simplement présenter les classes d’approximation que nous utili-
serons le plus. Nous ne parlerons pas non plus de la notion d’approximation
différentielle, car nous ne l'utiliserons pas [136].

On définit la classe APX comme étant la classe des problémes d’op-
timisation admettant un algorithme a-approché pour un o > 1 fixé (par
exemple, le probléme COUVERTUREPARLESSOMMETS admet un algorithme
2-approché, et appartient donc & APX). Un probléme est APX-difficile
s’il existe un réel € > 0 tel que, si P # NP, il n'existe pas d’algorithme
(14 e)-approché pour ce probléme (voir [9]). Un probléme AP X-difficile est
APX-complet s'il appartient & APX. Etant donné un probléme d’optimi-
sation I, on dit que IT admet un PTAS (pour Polynomial-Time Approzima-
tion Scheme), ou schéma d’approximation polynomial en frangais, s’il
existe une famille d’algorithmes (A¢)c>o telle que, pour tout € > 0 fixé, A,
est un algorithme (1 + €)-approché pour II. En d’autres termes, un probléme
AP X-difficile n’admet pas de PTAS si P # NP (et, inversement, un pro-
bléme qui admet un PTAS n’est pas AP X-difficile, sauf si P = N'P). Une
sous-classe des PTAS est la classe des FPTAS (pour Fully Polynomial-Time
Approximation Schemes), schémas d’approximation complétement po-
lynomiaux en frangais. Un FPTAS est simplement un PTAS dont le temps
d’exécution peut s’écrire sous la forme : O((1)¥|Z|?), ot € est défini comme
ci-dessus, @ > 0 et f > 0 sont deux réels fixés, et |Z| est la taille du codage
de l'instance considérée. Montrer qu’un probléme n’admet pas de FPTAS
(sauf si P = N'P) est souvent beaucoup plus facile que de montrer qu’il
n’admet pas de PTAS (sans compter que certains problémes n’admettent ef-
fectivement pas de FPTAS, mais admettent un PTAS), grace a la proposition
classique suivante, dont la démonstration est laissée au lecteur en exercice :

Proposition 1.1. Tout probléme N'P-difficile (4 valeurs entiéres) qui est
polynomialement borné n’admet pas de FPTAS, sauf si P = NP.

Un exemple typique est celui d’un probléme ot la donnée de 'instance
ne nécessite la donnée d’aucun “grand” nombre (MAax SAT, par exemple).
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1.1.2 Les méthodes arborescentes et le calcul de bornes :
introduction a la Programmation Linéaire

Une technique classique pour résoudre en pratique un probléme NP-
difficile consiste & le modéliser par un programme linéaire en nombres
entiers (PLNE), puis a résoudre ce PLNE a l'aide d’une des méthodes ar-
borescentes décrites précédemment. L’avantage de cette technique est que
de nombreux problémes d’optimisation combinatoire peuvent se modéliser
aisément et naturellement sous forme de PLNE : un programme linéaire
(PL) consiste & optimiser une fonction linéaire sous des contraintes linéaires.
Un PLNE est un PL ot toutes les variables sont contraintes a étre entiéres.
Bien que la résolution d’'un PLNE soit un probléme A P-difficile dans le cas
général, il existe des algorithmes efficaces, en théorie ou en pratique, pour
résoudre un PL continu, ¢’est-a-dire lorsque ’on autorise les variables & étre
réelles (méthodes de point intérieur, algorithme du simplexe, méthode des
ellipsoides, etc.). Pour résoudre un PLNE, on effectue donc une recherche ar-
borescente, et, en chaque noeud de 'arbre, on ajoute de nouvelles contraintes
sur une variable (par exemple, si on a une variable x; € {0, 1}, on crée deux
nceuds fils, 'un avec la contrainte z; = 0, 'autre avec la contrainte z; = 1),
puis on calcule une borne en relachant les contraintes d’intégrité sur les va-
riables (relaxation continue) et en résolvant le PL continu ainsi obtenu.

Nous n’utiliserons pas de méthodes de résolution arborescentes dans la
suite de ce document, mais nous utiliserons la modélisation par la PL pour
certains problémes. C’est pourquoi nous détaillons certains aspects ici.

Dualité. L’un des aspects les plus intéressants en PL est la dualité : a
tout PL (P) de la forme maxc - sous contraintes Mz < b (c et b étant
des vecteurs de données, M une matrice de données et z > 0 un vecteur
d’inconnues), on peut associer un PL dual (D) de la forme miny - b sous
contraintes yM > ¢, y > 0. Le théoréme de la dualité forte en PL
affirme que (P) et (D) ont les mémes valeurs optimales; en outre, il existe
des équations (appelées relations d’exclusion ou conditions des écarts
complémentaires) liant les solutions optimales de ces deux PL [149].

Ratio et saut d’intégrité. Dans la majorité des cas, la valeur de la solu-
tion optimale (et donc entiére) d’'un PLNE donné n’est pas égale a la valeur
optimale de sa relaxation continue (c’est-a-dire, du PL continu associé¢). On
appelle saut d’intégrité la différence relative entre ces deux valeurs : il
vaut % pour un probléme de minimisation et % pour
un probléme de maximisation, ot OPTE et OPT désignent respectivement

les valeurs optimales en entier et en continu (on suppose que OPTg > 0 et

OPTe > 0). On appelle ratio d’intégrité la quantité max { 8]5%, 85?2 }

Il faut noter que l'on peut essayer de construire une solution entiére (ap-
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prochée) a partir de la solution optimale continue (en l’arrondissant). Dans
de nombreux cas, cependant, la meilleure borne que ’on sache obtenir en
temps polynomial pour OPTg est OPT¢. Cette technique fournit donc un
algorithme approché dont le ratio d’approximation (si on cherche un mini-
mum, par exemple) est borné par 5197% (ot SOL est la valeur de la solution
entiére ainsi construite), ce qui est plus grand que le ratio d’intégrité : autre-
ment dit, si ’on peut exhiber des instances ot le ratio d’intégrité est “grand”,
alors on montre du méme coup que cette approche ne pourra pas permettre

de concevoir un “bon” algorithme approché.

Séparation. Un autre aspect important de la PL est I’équivalence entre op-
timisation et séparation : en substance, si, étant donné un polyédre Mz < b,
il existe un algorithme polynomial pour décider si, étant donné un point x*
de lespace, z* est a l'intérieur ou a 'extérieur de ce polyedre (et, dans le
second cas, pour exhiber une contrainte du polyédre violée par z*), alors il
existe un algorithme polynomial (basé sur la méthode des ellipsoides)
pour optimiser toute fonction linéaire sous les contraintes Mx < b. Ce résul-
tat est fondamental lorsque ’on cherche & résoudre des PL dont le nombre
de contraintes est exponentiel [85].

Totale unimodularité. Enfin, un autre aspect intéressant est un lien
entre la PL et la PLNE. Sous certaines conditions, toute solution de base
d’'un PL (c’est-a-dire, toute solution qui sature un nombre de contraintes
linéairement indépendantes égal a la dimension du polyédre des contraintes ;
nous y reviendrons ultérieurement) est a coordonnées entiéres. C’est ce qui
se passe, par exemple, lorsque la matrice des contraintes M est totalement
unimodulaire : dans ce cas, une solution optimale entiére peut étre obtenue
en temps polynomial (et le saut d’intégrité est nul) [149].

1.2 Quelques notions de base en théorie des graphes

Les problémes d’optimisation que nous étudierons se classent dans la
famille des problémes d’optimisation dans les graphes. Dans cette section,
nous passons donc en revue ’ensemble des notions de théorie des graphes
dont nous aurons besoin dans la suite de ce document (voir aussi [21]).

Notions générales. Etant donné un graphe G = (S, A) orienté ou non
orienté, S désignera ’ensemble de ses sommets et A C .S x S I'ensemble de
ses arétes (ou de ses arcs, un arc étant une aréte orientée, c¢’est-a-dire or-
donnée). Etant donnée une aréte a = (u,v) = (v,u), les sommets u et v sont
appelés extrémités de a. Etant donné un arc a = (u,v), u est 'extrémité
initiale de a, et v son extrémité terminale. Etant donné¢ £ C A, G\ E
est le graphe G’ = (S, A\ E), obtenu a partir de G en supprimant les arétes
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de E de l'ensemble A. Deux arétes (resp. arcs) (u,v) et (v,w) sont dites
adjacentes (resp. dits adjacents). Une chaine est (une aréte ou) une suite
d’arétes adjacentes, ou une suite d’arcs dont le graphe non orienté sous-jacent
(c’est-a-dire, le graphe non orienté obtenu en supprimant 'orientation des
arcs) est une chaine. Un chemin est (un arc ou) une suite d’arcs adjacents.
Un chemin (ou une chaine) est dit élémentaire s’il ne contient pas deux fois
le méme sommet. Un cycle (resp. un circuit) est 'union d’une chaine (resp.
d’un chemin) élémentaire uy, ..., u, et d'une aréte (resp. d'un arc) (up,uy).

Un graphe G = (S5, A) est connexe s'’il existe une chaine entre tout
couple de sommets de S. Si un graphe n’est pas connexe, on appellera com-
posante connexe chacun de ses sous-graphes connexes, maximal au sens de
I'inclusion. Un graphe est dit simple s’il n’admet pas d’arétes (ou d’arcs) pa-
ralleles (c’est-a-dire, identiques), et sans boucles s’il n’admet pas d’arétes
(ou d’arcs) de la forme (u,u), u € S. Un graphe non orienté G = (S, A)
simple et sans boucles est dit complet si, pour toute paire de sommets u, v
de S, (u,v) € A. On notera K,, le graphe complet & n sommets. Un graphe
G = (S, A) est dit biparti ssi il existe un ensemble U C S tel que, pour
toute aréte (u,v) € A, u € U et v e S\U; G est biparti complet si, pour
tout u € U et pour tout v € S\ U, (u,v) € A. On notera K, n—n, le graphe
biparti complet avec n sommets et |U| = n;.

Un graphe (ou un sous-graphe) G = (5, A) est dit 2-sommet-connexe
(resp. 2-aréte-connexe) ssi pour tout couple de sommets de S il existe
au moins deux chaines reliant ces deux sommets et n’ayant aucun sommet
(resp. aucune aréte) en commun. Un bloc de G est un sous-graphe 2-sommet-
connexe de G, maximal au sens de l'inclusion.

Etant donné un graphe non orienté G' = (S, A), le degré de v € S (dans
G), noté deg(v), est le nombre d’arétes adjacentes a v :

deg(v) = [{(v,u) € A}|

Pour un graphe orienté G = (S, A) et un sommet v € S, on définit le demi-
degré extérieur de v, noté deg™ (v), comme suit :

deg™ (v) = [{(v,u) € A}
Le demi-degré intérieur de v, noté deg~(v), est donné par :
deg™ (v) = {(u,v) € A}
Pour un graphe orienté, le degré d’un sommet v est donc égal a :
deg(v) = deg™ (v) + deg™ (v)

On définit également, pour v € S, I'"(v) = {u € S tels que (v,u) € A}
et T7(v) = {u € S tels que (u,v) € A}; on a alors [Tt (v)| = deg™t(v) et
[T~ (v)| = deg™(v).
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Un graphe simple G = (S, A) est dit pondéré s'il existe une fonction
c¢: A — N* (il est dit non pondéré sinon; dans ce cas, on posera c(a) = 1
Va € A). Etant donné un graphe simple G' = (S, A), pondéré et non orienté,
le degré pondéré d’'un sommet v € S est égal a :

degc(v) = Z c(u,v)

(u,w)eA

Pour un graphe orienté, le degré pondéré et les demi-degrés intérieur
et extérieur pondérés sont définis de facon similaire. Un graphe connexe
(pondéré) est dit eulérien si tous ses degrés (pondérés) sont pairs.

Etant donné un sous-ensemble U C S, on définit la coupe dg(U) comme
I'ensemble des arétes (u;, u;) dans A telles que u; € U et uj € S\ U.

Arbres. Le nombre cyclomatique d’un graphe connexe non orienté G =
(S, A) est égal & v(G) = |A| — |S| + 1; c’est la dimension d’une base de
cycles pour GG. Un arbre est un graphe connexe sans cycle; pour un arbre
G = (S,A) on a donc v(G) =0 et |A| = |S]| — 1. Une feuille est un sommet
de degré 1 d’un arbre. Une étoile est un arbre dont tous les sommets, sauf
un, sont des feuilles. Une forét est un ensemble d’arbres. Une arborescence
est un graphe orienté dont le graphe non orienté sous-jacent est un arbre, et
qui posséde un sommet unique, la racine, notée r, tel qu’il existe un (unique)
chemin (orienté) de r vers n’importe quel autre sommet de l’arborescence.
Enraciner un arbre signifie choisir un sommet v et orienter les arétes de
I’arbre de fagon a obtenir une arborescence de racine v (dans ce cas, on dit
aussi que I'arbre prend racine en v). Etant donnée une arborescence R de
racine 7, la hauteur d’un sommet v est sa distance (en nombre d’arcs) par
rapport a r, ¢’est-a-dire la longueur du chemin de r & v. Un palier de R est
un ensemble de sommets de méme hauteur (maximal au sens de 'inclusion).
La hauteur d’un palier est égale & la hauteur de ses sommets. La hauteur
d’une arborescence est le maximum des hauteurs de ses paliers, c’est-a-dire
la longueur d’un plus long chemin issu de la racine. Dans la suite, on utilisera
la lettre T' pour désigner des arbres (on pourra considérer, par exemple, que
ce sont des Tilleuls).

Graphes planaires. Un graphe est dit planaire s’il peut étre dessiné dans
le plan sans que deux ou plusieurs de ses arétes ne se croisent ailleurs qu’en
des sommets ; une telle facon de dessiner un graphe planaire est appelée un
plongement (embedding en anglais), et le graphe est alors dit plongé dans
le plan (un graphe planaire admet une infinité de plongements différents).

Etant donné G = (S, A) un graphe planaire plongé dans le plan, la face
extérieure de G (outer face en anglais) est le contour délimitant le plonge-
ment de G. Une face interne (ou simplement face) de G est un cycle de
G, minimal au sens de l'inclusion (un graphe planaire & ¢ faces internes a
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donc au total ¢ + 1 faces, en comptant la face extérieure). Deux faces sont
adjacentes si elles ont au moins une aréte en commun. Etant donné un bloc
de G, le cycle extérieur de ce bloc est le cycle délimitant son contour. Le
cycle extérieur de G est défini comme 'union disjointe des cycles extérieurs
de tous ses blocs, et est donc inclus dans la face extérieure de G.

A tout graphe planaire G = (S, A) on peut associer un graphe dual
GP planaire (pas nécessairement simple), ayant le méme nombre d’arétes.
Les sommets de GP sont les faces de G, et il y a une aréte entre deux
sommets de GP ssi les deux faces correspondantes dans G sont adjacentes
(il faut également noter qu’il y a une bijection entre les faces de GP et les
sommets de G). Une des propriétés fondamentales des graphes planaires est
la formule d’Euler : étant donné un graphe connexe G = (S, A), on a

¢=]Al—|S[+1

ol ¢ est le nombre de faces internes de G. On peut remarquer que le nombre
cyclomatique d’un graphe planaire a ¢ faces (internes) est donc ¢ (en fait,
les ¢ faces forment une base de cycle). A 'aide de cette formule, on prouve
aisément que

1A < 35] — 6

et que
p+1<28|—4 (1.1)

Etant donné un entier k£ > 1, un graphe simple est dit planaire a k
niveaux de sommets (k-outerplanar en anglais), ou simplement planaire
a k niveaux, si c’est un graphe planaire qui admet un plongement ayant
au plus k niveaux de sommets, c’est-a-dire tel que, aprés avoir supprimé
de fagon itérative les sommets se trouvant sur la face extérieure au plus k
fois, on obtient le graphe vide [12]. Il faut noter que tout graphe planaire est
planaire & k niveaux pour un certain k, et que la classe des graphes planaires
a k niveaux pour k fixé (dans toute la suite du document, on supposera sys-
tématiquement que k est fixé lorsque ’on considérera des graphes planaires a
k niveaux) est bien connue pour étre une sous-classe importante des graphes
planaires de largeur d’arbre bornée |23] (voir plus bas). Par exemple, une
grille rectangulaire (voir [69] pour une définition formelle) & N lignes et
2M colonnes (N > 2M) est un graphe planaire a M niveaux.

En particulier, un graphe planaire superficiel (outerplanar en anglais)
est un graphe planaire contenant au moins un sommet et admettant un
plongement ot tous ses sommets sont sur la face extérieure; en d’autres
termes, c’est un graphe planaire & 1 niveau.

Un cactus est un graphe (simple) tel qu’aucune de ses arétes n’appar-
tient & plus d’'un cycle. Un cactus triangulaire ne contient aucun cycle de
longueur 4 ou plus. On peut facilement montrer que les cactus sont en fait les
graphes planaires dont toutes les arétes sont sur la face extérieure ; ils forment
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donc une sous-classe des graphes planaires superficiels. Une sous-classe im-
portante des cactus est la classe des arbres d’anneaux (trees of rings en
anglais [61]) ; un arbre d’anneaux est en fait un cactus 2-aréte-connexe (un
anneau étant un graphe composé d’un seul cycle).

Largeur d’arbre. Définissons a présent la notion de largeur d’arbre
pour les graphes orientés et non orientés. Il faut noter que cette notion (ou
“métrique”, puisque, fondamentalement, c’est une certaine mesure de la dis-
tance séparant un graphe donné de la structure d’un arbre) s’est révélée trés
importante au cours de ces derniéres années : beaucoup de problémes diffi-
ciles (au sens de la complexité) se sont révélés faciles (toujours au sens de la
complexité) dans les graphes oul ce parameétre est borné par une constante.
Commengons par définir la largeur d’arbre d’un graphe non orienté [145] :

Définition 1.1. Soit G = (S, A) un graphe non orienté. Un couple ¥ =
(T, (Xw)w est un sommet de T), consistant en un arbre T' et en un multi-ensemb-
le dont les éléments X, C S (appelés sacs) sont indicés par les sommets de
T, est une décomposition arborescente de G s’il vérifie :

1. Y(u,v) € A,Jw sommet de T tel que u € Xy et v € Xy;

2. pour chaque v € S, les sommets w tels que v € X, induisent un sous-
graphe connexe de T.

On définit la largeur d’une décomposition arborescente ¥ comme étant égale
4 MAXy est un sommet de T | Xw| — 1 et la largeur d’arbre de G, notée la(G),
est le minimum des largeurs de toutes les décompositions arborescentes de
G. La largeur de chaine d’'un graphe G est la largeur minimum d’une
décomposition arborescente pour G ot Uarbre T est une chaine.

La figure 1.1 donne un exemple de décomposition arborescente pour un
graphe non orienté.

Il faut remarquer, en particulier, que les arbres ont une largeur d’arbre
de 1 (et, plus généralement, les graphes de nombre cyclomatique v ont une
largeur d’arbre (7)), et les graphes planaires a k niveaux une largeur d’arbre
O (k) [23]. Pour les graphes orientés, on utilise la définition donnée dans [96] :

Définition 1.2. Etant donnée une arborescence R, sir, ¥ sont deux sommets
de R, on écrit v > 1 sir #r et s’il existe un chemin orienté de r ar dans
R. Sia est un arc de R, on écrit r>asir =rour > T, ou rest un
sommet de R et r est l'extrémité initiale de a. On écrit aussi a ~ r quand
larc a est incident a un sommet r.

Soit D = (S, A) un graphe orienté et soit U C S. Le graphe orienté
obtenu a partir de D en supprimant U sera désigné par D — U. On dira
qu’'un ensemble Q@ C S est U-normal s’il n’existe aucun chemin orienté
(élémentaire ou non) dans D — U ayant ses sommets initial et final dans Q
qui contient un sommet de D — (U U Q). En d’autres termes, tout chemin
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d e

(a) Un graphe non orienté de largeur d’arbre (b) Une décomposition arborescente de lar-
(et de chaine) 2. geur 2 associée.

Fi1G. 1.1 — Un exemple de décomposition arborescente de largeur 2.

orienté (élémentaire ou non) dans D — U qui commence et finit dans @ est
entierement contenu dans Q).

Une décomposition arborescente orientée d’un graphe orienté simple
D = (S, A) est un triplet (R, X, W), ot R= (U, F) est une arborescence, et
ou X =(XoCS:a€eF)etW=(W,CS:relU) vérifient :

1. (W, :r € U) est une partition de S ;
2. sia € F, alors | J{W, : v € U,r > a} est Xq-normal.

On définit la largeur de (R, X, W) comme le plus petit entier w tel
que |(Ugr Xa) UWe| < w + 1 pour chaque r dans U. La largeur d’arbre
orientée de D est le plus petit entier w tel que D admet une décomposition
arborescente de largeur w.

La figure 1.2 donne un exemple de décomposition arborescente orientée.

Il faut noter que la notion de largeur d’arbre orientée différe de la no-
tion de largeur d’arbre non orientée, puisqu’un graphe orienté peut étre de
largeur d’arbre bornée alors que le graphe non orienté sous-jacent ne l'est
pas. En particulier, les graphes de largeur d’arbre orientée égale a 0 sont
les graphes orientés sans circuits (ou GSC; en anglais, on parle de Directed
Acyclic Graphs, ou DAG). Néanmoins, étant donné un graphe non orienté
G = (S, A), le graphe orienté obtenu a partir de G en remplagant chaque
aréte (u,v) de A par deux arcs opposés (u,v) et (v,u) (on parle alors de
graphe bi-orienté ou symétrique) a la méme largeur d’arbre (orientée)
que G [96].
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a

d e

(a) Un graphe orienté de largeur d’arbre 0.

() g~ e

(b) Une décomposition arborescente orientée de largeur 0 associée.

F1G. 1.2 — Un exemple de décomposition arborescente orientée de largeur 0.

1.3 Problémes de multiflot entier et de multicoupe :
introduction et état de lart

Dans cette thése, nous focalisons notre attention sur des problémes de
multiflot entier et de multicoupe. Dans cette section, nous introduisons ces
problémes et donnons les résultats fondamentaux qui y sont associés.

1.3.1 Deéfinitions

Dans la suite du document, étant donné un probléme ou un programme
linéaire II, on notera Opt(II) sa valeur optimale.

Soit G = (5, A) un graphe orienté ou non, ayant n = |S| sommets et
m = | A| arétes (ou arcs). Soit ¢ une fonction de pondération, ¢ : A — Z*, et
soit £ une liste de paires (source s;, puits s;) de sommets de S (avec s; # s
Vi). Ces paires sont appelées liaisons, les s; et les s} sont appelés terminaux,
et tout sommet extrémité d’une liaison est appelé sommet terminal. G est
appelé le graphe support, et on appellera graphe de demandes le graphe
H dont les sommets sont les sommets terminaux et dont les arétes sont les
liaisons. On notera G + H le graphe obtenu a partir de G en ajoutant les
arétes (s;, s}), i € {1,...,|L|}. Pour chaque ¢ € {1,...,|L|}, on désignera
par P; 'ensemble des chaines (ou chemins) élémentaires reliant s; a s} dans
G. En outre, on notera P = ;cry op Br-

Définissons a présent les problémes que nous aurons a considérer (chaque
probléme existe en version orientée et non orientée, selon que le graphe consi-
déré est orienté ou non). Tout d’abord, nous présentons les deux problémes
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qui nous intéressent plus particuliérement : MCM et MFEM.

Définition 1.3. Probléme du multiflot entier maximum (désigné par
MFEM) : l'objectif est de router le nombre maximum d’unités de flot, chaque
unité étant routée de s; vers s, pour un i (I’ensemble de ces unités définissant
un multiflot ), de fagon a ce que, pour chaque aréte ou arc a, le nombre total
d’unités de flot qui la traversent soit inférieur ou égal a c(a) (contraintes
de capacité).

Lorsque nous traitons des problémes de flot (comme MFEM), les ¢(a)
seront appelés indifféremment poids ou capacités. Précisons également que,
dans nos figures, nous utiliserons la notation “|c|” pour désigner une capacité
(ou un poids) de valeur c.

Définition 1.4. Probléme de la multicoupe minimum (noté¢ MCM) :
lobjectif est de sélectionner un ensemble d’arétes (ou d’arcs) de poids mini-
mum (le poids d’un aréte ou d’un arc a étant c(a)) dont la suppression ne
laisse aucun chemin entre s; et s, pour tout i (I’ensemble de ces arétes définit
une multicoupe, et chaque liaison est alors dite coupée ou déconnectée ).

Nous aurons également besoin d’un certain nombre de leurs variantes,
que nous présentons & présent. Dans la suite du document, étant donnés
une multicoupe C' et un multiflot F', on notera ||C|| et || F|| leurs valeurs
respectives. En outre, un chemin de routage dans F' sera un chemin (ou
une chaine) acheminant au moins une unité de flot associée a n’importe quelle
liaison. On peut aussi remarquer que MFEM et MCM sont polynomialement
bornés si la fonction de pondération ¢ est bornée par un polyndéme en m.

Probléme du flot multiterminal entier maximum (noté FMTEM).
C’est un cas particulier de MFEM o1, étant donné un ensemble de sommets
T ={t1,...,ty7|}, les liaisons sont (t;,t;) pour i # j.

Probléme de la coupe multiterminale minimum (noté CMTM).
C’est un cas particulier de MCM o1, étant donné un ensemble de sommets
T = {t1,..., 17|}, les liaisons sont (¢;,t;) pour i # j.

Probléme de la maximisation du nombre de chemins disjoints par
les arétes (noté MCDA). C’est une variante de MFEM ou c(a) = 1
pour toute aréte ou tout arc a, et cela revient & sélectionner dans P un
sous-ensemble de chemins disjoints par les arétes de cardinalité maximum.

Probléme de la maximisation du nombre de chemins disjoints par
les sommets (noté MCDS). C’est une variante de MCDA ('objectif
est le méme) ou l'on cherche & sélectionner des chemins disjoints par les
sommets.
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Probléme du multiflot entier maximum insécable (noté MFEMI).
C’est une variante de MFEM o1, pour tout 7, les unités de flot routées de s;
a s, doivent transiter par le méme chemin.

Probléme de la maximisation du nombre de liaisons routées sui-
vant des chemins disjoints par les arétes (noté MLCDA). L’objectif
est de maximiser le nombre de liaisons (s;, s;) reliées par des chemins dis-
joints (un chemin par liaison, contrairement & MCDA) ; c’est une variante de
MFEMI ou ¢(a) = 1 pour toute aréte ou tout arc a. (Toute solution admis-
sible pour MLCDA est une solution admissible pour MCDA, et on a donc
Opt(MLCDA) < Opt(MCDA).)

Probléme de la multicoupe minimum sur les sommets (désigné
par MCMS). C’est une variante de MCM (l’objectif est le méme) ot 1'on
supprime des sommets au lieu de supprimer des arétes ou des arcs.

Probléme de la coupe multiterminale minimum sur les sommets
(noté CMTMS). C’est une variante de CMTM (l'objectif est le méme)
ou l'on enléve des sommets au lieu d’enlever des arétes ou des arcs.

Probléme du multiflot entier avec demandes (noté MFED). C’est
une version de décision du probléme de multiflot entier, qui, étant données
des demandes d; associées aux liaisons (s;, s;) (pour chaque 4, d; représente
le nombre d’unités de flot qui doivent étre routées entre s; et s;), requiert de
satisfaire ces demandes tout en respectant les contraintes de capacités; une
variante de ce probléme est de trouver une solution admissible, c’est-a-dire
respectant les demandes et les contraintes de capacités, qui minimise un cofit
(voir par exemple le probléeme MCLM en section 5.1).

Probléme du multiflot continu avec demandes (noté MFCD). Clest
une version fractionnaire de MFED ; en d’autres termes, on autorise les flots
& ne pas étre entiers.

Probléme de ’existence de chemins disjoints par les arétes (noté
CDA). L’objectif est de décider si toutes les liaisons peuvent étre reliées
par des chemins disjoints (un chemin par liaison) ; ¢’est un probléme de dé-
cision associé & MLCDA.

CDA est I'un des problémes fondamentaux montrés NP-complets par
Richard Karp dans son célébre article de 1972 [98]. En outre, il n’est pas
difficile de voir que CDA est polynomialement borné.
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Probléme de ’existence de chemins disjoints par les sommets (noté
CDS). C’est une variante de CDA (l'objectif est le méme) ot I'on cherche
& construire des chemins disjoints par les sommets.

On peut remarquer que, pour tous ces problémes, on peut supposer sans
perte de généralité que le graphe support G est connexe (car, si ce n’est pas
le cas, on peut traiter chaque composante connexe indépendamment).

Nous donnons a présent la définition de trois (autres) variantes des pro-
blémes précédents, sur lesquelles nous ne nous pencherons pas dans cette
thése, mais qui ont également été beaucoup étudiées dans la littérature.

Probléme du multiflot entier avec le maximum de demandes (noté
MFEMD). C’est un probléme d’optimisation associ¢ & MFED, différent
de MFEM. Etant données des demandes d; et des poids w; associés aux liai-
sons (s;, s;) (pour chaque i, d; est le nombre d’unités de flot qui doivent étre
routées entre s; et s;), MFEMD requiert de satisfaire un sous-ensemble de
demandes de poids maximum tout en respectant les contraintes de capacité
(chaque demande sélectionnée devant étre satisfaite intégralement).

Une autre variante trés étudiée de ce probléme consiste a router chaque
demande sélectionnée suivant un seul chemin. Enfin, une derniére variante
consiste & router les demandes sélectionnées, sans contrainte d’intégrité sur
les flots (mais chaque demande sélectionnée doit toujours étre routée en tota-

lité) : c’est le probléme de multiflot tout-ou-rien (all-or-nothing en anglais).

Probléme du multiflot entier concurrent maximum (désigné par
MFECM). C’est une variante de MFEMD ot 'on cherche & maximiser le
réel 0 < a < 1 tel que 'on puisse simultanément router un pourcentage «
de chaque demande.

Probléme de la K-coupe (noté KC). Il consiste a partitionner les som-
met du graphe en K paquets non vides, de fagon & minimiser la somme des
poids des arétes se trouvant entre ces paquets (c’est-a-dire, ayant leurs deux
extrémités dans deux paquets différents). Pour K fixé, c’est un cas particu-

lier de CMTM.

On peut trouver les principaux résultats concernant ces problémes dans
[13, 29, 33, 34, 77, 89, 103, 106, 108, 109, 156] (pour MFEMD et ses va-
riantes), dans [11, 77, 103, 117] (pour MFECM) et dans [42, 83, 122, 164|
(pour KC), ainsi que dans [93, Chapitre Cut problems and their application to
divide-and-conquer par D.B. Shmoys (pp. 192-235)] (pour MFECM et KC).
Nous ne parlerons pas non plus des problémes de routage ot 'on cherche
a minimiser la “charge” des arétes ou des arcs (c’est-a-dire, en substance,
leur capacité idéale), et qui différent généralement, dans leur traitement et
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leur résolution, des problémes avec poids fixes (voir [7| par exemple). Nous
ne nous intéresserons pas non plus aux méthodes de résolution (exactes ou
approchées) des problémes en variables continues (et notamment le multiflot
continu maximum ou le multiflot & colit minimal avec demandes) : quelques
références concernant ces problémes peuvent étre trouvées dans [120, 165].

1.3.2 Motivations et applications

MFEM et MCM (ainsi que ’ensemble de leurs variantes) couvrent une
quantité importante d’applications. Les plus évidentes concernent bien siir
les problématiques de routage (maximisation du débit ou du revenu) ou de
fiabilité dans des réseaux de télécommunications.

Par ailleurs, CDA a été beaucoup étudié du fait de son application dans
la conception de circuits VLSI [112, 118, 129]. En outre, des problémes de
coloration de chemins se posent dans les réseaux optiques [3, 139, 141] : une
communication est un chemin entre deux noceuds du réseau, chaque com-
munication occupe une longueur d’onde donnée, et 'objectif est de passer
toutes les communications en utilisant un nombre minimum de longueurs
d’ondes (couleurs). C’est en fait un probléme de coloration de chemins, ou
les chemins de méme couleur doivent étre disjoints par les arétes, et ot 'on
cherche & minimiser le nombre de couleurs utilisées. Bien que ce probléme
ne soit pas directement un de ceux étudiés dans cette thése, il est facile de
voir que des algorithmes performants pour MCDA peuvent servir de base a
une résolution heuristique efficace de problémes de coloration de chemins;
en fait, il a méme été montré dans [10] qu'un algorithme a-approché pour
MCDA pouvait étre converti en un algorithme O(alogn)-approché pour la
coloration de chemins.

Une liste des applications possibles du multiflot entier (& cotit minimum)
avec demandes peut étre trouvée dans [48, 49, 124, 165| ; on peut citer, par
exemple, le cablage d’usines EDF ou 'ordonnancement de véhicules dans les
transports publics. Brunetta et al. [25] citent également une application de
MFEM a la téléphonie : il s’agit d’un probléme de routage d’appels dans un
réseau téléphonique en période de forte demande.

Par ailleurs, Shmoys [93, Chapitre Cut problems and their application
to divide-and-conquer, pp. 192-235| donne un cadre applicatif général pour
MCM et ses variantes : de nombreux problémes combinatoires de graphe
peuvent étre résolus, de fagon exacte ou heuristique, par des approches de
type diviser-pour-régner (divide-and-conquer en anglais). Or, ces approches
reposent sur un partitionnement judicieux du graphe, qui se raméne souvent
& des problémes comme MCM ou CMTM. On peut aussi citer des problémes
de reconnaissance des communautés virtuelles d’internet, de partitionnement
dans des réseaux sociaux (ou assimilés, voir [127] par exemple) ou dans des
graphes de dépendances de type processeurs-taches pour des problémes de
placement de taches. Nous donnons & présent une bréve illustration de ce
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type d’applications.

Considérons le probléme de placement de tiches suivant : plusieurs taches
sont a exécuter et plusieurs processeurs sont disponibles. Chaque tache j; a
(ou pas) un processeur préféré mp, sur lequel son cott d’exécution e; est
faible (disons 0, en prétraitant les données correctement). Sur tous les autres
processeurs, le coit d’exécution de j; est €} > e; (on prendra e} := e, —¢;
pour simplifier). Si j; n’a pas de processeur préféré, son coit d’exécution
sera le méme sur tous les processeurs (et on le prendra donc égal & 0). Enfin,
les taches doivent communiquer entre elles : le colit de communication entre
deux taches j; et j; est ¢y, et il s’applique si ces deux taches ne sont pas exé-
cutées sur le méme processeur. L’objectif est d’exécuter (de placer) les taches
sur les processeurs de facon a minimiser la somme des coiits d’exécution et
de communication.

Une instance de ce probléme peut se modéliser comme une instance de
CMTM : on définit un sommet pour chaque tache et pour chaque processeur,
puis on relie chaque paire de taches (sommets) j; et j; par une aréte de poids
cii, et chaque tache j; & un processeur 7, par une aréte de poids €] ssi 7y,
est le processeur préféré de j;. Alors, il n’est pas difficile de montrer qu’un
placement optimal des taches sur les processeurs correspond & une coupe
multiterminale minimum dans ce graphe, ol les terminaux sont les sommets
représentant les processeurs (une tache j; étant considérée placée sur un
processeur 7, si, une fois les arétes de la solution optimale retirées, il existe
une chaine reliant le sommet j; au sommet 7).

1.3.3 Résultats antérieurs a cette thése
Réductions

1l existe en fait des relations intéressantes entre les problémes définis pré-
cédemment : certains peuvent se réduire & d’autres, c’est-a-dire que toute
instance d’un certain probléme peut se modéliser comme une instance d’'un
autre probléme. Nous donnons la liste des réductions dans cette section (voir
aussi [151, pp. 1223-1224]) : elles établissent une relation d’ordre sur la com-
plexité et 'approximabilité de ces problémes (les problémes se réduisant a
d’autres étant “les plus faciles”).

CDA se réduit & CDS (dans les graphes orientés ou non), en remplagant le
graphe par son graphe des arétes (line graph en anglais) : dans ce nouveau
graphe, on associe un sommet a chaque aréte (ou arc) du graphe initial, et on
relie deux sommets si et seulement si, dans le graphe initial, les deux arétes
(ou arcs) associées ont une extrémité en commun.

De surcroit, dans les graphes orientés, CDS se réduit & CDA en appli-
quant, en chaque sommet, la transformation donnée dans la figure 1.3.

On peut remarquer que les réductions présentées ne préservent pas la
planarité. Néanmoins, on peut réduire CDS dans les graphes non orientés
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——>

Fia. 1.3 — Réduire CDS 4 CDA dans les graphes orientés.

a CDS dans les graphes orientés & l'aide d’une réduction qui préserve la
planarité : il suffit de remplacer chaque aréte par une paire d’arcs opposés
(ce qui revient a transformer le graphe non orienté en graphe bi-orienté).
Enfin, on peut réduire CDA dans les graphes non orientés & CDA dans les
graphes orientés a 1’aide de la construction suivante (il faut remplacer chaque
aréte (u,v) par le “gadget” dessiné en figure 1.4).

uw. | v

F1G. 1.4 — Réduction du cas non orienté au cas orienté pour CDA.

Cette transformation préserve également la planarité. Si laréte (u, v) est
pondérée, alors les cing arcs ont le méme poids qu’elle. Notons que toutes
les réductions présentées s’appliquent également & MFEM, MCDA /MCDS,
MCM/MCMS et CMTM/CMTMS.

Dualité flot-coupe et modélisations PL

Il faut noter que, lorsque |£| = 1, MFEM et MCM sont respectivement
équivalents au probléme du flot maximum et au probléme de la coupe
minimum. Ces deux problémes sont des problémes classiques en optimisa-
tion combinatoire et en théorie des graphes, et ils ont été beaucoup étudiés;
en particulier, ce sont deux problémes duaux, au sens de la PL. En d’autres
termes, chacun des deux est modélisable par un PLNE, et les relaxations
continues des deux PLNE sont duales I'une de 'autre. En outre, on peut
montrer que les matrices de contraintes des deux relaxations continues sont
totalement unimodulaires (TU) [5].

Ceci a pour premiére conséquence que tout flot maximum (entier) a la
méme valeur que toute coupe minimum : c’est le fameux théoréme de
Ford-Fulkerson [65], qui peut également se démontrer a 1’aide d’arguments
de théorie des graphes.

Une deuxiéme conséquence de la totale unimodularité des matrices de
contraintes est que les deux problémes peuvent étre résolus efficacement ;
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en d’autres termes, ils sont dans P. En réalité, de nombreux algorithmes
combinatoires efficaces ont été congus pour résoudre ces deux problémes
sans passer par la PL [5].

Malheureusement, ces propriétés ne se conservent pas pour [£| > 1 : en
régle générale, les valeurs optimales de MFEM et MCM ne sont pas égales,
et les matrices associées aux modélisations en PL ne sont pas TU. Pour
|£| = 2, il a cependant été montré que, dans les graphes non orientés eu-
lériens (pondérés ou non), la valeur de tout multiflot maximum (entier) est
égale a la valeur de toute multicoupe minimum, et les deux problémes sont
polynomiaux dans ce cas [94, 142].

Quoi qu’il en soit, méme s’il n’existe pas de relation liant les valeurs
optimales entiéres, il existe néanmoins une relation intéressante entre MFEM
et MCM. Ces deux problémes peuvent se modéliser par des PLNE dont les
relaxations continues sont duales (au sens de la PL) ; en d’autres termes, les
valeurs optimales sont égales en continu |79]. Nous donnons a présent les
formulations PL de MFEM et MCM. 1l faut noter, & ce propos, qu’il existe
deux fagons de modéliser chacun des deux problémes par la PL.

La premiére formulation est appelée “sommet-arc”. Nous la donnons pour
les graphes orientés, puisque le cas non orienté s’y réduit (voir la figure 1.4).
Pour chaque arc (u,v) du graphe et pour chaque liaison (s;,s}), on définit

v comme la valeur du ¢ flot sur I'arc (u, v). Comme pour le flot maximum
simple [5], on modélise alors MFEM & 1’aide des contraintes de capacité et
des contraintes de conservation du flot en chaque sommet :

|£]
max Z Z f;“u - Z fi,si
i=1 \ (s;,u)€A (u,s;)€A
(IPL-MFEM-1) |s.c. > fi,= Y  fi, Vie{l,...,|C]}, Vv e S\ {s;, s}
(u,v)€EA (v,w)eA
|L]
Zfi’v < c(u,v) V(u,v) € A
i=1
t o, EN Vie {1,...,|L]},Y(u,v) € A

En dualisant ce PL, on obtient une formulation en PL pour MCM (voir
[79]). Ces deux formulations ont 'avantage d’avoir un nombre de variables et
de contraintes polynomial en la taille du graphe. Néanmoins, nous ne nous
référerons pratiquement jamais & ces formulations, aussi ne les détaillerons-
nous pas davantage; nous proposons une formulation adaptée au cas non
orienté dans le chapitre 7. Nous donnons a présent les deux formulations que
nous utiliserons le plus pour MCM et MFEM. Elles présentent 'inconvénient
d’étre de taille exponentielle en la taille du graphe, mais rendent la relation
de dualité entre les deux problémes évidente.

Voici tout d’abord une formulation alternative pour MFEM (dite “arc-
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chemin”). Pour tout chemin p; € P, on note f; la quantité de flot qui circule
sur p;. On a alors :

P
max Zfl
=1
(IPL-MFEM-2) | s. c. > fi<cla) VaeA (1.2)
7 t.q. a€p;
fieN vie{l,...,|P}

En associant une variable duale z, a chaque contrainte du type (1.2)
(contrainte de capacité), et en relachant les contraintes d’intégrité sur les f;
(on les remplace par f; > 0,V%), on obtient le dual suivant :

min Z c(a)zq

a€A

(IPL-MCM-2) |s.c. » za>1 Vie{l,...,|P|} (1.3)
aep;
24 >0 Va € A

Il n’est pas difficile de voir que, pour tout arc a € A, on a z, < 1
dans toute solution optimale (a cause de la forme particuliére de la fonction
objectif). On peut donc ajouter la contrainte z, € [0,1],Va € A, sans changer
le probléme. Si on ajoute des contraintes d’intégrité sur les variables, on
obtient : z, € {0,1},Va € A. On a alors un PLNE modélisant MCM : en
effet, la variable z, est égale & 1 ssi I'arc a est sélectionné, et les contraintes
(1.3) garantissent que, sur tout chemin reliant une source & son puits, au
moins un arc sera sélectionné.

La relation de dualité entre les PL continus a pour conséquence que la
valeur de tout multiflot admissible est inférieure & la valeur de toute mul-
ticoupe; cette propriété importante a été utilisée pour concevoir des algo-
rithmes approchés pour MFEM et MCM. Par exemple, si on a un algorithme
polynomial qui calcule un multiflot entier F' et une multicoupe C tels que
IC|| < a||F||, alors on a

IC7 < MIC < allFl| < of 7]

et
|F| < [[F*|| < IC]| < o F

ou I* et C* sont des solutions optimales pour MFEM et MCM respective-
ment. Autrement dit, cet algorithme est un algorithme a-approché a la fois
pour MFEM et pour MCM. Cette approche, qui consiste & construire une so-
lution entiére pour le primal et une solution entiére pour le dual en se basant
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sur les relations d’exclusion, est appelée approche primale-duale (voir [93,
Chapitre The primal-dual method for approximation algorithms and its ap-
plication to network design problems par M.X. Goemans et D.P. Williamson
(pp. 144-191)] pour une présentation). Remarquons cependant que le ratio
d’approximation d’un algorithme de ce type ne peut jamais étre meilleur que
le ratio d’intégrité pour MCM et MFEM (qui prend alors toute son impor-
tance), a cause de la relation de dualité qui lie ces deux problémes. Il est
a noter qu'un algorithme 2-approché pour MCM et MFEM dans les arbres
utilise cette approche [80] : le simple exemple d’une instance de FMTEM
et CMTM dans une étoile non pondérée a trois feuilles, ol les terminaux
sont les feuilles, montre que le ratio entre les solutions optimales de ces deux
problémes peut effectivement étre égal & 2 (le multiflot entier maximum va-
lant 1 et la multicoupe minimum valant 2). Néanmoins, on peut remarquer
que, dans cette instance, le ratio d’intégrité pour MFEM n’est égal qu’a 1.5
(le multiflot fractionnaire maximum valant 1.5); en fait, on ne connait pas
d’exemple d’arbre ol ce ratio est plus grand que 1.5. En outre, bien que le
ratio d’intégrité pour MCM soit 4/3 dans cette instance, on peut facilement
construire des instances ou il est arbitrairement proche de 2 : si on consi-
dére une instance de CMTM dans une étoile non pondérée a n feuilles, oul
les terminaux sont les feuilles, on obtient un ratio d’intégrité de 2("71_1), qui
tend vers 2 quand n augmente. Il nous reste un derniére remarque a faire
concernant la méthode primale-duale : elle peut aussi servir & calculer des
solutions optimales entiéres lorsque la matrice des contraintes est TU [50].

Comme les ratios d’intégrité jouent un roéle important pour ’approxima-
tion de ces problémes, nous donnons & présent les principaux résultats sur le
sujet (nous les détaillerons ultérieurement). Pour MCDA, le ratio d’intégrité
est O(y/n) dans les graphes non orientés et O(y/m) dans les graphes orientés,
et il existe des familles de graphes planaires ol tous les terminaux sont sur la
face extérieure et o ce ratio est Q(y/n). Pour MCM, le ratio d’intégrité est
O(log |£|) dans les graphes non orientés et O(1) dans les graphes planaires,
et il existe des familles d’instances (non planaires) ot ce ratio est Q(log|L]).
Dans le cas orienté, le ratio est O(y/n).

Enfin, nous verrons que, dans certains cas (c’est-a-dire, dans certains
types de graphes), les matrices de contraintes de MFEM et MCM sont TU ;
en conséquence, les problémes sont polynomiaux dans ces cas-la.

Nous détaillons a présent quelques résultats basés sur (ou améliorant) la
résolution par PL de MFEM et MCM.

La premiére approche que nous détaillons est celle de ’arrondi aléatoire,
qui a été utilisée avec succes dans la conception d’algorithmes approchés
pour un certain nombre de problémes d’optimisation combinatoire (voir [93,
Chapitre Randomized approximation algorithms in combinatorial optimiza-
tion par R. Motwani, J.S. Naor et P. Raghavan (pp. 447 - 481)]). Elle consiste
simplement a résoudre la relaxation continue du PLNE modélisant le pro-
bléme, et & arrondir ensuite la solution optimale fractionnaire calculée pour
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obtenir une solution entiére. Néanmoins, cette phase d’arrondi est effectuée
par le biais d’une méthode aléatoire : les parties fractionnaires des valeurs
des variables dans la solution optimale calculée sont interprétées comme des
probabilités pour arrondir & I’entier inférieur ou supérieur. L’objectif est de
faire en sorte que, de cette facon, l'espérance de la valeur de la solution
entiére ainsi obtenue ne soit pas “trop éloignée” de la valeur de la solution
fractionnaire initiale. Nous verrons cependant que ce genre d’approche est
difficile & utiliser avec des problémes comme MFEM, et ne peut étre utilisée
que sous certaines conditions : en effet, la phase d’arrondi peut mener a une
solution non admissible. Enfin, il convient de noter que la phase d’arrondi
aléatoire peut, parfois, étre déterminisée, a I’aide de techniques sophistiquées
(et souvent cotliteuses en temps) [155]. En outre, comme nous l'avons déja
évoqué, les ratios d’approximation des algorithmes utilisant cette technique
ne peuvent étre meilleurs que le ratio d’intégrité.

Un certain nombre de résultats antérieurs portent également sur des
études polyédrales de ces problémes : en substance, elles consistent & recher-
cher des inégalités valides, c’est-a-dire des inégalités vérifiées par toutes
les solutions entiéres mais pas (nécessairement) par toutes les solutions frac-
tionnaires. A notre connaissance, dans les graphes non orientés, le polyédre
de MCM (c’est-a-dire, le polyédre de sa formulation en PL) a surtout été
étudié via celui de CMTM : Chopra et Rao [44], ainsi que Cunningham [53],
donnent plusieurs familles d’inégalités valides pour ce probléme. Bertsimas et
al. ont donné des formulations non linéaires pour CMTM et MCM, et en ont
déduit (par linéarisation) des formulations en PL pour ces deux problémes,
ainsi que quelques inégalités valides les concernant [22|. En outre, Chopra
et Rao ont montré qu’'une des familles d’inégalités valides qu’ils proposaient
était suffisante pour rendre la formulation en PL de CMTM entiére dans
les arbres (c’est-a-dire que tout point extréme du polyédre est entier). Ces
inégalités sont appelées inégalités d’arbres, et sont définies ainsi [44] :

Définition 1.5. Soit T un arbre non orienté et soit {t1,...,tn} un ensemble
de terminaux. Supposons que les feuilles de T coincident avec ces h termi-
naux. Alors, l'inégalité

Z 2a > h—1

a est une aréte de T'

est appelée inégalité d’arbre pour T.

Il n’est pas difficile de voir que ces inégalités sont effectivement valides
pour CMTM. De surcroit, Chopra et Rao ont congu dans [44| un algorithme
efficace de type Branch and Cut (voir la section 1.1) pour résoudre CMTM,
et qui est basé uniquement sur cette famille d’inégalités.

Pour MFEM, il n’existe & notre connaissance qu'une seule étude polyéd-
rale : en 2000, Brunetta et al. [25] ont donné une famille trés générale d’inéga-
lités valides (qu'ils ont appelées multi-handle comb inequalities en anglais),
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et les ont utilisées pour concevoir un algorithme de type Branch and Cut
pour résoudre MFEM. Néanmoins, on peut remarquer que, pour FMTEM,
il existe une famille trés simple d’inégalités valides, que nous appellerons
inégalités d’ensembles impairs. En voici une définition formelle :

Définition 1.6. Soit G = (S, A) un graphe non orienté et soit T un en-
semble de terminaux. Pour chaque X C S\ 7T, soit (X, S\ X) l'ensemble des
arétes reliant X a S\ X et soit ¢(X, S\ X) la capacité totale de ces arétes.
On dit qu’une chaine p; traverse (X, S \ X) si elle contient au moins une
aréte de (X, S\ X). Alors, l'inégalité

> fi < V(XS\X)J (1.4)

i t. q. p; traverse (X,S\ X) 2
est appelée inégalité d’ensemble impair pour X.

La validité de ces inégalités vient, en substance, du fait que, dans G,
chaque unité de flot est routée a travers un nombre pair (qui peut étre 0)
d’arétes de (X, S\ X), puisque X ne contient aucun terminal. Done, chaque
unité de flot routée a travers une aréte de (X, S\ X) est comptée au moins
deux fois, et la quantité totale d’unités de flot est donc égale & (au moins)
2D it q pi traverse (X, 5\ x) Ji- Cette quantité étant au plus ¢(X, S\ X), on
peut diviser les deux membres de l'inégalité par 2 et utiliser le caractére
entier des f; pour obtenir le résultat désiré. Au-dela de I'intérét intrinséque
de ces inégalités, il existe un lien notable avec les inégalités d’arbres pour
CMTM. Nous montrons & présent ce lien, et ignorons s’il avait déja été fait
auparavant. Considérons la famille d’inégalités suivantes :

Définition 1.7. Soit T un arbre non orienté et soit T = {t1,...,tp} un
ensemble de terminauz. Supposons que les feuilles de T coincident avec ces
h terminaux. Alors, l'inégalité

Z'e{1,...,h} w(j)
Z fi < \‘ J 5 J

i t. q. p; relie deux terminaux dans T

est appelée inégalité d’arbre pour T, ou, pour chaque j, w(j) est le mini-
mum des capacités des arétes de la chaine q; reliant t; a rj, le sommet de
degré au moins 3 dans T' qui est le plus proche de t; (voir la figure 1.5).

Ces inégalités sont ’exacte correspondance, pour FMTEM, des inégalités
d’arbres pour CMTM. On peut montrer qu’elles sont valides pour FMTEM
en utilisant la validité des inégalités d’ensembles impairs :

Théoréme 1.1. Pour FMTEM, les inégalités d’arbres sont un cas particulier
des inégalités d’ensembles impairs.
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F1G. 1.5 — Une instance d’arbre ((u;,v;) a un poids w(j)).

Démonstration. On utilise les notations définies précédemment. Etant donné
un arbre non orienté 7', pour chaque j, on définit (u;,v;) comme étant une
aréte de poids w(j) (u; se trouvant sur la chaine de t; & v;), et ¢} comme
étant la chaine de ¢; & u; (voir la figure 1.5). Alors, I'inégalité d’arbre pour T
est obtenue en considérant 'inégalité d’ensemble impair associée a 1’ensemble
X =5\U ; q;., puisque toute unité de flot doit étre routée & travers au moins
une aréte (et, en réalité, a travers exactement deux arétes) de (X, S\ X),
c’est-a-dire a travers (uys,vy) et (ug,vy) pour deux entiers f et g. O

Enfin, on peut citer deux travaux concernant la résolution pratique de
MCM par des méthodes arborescentes.

D’abord, Létocart et Roupin [119] ont proposé une méthode arborescente
basée sur la SDP pour résoudre des instances de MCM dans des arbres non
orientés. En substance, la SDP est une modélisation plus générale que la PL,
dont nous ne détaillerons pas les propriétés. Cependant, comme la résolution
d’un SDP est souvent plus longue que celle d’'un PL, il est important de noter
que Roupin a proposé dans [147] une méthode générale pour construire une
relaxation SDP & partir d’une relaxation PL, de facon & garantir que la borne
de la relaxation SDP soit au moins aussi bonne que celle de la relaxation PL
(ce qui montre que, en théorie, la SDP peut fournir de meilleures bornes).

Ensuite, Derhy a comparé, a 'aide d’un solveur commercial (CPLEX),
plusieurs modélisations PL pour résoudre MCM dans le cas non orienté 55|,
et a observé des sauts d’intégrité assez faibles sur un ensemble d’instances
générées aléatoirement a 'aide du logiciel Rudy [144] (alors que, en théorie,
il existe des familles d’instances ot ce saut est élevé).

Problémes de décision

Historiquement, les premiers résultats sur les problémes de chemins ou de
flots avec plusieurs couples source-puits ont porté sur les versions de décision
de ces problémes (MFED, CDA et CDS). Tous sont NP-complets, méme
dans des cas trés particuliers (sauf, bien str, MFCD, qui est modélisable par
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un PL en variables continues, et est donc polynomial). En effet, ils restent
NP-complets méme lorsque G+ H est planaire et que le degré maximum est
3, ou lorsque G + H est eulérien [128]. Ils sont également N'P-complets dans
les grilles [114], et, pour CDA et MFED, dans les graphes séries-paralléles
[132] (ce sont les graphes de largeur d’arbre 2). MFED reste NP-complet
pour |£] = 2, méme si les deux demandes sont bornées par le nombre de
sommets [64] (en fait, méme si I'une des deux vaut 1). Enfin, concernant les
graphes orientés, CDA est N'P-complet méme si |£]| = 2 [67].

Il existe cependant des cas polynomiaux particuliérement intéressants.
Par exemple, lorsque G + H est planaire et eulérien, MFED est polynomial
[153]. Lorsque G + H est planaire, Korach et Penn [110] et Frank et Szigeti
[71] ont donné des conditions suffisantes de solubilité pour CDA (Srivastav
et Stangier ont montré que, lorsque G est planaire mais pas G + H, ces
conditions, méme renforcées, ne garantissent pas la solubilité [156]) ; si, de
plus, les terminaux sont situés sur un nombre borné de faces de GG, CDA
et CDS sont polynomiaux dans ce cas [128]. De méme, lorsque G + H est
planaire et que |£] est fixé, MFED est polynomial [152]|. En outre, Robertson
et Seymour ont montré un résultat étonnant : lorsque |L£| est fixé, CDA et
CDS sont polynomiaux dans les graphes non orientés [146] (ce qui contraste
avec le cas orienté). Enfin, étendant un résultat d’Okamura et Seymour [134]
(voir ci-dessous), Frank a montré dans |70] (voir aussi [162]) que MFED était
polynomial dans les graphes planaires, si tous les terminaux sont sur la face
extérieure et si tous les sommets ne se trouvant pas sur la face extérieure
ont un degré pondéré pair (ceci inclut les graphes planaires superficiels, qui
forment une sous-classe des graphes séries-paralléles). Dans les graphes orien-
tés, CDA est polynomial (mais pas FPT [154]) si |£] est fixé et si le graphe
est un GSC [67], ou si |£]| = 2 et si le graphe support est eulérien [73].

Il faut noter qu’un certain nombre de cas polynomiaux (et notamment le
théoréme d’Okamura et Seymour) sont liés a la suffisance (dans ces cas-1)
d’une condition nécessaire naturelle, appelée condition de coupe. Nous la
détaillerons en section 5.2, mais elle peut s’énoncer briévement ainsi :

VX C S, [0c(X)| = [0(X)], ott 6 (X) = {(si,57) € L/ [{s5, 573 N X[ =1}

I1 est aisé de montrer que c’est une condition nécessaire (mais montrer
sa suffisance dans certains cas I’est beaucoup moins) :

Théoréme 1.2 (voir [134]). La condition de coupe est nécessaire a l'existence
d’une solution pour CDA.

Démonstration. Supposons qu’il existe une solution, et un ensemble X C S
tel que [0g(X)| < |6m(X)]. Alors, dans la solution, |§z (X )| chemins “sortent”
de X (d’aprés la définition de 0y (X)), mais seules [dq(X)| (< [0m(X)])
arétes sont disponibles : par conséquent, au moins deux chemins empruntent
la méme aréte, ce qui contredit le fait que c’est une solution pour CDA. [
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Nous ne pouvons pas détailler tous les résultats liés & ’ensemble de ces
problémes : ils sont innombrables. Pour de plus amples informations, le lec-
teur pourra se référer a [151, Partie VII| et [112, 160, 161|. Nous détaillerons
le théoréme d’Okamura et Seymour, ainsi que d’autres résultats liés a ces
problémes de décision dans des grilles, en section 5.2.

Complexité et approximation des problémes de chemins

Les problémes d’optimisation (MFEM/MFEMI, MCDA /MLCDA, MC-
DS et FMTEM) associés aux problémes de décision précédents étant au
moins aussi difficiles que ces derniers, il faut se placer sous des hypothéses
encore plus restrictives pour espérer trouver des cas polynomiaux.

On se place d’abord du point de vue de la complexité. MFEM et MFEMI
sont N'P-difficiles (et méme AP X-difficiles) dans les arbres (méme lorsque
toutes les arétes sont pondérées par 1 ou 2 [80] ou que toutes les capacités
sont Q(logm) [156]), mais polynomiaux (la matrice des contraintes de la
formulation en PL étant TU [52]) dans les chaines et les arbres orientés 50|,
c’est-a-dire dans les arbres ot I’on peut orienter chaque aréte (une orientation
par aréte) de facon a ce quil existe un chemin de s; a s, pour tout i. Ils
sont également polynomiaux dans les étoiles [80].

En outre, pour |£] = 2, MCDA (et donc MFEM) est A'P-difficile dans les
graphes non orientés et dans les GSC [64] (MLCDA, et donc MFEMI, étant
NP-difficile dans les graphes orientés [67]), alors qu'il existe un algorithme
presque linéaire si G + H est planaire et non orienté [111]. En fait, dans
les graphes non orientés, MCDA est méme AP X-difficile si |£] = 2 [89]. A
notre connaissance, le statut de MCDA dans les graphes planaires est par
contre ouvert si |£| est fixé (alors que MCDS est polynomial dans ce cas
[82]). Néanmoins, on peut remarquer que, dans les graphes non orientés,
lorsque |L£| est fixé, MLCDA est polynomial (MCDA l'est également si le
graphe est de degré maximum borné) : il suffit d’appeler un nombre fixé de
fois 'algorithme de Robertson et Seymour pour résoudre CDA [146].

MCDA et MLCDA sont polynomiaux dans les anneaux [123], et, contrai-
rement & MFEM, dans les arbres [80], mais la preuve de APX-difficulté
pour MFEM dans les arbres avec des poids 1 et 2 montre qu’ils deviennent
NP-difficiles (et méme AP X-difficiles) dans les cactus : il suffit pour cela de
remplacer, dans la preuve, chaque aréte de poids 2 par deux chaines paralléles
de longueur 2 (ne contenant que des arétes de poids 1). Cette preuve permet
méme de montrer que MCDA est AP X-difficile dans les arbres d’anneaux,
en remplagant toute aréte (u,v) de poids 1 qui n’est pas dans un cycle par
un cycle (u,v,w,u) (o w est un nouveau sommet) contenant trois arétes
de poids 1, puis en ajoutant deux liaisons (u,w) et (v, w). Erlebach montre
que MLCDA est aussi APX-difficile dans les arbres d’anneaux [61], et dans
les arbres bi-orientés [62] (ou il devient polynomial si le degré maximum est
borné). En outre, il montre que MLCDA est N'P-difficile dans les graphes
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complets [63] : la preuve part d’une instance de MLCDA dans un graphe
quelconque, et ajoute les arétes (u, v) nécessaires pour rendre le graphe com-
plet, ainsi que toutes les liaisons (u, v) associées. Il est alors facile de montrer
que l'instance obtenue est équivalente & l'instance initiale.

Il convient de remarquer que MFEM reste N'P-difficile dans les graphes
planaires superficiels qui sont 2-aréte-connexes et qui ont tous leurs degrés
pairs. En effet, en partant de la N'P-difficulté de MCDA dans les arbres
d’anneaux (des graphes planaires superficiels dont les degrés sont pairs) dé-
taillée précédemment, on peut remplacer tout sommet qui n’est pas dans
un cycle par un cycle (ayant un nombre pair de sommets) dont les arétes
sont pondérées alternativement par un grand entier N > 3n et par N + 1,
et qui a autant de sommets que le sommet initial avait d’arétes adjacentes.
La ¢ aréte initialement adjacente au sommet est alors reliée au ¢¢ sommet
du nouveau cycle (voir aussi la section 6.3 du chapitre 6). On obtient ainsi
un graphe planaire superficiel qui est 2-sommet-connexe et dont les degrés
(pondérés) sont pairs (le degré pondéré des sommets des nouveaux cycles va-
lant 1+ N+ (N +1) = 2(IN+1)). Cependant, cette transformation nécessite
d’utiliser de grands poids et ne peut donc étre appliquée & MCDA : ce cas
particulier semble donc ouvert pour MCDA.

On peut également mentionner une série d’articles concernant des pro-
priétés des chemins disjoints dans les graphes de forte expansion (ezpanders
en anglais). Cependant, nous ne détaillerons pas ces résultats, qui sont trés
spécifiques & la structure de ces graphes, et ne nous seront d’aucune utilité.
Le lecteur intéressé pourra se référer a [75, 137].

Enfin, concernant FMTEM dans les graphes non orientés, le probléme est
connu pour étre polynomial dans le cas non pondéré, ot il peut se résoudre
a l'aide d’un algorithme combinatoire issu de la théorie des matroides [151,
p. 1283] (et qui fournit également un algorithme pseudo-polynomial pour le
cas général). Des algorithmes combinatoires polynomiaux ont également été
proposés pour résoudre des cas particuliers : les arbres [51] et les graphes
ou tous les sommets non terminaux ont un degré pondéré pair [72]. Dans le
cas orienté, un seul résultat de complexité semble connu : Costa et al. [52]
montrent que FMTEM est polynomial dans les GSC (en se ramenant & un
simple probléme de flot maximum). Cependant, nous verrons au chapitre 8
que des résultats de complexité pour FMTEM peuvent étre déduits assez
naturellement des résultats existants pour MFEM.

Nous examinons a présent les résultats connus concernant ’approxima-
tion de I’ensemble de ces problémes. On peut noter que, en régle générale,
ils se comportent “assez mal” de ce point de vue.

Une série d’articles a été est consacrée a I’étude de ’approximation de ces
problémes dans les graphes généraux. Avant 2003, deux algorithmes O(y/m)-
approchés étaient connus pour MCDA (nous décrirons les résultats ultérieurs
en section 1.4) : un algorithme glouton (noté SPF, pour Shortest Paths First
[103, 107]), que nous décrivons plus bas (pour sa grande simplicité et ’analyse
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typique de sa performance), et un algorithme basé sur des méthodes d’ar-
rondi aléatoire [13| (des variantes sont disponibles pour MFEM et MFEMI).
De fagon étonnante, le meilleur résultat d’inapproximabilité connu pendant
longtemps pour les graphes non orientés était que MCDA était AP X-difficile
[80]. Dans les graphes orientés, un résultat beaucoup plus fort est connu de-
puis 1999 : MCDA est NP-difficile & approcher a un ratio m/2~¢, pour tout
e > 0 [89]. Donc, du point de vue de I'approximation, le statut de MCDA
dans les graphes orientés semble réglé (voir la section 1.4). En outre, il est im-
portant de noter qu’il existe des familles de graphes planaires (non orientés)
ou le ratio d’intégrité est ©(y/m) [80].

Pour des classes de graphes plus restreintes, il existe des algorithmes
approchés ayant des ratios d’approximation constants : pour MFEM, un
algorithme 2-approché dans les arbres [80] (basé sur une approche primale-
duale, et que nous détaillons en section 2.1.1) ; pour MLCDA, un algorithme
9-approché dans les graphes complets [28| et un algorithme 3-approché dans
les arbres d’anneaux [61] ; pour MCDA, un algorithme (% + e)—approché dans
les arbres bi-orientés [62], un algorithme O(1)-approché dans une classe de
graphes généralisant les grilles rectangulaires [102, 104| et un algorithme
O(f*)-approché dans les graphes ol un certain paramétre F (appelé flow
number en anglais ; voir [108| pour les détails) vaut f*. De surcroit, pour les
réseaux de grandes capacités (c’est-a-dire, les graphes ou toutes les capacités
sont Q(logm)), un algorithme O(1)-approché peut étre obtenu pour MFEM
en appliquant des techniques d’arrondi aléatoire [140].

Enfin, Garg et al. donnent un algorithme 2logs(|£]|)-approché pour FM-
TEM dans les graphes orientés (c’est en fait une conséquence de leur algo-
rithme dans |78], qui renvoie un flot multiterminal entier).

Pour de plus amples informations, nous renvoyons le lecteur & une série
d’états de l’art sur le sujet [5, 52, 77, 103].

L’algorithme SPF. Pour cloturer cette section sur les problémes de che-
mins, nous détaillons briévement le fonctionnement de ’algorithme glouton
SPF (que nous utiliserons au chapitre 7) et I’analyse (trés simple) de sa per-
formance. On peut résumer le déroulement de cet algorithme ainsi. SPF :

1. Choisir, puis retirer de P, le plus court chemin (au sens du nombre
d’arétes) p* € P; Si P = (), stopper et renvoyer les chemins choisis ;

2. Retirer du graphe toutes les arétes de p*, et retirer de P tout chemin
qui traverse une de ces arétes; Revenir en 1.

Une fagon d’implémenter cet algorithme pour le rendre polynomial est
de calculer un plus court chemin de s; & s} pour tout i.

Théoréme 1.3 ([103, 107]). SPF est un algorithme [\/m |-approché pour
le probleme MCDA.
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Démonstration. La preuve repose sur une idée trés simple : il suffit de mon-
trer que, au moment ot SPF choisit son i¢ chemin (appelons-le p), il
aurait pu choisir, a la place, au plus [{/m | chemins de la (ou d’'une) so-
lution optimale. En effet, si p! est de longueur au plus [{/m ], alors il a
une intersection avec au plus [v/m ] chemins, et donc avec au plus [y/m |
chemins d’une solution optimale. Sinon, c’est qu’il ne reste plus aucun che-
min de longueur au plus [/m | dans P (puisqu’on choisit le plus court), et
donc il ne peut rester plus de [y/m | chemins dans la solution optimale (car

[Vim - [vm ] >m). -

Complexité et approximation des problémes de coupe

MCM est polynomial dans les chaines et les arbres orientés [52], mais
devient N'P-difficile (et méme AP X-difficile) dans les étoiles non pondé-
rées (néanmoins, il peut étre résolu en temps polynomial dans les arbres
si |L£| est fixé) [80], alors que MFEM y est polynomial. Nous détaillons la
preuve de complexité pour MCM plus bas, car elle utilise plusieurs idées qui
nous seront utiles ultérieurement, et en particulier dans le chapitre 5. En
outre, pour |£| =2, MCM est polynomial dans les graphes non orientés (par
deux applications d'un algorithme de coupe minimum [163]) et AP X-difficile
dans les graphes orientés (car CMTM lest [81]). Pour |£| = 3, CMTM et
MCM deviennent N'P-difficiles et méme AP X-difficiles dans les graphes non
orientés [54]. CMTM est N'P-difficile dans les graphes planaires, ou il de-
vient polynomial si |£] est fixé [54, 91, 164]. De surcroit, d’aprés [54], CMTM
est polynomial dans les graphes de largeur d’arbre bornée (en utilisant des
techniques standard de programmation dynamique; voir [14]), et, d’aprés
[42], il est également polynomial dans les graphes planaires si tous les ter-
minaux sont sur la face extérieure (le cas des arbres ayant déja été traité
dans [44, 51, 58, 59, 60] et le cas des cactus triangulaires dans [22]) : les
auteurs montrent que, dans ce cas-1a, CMTM est équivalent au probléme de
Varbre Steiner de poids minimum (|76]) avec tous les terminaux sur la face
extérieure. Citons, enfin, le fait que Provan et Burk ont montré que MCM
est polynomial si G + H est planaire et que tous les terminaux sont sur la
face extérieure de G [138].

Il faut également noter que MCM et ses variantes se comportent mieux,
du point de vue de 'approximation, que les problémes de chemin associés;
néanmoins, pour les cas les plus généraux, les ratios restent appréciables.

Concernant MCM, il existe un algorithme 2-approché dans les arbres [80],
un algorithme O(1)-approché dans les graphes planaires non orientés [157] et
un algorithme O(log |£|)-approché dans les graphes non orientés [79] (dans
les trois cas, le ratio d’intégrité est en outre borné par le ratio d’approxima-

tion). On peut noter qu'il existe également un algorithme 2a/(H) (1 — ﬁ -

approché pour MCM dans les graphes non orientés (ot a(H) est le nombre
de stabilité de H et 7 est ’ensemble des terminaux, voir plus bas) [22]. Par
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ailleurs, MCM admet un PTAS dans les graphes non orientés et non pondé-
rés de largeur d’arbre et de degré maximum bornés (ou il reste N'P-difficile),
alors que la suppression d’une seule de ces trois hypothéses (non pondéré, de-
gré maximum borné, largeur d’arbre bornée) rend le probléme AP X-difficile
[27]. Dans les graphes orientés, il existe un algorithme O(y/n)-approché pour
MCM [88] (voir aussi [43, 113]), ainsi qu’un algorithme O(|L|)-approché tri-
vial (calculer, pour chaque 7, une coupe minimum entre s; et s,, puis prendre
I'union de toutes ces coupes).

Concernant CMTM, le premier algorithme approché (nommé CIO pour
algorithme par Confinements Individuels Optimauz) fut congu par Dahlhaus
et al. [54] : il s’agit d’un algorithme 2 <1 — ﬁ)—approché que nous détaillons
plus bas, car il est trés simple & énoncer et & analyser, et a un lien notable
avec 'algorithme donné dans [22] pour MCM. Il faut noter que Garg et al.
ont ensuite donné un algorithme avec le méme ratio d’approximation pour
CMTMS, via une approche totalement différente (celle utilisée pour CMTM
ne pouvant étre adaptée & CMTMS) [78, 81]. Un algorithme avec un ratio
d’approximation légérement inférieur a 1.3438 et faisant appel & des tech-
niques beaucoup plus sophistiquées a ensuite été trouvé pour CMTM |26, 97].
Dans les graphes orientés, il existe un algorithme 2-approché pour CMTM
[130] (voir aussi [78]). Enfin, les auteurs de [54] ont remarqué que, dans les
graphes non orientés, les algorithmes approchés pour CMTM peuvent étre
convertis en algorithmes approchés pour MCM (avec le méme ratio) lorsque
le nombre de liaisons est fizé (il suffit d’énumérer ’ensemble des partitionne-
ments possibles des terminaux ; cette méthode est détaillée en section 3.1).

Le lecteur intéressé par plus de détails concernant ces problémes pourra
se reporter aux références suivantes : |5, 52, 77| et |93, Chapitre Cut problems
and their application to divide-and-conquer par D.B. Shmoys (pp. 192-235)].

Preuve de complexité pour MCM dans les étoiles [80]. Cette preuve
est particuliérement instructive, car elle constitue un exemple typique de
réduction pour MCM. Comme nous le ferons pour d’autres cas particuliers de
MCM, nous allons montrer que le probléme COUVERTUREPARLESSOMMETS
se réduit polynomialement & MCM dans les étoiles non pondérées. Pour cela,
considérons une instance Z de COUVERTUREPARLESSOMMETS [76] sur un
graphe G1 = (S7, A7) & n sommets : étant donné un entier N, le probléme
consiste & décider s'il existe pour Gz une couverture de taille au plus N, o
une couverture est un ensemble C7 C St tel que, pour tout (u,v) € Az, on
au € Cr ouv € Cz. On va construire une instance de MCM avec un graphe
support G et un graphe de demandes H. G est une étoile a n feuilles (et
donc n + 1 sommets en tout), et les terminaux (les sommets de H) sont les
feuilles. En outre, H est égal & Gz. On définit ’équivalence suivante entre les
solutions des deux instances : une aréte de G est coupée ssi elle est adjacente
a une feuille correspondant & un sommet de la couverture. Alors, il est facile
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de voir qu’il existe une multicoupe de taille au plus N pour l'instance de
MCM ssi il existe une couverture de taille au plus NV dans Z. On a donc :

Théoréme 1.4 ([80]). MCM est APX -difficile dans les étoiles non pondé-

Tées.

Notons que la réduction utilisée préserve le ratio d’approximation : cela
implique qu’un algorithme a-approché pour MCM dans ce cas fournirait
un algorithme a-approché pour COUVERTUREPARLESSOMMETS. Comme la
question de trouver un algorithme ayant un ratio d’approximation meilleur
que 2 pour ce probléme est ouverte depuis longtemps, il semble difficile
d’améliorer l'algorithme 2-approché pour MCM dans les arbres [80)].

L’algorithme CI0O pour CMTM. Pour finir, nous détaillons briévement
lalgorithme CIO et I'analyse (trés simple) de sa performance.

Nous donnons d’abord le déroulement de cet algorithme. Rappelons qu’il
prend en entrée un graphe G non orienté et un ensemble 7 = {{y,... ,tm}
de sommets terminaux. L’algorithme C'TO peut alors se décrire ainsi :

1. Calculer une coupe minimum C; séparant t; de 7 \ {¢;}, pour tout 7;

2. Renvoyer la coupe multiterminale C' = (J, ,; C;, o j est tel que ||} =

Théoréme 1.5 ([54]). Dans les graphes non orientés, 'algorithme C10O est

un algorithme 2 <1 — ﬁ) -approché pour CMTM.

Démonstration. Soit C* une solution optimale pour CMTM, et soit C C C*
I'ensemble des arétes qui séparent t; de 7 \ {t;} dans C*. On a ||C;|| < ||C}]|
pour tout i, car C; est une coupe minimum. En outre, ||C| < >, ||Cs|| —
max; |Cil| < >, Cill — %\Zz |Ci|l. Enfin, pour toute aréte a = (u,v)
dans C*, on a u € C} et v € Cg pour f # g, et donc ), [|CF[| = 2[C
(chaque aréte est comptée deux fois). En conclusion, on a donc : ||C] <

> G (1 - %) <> CH (1 - ﬁ) =2 (1 — |—}|) |IC*]|, ce qui termine
]

la preuve.

Il convient de remarquer que le résultat donné dans [22] généralise en fait
ce ratio d’approximation. Pour le montrer, commencons par définir le nombre
de stabilité d’un graphe : c’est le cardinal du plus grand stable du graphe.
Etant donné un graphe G = (S, A), un stable (ou ensemble indépendant) de
G est un ensemble J C S tel que, pour toute aréte a € A, au plus une des
deux extrémités de a est dans J.

Comme nous l'avons mentionné plus haut, les auteurs de [22] donnent

un algorithme 2a(H) (1 — ﬁ)—approché pour MCM dans les graphes non

orientés, ot «(H) est le nombre de stabilité de H et 7 est I’ensemble des
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terminaux. Or, on peut remarquer que, lorsque H est complet (ce qui corres-
pond au cas d’une instance de MCM avec un graphe de demandes complet,
c’est-a-dire & une instance de CMTM), on a «(H) = 1, et on retrouve donc
le ratio d’approximation de I'algorithme CTO.

1.4 Reésultats de cette thése ou concomitants a cette
thése

Dans cette section, nous décrivons I’ensemble des résultats de cette thése.
Auparavant, nous détaillons tous les résultats publiés sur le sujet depuis le
début de la theése (octobre 2003), pour donner un apercu clair des évolutions
de I'état de 'art au cours de ces derniéres années.

1.4.1 Reésultats récents

Détaillons d’abord les résultats en rapport avec les problémes de chemins.

Concernant I'approximation de MCDA dans les graphes généraux ou pla-
naires, des avancées notables ont été réalisées : Chekuri et Khanna d’abord
[32], puis Varadarajan et Venkataraman [158|, ont considérablement amé-
lioré I’analyse du ratio d’approximation de SPF dans les graphes orientés
ou non (voir aussi [90]); au final, un algorithme O(n??1og?/®n)-approché
pour MCDA dans les graphes orientés est obtenu. Il faut noter que, pour
m = Q(ng“), c’est un ratio bien meilleur que le précédent ratio O(y/m),
pour tout € > 0. En outre, cela montre que I'approximabilité de MCDA dans
les graphes orientés n’est pas encore complétement réglée, puisque le résul-
tat d’inapproximabilité de Guruswami et al. [89], qui stipule que MCDA est
NP-difficile & approcher & un ratio mae pour tout € > 0, a été montré dans
une famille d’instances ou m = ©(n). Donc, comme fonction de n, il reste
encore, dans les graphes orientés, a réduire I'écart entre la borne supérieure
(O(n?/310g?/3 n)) et la borne inférieure (Q(n%*)) Trés récemment, Nguyen
[131] et, indépendamment, Chekuri et al. [39], ont méme montré qu’il existait
un algorithme O(y/n)-approché pour MCDA dans les graphes non orientés et
les GSC. Cependant, rappelons que le meilleur résultat d’inapproximabilité
connu pour MCDA dans les graphes non orientés a longtemps été son AP X-
difficulté [80]. Il aura fallu attendre 2005 pour un résultat beaucoup plus
fort : Andrews et al. [7, 8] ont montré que, pour tout e > 0, il n’existe pas
d’algorithme O(log%_e)—approché pour MCDA dans les graphes non orientés
si une hypothése de complexité un peu plus forte que P # NP, que nous
ne détaillerons pas davantage, est vraie. Cependant, & nouveau, il reste un
écart important entre les bornes inférieure et supérieure. Pour y remédier,
Chekuri, Khanna et Shepherd ont, dans une série d’articles, tenté de réduire
le ratio d’approximation a un ratio logarithmique ou constant a I’aide d’un
nombre d’hypothéses supplémentaires trés restreint.
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Ils ont d’abord obtenu le résultat remarquable qu’il existait un algorithme
O(logn)-approché pour MCDA dans les graphes planaires ot la capacité
minimum vaut 2 [35, 37| (en outre, Rao et Zhou ont congu un algorithme
O(log!® n)-approché pour MCDA dans les graphes ot toute coupe entre toute
paire de sommets posséde Q(log® n) arétes [143], qui est fondé en partie sur
ces travaux de Chekuri et al.). Ils ont ensuite amélioré ce résultat sous une
hypothése a peine plus forte : il existe un algorithme O(1)-approché pour
MCDA dans les graphes planaires ou la capacité minimum vaut 4 [40]. 11
convient de remarquer que les deux résultats utilisent des techniques trés
différentes, que nous ne détaillerons pas. Néanmoins, dans [40], Chekuri et
al. montrent un résultat intermédiaire intéressant : il existe un algorithme
O(1)-approché pour MCDA dans les graphes étudiés dans [70], c’est-a-dire
les graphes planaires ou tous les terminaux sont sur la face extérieure et
tous les sommets qui ne sont pas sur la face extérieure ont un degré pon-
déré pair. Leur approche, par arrondi d’une solution fractionnaire, montre
également que le ratio d’intégrité est O(1). Ceci répond & une question lais-
sée ouverte dans une version préliminaire d’un article rédigé dans le cadre
de la présente thése [16]. En outre, cela implique qu’il existe un algorithme
O(1)-approché pour MFEM dans les graphes planaires ot tous les termi-
naux sont sur la face extérieure et ol toutes les capacités sont au moins 2.
En effet, étant donné un tel graphe G, on peut diminuer chaque capacité
impaire de 1 et obtenir un graphe G’ qui n’a que des capacités paires; on
peut ensuite appliquer I'algorithme de Chekuri et al. Il n’est pas difficile de
voir que le ratio d’intégrité dans G est au plus % fois le ratio d’intégrité dans
G’, puisque la valeur d’une multicoupe fractionnaire minimum (et donc d’un
multiflot fractionnaire maximum) dans G est au plus % fois la valeur dans G’
(le pire cas se produisant lorsque toutes les capacités sont diminuées de 3 a
2). Enfin, on peut noter que Kleinberg [105] a montré qu’il existait un algo-
rithme O(log? n)-approché pour MCDA dans les graphes planaires eulériens
(et méme si, comme dans les grilles, tous les sommets d’une des faces n’ont
pas un degré pair) ; son résultat utilise 'algorithme de Chekuri et al. [35, 37].

On peut également citer quelques résultats concernant des graphes ou
certains paramétres sont bornés. Par exemple, Obata a montré, & l'aide
d’une variante de SPF, qu'il existait un algorithme O(log(|L£]))-approché
(resp. O(1)-approché) dans les graphes (resp. dans les graphes planaires) ou
toute multicoupe a une valeur Q(3° . 4 c¢(a)) [133]. Cependant, comme nous
le verrons en section 2.1.2, cette condition peut ne pas étre vérifiée méme
dans certaines familles d’arbres. Nous avons montré dans [15] que le ratio
d’intégrité pour MCDA était O(1) dans une sous-classe des graphes planaires
a k niveaux (k borné), et que MCDA était polynomial dans les graphes de
nombre cyclomatique borné. Nous avons également montré que le ratio d’in-
tégrité pour MFEM était O(1) dans les graphes de nombre cyclomatique
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borné, et avons laissé comme ouvert le probléme suivant : existe-t-il un al-
gorithme O(1)-approché pour MFEM dans les graphes de largeur d’arbre
bornée ? Plus récemment, il a été montré que, dans ces graphes, il existe un
algorithme O(logn)-approché pour MCDA [41].

Par ailleurs, Marx [125] a montré la N"P-complétude de CDA dans les
grilles eulériennes (c’est-a-dire dans les grilles ot G+ H est eulérien). Concer-
nant FMTEM, Keijsper et al. [99] ont récemment montré qu’il était poly-
nomial dans les graphes non orientés, a ’aide de la méthode des ellipsoides
(le résultat est fondé sur le fameux théoréme de Mader sur les 7-chemins
[151, Chap. 73|) : en substance, ils montrent que les inégalités (1.4) sont
suffisantes (avec les contraintes classiques) pour garantir l’existence d’une
solution entiére optimale.

Détaillons & présent les résultats concernant les problémes de coupe.

Récemment, Chekuri et al. [36] ont étudié une relaxation bi-orientée de
CMTM (c’est-a-dire, dans le graphe bi-orienté obtenu a partir du graphe
non orienté initial en remplagant chaque aréte par deux arcs opposés), et
lont comparée a la relaxation utilisée dans [26]. Guo et Niedermeier ont,
quant & eux, montré que MCM était FPT dans les arbres si le paramétre
est le nombre d’arétes a enlever [86], alors que Marx a obtenu une série de
résultats concernant le caractére FPT de plusieurs variantes de MCM et
MCMS [126]. On peut aussi noter des résultats remarquables concernant la
complexité et 'approximabilité de MCM. D’abord, Agarwal et al. ont mon-
tré qu'une relaxation SDP naturelle pour MCM avait un ratio d’intégrité
Q(logn) dans les graphes non orientés, prouvant par la-méme que cette for-
mulation SDP ne pouvait étre d’aucun secours pour améliorer le meilleur
ratio d’approximation connu [2]. Saks et al. ont également montré que, dans
les graphes orientés, la formulation en PL. de MCM avait un ratio d’inté-
grité Q(|L]) [148], et ne pouvait donc pas servir, elle non plus, & concevoir
de “bons” algorithmes approchés (il faut cependant remarquer que, dans la
famille d’instances utilisée par les auteurs, on a |£| = ©(logn)). Ensuite,
Chawla et al. ont montré qu’il n’existe pas d’algorithme O(1)-approché pour
MCM si la Unique Games Conjecture est vraie |31]. C’est le premier résul-
tat d’inapproximabilité pour MCM qui soit plus fort que I’ AP X-difficulté;
néanmoins, il repose sur une conjecture différente de P # N'P. Enfin, il
a été montré par les auteurs de [87|, et, indépendamment, par nous dans
le cadre de cette thése [16], que MCM est polynomial dans les graphes de
largeur d’arbre bornée lorsque le nombre de liaisons est fixé. On peut égale-
ment citer le fait que de nouveaux algorithmes 2-approchés ont été obtenus
pour MCM dans les arbres, basés sur une approche d’arrondi d’une solution
fractionnaire [84, 121] (contrairement a I’algorithme de Garg et al. [80]).
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1.4.2 Reésultats et organisation de la thése
Présentation des résultats

Une partie importante de notre travail a consisté a généraliser les résul-
tats connus et a rechercher des paramétres intéressants qui, s’ils sont fixés,
rendent les problémes plus faciles a résoudre de facon exacte ou approchée.

Nos premiers résultats concernent les grilles, ot nous résolvons deux cas
particuliers polynomiaux, le premier & ’aide d’une approche primale-duale et
d’un certain nombre de résultats antérieurs [69, 134], le second a 'aide d’un
algorithme glouton. Nous donnons également des résultats de complexité
concernant MCM et MFEMI, qui montrent que ces problémes restent N'P-
difficiles méme dans des cas trés particuliers de grilles. Ces résultats ont fait
I'objet de deux publications en revue [18, 19].

Un deuxiéme ensemble de travaux concerne la généralisation de la tota-
lité des résultats de Garg et al. dans les arbres [80]. En premier lieu, nous
montrons que MCDA est polynomial dans les graphes de nombre cycloma-
tique borné, et que le ratio d’intégrité pour MFEM est borné dans ces graphes
(nous donnons aussi un algorithme approché fondé sur une approche primale-
duale). De surcroit, nous donnons un algorithme approché (également fondé
sur une approche primale-duale) avec un ratio borné pour MCDA dans les
graphes planaires & k niveaux d’arétes (k borné). Ces graphes, qui généra-
lisent les cactus, forment une sous-classe naturelle des graphes planaires a k
niveaux et n’ont jamais été étudiés a notre connaissance. Une propriété im-
portante est qu’ils sont de largeur d’arbre bornée mais quelconque (comme
les graphes planaires a k niveaux), et qu'ils incluent les grilles planaires ayant
une des deux dimensions bornée.

Concernant ces résultats, il faut remarquer que, d’une part, MCDA est
AP X-difficile dans les cactus triangulaires (et méme dans les arbres d’an-
neaux), et il y a donc peu de chances pour qu’il existe une classe de graphes
plus générale que la notre ot MCDA serait polynomial, et que, d’autre part,
les seules classes de graphes pour lesquelles il existait auparavant des al-
gorithmes polynomiaux pour MCDA étaient les chaines, les anneaux et les
arbres (trois classes de graphes de nombre cyclomatique inférieur ou égal
a 1). Par ailleurs, notre résultat pour MFEM est la premiére tentative de
généralisation de ’algorithme approché a ratio constant pour MFEM dans
les arbres, et, comme il utilise une approche primale-duale, il montre égale-
ment que le ratio d’intégrité pour MFEM est borné dans ce cas (alors que,
rappelons-le, le ratio d’intégrité pour MCDA peut étre Q(y/n), méme dans
les graphes planaires). Enfin, il faut noter que tous ces résultats ont été obte-
nus alors qu’il n’existait aucun résultat concernant MCDA dans des graphes
de largeur d’arbre bornée mais quelconque (les résultats de [41] étant pos-
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térieurs aux notres), et qu’ils ont fait 'objet d’une publication dans une
conférence internationale [15].

Nous avons également quelques résultats concernant MFEM dans les an-
neaux. Ce probléme est polynomial dans les chaines mais N'P-difficile dans
les arbres : nous prouvons qu’il est polynomial dans les anneaux et étudions
quelques aspects du polyédre de sa formulation en PL.

Nous montrons par ailleurs que, lorsque le nombre de liaisons est fixé,
MCM est polynomial dans les graphes de largeur d’arbre bornée et dans
les graphes planaires ayant leurs terminaux sur la face extérieure (le cas
des arbres étant déja connu [80]). Le premier résultat a été démontré in-
dépendamment dans [87] : notre approche est plus simple et plus rapide,
mais moins générale (car d’autres résultats annexes sont obtenus dans [87]).
Nous prouvons également qu’un algorithme congu par Yeh [164] pour ré-
soudre CMTM dans les graphes planaires ayant un nombre de liaisons fixé
est erroné. Nous avons été amené & examiner cet algorithme alors que nous
essayions de I'adapter & un cas (a4 peine) plus général, et avons découvert
une erreur dans sa preuve a cette occasion. Remarquons qu’il existe d’autres
algorithmes (qui, jusqu’a preuve du contraire, sont justes) pour résoudre
CMTM dans ce cas [54, 91|, mais ils sont relativement compliqués (surtout
comparés a celui de Yeh).

Nous fournissons ensuite toute une série de résultats concernant la com-
plexité et I'approximabilité de MCM dans les graphes de largeur d’arbre
bornée. En particulier, nous montrons que MCMS est N'P-difficile dans les
cactus triangulaires non pondérés de degré maximum et de largeur de chaine
bornés, alors qu’il existe un PTAS dans ce cas et que le probléme est poly-
nomial dans les arbres non pondérés. Nous montrons également que MCM
est N'P-difficile dans les GSC et AP X-difficile dans les graphes orientés non
pondérés de largeur d’arbre et de degré maximum bornés (alors qu’il existe
un PTAS dans le cas non orienté).

Enfin, nos derniers résultats concernent le probléme FMTEM dans les
graphes orientés. Nous donnons les premiers résultats de complexité et d’in-
approximabilité pour ce probléme en montrant un lien avec MFEM, puis
nous nous intéressons a la conception d’algorithmes approchés et a 1’étude
de cas particuliers polynomiaux. Nous introduisons un paramétre kg < |7 |!
pour ce probléme, dont nous détaillons les propriétés, puis nous donnons une
caractérisation compléte, vis-a-vis de ce paramétre, des cas polynomiaux ou
NP-difficiles pour FMTEM. En particulier, nous exhibons un cas polyno-
mial généralisant le cas des GSC [52]. Enfin, nous donnons un algorithme
2logy (ks + 2)-approché pour ce probléme, améliorant (pour |7| > kg + 2)
le précédent ratio de 2log, |7| obtenu par Garg et al. [78], et nous mon-

ks est le nombre de terminaux solitaires, qui forment un sous-ensemble des terminaux.
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trons, a 'aide d’une famille d’exemples, que notre analyse (ainsi que celle de
Garg et al.) est fine. Ces résultats concernant FMTEM ont fait I’objet d’une
publication en revue [17].

Organisation du présent document

Nos résultats peuvent se répartir en trois grandes parties.

Dans la premiére partie, nous étudions MFEM et MCM dans des graphes
de largeur d’arbre bornée. Le premier chapitre de cette partie est consacré a
la résolution de MFEM et MCDA dans les graphes de nombre cyclomatique
borné et dans les graphes planaires & k£ niveaux d’arétes. Dans le second
chapitre, nous étudions la complexité de MCM dans les graphes (orientés
ou non) de largeur d’arbre bornée. Un bref troisiéme chapitre détaille nos
quelques résultats concernant MFEM dans les anneaux.

Dans la deuxiéme partie, nous étudions MFEM et MCM dans les graphes
planaires. Le premier chapitre de cette partie est consacré au cas des grilles.
Dans le second chapitre, nous montrons que l'algorithme de Yeh pour ré-
soudre CMTM lorsque le nombre de liaisons est fixé est erroné, puis nous
décrivons un algorithme polynomial résolvant MCM dans les graphes pla-
naires lorsque les terminaux sont sur la face extérieure et en nombre fixé.

Enfin, la troisiéme partie traite des problémes de chemins dans les graphes
généraux. Dans le premier chapitre de cette partie, nous faisons une compa-
raison expérimentale de deux heuristiques trés simples utilisées pour résoudre
MFEM : la premiére est basée sur SPF', la seconde sur 'un des algorithmes
décrits dans notre premiére partie. Nous étudions les premiers résultats bruts,
et montrons ensuite comment les améliorer en combinant les deux méthodes,
pour parvenir a un gain de temps notable. Le second chapitre concerne la
complexité et 'approximation de FMTEM dans les graphes orientés.

Un glossaire est donné en annexe B, et ’ensemble de nos résultats est
récapitulé en annexe C.1.



Premiére partie

Graphes de largeur d’arbre
bornée
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Chapitre 2

Multiflots entiers et chemins
disjoints dans des graphes de
largeur d’arbre bornée

2.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous étudions MFEM et MCDA dans des graphes non
orientés de largeur d’arbre bornée. Rappelons que Garg et al. ont montré un
certain nombre de résultats forts sur ces deux problémes dans les arbres [80].
Nous les détaillons & nouveau, car ils nous seront utiles dans ce chapitre.
Tout d’abord, ces auteurs ont montré que MCDA était polynomial dans les
arbres (c’est d’ailleurs I'une des rares classes de graphes, avec les anneaux,
ot ce probléme est polynomial), et que MFEM vy était AP X-difficile (méme
si toutes les capacités valent 1 ou 2). Ensuite, ils ont donné un algorithme 2-
approché pour MFEM (et MCM, puisqu’il suit une approche primale-duale),
que nous décrivons plus bas, car nous en ferons une (ré)utilisation intensive.
Leur résultat implique aussi une borne supérieure de 2 sur le ratio d’intégrité
pour MFEM (et MCM) dans les arbres. Enfin, toujours dans [80], ils ont
montré qu’il existait une famille de graphes planaires avec tous les terminaux
sur la face extérieure ou le ratio d’intégrité pour MCDA est Q(y/n) (une
famille similaire est donnée dans la figure 2.1).

Remarquons que, dans cette famille d’instances, tous les sommets qui ne
sont pas sur la face extérieure ont un degré impair (tous les degrés valent
3) : c’est nécessaire pour obtenir un ratio d’intégrité élevé, puisque Kleinberg
a montré que, si tous les degrés sont pairs (sauf, éventuellement, ceux des
sommets se trouvant sur la face extérieure), le ratio d’intégrité est O(log?n)
(et il existe un algorithme O(log? n)-approché) [105]. De méme, si toutes les
capacités sont supérieures ou égales & 2 (et non unitaires comme dans cet
exemple), le ratio d’intégrité est O(logn) [35, 37]. Enfin, rappelons que la
preuve de Garg et al. établissant I’A P X-difficulté de MFEM dans les arbres

63
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F1G. 2.1 — Une famille d’instances (dites graphes en mur) avec un ratio

d’intégrité Q(y/n) pour MCDA.

permet de montrer que MCDA est AP X-difficile dans les cactus.

Nous montrons d’abord que tous les résultats obtenus par Garg et al. pour
MCDA et MFEM dans les arbres [80] peuvent se généraliser aux graphes de
nombre cyclomatique borné : plus précisément, MCDA y est polynomial, et
MFEM admet un algorithme approché a ratio constant 2(y + 1), ot y est le
nombre cyclomatique (v = 0 dans un arbre, et on retrouve donc le résultat
de Garg et al.). En particulier, nous montrons que le ratio d’intégrité pour
MFEM est borné par 2(y—+1), car nous utilisons une approche primale-duale.

Il convient de noter que d’autres généralisations des arbres ne peuvent
pas mener & de tels résultats. Une fagon de généraliser les arbres est de
considérer les graphes de largeur d’arbre bornée. Cependant, rappelons que
MCDA reste APX-difficile dans les cactus (des graphes de largeur d’arbre
2). En outre, le meilleur algorithme approché connu pour MFEM dans les
graphes de largeur d’arbre bornée est un algorithme de ratio O(7 log 7logn)
non constant dit & Chekuri et al. (o 7 est la largeur d’arbre) [41] ; ce résultat
est postérieur a ceux présentés dans ce chapitre. Une deuxiéme fagon de
généraliser les arbres est de considérer des graphes ou tous les terminaux
sont sur un nombre borné de faces [42, 128]. Mais, dans ce cas, MCDA est
également AP X-difficile (les cactus appartenant a cette classe de graphes),
et le ratio d’intégrité pour MFEM est 2(1/n), méme si le graphe est planaire
et tous les terminaux sont sur la face extérieure (voir figure 2.1).

Nous montrons également, dans la suite de ce chapitre, que le ratio d’in-
tégrité de MCDA est borné par 4k dans les graphes planaires a k niveaux
d’arétes (nous les définissons formellement dans la section suivante). Ces
graphes, qui n’ont jamais été étudiés & notre connaissance, ont pourtant des
propriétés intéressantes :
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— Ils généralisent les cactus;

— Ils forment une sous-classe naturelle des graphes planaires a k niveaux

de sommets ;

Ils ont une largeur d’arbre O(k), c.-a-d., bornée mais quelconque;

— Ils incluent les graphes identiques & ceux de la figure 2.1 ou I'une des
deux dimensions est bornée.

Ces résultats n’ont pas été inclus dans la partie “Graphes planaires” de
cette thése, car la propriété la plus importante dans leur conception reste le
fait que la largeur d’arbre de ces graphes est bornée (méme si la planarité
joue évidemment un role important) ; en particulier, le ratio d’approxima-
tion est 4k = ©(7). Remarquons qu'une démarche similaire & la nétre a
été utilisée récemment pour montrer un saut d’intégrité constant dans les
graphes planaires a k£ niveaux pour un probléme d’un autre type : il est
conjecturé que ce probléme a un saut d’intégrité constant dans les graphes
planaires et dans les graphes de largeur d’arbre bornée, mais, avant les tra-
vaux présentés dans [38], seuls les cas des arbres et des graphes planaires
superficiels avaient été traités. Les auteurs de 38| considérent donc le cas
des graphes planaires a k niveaux (ou ils parviennent a4 montrer un ratio
d’intégrité constant), qui offrent ’avantage de constituer une sous-classe na-
turelle des graphes planaires de largeur d’arbre bornée (mais quelconque,
contrairement aux graphes séries-paralléles, par exemple). On peut noter a
ce propos que si I'on spécialise 'algorithme de Chekuri et al. pour MFEM
dans les graphes de largeur d’arbre bornée aux graphes planaires a k niveaux
(ou méme & k niveaux d’arétes), on ne sait pas, pour 'instant, obtenir un
ratio meilleur que O(7logn) (on gagne donc un facteur log 7 par rapport
au cas général) ; notre probléme semble donc encore plus difficile que celui
considéré dans [38]. Enfin, précisons que, a notre connaissance, les résultats
de ce chapitre, qui ont fait I’'objet d’une publication en conférence interna-
tionale [15], forment la premiére tentative de généralisation du théoréme de
Garg et al. [80] établissant un ratio constant entre la valeur d’un multiflot
entier maximum et la valeur d’une multicoupe minimum dans les arbres. En
effet, nous verrons en section 2.1.2 qu’il existe des familles d’arbres ou les
algorithmes donnés dans [108] et [133], basés sur SPF', ne peuvent avoir un
ratio d’approximation meilleur que O(y/n).

Nous donnons & présent quelques définitions, idées et résultats prélimi-
naires.

2.1.1 Définitions

Nous commencons par définir la classe des graphes planaires a &k ni-
veaux d’arétes (que nous avons appelés k-edge-outerplanar graphs en an-
glais), qui a été inspirée par la classe des graphes planaires a k niveaux.
Etant donné k& > 1, un graphe planaire a k niveaux d’arétes est un graphe



CHAPITRE 2. MFEM AVEC LARGEUR D’ARBRE BORNEE 66

planaire ayant un plongement avec au plus k niveaur d’arétes, c’est-a-dire,
tel que, aprés avoir enlevé de facon itérative toutes les arétes se trouvant
sur la face extérieure au plus k fois, on obtient un graphe sans arétes. Re-
marquons dés a présent que les graphes & 1 niveau d’arétes (que nous avons
appelés edge-outerplanar en anglais) sont les cactus. Nous détaillerons en
section 2.3.1 les relations entre graphes planaires & k niveaux de sommets et
graphes planaires & k niveaux d’arétes. Notons qu’une grille planaire 2k x N
(N > 2k) est un graphe planaire a k niveaux de sommets et d’arétes.

Nous définissons également la notion de degrés intérieurs. Etant don-
nés un graphe non orienté et une de ses composantes 2-sommet-connexes
25C, le degré d'un sommet v a lintérieur de 2SC, noté degasc(v), est le
nombre de sommets de 25C' qui sont adjacents a v. Un sommet est de degré
intérieur borné si son degré a l'intérieur de chaque composante 2-sommet-
connexe est borné. Notons qu'un sommet peut avoir un degré intérieur borné
et un degré non borné (I'inverse étant évidemment faux).

Enfin, nous définissons deux autres classes de graphes. Etant donnés deux
nombres entiers k > 1 et d > 2, la classe des graphes planaires a k niveaux
(de sommets) ayant un degré maximum borné par d a Uintérieur de chaque
bloc sera désignée par PNy, — DIB,. Etant donné un nombre entier v > 0,
la classe des graphes connexes G = (5, A) ayant un nombre cyclomatique
v(G) = |A] — |S| + 1 inférieur ou égal a ~ sera désignée par NC,.

Notons que tous les graphes considérés dans ce chapitre sont non orientés,
simples (c.-a-d., sans arétes paralléles), sans boucles et connexes (si ce n’est
pas le cas, nous considérons chaque composante connexe indépendamment).

Un algorithme 2-approché pour MFEM dans les arbres. Nous dé-
crivons & présent ’algorithme 2-approché pour MFEM dans les arbres congu
par Garg et al. dans [80]. Il suit une approche primale-duale, et est donc
également 2-approché pour MCM.

On commence par enraciner 'arbre T en un sommet quelconque r. Puis,
dans une premiére phase, on parcourt 'arborescence obtenue, palier par pa-
lier, en partant du plus haut (c’est-a-dire celui de plus grande hauteur). Pour
chaque palier et pour chacun de ses sommets v, on fait : pour chaque liai-
son (s;, s;) non encore considérée telle que v est sur le chemin de r & s; et
sur celui de r & s}, router le plus d’unités de flots possible de s; & s. A la
fin de cette phase (c’est-a-dire quand on atteint r), on obtient le multiflot
entier Fp. On construit ensuite une multicoupe, en sélectionnant toutes les
arétes saturées. La deuxiéme phase consiste & obtenir la multicoupe C'r en
parcourant ’arborescence en sens inverse (de la racine vers les feuilles) et en
éliminant progressivement des arétes redondantes parmi les arétes saturées,
de telle fagon qu’au plus deux arétes saturées de chaque chemin de routage
soilent coupées (en fait, pour un chemin de routage de s; & s}, il y a au plus
une aréte coupée sur le chemin de s; & v et sur le chemin de v & s}, ot v est



CHAPITRE 2. MFEM AVEC LARGEUR D’ARBRE BORNEE 67

le sommet le plus “haut” appartenant au chemin de s; a s} ; ceci permet aussi
de montrer, en particulier, I'optimalité de cet algorithme lorsque l'arbre est
une arborescence, car, dans ce cas, v = ;). Ainsi, Garg et al. montrent le
théoréme suivant :

Théoréme 2.1 ([80]). ||Cr| < 2||Fr||. En outre, Cr et Fr peuvent étre
calculés en temps polynomial.

2.1.2 TUn algorithme approché simple pour MCDA

Rappelons que le ratio d’approximation de ’algorithme glouton SPF est
O(y/m) (voir la section 1.3.3). En outre, il existe des familles d’arbres ou cette
borne est atteinte. Notre premier résultat de ce chapitre est de donner une
telle famille ici. D’abord, on commence par considérer une chaine vy, ..., vp 42
de longueur p + 1. Puis, on ajoute une chaine v;,...,s; de longueur p + 1
pour chaque ¢ € {2,...,p + 1}. On place ensuite s; sur vi, s} sur v,12 et
st sur v;41 pour chaque i € {2,...,p+ 1}. Ce graphe a ©(p?) sommets et
arétes (c.-a-d., p = ©(y/n)) et p+1 liaisons (c.-a-d., |[£| = p+1), et la chaine
de s; & s, a une longueur de p + 2, pour chaque i € {2,...,p+ 1}. SPF
route (s1,s]) (qui a une longueur de p+1), alors que la solution optimale est
de router (g, 85), - - -, (Sp+1,Sp41). Enfin, le graphe est un arbre et le graphe
obtenu en ajoutant les p 4 1 arétes (s;, s;) reste planaire.

Par conséquent, méme pour des classes trés particuliéres de graphes, de
meilleurs algorithmes approchés seraient nécessaires. Etant donné un graphe
connexe non orienté G, plusieurs de nos résultats reposent sur la méme idée
de base : calculer un arbre couvrant de G afin d’utiliser les résultats donnés
dans [80] pour les arbres. Puisque nous utiliserons plusieurs fois un nouvel
algorithme simple fondé sur cette idée, nous le donnons ici. Nous le noterons
ACGT (pour calcul d’un Arbre Couvrant, application de l'algorithme de Garg
et al., et construction d’une multicoupe pour la Totalité du graphe), et il peut
étre vu comme un schéma primal-dual contenant trois étapes :

1. Calculer un arbre couvrant T de G';

2. A l'aide de I’algorithme donné dans [80], construire un multiflot entier
Fr et une multicoupe Cr pour T tels que ||Cr| < 2||Fr|;

3. Construire une multicoupe C¢ pour G telle que |Cq|| < «f|Cr|| pour
un o > 0 fixeé.

A la fin de cet algorithme, on obtient un multiflot entier Fr et une mul-
ticoupe C¢ tels que ||Cq|| < 2a||Fr||. Comme Fr est également admissible
pour G, cet algorithme est donc un algorithme 2a-approché a la fois pour
MFEM et MCM. Evidemment, la premiére étape peut nécessiter un certain
soin, et la troisiéme également (méme si notre objectif n’est pas de trouver le
meilleur «). Notons que I'étape 3 n’est utile que pour prouver le ratio d’ap-
proximation : si on est seulement intéressé par calculer un multiflot entier
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approché, seules les deux premiéres étapes sont nécessaires. En outre, ces
résultats sont nettement moins intéressants pour MCM que pour MFEM,
car il est déja connu pour MCM que le ratio d’intégrité est O(1) (et qu’il
existe un algorithme O(1)-approché) dans les graphes planaires et dans les
graphes de largeur d’arbre bornée [157].

2.2 Graphes avec un nombre cyclomatique borné

Dans cette section, on généralise les résultats obtenus pour les arbres
dans [80] aux graphes de NC.,. Nous montrons que MCDA peut étre résolu
en temps polynomial pour les graphes dans NC,, en résolvant O((2|L] +
1)7) instances définies sur des ensembles d’arbres. Nous montrons également
comment appliquer ces idées afin d’obtenir un algorithme approché pour
MCDA dans les graphes quasi-complets. Puis, étant donné un graphe G
dans NC,, nous montrons comment calculer un multiflot entier Fz et une
multicoupe Cg tels que ||Cq|| < 2(y + 1)||F¢/||, en utilisant ACGT. Enfin,
nous montrons que MCM peut étre résolue en temps O(m27|[’|) pour les
graphes dans NC., ce qui est polynomial en m si |£| est fixé.

2.2.1 Reésoudre MCDA

Garg et al. ont prouvé que MCDA est polynomial dans les arbres. Nous
utilisons a présent ce résultat pour concevoir un algorithme polynomial pour
résoudre MCDA dans les graphes de NC,,.

Soit G un graphe de NC,. On enléve v arétes de G, de sorte que le
graphe obtenu soit un arbre couvrant, en sélectionnant de facon itérative
une aréte située dans un bloc. Soient ay, ..., a, ces arétes. L’idée principale
est que, puisque 7y est fixé, il y a un nombre limité d’arétes qui doivent étre
considérées. Pour chacune de ces  arétes, on choisit une chaine élémentaire
de P qui la traverse (ou aucune chaine), et on enléve cette aréte ainsi que
toutes les autres arétes traversées par la chaine choisie (si elle est définie). On
doit bien faire attention & ne choisir que des chaines compatibles (c’est-a-dire,
disjointes par les arétes) : par exemple, si on choisit une chaine p traversant
a;, on doit également choisir p pour a;, i # j, si p traverse aj. Aprés avoir
fait cela pour les «y arétes, on obtient une forét. On calcule alors une solution
optimale pour MCDA sur cette forét en utilisant ’algorithme de Garg et al.
[80]. En réunissant ’ensemble des chaines sélectionnées dans cette solution
avec celles choisies précédemment, on obtient une solution pour MCDA dans
G. On répéte cette procédure jusqu’a ce que chaque combinaison possible des
chaines élémentaires traversant ay,...,a, ait été essayée (rappelons que, en
fait, pour chacune de ces v arétes, on doit également essayer le cas ott aucune
chaine ne 'emprunte). En gardant la meilleure de toutes ces solutions, on
obtient la solution optimale.
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Notre algorithme résout O((|P| 4 1)7) instances de MCDA sur des fo-
réts. Donc, 7 étant fixé, si |P| est polynomial en n et |£], notre algorithme
s’exécute en temps polynomial. Le lemme suivant montre une borne sur | P
pour chaque i ! :

Lemme 2.1. Etant donné un graphe G de NC, et deux sommets s; et s,
le nombre de chaines élémentaires | P;| reliant s; a s; dans G est au plus 27.

Démonstration. On procéde par récurrence sur . Pour vy =0, on a |Pj| =1
(G est un arbre). Supposons alors que la propriété soit vraie pour y—1, v > 1,
et montrons que cela implique qu’elle est vraie pour «. Si |P;| = 1, on a fini.
Sinon, soit v le premier sommet rencontré dans toute chaine élémentaire
de s; a s, qui se trouve dans un bloc. Nous pouvons supposer s.p.d.g. que
v = s; (si ce nest pas le cas, cette hypothése ne modifie pas | F;|). Ainsi, il
existe au moins deux arétes, a; et ao, adjacentes & s; et se trouvant dans
un bloc. Aucune chaine élémentaire de s; a sg ne traverse a la fois a; et as :
par conséquent, il existe une aréte a € {aj, a2} telle qu’au moins la moitié
des chaines de P; ne traverse pas a. En outre, si on enléve a, on obtient un
graphe G’ € NC,_1, et on peut alors appliquer I'hypothése de récurrence : il
y a au plus 277! chaines élémentaires entre s; et s, dans G’. Par conséquent,
|P;| <2-27"1 =27, Le lemme est donc démontré. O

Notons que cette borne est atteinte : pour le voir, on peut, par exemple,
considérer une chaine de longueur v ayant s; et s; comme extrémités. Si on
remplace chaque aréte (u,v) de cette chaine par un cycle (u, w, v, w’,u), on
obtient un graphe dans NC., qui vérifie |P;| = 27. En outre, le lemme 2.1
implique que |P| < 27|L|, et donc l'algorithme donné ci-dessus s’exécute en
temps polynomial. Par conséquent :

Théoréme 2.2. MCDA est polynomial pour les graphes dans NC,.

Remarquons que notre algorithme est FPT vis-a-vis du couple de pa-
ramétres (|L],7y). Il reste cependant a déterminer s’il existe un algorithme
FPT pour MCDA, si le seul paramétre est le nombre cyclomatique (notre
algorithme n’étant clairement pas FPT dans ce cas). En outre, rappelons que
le probléme MCDA est AP X-difficile méme pour |£| = 2 [89]. Néanmoins,

en utilisant les résultats de cette section, on a :

Théoréme 2.3. Si |L| est fité, MCDA est polynomial dans les graphes dont
le nombre cyclomatique est O(y/logn).

Démonstration. Nous utilisons ’algorithme ci-dessus. Rappelons que l'on a
a résoudre O((27|L] + 1)7) instances de MCDA dans des foréts, ou «y est le
nombre cyclomatique. Donc, si v = O(y/logn) et si |£] est fixé, nous avons
a résoudre O(nO(l)) instances, ce qui est polynomial en n. ]

'Nous n’avons pas été en mesure de déterminer si ce résultat était déja connu. Quoi
qu’il en soit, nous fournissons une courte preuve, par souci de complétude.
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Notons que les théorémes 2.2 et 2.3 (et leurs analyses) sont également
valides pour MCDS (ot 'on cherche des chemins disjoints par les sommets,
et non plus par les arétes), puisque ce probléme est également polynomial
dans les arbres [27|. En utilisant des idées similaires (c.-a-d., en ajoutant ou
en enlevant un nombre constant d’arétes), on peut également dériver de [28]
et de [35, 37| les résultats suivants :

Proposition 2.1. [I existe un algorithme 9(3 + 1)-approché pour MLCDA
dans les graphes G = (S, A) ou |A| = w — [ (ou graphes quasi-
complets ).

Démonstration. On ajoute § arétes & G pour le transformer en un graphe
complet G’, puis on calcule une solution pour MLCDA dans G’ en utilisant
lalgorithme donné dans [28]. Ensuite, on enléve les [ arétes qui ont été
ajoutées a G et les chaines de la solution qui les traversent (il y a au plus
(3 chaines de ce type). S’il y avait au moins 3 + 1 chaines routées dans G’,
on a fini. Sinon, on route n’importe quelle chaine dans G et on perd un
facteur au plus 8 dans la valeur de la solution. Dans les deux cas, on obtient
le ratio désiré, puisque l'algorithme dans [28| est un algorithme 9-approché
pour MLCDA dans les graphes complets. O

Proposition 2.2. Il existe un algorithme O(logn)-approché pour MFEM
dans les graphes planaires ayant = O(logn) arétes de capacité 1.

Démonstration. On enléve les 0 arétes de capacité 1, puis on utilise 'algo-
rithme de Chekuri et al. [35, 37| sur le graphe obtenu. Si cet algorithme ne
renvoie pas une solution de valeur 0, alors on obtient une solution de va-
leur au moins 1/(O(logn) + B) = 1/O(logn) fois la valeur d’une solution
optimale, et la proposition est démontrée. Sinon, on route n’importe quelle
chaine dans le graphe initial, et on obtient un algorithme S-approché. O

Enfin, il est intéressant de remarquer que le lemme 2.1 permet de montrer
que MCM est polynomial pour les graphes dans NC., si |£] est fixé; la preuve
est trés similaire a celle de Garg et al. pour le cas des arbres [80]. Il suffit
de remarquer que toute multicoupe optimale contient au plus |£|27 arétes,
car | P;| < 27 pour tout 7. Donc, en énumérant tous les ensembles d’arétes de
taille au plus |£]27 et en gardant celui de plus faible poids, on obtient une
multicoupe minimum. Comme cette taille est fixée (|£| et v I'étant), on peut
faire cette énumération en temps polynomial. Cependant, nous montrons
en section 3.2 qu'une autre approche permet de montrer un résultat plus
général : si |L] est fixé, MCM est polynomial dans les graphes de largeur
d’arbre bornée.

2.2.2 Borner le ratio d’intégrité pour MFEM dans NC,

Dans cette section, nous montrons comment, étant donné un graphe G
de NC,, calculer en temps polynomial & 'aide de 'algorithme ACGT un
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multiflot entier Fg et une multicoupe Cg tels que ||Cql| < 2(y + 1) || EFq|l-

Nous n’avons, pour cela, qu’a détailler comment construire un arbre cou-
vrant T' pour G (étape 1), et ensuite, comment construire une multicoupe
Cg telle que [|Cq| < (v +1)[|Cr|| (étape 3).

L’étape 1 se déroule comme suit : on construit un arbre couvrant de poids
maximum de G, en utilisant une variante de I’algorithme de Kruskal [115].
En d’autres termes, on sélectionne de facon itérative une aréte a; ayant
la capacité minimum parmi toutes celles se trouvant dans un bloc de G\
{a1,...,a;—1}. Ceci nous donne un ensemble de 7 arétes vérifiant c(a;) <
c(az) < --- < c(ay), et le graphe G\ Ujeqy. 3 @i est un arbre, T'.

Dans I'étape 2, on calcule pour 7' un multiflot entier Fr = Fg et une
multicoupe Cr tels que ||Cr|| < 2||Fr||. Ensuite, dans I’étape 3, on utilise
Cr pour construire une multicoupe Cg pour G. Pour chaque aréte b; de Cr
qui se trouve dans un bloc de G, on désigne par A(b;) le plus grand 7 tel que,
juste avant que l'aréte a; ait été enlevée de G\ {a1,...,a;—1}, b; se trouvait
toujours dans un bloc. En outre, soit \* = maxy,ec, A(b;) et soit bjx € Cr
Laréte telle que A(bj«) = A™. Alors, on définit Cq = Cr UU,eqy, i {ai}-

Montrons d’abord que [|Cql < (v + D[|Cr|l. On a [|[Call = [[Cr +
S¥ela) < Crll + Me(ar) < ICrll + Nelbyr) < [ICrll + M Cr] =
(A*+1)||Cr||. Notons que I'inégalité c(ay«) < ¢(bj«) vient des définitions de
A* et bj«, et de la maniere dont ay« a été choisie.

Ensuite, prouvons que Cg est bien une multicoupe pour G. En fait, tout
ce que nous avons a prouver est que, étant donnée une aréte appartenant
a {ax 41,...,a4}, il est inutile de la sélectionner dans Cg, c’est-a-dire, il
existe dans 7'\ Cr une autre chaine reliant ses deux extrémités. Soit (u,v)
une aréte appartenant a {ay«41, ..., aq,}. Il existe une chaine entre u et v dans
T, puisque T est un arbre couvrant de G. Donc, s’il n’existe aucune chaine
de w a v dans T'\ Cr, alors nécessairement la chaine de u & v dans T' contient
une aréte b appartenant a Cp. Ceci implique que, juste avant que (u,v) ait
été enlevée, b se trouvait dans un bloc. Puisque (u,v) € {ax+41,...,a}, on
obtient une contradiction. On a A* < -y, et donc :

Théoréme 2.4. Le ratio entre les optimums de MCM et MFEM est borné
par 2(y + 1) pour les graphes dans NC. En outre, des solutions pour MCM
et MFEM réalisant ce rapport peuvent étre calculées en temps polynomial.

Corollaire 2.1. Le ratio d’intégrité pour MFEM est borné par 2(y + 1)
pour les graphes dans NCy. En outre, une solution pour MFEM réalisant ce
rapport peut étre calculée en temps polynomial.

Notons que ces résultats s’appliquent aussi & MFEMI, puisque la solution
calculée par notre méthode est admissible pour ce probléme. Notons égale-
ment que, dans l'analyse du théoréme 2.4, savoir explicitement que l'arbre
couvrant construit dans 1’étape 1 est en fait un arbre couvrant de poids
maximum n’est pas nécessaire (et savoir comment il est construit suffit). En
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outre, nous ne savons pas si la borne 2(vy + 1) est fine ou non (évidemment,
c’est le cas pour v = 0 [80]). La figure 2.2 montre un exemple ot une borne
plus faible est atteinte.

F1G. 2.2 — Un exemple pour le théoréme 2.4 avec une liaison (en pointillés).
Les arétes en traits gras (c.-a-d., les arétes formant ’arbre couvrant) ont une
capacité de N + 1 pour un entier N > 0, alors que toutes les autres arétes
ont une capacité de N. Donc, ||Fr|| =N +1, ||Cr|| = N + 1 (aréte désignée
par ) et |Cql| = yN + (N +1).

Enfin, on peut remarquer que, dans les graphes ot maxge4 ¢(a) < 8 pour
un 3 € N* | si on utilise notre algorithme en posant Cg = CTUUZ-E{LM’,Y}{CLZ'},
on obtient une multicoupe Cg et un multiflot entier Fr tels que ||Cq| <
|Crl|+~8 < 2||Fr|+~8 = 2(140(1))|| Fr||. Cela fournit une généralisation
du théoréme de Garg et al. pour les arbres, différente de celle du théoréme 2.4,
mais ne s’appliquant qu’aux graphes de NC,, ayant des capacités bornées.

2.3 Ratios d’intégrité dans les graphes planaires a
k niveaux d’arétes

Dans cette section, nous étudions le cas des graphes planaires a k niveaux
d’arétes. Nous prouvons d’abord que les graphes planaires a k' niveaux ayant
un degré intérieur borné par d (c’est-a-dire les graphes dans PNy — DIBy)
ont un lien étroit avec ces graphes.

2.3.1 Relation entre graphes planaires & k niveaux de som-
mets et graphes planaires a k£ niveaux d’arétes

Le résultat principal de cette section est donné dans le théoréme 2.5 :

Théoréme 2.5. Tout graphe planaire a k niveauz tel que le degré de chaque
sommet est borné par d > 2 a lintérieur de chaque bloc est un graphe planaire
a ([2] 4+ (k — 1)|4]) niveauz d’arétes. En outre, tout graphe planaire a k
niveaur d’arétes est un graphe planaire a k niveausz.

Démonstration. La deuxiéme partie du théoréme 2.5 est évidente. Nous prou-
vons la premiére partie par récurrence. Soit G un graphe dans PN, — DI By,
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k > 2. Notons que, pour la preuve, nous pouvons considérer chaque bloc
indépendamment. Soit 25C une composante 2-sommet-connexe de G quel-
conque, maximale au sens de I'inclusion. Chaque sommet de 25C' se trouvant
sur la face extérieure est adjacent & exactement deux arétes de 25C se trou-
vant sur la face extérieure. Pour chaque sommet de ce type, on enléve les
deux arétes correspondantes. En outre, on enléve toute aréte qui ne se trouve
pas dans un bloc. On répéte ceci jusqu’a ce que chaque sommet de 25C se
trouvant sur la face extérieure de G ait au plus un voisin parmi les sommets
qui sont dans 25C. A chaque itération, pour chaque sommet v se trouvant
sur la face extérieure et ayant toujours au moins deux voisins parmi les som-
mets de 25C, on enléve deux arétes adjacentes & v, donc nous devons le
faire au plus % fois si d est pair. Si d est impair, alors on s’arréte lorsque
degasc(v) dans le graphe résiduel est au plus un, donc on doit le faire au
plus % fois, c.-a~d., au plus LgJ fois. Apreés cela, on obtient une composante
dans PNy_1 — DIBy. Ensuite, pour un graphe dans PNy — DI By, on utilise
la méme technique. Si d est pair, alors I’analyse est semblable. Si d est im-
pair, alors, pour chaque sommet v, on doit rendre degasc(v) dans le graphe
résiduel égal a 0, donc on doit enlever des arétes sur la face extérieure [4]
fois. En conclusion, tout graphe dans PNy — DI B, est un graphe planaire a

((k —1)| 2] + [4]) niveaux d’arétes. O

Ce théoréme prouve que, pour qu’un graphe soit planaire a k£ niveaux
d’arétes pour un certain k, il est suffisant qu’il soit dans PNy — DI B, pour
un certain k&’ et un certain d. Cependant, ce n’est pas une condition nécessaire
(chaque graphe d’Halin, c.-a-d., chaque graphe planaire sans sommets de
degré 2 et dont les arétes sont faites de I'union disjointe d’un arbre et d’un
cycle reliant les feuilles de cet arbre, est planaire & 2 niveaux de sommets et
a 2 niveaux d’arétes), et étre seulement planaire & k' niveaux pour un certain
k' n’est pas suffisant en général (pour tout p > 2, le graphe complet biparti
Ks , est un graphe planaire & [£] niveaux d’arétes et 2 niveaux de sommets,
le premier niveau ayant 4 sommets et le second p — 2).

En outre, la figure 2.3 prouve que la borne du théoréme 2.5 est fine.
Dans la suite de la section 2.3, nous considérerons seulement des graphes
planaires & k niveaux d’arétes. Le théoréme 2.5 prouve que nos résultats
s’appliqueront, en particulier, aux graphes dans PNy — DIBy.

2.3.2 Borner le saut d’intégrité pour MCDA

Rappelons que MCDA est N'P-difficile et AP X-difficile dans les cactus
[80]. Le résultat principal de cette section est que I’on peut borner le ratio
d’intégrité pour MCDA dans les graphes planaires 4 k niveaux d’arétes :

Théoréme 2.6. Le ratio d’intégrité pour MCDA est borné par 4k dans les
graphes planaires & k niveauz d’arétes. En outre, une solution pour MCDA
réalisant ce rapport peut étre calculée en temps polynomial.
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F1c. 2.3 — G, le squelette d’une famille de graphes atteignant la borne du
théoréeme 2.5 (d impair). Chaque graphe G;, ¢ > 2, est en fait obtenu a
partir de G en remplagant chaque aréte par une copie de G;_1, les deux
gros sommets correspondant aux extrémités de cette aréte. Pour un entier
k > 0, le graphe planaire G, a k niveaux de sommets et ((k—1)[ ] + [4])
niveaux d’arétes (d = 7 ici).

Démonstration. Nous utilisons 'algorithme ACGT (voir la section 2.1.2).
Décrivons les étapes 1, 2 et 3. Etant donné un graphe connexe G = (S, A),
planaire & k niveaux d’arétes, 'étape 1 se déroule comme suit : (i) pour i=k
a 1, (ii) pour chaque face interne ®, s’il existe des arétes se trouvant sur le
1¢ niveau d’arétes de G et sur la frontiére de @, on enléve exactement une
telle aréte. Apres la fin de la phase (ii) au ¢ niveau (¢ > 2), on obtient un
graphe connexe, planaire a (i — 1) niveaux d’arétes. Par conséquent, a la fin
de I'étape 1 (c.-a-d., quand la phase (i) finit), on obtient un arbre couvrant
T de G. Puis, Fr et Cp sont obtenus a I’étape 2. Ensuite, on utilise Cp pour
construire Cg dans ’étape 3.

Pour chaque aréte dans Cr, Cg contiendra au plus 2k arétes, et donc
ICcll < 2k||Cr| < 4k||Fr|. La suppression de toute aréte (u,v) € Cr
sépare les sommets de T' (et par conséquent ceux de GG) en exactement deux
composantes, S, et S, = S\ Sy. Soit dg(u,v) Pensemble des arétes situées
entre Sy, et S, dans G. Le lemme suivant nous sera utile pour la suite :

Lemme 2.2. Etant données S, et S, dans un graphe planaire & k niveauz
d’arétes G, 0c(u,v) contient au plus 2 arétes sur chacun des k niveauz. En
outre, il contient exactement 2 arétes sur le k® niveau ssi elles sont sur le
cycle extérieur de G.

Démonstration. On procéde par récurrence sur k. Pour £ = 1, on a un cactus.
Si (u,v) ne se trouve pas dans un cycle, alors dg(u,v) contient seulement
(u,v) et on a fini. Sinon, d’aprés la facon dont nous construisons 7', il y a
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un cycle de G contenant (u,v) et une aréte qui n’est pas dans 7" : dg(u,v)
contient ces 2 arétes. Ceci termine le cas k = 1.

Supposons maintenant que le lemme 2.2 soit vrai pour k — 1, k > 2, et
considérons un graphe connexe, planaire a k niveaux d’arétes. Pour chaque
face interne ayant des arétes en commun avec la face extérieure, une de
ces arétes a été enlevée pendant ’étape 1; enlevons-la de G & nouveau. Le
graphe connexe obtenu G’ est planaire & (k — 1) niveaux d’arétes, donc nous
pouvons appliquer 'hypothése de récurrence. En outre, d¢g/(u, v) C dg(u,v).
Nous devons distinguer trois cas :

~ Sl n’y a aucune aréte sur le (k — 1)¢ niveau de G’ qui appartient a

d¢r (u,v), alors, évidemment, pour chaque aréte a sur le cycle extérieur
de G, il y a une chaine reliant ses deux extrémités et utilisant unique-
ment des arétes situées sur le (k — 1)¢ niveau de G'. Par conséquent, a
n’appartient pas a dg(u,v).

— S’il y a une aréte (disons, a) sur le (k—1)¢ niveau de G’ qui appartient

a 0y (u,v), alors, par hypotheése, a n’est pas sur le cycle extérieur de G'.
Supposons d’abord que a se trouve dans un bloc de G. Si a est sur le
cycle extérieur de G, alors il y a une face interne ¢ de G (adjacente a la
face extérieure de G) dont la frontiére contient a et une aréte b n’étant
pas dans G’, les deux étant dans dg(u,v) (voir la figure 2.4(a)). Sinon,
a appartient & la frontiére de deux faces internes de G, ®1 et ®g. P
(resp. ®2) est adjacente a la face extérieure et sa frontiére contient une
aréte by (resp. bg) qui n’est pas dans G’, et qui appartient a dg(u,v)
(voir la figure 2.4(b)). Notons que si a ne se trouve pas dans un bloc de
G, alors aucune aréte du cycle extérieur de G n’appartient a dg(u,v)
(c.-a~d., dgr(u,v) = d0g(u,v)).

— Sl y a deux arétes aj et ag sur le (k — 1)¢ niveau de G’ appartenant
a d¢r (u,v), alors, par hypothése, elles appartiennent au cycle extérieur
de G'. Par conséquent, aj (resp. ag) appartient a la frontiére d’une
face interne @1 (resp. ®2) de G, adjacente a la face extérieure de G
et contenant une aréte by (resp. by) n’appartenant pas a G'. by et by
sont distinctes (et dans dg(u,v)) ssi @1 et Py sont distinctes (voir les
figures 2.4(c) et 2.4(d)).

La preuve du lemme 2.2 est & présent terminée. O

Nous appliquons le lemme 2.2 pour chaque aréte dans Cp (autrement dit,
on a Ca = Uy, e, {0c(u,v)}), et ceci implique immédiatement [Cg|| <
2k||Cr| < 4k||Fr||, comme annoncé. Notons que la raison pour laquelle
I’étape 1 doit étre soigneusement exécutée est que, si T' n’est pas construit
comme indiqué, on ne sera pas capable de borner |§g(u,v)|. Par exemple,
dans la figure 2.2, supposons que chaque aréte soit pondérée par 1 et que
I’arbre couvrant construit & I’étape 1 soit constitué des arétes en gras. Alors,
|ICr|| = 1 bien que d¢(u,v) contienne toutes les arétes en trait fin, donc
|Cq|| est arbitrairement grand devant ||Cr||. O
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(c) 1 et P2 sont différentes. (d) ®1 et P2 ne sont pas différentes.

FiGc. 2.4 — Tllustration des 4 cas principaux du lemme 2.2.

Notons que, dans les graphes ol toutes les arétes ont la méme capacité,
le théoréme 2.6 s’applique également & MFEM et MFEMI (puisque au plus
un chemin de routage est associé & chaque liaison et que seuls des chemins
de routage disjoints par les arétes sont utilisés). Plus généralement, on a le
corollaire suivant :

Corollaire 2.2. Le ratio d’intégrité pour MFEM et MFEMI est borné par
406k pour tout graphe G = (S, A) planaire a k niveauzr d’arétes vérifiant
maxgea c(a) < fmingeac(a). En outre, des solutions réalisant ce rapport
peuvent étre calculées en temps polynomial.

La derniére remarque & faire concernant notre analyse de 1’algorithme
est qu’elle est fine : il existe, en effet, des familles d’instances ou la coupe
Cq et le flot Fr renvoyés par ACGT vérifient ||Cq|| = 4k||Fr|. Nous en
donnons une ici. On va construire un graphe G a partir d’un nombre impair
de copies du graphe complet biparti K 4 (d pair). Pour la i¢ copie de Ky 4,
on note v; et t; ses deux sommets de degré d (les d autres étant de degré
2). On identifie tous les v; en un seul sommet, v (et on a donc v; = vy =
-+ =wv; = --- = v). En outre, on définit toutes les liaisons (;,t;), i < j
(on a donc 7 = {t1,...,tj7}). Ce graphe est planaire & 4 niveaux d’arétes
(car d est pair). De surcroit, pour tout arbre couvrant T, ||Cr| = |7| —1 et
| Er|| = ‘T‘T_l (car | 7| est impair). Enfin, dans chacune des |7| — 1 premiéres
copies de K 4, une aréte est dans Cr et d arétes sont dans Cg. On a donc
|ICcll = d(]7|—1) = 2d||Fr||, ce qui nous donne le résultat attendu (G étant

planaire & g niveaux d’arétes). La figure 2.5 montre un exemple ot d = 4 et
|7| = 3.
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F1G. 2.5 — Un graphe planaire & deux niveaux d’arétes, trois terminaux et ol
d = 4. Les trois liaisons sont en pointillés, et les arétes de I’arbre couvrant T
sont en gras. Ici, | Fr|| =1, ||Cr|| = 2 (arétes désignées par %) et [|Cql = 8
(arétes traversées par les traits en pointillés).
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Cependant, cela n’implique pas que le ratio dans 1’énoncé du théoréme
2.6 est fin. En effet, dans I'exemple ci-dessus, on a Opt(MCDA) = 6.

En outre, il faut noter que, malheureusement, notre approche échoue (et
semble difficile & adapter) si la condition maxge 4 c(a) < fminge c(a) n’est
pas vérifiée. En effet, si I’on considére ’exemple donné en figure 2.2 et si 'on
suppose que toutes les arétes sur la face extérieure sont pondérées par un
entier N > 0 et que toutes les autres arétes sont pondérées par 1, I’approche
décrite dans cette section fournit un multiflot entier Frr et deux multicoupes
Cr et Cg tels que ||Fr| = 1, [|[C7| = 1 et |Cql| = 2N + 1 (en incluant
toutes les arétes de dg(u,v)). Néanmoins, il faut remarquer que les condi-
tions c(a) > [ (considérée dans [35, 37, 40, 140]) et c(a) < (B (considérée
dans cette section et, & notre connaissance, pas dans les travaux précédents)
pour tout a € A et pour un entier § > 0, ne sont pas du tout symétriques, la
seconde étant nettement moins restrictive. En effet, la premiére ne permet
pas d’inclure le probléeme MCDA (alors que, comme nous l'avons vu, la dif-
ficulté de MFEM est en grande partie capturée par celle de MCDA), et elle
permet de réduire le saut d’intégrité a un facteur constant ou logarithmique
(ce qui n’est évidemment pas le cas de la deuxiéme). Enfin, rappelons que
la motivation initiale de ’étude de ces problémes est la résolution de pro-
blémes de coloration de chemins (voir la section 1.3.2), et que, sur ce point, la
deuxiéme hypothése est plus proche des conditions de problémes réels dans
les réseaux oti, souvent, le nombre de longueurs d’onde est limité.

2.3.3 MFEM et MCM dans les cactus

Dans cette section, on considére la classe des graphes ot le degré de
chaque sommet est borné par deux (c.-a-d., est égal a 0 ou a 2) a U'intérieur
de chaque bloc. Notons que c’est exactement la classe des graphes ot deux
composantes 2-sommet-connexes quelconques partagent au plus un sommet,
c.-a-d., la classe des graphes o chaque bloc est un cycle (c.-a-d., un anneau) :
par conséquent, c’est la classe des cactus.

La réduction polynomiale donnée dans [80] prouve que MCDA (et donc
MFEM) est N'P-difficile et AP X-difficile dans les cactus. En outre, Erlebach
prouve que MLCDA est AP X-difficile dans les arbres d’anneaux et donne un
algorithme 3-approché pour ce cas [61]. Nous montrons & présent comment
obtenir un algorithme 4-approché pour MFEM et MCM dans les cactus.
L’idée est d’utiliser ACGT. Etant donné un cactus connexe G, on désigne par
Ci,i € {1,...,p}, son i€ cycle. Alors, pour chaque i, on enléve de C; 'aréte a;
ayant la plus petite capacité parmi toutes les arétes de C;. De cette fagon, on
obtient T', un arbre couvrant de G de poids maximum, et on peut calculer un
multiflot entier Frr et une multicoupe Cr pour T tels que ||Cr|| < 2||Fr| en
utilisant I’algorithme donné dans [80]. Ensuite, on construit une multicoupe
Cq pour G : pour chaque cycle C;, on sélectionne a; dans Cg si et seulement
si il existe une autre aréte de C; dans C'r. On ajoute également a Cg toutes
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les arétes de C'r. On a ”CGH = ||CTH +Zai /il y a une aréte de C; dans Cp C(ai) <
2||Cr|| < 4| Frl|. On voit facilement que C¢ est bien une multicoupe pour G,
puisque, pour chaque aréte a; = (u;,v;) non sélectionnée dans Cg, il existe
une chaine de u; & v; dans T (c.-a-d., une chaine dans C; qui ne traverse pas
a;). Dot :

Théoréme 2.7. Dans les cactus, le ratio d’intégrité pour MFEM (resp. pour
MCM) est au plus 4. En outre, une solution pour MFEM (resp. pour MCM)
réalisant ce rapport peut étre calculée en temps polynomial.

La famille d’instances donnée dans la figure 2.5 prouve que notre analyse
de cet algorithme est fine, puisqu’il existe des instances ou ||Cg|| est égal a
4||Fr|| (en prenant d = 2). Cependant, ceci n’implique pas nécessairement
que les ratios d’intégrité pour MFEM et MCM sont fins. Notons que le
théoréme 2.7 est également vrai pour MFEMI. En outre, ce théoréme prouve
que le ratio d’intégrité pour MFEM est ramené & 4 quand le degré intérieur
maximum est au plus 2, alors qu’il vaut Q(y/n) quand le degré maximum est
3 [80, p. 17].

2.4 Bilan et problémes ouverts

L’une des motivations de 1’étude décrite dans ce chapitre était de com-
prendre les raisons qui rendaient possibles les résultats de Garg et al. dans les
arbres. Une réponse intéressante a été apportée, puisque, d’aprés les résultats
qui sont présentés ici, tous les résultats de Garg et al. restent valides dans
les graphes de nombre cyclomatique borné (et nous avons vu que ce n’était
pas vrai si 'on considérait d’autres généralisations classiques des arbres) :
en particulier, MCDA reste polynomial (ce résultat unifie et généralise le
cas des arbres et des anneaux, qui étaient les deux seules classes de graphes
ol ce probléme était connu comme polynomial), et le ratio d’intégrité pour
MFEM est borné par deux plus le double du nombre cyclomatique (c.-a-d.,
2 dans les arbres). En outre, il est peu probable qu’il existe une classe de
graphes plus générale que celle-ci ot MCDA serait polynomial, étant donné
qu’il est déja AP X-difficile dans les cactus triangulaires.

Par ailleurs, nous avons exhibé une classe de graphes planaires de largeur
d’arbre bornée (mais quelconque) ot le ratio d’intégrité de MCDA est borné
(et méme linéaire en la largeur d’arbre). Il faut remarquer que c’est le premier
résultat de ce type généralisant le ratio constant de MCDA dans les arbres.
Il faut également noter que ces graphes n’avaient jamais été définis ni étudiés
a notre connaissance, malgré les nombreuses propriétés intéressantes qui leur
sont associées, et il convient de se rappeler que, dans les graphes planaires &
k niveaux (dont nos graphes sont une sous-classe naturelle), le meilleur ratio
d’approximation (ainsi que la meilleure borne sur le ratio d’intégrité) connu
est logarithmique en n [41].
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Enfin, selon nous, I'un des intéréts majeurs des résultats d’approxima-
tion de ce chapitre est qu’ils reposent sur une étude paramétrée des graphes :
autrement dit, ils ne font pas appel & des propriétés structurelles particu-
lieres qui ne sont vérifiées que par certaines classes de graphes (si 'on ex-
cepte la planarité, utile dans la deuxiéme partie du chapitre), mais a des
paramétres caractéristiques, communs a tous les graphes (tous les graphes
possédent un nombre cyclomatique et tous les graphes planaires ont k£ ni-
veaux d’arétes pour un certain k = O(n)). Bien évidemment, nos résultats
ne deviennent vraiment intéressants que si, malgré tout, ces parameétres sont
petits. Il convient cependant de noter que les temps d’exécution de nos algo-
rithmes approchés ne dépendent pas de ces paramétres (seuls les ratios d’ap-
proximation et d’intégrité en dépendent). En outre, nos algorithmes sont
simples et utilisent comme sous-routines des algorithmes congus pour les
arbres : ainsi, toute modification de ces algorithmes (amélioration du temps
de calcul, parallélisation, version en ligne, etc.) se répercute automatique-
ment sur les notres.

Nous terminons & présent ce chapitre en soulevant quelques questions
ouvertes. L'une des plus intéressantes, qui découle directement de nos dis-
cussions précédentes, est la suivante : le ratio d’intégrité de MCDA dans les
graphes planaires a k niveaux (ou méme dans les graphes de largeur d’arbre
borné) est-il constant 7 Concernant la présente étude, une autre question ca-
pitale se pose : peut-on borner le ratio d’intégrité de MFEM (et non plus de
MCDA) dans les graphes planaires a k niveaux d’arétes ?



Chapitre 3

Multicoupes dans les graphes
de largeur d’arbre bornée

3.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la complexité de MCM dans les graphes,
orientés ou non, de largeur d’arbre bornée.

Nous commengons par quelques rappels. Pour [£] = 1 (une seule liai-
son), MCM est équivalent au probléme de la coupe minimum, et est donc
polynomial. Il en est de méme, dans les graphes non orientés, pour le pro-
bléme CMTM avec deux terminaux (c’est-a-dire avec |7| = 2). En outre,
CMTM est APX-difficile pour |7| = 3 dans les graphes non orientés |54,
et pour |7| = 2 dans les graphes orientés [78] : cela implique que MCM est
AP X-difficile pour |£| = 3 dans les graphes non orientés, et pour |£| = 2
dans les graphes orientés. Néanmoins, d’aprés [54], CMTM est polynomial
dans les graphes de largeur d’arbre bornée (en utilisant des techniques clas-
siques de programmation dynamique), alors que MCM reste AP X-difficile
dans les étoiles non pondérées (mais devient polynomial dans les arbres si
|£] est borné) [80]. De surcroit, lorsque |L£| est fixé, il existe une réduction
polynomiale de MCM vers CMTM (malheureusement, elle ne conserve pas
un certain nombre de propriétés, comme la planarité), que nous détaillons
plus bas, car nous aurons a la réutiliser.

Dans la variante orientée de MCM, rappelons que 'objectif est d’enlever
un ensemble d’arcs de poids minimum de facon & ce qu’aucun chemin orienté
ne subsiste entre s; et s}, pour chaque i. Ce probléme est APX-difficile (la
variante non orientée I’étant), mais Costa et al. ont montré qu’il devenait po-
lynomial dans les arbres orientés (la matrice des contraintes étant totalement
unimodulaire) [52]. Ils ont également montré que CMTM était polynomial
dans les GSC.

Il faut noter qu'un des principaux résultats pour MCM est qu’il existe
un PTAS pour ce probléme dans les graphes non orientés qui sont non pon-
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dérés et de largeur d’arbre et de degré maximum bornés (le probléme étant
seulement N P-difficile dans ce cas, car il I'est dans les arbres binaires non
pondérés ; nous détaillons cette astucieuse réduction plus bas), et que la sup-
pression d’une des trois hypothéses (non pondéré, degré maximum borné,
largeur d’arbre bornée) rend le probléme AP X-difficile [27]. Il a également
été montré dans [27] que ce PTAS peut s’adapter a une variante de MCM
dans les graphes orientés, définie dans [101] et que 'on appellera MCM-FC :

Définition 3.1. Probléme M CM-FC : [’objectif est d’enlever un ensemble
d’arcs de poids minimum de facon a ce que, pour chaque ©, aucun circuit ne
contienne a la fois s; et s.

Les principaux résultats d’approximation pour MCM sont qu’il existe un
algorithme O(log |L£|)-approché dans les graphes non orientés [79] (pour les
arbres, un algorithme 2-approché est connu [80]) et un algorithme O(y/n)-
approché dans les graphes orientés [88], alors que pour MCM-FC il existe
un algorithme O(log? |£|)-approché [101]. Rappelons que d’autres résultats
d’approximation et de complexité concernant MCM et CMTM sont dispo-
nibles dans |26, 42, 52, 54, 91, 97, 130, 164].

Enfin, MCMS a été étudié dans [27], o il a été montré qu'il était po-
lynomial dans les arbres non pondérés et qu’il admettait un PTAS dans les
graphes non orientés et non pondérés de largeur d’arbre bornée; en fait, le
PTAS pour MCM est fondé sur ce résultat : les auteurs décrivent une ré-
duction de MCM dans les graphes non orientés et non pondérés de largeur
d’arbre et de degré maximum bornés vers MCMS dans les graphes non orien-
tés et non pondérés de largeur d’arbre bornée, et montrent qu’elle préserve
Papproximation. En outre, MCMS est A'P-difficile dans les graphes séries-
paralléles (qui sont, rappelons-le, les graphes de largeur d’arbre 2) de degré
maximum 3, et devient NP-difficile dans les arbres non pondérés de degré
maximum 4 si on ne s’autorise pas 4 enlever des sommets terminauz (nous
qualifierons de restreinte cette variante).

Dans ce chapitre, nous montrons tout d’abord que, si |£| est fixé, MCM
est polynomial dans les graphes non orientés de largeur d’arbre bornée (ce
qui généralise le résultat de [80] pour le cas des arbres). Le deuxiéme résultat
que nous montrons dans la section 3.2 est que MCMS est N 'P-difficile dans
les cactus triangulaires non pondérés ayant une largeur de chaine et un degré
maximum bornés (alors que, rappelons-le, il est polynomial dans les arbres
non pondérés). Puis, la section 3.3 est consacrée au cas des graphes orientés.
Le premier résultat de cette section est que MCM est NP-difficile dans les
GSC, et le deuxiéme est que MCM est AP X-difficile dans les graphes non
pondérés de largeur d’arbre orientée et de degré maximum bornés (contrai-
rement & MCM-FC et au cas non orienté de MCM).

Le tableau 3.1 récapitule les résultats de complexité les plus importants
pour MCM dans les graphes de largeur d’arbre bornée. Les résultats prouvés
dans ce chapitre sont indiqués en gras et en italique.



CHAPITRE 3. MCM AVEC LARGEUR D’ARBRE BORNEE 83
Probléme | Largeur d’arbre Degré Orientation | Pondération |L] Résultat
Bornée \ ? Borné \ ? | Oui \ Non | Oui \ Non | Borné \ ?
MCM v v v v v AP X-difficile méme
dans une étoile [80]
MCM v v v v v AP X-difficile [54]
CMTM v v v v v Polynomial [54]
MCM v v v v v Polynomial (3.2.1)
MCMS v v v v v PTAS [27]
MCMS v v v v v NP-difficile méme
si le graphe est
série-paralléle [27]
MCMS v v v v v Polynomial dans
les arbres [27]
MCMS v v v v v NP-difficile
meéme dans les
cactus de largeur
de chaine bornée (3.2.2)
MCM v v |V v v Polynomial dans les
arbres (orientés) [52]
CMTM v v |V v v Polynomial dans les
GSC [52]
MCM v v v v v NP-difficile
méme dans les GSC
dont le graphe non
orienté sous-jacent
est un cactus (3.3.1)
MCM v v v v v PTAS &
NP-difficile
(AP X-difficile si
degré, pondération
ou largeur d’arbre
quelconque) [27]
MCM-FC v v v v v Idem
CMTMS v v v v v APX-difficile
méme dans les GSC
MCM v v v v v APX-difficile (3.3.2)

TAB. 3.1 — Résumé des résultats de complexité et d’approximation pour
MCM et ses variantes, relatifs a ce chapitre. Les "?" signifient que attribut
concerné peut prendre une valeur quelconque, et les numéros des sections ol
les résultats sont établis sont indiqués entre parentheéses.
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Résoudre MCM via CMTM, par énumération exhaustive des parti-
tionnements. Dahlhaus et al. ont décrit dans [54] une méthode astucieuse
pour réduire MCM a CMTM, lorsque le nombre de liaisons est fixé.

Il suffit pour cela de remarquer que, dans toute solution optimale de
MCM, les 2|£| terminaux sont répartis en ¢ paquets (nous allons montrer
que ¢ < /2|L|+1), tels que (i) pour chaque 7, aucun paquet ne contient s; et
s;, et (ii) pour chaque paire de paquets, il existe un ¢ tel que s; est dans I'un
des paquets et s, est dans l'autre (sinon on peut fusionner les deux paquets
et obtenir un partitionnement qui reste valide). La propriété principale de
ce partitionnement est que si 'on ajoute, pour chaque paquet, un nouveau
sommet t; (appelé sommet additionnel) relié par une nouvelle aréte (appelée
aréte additionnelle et ayant une capacité suffisamment grande) a chaque ter-
minal de ce paquet, la multicoupe minimum associée a ce partitionnement
fournit une coupe multiterminale minimum sur 'instance de CMTM obte-
nue en prenant les sommets additionnels comme terminaux. Inversement,
toute solution optimale pour cette instance de CMTM fournit une solution
optimale pour l'instance initiale de MCM. Nous appellerons cette méthode
(qui, remarquons-le, ne préserve pas nécessairement la planarité éventuelle
de l'instance initiale) la technique d’énumération des partitionnements ; nous
I'utiliserons en section 3.2.1.

Montrons & présent que ¢ < /2|L| + 1. On utilise pour cela la propriété
(ii) : elle implique que, si un partitionnement contient ¢ paquets, c’est qu’il

q(g—1)
2

v a au moins liaisons (une pour chaque paire de paquets). On a donc :

|L] > @, soit 2|£] > q(g—1) > (¢—1)%. On en déduit le résultat souhaité.

De cette fagon, on montre le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 ([54]). Toute instance de MCM peut étre résolue en résolvant

(erl)?\Cl

stances de CMTM.
( 2\c|+1)!

au plus

Malheureusement, cela ne signifie pas pour autant que ’on sache résoudre
par un algorithme efficace les instances de CMTM obtenues (CMTM étant
AP X-difficile dans le cas général, méme pour trois terminaux). Dahlhaus
et al. ont utilisé ce résultat pour montrer que, lorsque |£| est fixé, on peut
convertir un algorithme approché pour CMTM en un algorithme approché
pour MCM. Nous I'utiliserons dans un cadre différent.

Pour finir, nous montrons comment appliquer cette technique dans les
cas |L| =2 et |£] = 3.

Lorsque l'on a seulement deux liaisons (s1,s]) et (s2, s5), 'énumération
de tous les partitionnements possibles est immédiate : ils sont au nombre
de deux, {{s1,s2},{s],s5}} et {{s1,s5},{s],s2}}. En résolvant les deux ins-
tances de CMTM obtenues, on résout l'instance initiale de MCM : on peut
remarquer que, dans ce cas (|7 | = 2), CMTM est équivalent au probléme de
la coupe minimum, et est donc polynomial. Ainsi, on a :
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Théoréme 3.2 ([163|). Dans le cas non orienté, MCM peut se résoudre en
temps polynomial lorsque |L| = 2, en résolvant deux instances du probléme
de la coupe minimum.

Une instance avec deux liaisons est donnée dans la figure 3.1.

_ el
52/ _ - ! tq
! | - Sy
! \ .
! \
! \
! \
Sl Sl \\ (]
! $1 S
! \
/ \
/ \
/ \
/ T, \
¢ = s I,
t1 A t
(a) ler partitionnement possible. (b) 2e partitionnement possible.

F1G. 3.1 — Une instance de MCM avec deux liaisons.

Quand £ = {(s1,s]), (s2,55), (53, 55)}, il existe douze partitionnements :
{{51752}7{53>53}»{5§a5§}}5 {{81>52}>{53’85}7{55783}};
{{31785}7{53732}7{83733}}; {{31735}7{33733}7{53752}};
{{51’83}7{52783}7{55’53}}; {{31,53}>{52,35},{55,33}};
{{317Sg}7{82753}7{85733}}; {{51735}7{32733}7{35753}};
{{51’82753}7{83755755}}; {{31,55,83},{53782,83}};
{{81752735}7{53735733}}; {{3178575g}7{83782733}}'

Remarquons que, par exemple, nous ne considérons pas le partitionne-
ment {{s1,s2},{ss,s)},{sh}, {sh}} (car les paquets {sj} et {s5} ne res-
pectent pas la propriété (ii)) : il nous suffira de considérer a la place le

partitionnement {{s1, s2}, {ss, s\ }, {sh, sh}} (ou {{s1,s2,s4},{s], sh, s3}}).

Preuve de complexité pour MCM dans les arbres binaires. Nous
détaillons a présent la réduction donnée dans [27] pour montrer la NP-
difficulté de MCM dans les arbres binaires (c’est-a-dire de degré maximum
3) non pondérés. Cette réduction, trés ingénieuse et pourtant trés simple, se
fait a partir du probléme N P-complet 3SAT [76] : étant données p variables
booléennes z1,...,x, et ¢ clauses C1, ..., C, sur ces variables, chaque clause
étant composée d’une disjonction de trois littéraux (un littéral étant une va-
riable x; ou son complément Z;), le probléme est de décider si on peut affecter
une valeur a chaque variable (vrai ou fauz) de fagon a satisfaire toutes les
clauses simultanément. Le principe de cette réduction est tellement puissant
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qu’il peut facilement étre adapté, comme nous le verrons ultérieurement, &
d’autres cas que les arbres binaires.

La premiére étape est d’associer un “gadget” & chaque variable et un
“gadget” & chaque clause, et de les relier ensuite de fagon & obtenir un arbre
binaire. Relier les “gadgets” entre eux ne pose pas de probléme : c’est la défini-
tion des “gadgets” eux-mémes qui est le coeur de cette réduction. L’exemple
donné en figure 3.2 résume la structure des “gadgets” utilisés pour les va-
riables et pour les clauses. Nous détaillons & présent quelques-unes de leurs
propriétés :

— Le “gadget” associé a la ¢ variable posséde un sommet étiqueté z; et
un sommet étiqueté ;. Il existe une liaison entre deux sommets de ce
“gadget” et deux facons de séparer les deux extrémités de cette liaison
en enlevant une aréte : dans le premier cas, x; reste connecté au reste
du graphe ; dans le deuxiéme cas, c’est Z; qui y reste connecté.

— Le “gadget” associé a la j¢ clause posséde, pour chacun des trois lit-
téraux de la clause, un sommet étiqueté par ce littéral. Il existe deux
liaisons reliant des sommets de ce “gadget” (les deux chaines associées
a ces liaisons dans I'arbre étant disjointes par les arétes) et quatre fa-
cons de séparer les deux extrémités de chaque liaison en enlevant deux
arétes : pour chacune de ces fagons, un sommet parmi les trois éti-
quetés par des littéraux reste connecté au reste du graphe (les deux
premiéres facons étant associées & un littéral, la suivante & un autre,
et la derniére au troisiéme).

— D’aprés les deux points précédents, il existe p + 2¢q liaisons internes,
c’est-a-dire entre des sommets appartenant & un méme “gadget”.

— Pour chaque i, il existe une liaison (dite liaison externe) entre le som-
met étiqueté x; (resp. étiqueté z;) dans le “gadget” de la i€ variable et
tout autre sommet étiqueté x; (resp. étiqueté z;).

Les liaisons internes permettent de garantir qu’au moins p + 2q arétes
sont nécessaires dans toute multicoupe (puisque les chaines associées & ces
liaisons dans 'arbre sont disjointes par les arétes) : il existe une multicoupe
de taille p 4+ 2¢ ssi une aréte est coupée dans le “gadget” de chaque variable
et deux arétes sont coupées dans le “gadget” de chaque clause. Les liaisons
externes garantissent qu’il existe une multicoupe de taille p + 2¢q ssi il existe
une affectation de valeurs aux variables qui satisfait toutes les clauses de
I'instance de 3SAT correspondante.

En effet, s’il existe une telle affectation, alors, pour chaque ¢, on coupe,
dans le “gadget” associé a x;, Paréte adjacente au sommet étiqueté x; (resp.
étiqueté ;) si x; est wvrai (resp. fauzr) dans l'affectation. En outre, pour
chaque j, dans le “gadget” de la clause C}, on coupe (en coupant deux arétes)
les deux liaisons internes de fagon & ce que le terminal qui reste connecté au
reste du graphe soit étiqueté par un littéral vrai dans Paffectation (il y en a
nécessairement un). On obtient alors une multicoupe de valeur p + 2g.
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SO Gadget pour laclause C,
Gadget pour lavariable x4

F1G. 3.2 — Réduction de 3SAT & MCM dans les arbres binaires (les liaisons
internes sont en pointillés) pour Uinstance C1 A Cy, avec C1 = x1 V Tg V 23
et Co =Z1 VoV x3.

Réciproquement, s’il existe une multicoupe de valeur p + 2q, on obtient
une affectation valide en posant, pour chaque i, x; = vrai si 'aréte adjacente
au sommet étiqueté x; dans la clause de la variable x; est coupée, x; = faux
sinon (rappelons que seule une des deux arétes peut étre coupée). D’ou :

Théoréme 3.3 ([27]). MCM est N'P-difficile dans les arbres binaires non
pondereés.

3.2 Graphes non orientés

3.2.1 Polynomialité de MCM avec un nombre fixé de liaisons

Dans cette section, nous montrons que MCM est polynomial dans les
graphes de largeur d’arbre bornée, si le nombre de liaisons est borné. Rap-
pelons que si le graphe n’est pas de largeur d’arbre bornée ou si le nombre
de liaisons n’est pas fixé, le probléme devient AP X-difficile [54, 80].

Théoréme 3.4. Si |L| est fité, MCM est polynomial dans les graphes de
largeur d’arbre bornée.

Démonstration. On utilise la technique d’énumération des partitionnements
détaillée dans l'introduction, ainsi que le fait que, d’aprées [54], CMTM peut
étre résolu en temps polynomial dans les graphes de largeur d’arbre bornée,
a l'aide de techniques classiques de programmation dynamique. Avant I’in-
troduction des sommets et arétes additionnels, le graphe (que ’on supposera
connexe sans perte de généralité) est de largeur d’arbre bornée par hypo-
thése, mais il nous reste a prouver que c’est toujours le cas une fois qu’ils
ont été ajoutés. Nous utilisons pour cela le lemme suivant, dont la preuve
est simple :
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Lemme 3.1. Soit G = (S, A) un graphe connexe non orienté et soit G' le
graphe obtenu a partir de G en ajoutant un nouveau, sommet ¥ et des arétes
entre ¥ et certains sommets du graphe G. Alors la(G') < la(G) + 1.

Démonstration. Etant donnée une décomposition arborescente ¥ de G, on
construit une décomposition arborescente ¥’ pour G’ en ajoutant a chaque
sac de ¥ le sommet 9. Il n’est pas difficile de se rendre compte que ¥ est
effectivement une décomposition arborescente pour G’ (car, comme ¥ est
dans chaque sac, toute aréte (u,v) est dans un sac et le sous-graphe de
Parbre de décomposition associé & v est 'arbre lui-méme) et que la largeur
de ¥’ est égale a la largeur de ¥ plus un. Ceci conclut la preuve. O

Ce lemme implique que la largeur d’arbre du graphe obtenu a partir de
G en introduisant les sommets et arétes additionnels est au plus la largeur
d’arbre de G plus le nombre de sommets additionnels, g. Puisque ¢ < +/2|L|+
1 et que |L] est fixé, ceci conclut la preuve du théoréme 3.4. O

Précisons que nous nous sommes apercu plusieurs mois aprés avoir trouvé
ce résultat (courant 2005) qu'il avait été montré indépendamment dans [87],
sans parvenir a établir qui I'avait obtenu en premier. Cependant, bien que
les résultats des auteurs de ce papier soient plus complets que les notres,
puisqu’ils montrent également que MCMS est polynomial dans ce cas, notre
approche est plus simple et plus rapide. En effet, ils réduisent MCM a un
probléme plus général que CMTM, ce qui a deux conséquences : la premiére
est qu'ils énumeérent de I'ordre de 2|£|2|£| partitionnements, car ils doivent
examiner tous les partitionnements contenant au plus 2|£| paquets, alors
(varz) ™

( 2|L|+1)!

qu’ils doivent concevoir un algorithme pour résoudre ce probléme plus gé-
néral que CMTM (alors que nous nous contentons de réutiliser les résultats
de Dahlhaus et al. [54], ce qui raccourcit considérablement la preuve). En
contrepartie, ils montrent la polynomialité de ce probléme plus général dans
les graphes de largeur d’arbre bornée, alors que notre méthode ne permet
pas d’établir ce résultat.

) ; la seconde est

que nous nous contentons d’en énumérer O (

3.2.2 Complexité de MCMS

Calinescu et al. montrent dans [27] que MCMS est polynomial dans les
arbres et N'P-difficile (mais pas AP X-difficile) dans les graphes non pon-
dérés de largeur d’arbre et de degré maximum bornés et, pour la variante
restreinte, dans les arbres non pondérés de degré maximum et de largeur de
chaine bornés. Comme MCMS admet un PTAS dans les graphes non pondé-
rés de largeur d’arbre et de degré maximum bornés, on pourrait se demander
si 'ajout de restrictions supplémentaires ne permettrait pas d’obtenir des cas
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polynomiaux plus généraux que les arbres. Nous montrons dans cette sec-
tion qu’une telle chose est trés improbable, puisqu’une adaptation simple
de la preuve de complexité donnée dans [27] pour MCM dans les arbres bi-
naires non pondérés permet de montrer que MCMS reste N'P-difficile dans
les graphes non pondérés de degré maximum et de largeur de chaine bornés,
méme si le graphe est un cactus triangulaire et si chaque sommet n’appa-
rait qu'un nombre constant de fois dans la décomposition arborescente en
chaine (cette notion a été introduite dans [57] et définie comme la propriété
de Bounded Persistence Pathwidth).

On adapte la réduction utilisée dans [27, Théoréme 11, pp. 351-353] (et
décrite dans la figure 3.2) en ajoutant une aréte entre les extrémités de
chaque liaison interne. Alors, dans toute solution, une des deux extrémités
sera enlevée et le reste de la preuve de validité est identique.

Notons que la famille d’instances utilisée dans la preuve est bien une
famille de cactus triangulaires non pondérés de degré maximum borné (car
celle utilisée dans la preuve de |27, Théoréme 11| est une famille d’arbres non
pondérés de degré maximum borné). En outre, pour cette famille, on peut
construire une décomposition arborescente comme suit : on inclut le “gadget”
associé a chaque variable dans un sac et le “gadget” associé a chaque clause
dans un sac (voir figure 3.3). L’arbre de la décomposition est une chaine
By,...,Bj,... (la largeur de chaine est donc bornée par 6 — 1 = 5), oit les
B; sont les sacs, et chaque sommet y apparait au plus 3 fois, ce qui conclut
la preuve. On a donc le théoréme suivant :

Théoréme 3.5. MCMS est N'P-difficile dans les cactus triangulaires non
pondérés de largeur de chaine et de degré mazimum bornés.

Enfin, remarquons qu’'une modification trés simple (voir la figure 3.3)
permet de s’assurer que le degré maximum est 3 (la largeur de chaine étant
alors bornée par 6).

F1G. 3.3 — Réduction de 3SAT a MCMS (les liaisons internes sont en poin-
tillés) pour l'instance (z1 V T2 V x3) A (T1 V 22 V x3).
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3.3 Graphes orientés

Dans cette section, nous étudions la complexité de MCM dans les GSC et
dans les graphes orientés de largeur d’arbre et de degré maximum bornés, et,
en particulier, nous répondons & la question de savoir si les idées données dans
[27] pour MCM-FC pourraient s’appliquer &8 MCM ou non. Il est important de
noter qu’aucune réduction polynomiale d’un probléme & I'autre n’est connue ;
donc, aucun n’est théoriquement plus “difficile” que I'autre. Néanmoins, nous
montrons une réduction simple pour le cas ou |L| est fixé :

Théoréme 3.6. Lorsque le nombre de liaisons |L| est fixé, MCM-FC se
réduit polynomialement & MCM dans les graphes orientés.

Démonstration. L’idée est que, dans toute solution optimale de MCM-FC,
étant donnée une liaison (s;, s), soit il n’y a plus de chemins de s; a s}, soit
il n’y a plus de chemins de s, a s;. Par conséquent, on peut, pour chaque
liaison, essayer les deux possibilités; cela signifie que 'on a & résoudre 2l
(soit O(1) si | L] est fixé) instances de MCM pour résoudre l'instance initiale

de MCM-FC. O

On pourrait se demander s’il n’existe pas également une réduction de
MCM vers MCM-FC. En effet, supposons qu’on se donne une instance de
MCM, et qu’on relie ensuite s; & s; par un arc de trés grand poids, pour
tout 7. Si on résout I'instance de MCM-FC obtenue, on va chercher, pour
tout ¢, & supprimer tous les chemins de s; & s}, car supprimer tous ceux de
s; & s; aurait un coiit trop important (& cause de I'arc de trés grand poids
que l'on a ajouté). Résoudre cette instance de MCM-FC équivaut donc a ré-
soudre l'instance de MCM obtenue en ajoutant les arcs de trés grand poids.
Cependant, il est important de noter que les arcs ajoutés créent des che-
mins qui n’existaient pas dans l'instance initiale de MCM : par conséquent,
les deux instances de MCM ('instance initiale, et celle que l'on résoudrait
effectivement en résolvant I'instance de MCM-FC obtenue) ne sont pas équi-
valentes. La figure 3.4 illustre ce fait. En conclusion, la transformation que
nous venons de décrire ne constitue pas une réduction valide de MCM vers
MCM-FC.

3.3.1 Complexité de MCM dans les GSC

Rappelons que MCM dans les graphes orientés a été étudié dans |26, 88,
113], ainsi que dans [90], ou les auteurs conjecturent que MCM n’est pas
significativement plus simple dans les GSC (rappelons que les GSC sont,
en particulier, les graphes de largeur d’arbre orientée égale a 0). Dans [27],
il est montré que MCM-FC est N'P-difficile dans les graphes orientés non
pondéreés de largeur d’arbre et de degré maximum bornés (notons que MCM-
FC est trivial dans les GSC : la valeur optimale est toujours égale a 0).
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F1G. 3.4 — Transformation (incorrecte) d’une instance de MCM en une ins-
tance de MCM-FC. Avant ajout des arcs de trés grand poids (en pointillés),
la valeur optimale de l'instance de MCM est 2 (les deux arcs de poids 1).
Apres ajout, elle vaut N + 2 (les deux arcs de poids 1 et un arc de poids N).

Dans cette section, nous montrons que MCM reste N'P-difficile dans les
GSC non pondérés, planaires et ayant un degré maximum borné (c.-a-d.,
méme lorsque la largeur d’arbre orientée est 0), en adaptant de nouveau la
réduction utilisée dans [27] pour montrer que MCM est A'P-difficile dans les
arbres binaires (non orientés). En outre, nous verrons que le résultat reste
vrai méme si le graphe non orienté sous-jacent est un cactus. Il est intéressant
de noter que, en comparaison, CMTM est polynomial dans les GSC et MCM
est polynomial dans les arbres orientés (c’est-a-dire si le graphe non orienté
sous-jacent est un arbre) [52]. Nous montrerons dans la section suivante que
MCM reste AP X-difficile dans les graphes orientés non pondérés de largeur
d’arbre et de degré maximum bornés.

Nous suivons le schéma de preuve donné dans en section 3.1, et initia-
lement dans [27]. La réduction se fait donc a partir de 3SAT, et il y a un
“gadget” pour chaque variable et un “gadget” pour chaque clause. On note
x1,...,Tp les variables, et C1, ..., Cy les clauses. En outre, comme dans [27],
pour chaque i, il existe une liaison ezterne entre le sommet étiqueté z; (resp.
étiqueté z;) dans le “gadget” de la ¢ variable et tout autre sommet étiqueté
x; (resp. étiqueté Z;). Le point essentiel de la preuve est de construire ces
“gadgets” (car ici on a besoin de “gadgets” orientés et non plus non orientés).

La figure 3.5 montre la construction orientée correspondant a la construc-
tion non orientée donnée dans [27, figure 4(c)| (et en figure 3.2). La carac-
téristique remarquable de cette construction orientée est qu’elle posséde les
mémes propriétés de base que la construction non orientée originale. Cepen-
dant, notre preuve est légérement différente.
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Comme dans la preuve originale, les liaisons internes garantissent qu’au
moins p 4+ 2q arétes sont requises dans toute multicoupe, et les liaisons ex-
ternes garantissent qu’il existe une multicoupe de taille exactement p + 2¢q
(rappelons que, dans notre probléme, séparer une source de son puits néces-
site qu’il ne subsiste plus aucun chemin orienté de la source vers le puits)
ssi il existe une affectation B de valeurs aux variables qui satisfait toutes les
clauses de l'instance de 3SAT correspondante. En effet, si B existe, alors on
construit une multicoupe de taille p + 2¢ comme suit :

— Pour chaque %, on coupe, dans le “gadget” associé a la variable x;, 'arc
en gras adjacent au sommet étiqueté x; si x; est vrai dans B, et I'arc
en gras adjacent au sommet étiqueté Z; sinon;

— Pour chaque clause, il y a quatre fagons de couper deux des quatre arcs
en gras de facon a couper les deux liaisons internes, et, pour chacune
de ces facgons, il n’y a qu’un seul sommet parmi les trois sommets éti-
quetés par des littéraux que 'on peut atteindre a partir de v, c.-a-d.,
vers lequel il subsiste un chemin issu de v ; on coupe de telle fagon que
le sommet que I'on puisse atteindre soit un littéral vrai dans B.

Réciproquement, s’il existe une multicoupe de valeur p+ 2¢q, alors on met
a vras les littéraux x; tels que, dans le “gadget” de la ¢ variable, c’est ’arc en
gras adjacent au sommet x; qui est coupé; on met les autres littéraux a fauz
(méme ceux pour lesquels aucun des deux arcs en gras n’est coupé; c’est une
convention). On obtient ainsi B. En effet, étant donné un “gadget” associé
a une clause, quelle que soit la fagon dont on coupe deux de ses arcs pour
que les deux liaisons internes soient coupées, il reste au moins un des trois
sommets étiquetés par des littéraux qui peut étre atteint par un chemin issu
de v. Ainsi, si ce littéral est x; (resp. Z;) pour un certain j, alors I’arc en gras
adjacent & x; (resp. ;) dans le “gadget” de la j¢ variable doit étre coupé;
par conséquent x; est vrai (resp. fauz) et la clause est satisfaite. D’ot :

Théoréme 3.7. MCM est N'P-difficile dans les GSC non pondérés.

Notons que ce théoréme reste vrai si le graphe non orienté sous-jacent
est un cactus biparti de degré maximum 3.

En outre, si le degré maximum est 2, alors le graphe non orienté sous-
jacent est 'union disjointe de cycles et de chaines; par conséquent, MCM
est polynomial dans ce cas (méme si le graphe orienté n’est pas un GSC),
puisqu’il est polynomial dans les chemins et les anneaux [52].

Par ailleurs, si le graphe est non pondéré, si |L] est fixé et si le degré
maximum est borné (par un entier d), alors MCM est polynomial. En effet,
une solution admissible est obtenue en sélectionnant les arcs adjacents aux
terminaux (soit au plus d|L| arcs) : par conséquent, toute solution optimale
est de valeur (et donc de cardinalité) au plus d| L], et il suffit donc d’énumérer
toutes les solutions contenant au plus d|L| arcs et de garder la meilleure.
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On peut également remarquer que, si le graphe non orienté sous-jacent
est un graphe biparti (les ensembles de la bipartition étant Sy et S2) et si tous
les arcs sont orientés de Sp vers Sa (c’est-a-dire si pour tout arc (u,v) € A
onau €S etve Sy), alors MCM est trivialement polynomial. En effet,
dans ce cas, il y a au plus un arc entre s; et s pour tout 4.

En réalité, ce cas est un cas particulier des graphes orientés étagés
(layered digraphs en anglais [90]) : un graphe orienté étagé est un graphe
G = (S, A) dont les sommets peuvent étre partitionnés en ¢ > 2 ensembles
Si,...,5 tels que, pour tout arc (u,v) € A, on au € S; et v € S;j11 pour
un i € {1,...,9 — 1} (les S; peuvent étre vus comme des étages empilés les
uns sur les autres; tout arc relie alors un des étages a 1’étage suivant). Ces
graphes sont sans circuits, et, pour ¢ = 2, on retrouve le cas précédent. En
fait, résoudre MCM (ou MFEM) dans les graphes orientés étagés équivaut a
le résoudre dans les GSC. En effet, étant donné un GSC, on commence par
déterminer une numérotation (ou ordre) des sommets telle que pour tout arc
(vi,vj) on a i < j (ordre topologique) ; ensuite, on remplace tout arc (vj, v;)
tel que j > i 4+ 1 par un chemin de longueur j — i (dont tous les arcs sont
pondérés par le méme poids que l'arc (v;, v;)).

Une simple adaptation de la preuve du théoréme 3.7 montre que MCM est
NP-difficile dans les graphes orientés étagés, méme si ¢ = 16 (en accrochant
tous les “gadgets” au méme sommet v). Une autre adaptation de cette preuve
permet de montrer que, si tous les étages ont une taille bornée par un entier
p et si p est fixé et ¢ quelconque, alors MCM est aussi N'P-difficile (en fait,
méme si p = 11) ; remarquons que ce cas généralise les chemins. (Sip et ¢ sont
fixés, la taille du graphe est fixée, et le cas est donc sans intérét.) Pourtant,
si p et |L] sont fixés, un algorithme trés simple basé sur la programmation
dynamique [14] permet de résoudre MCM en temps polynomial. On note
n; = |S;|, et on définit

V(Z,l‘l’l, Ce 7'7}\5\,1’1'1,27 Ce ,$|£‘72, Ce ,J}Lni, Ce ,1‘|£|7ni)

comme étant la valeur d’une multicoupe minimum, qui, pour ¢ donné et pour
tout j,l, sépare s; du [® sommet de S; si et seulement si xj; = 0. (Pour ¢
donné, le nombre de valeurs différentes pour V (i, ) est O(2P1€1).) Tl n’est pas
difficile de voir que le calcul des V(i,-) pour un ¢ > 1 ne nécessite que de
connaitre les V(i — 1,-). En fait, on obtient les V (i,-) en énumérant, pour
chaque V' (i—1, -), toutes les combinaisons d’arcs se trouvant entre S;_; et .S; :
il y a au plus p sommets dans S;_1 et p sommets dans S;, donc au plus p? arcs
entre S;_1 et S; ; par conséquent, il y a O(2p2) combinaisons d’arcs & considé-
rer pour chaque vecteur (Z1,1, -+, Z|£| 1,712, -+ > T|2],25 -+ > Tl + + - 5 T|L g )-

On obtient donc en tout O(2PPH£D) valeurs : pour chacun des vecteurs
(11, STL) 1 T2 s TUL25 - o s Tlimgs - - - ,x|£|7ni), on garde alors la solu-
tion de meilleure valeur (et on réduit donc le nombre de valeurs a O(2P11)).
(Remarquons que, s’il existe j tel que s;- € S;, on ne doit garder que les vec-
teurs pour lesquels s; est effectivement séparé de s;) Puis, on recommence :
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on calcule les V(i + 1,-) a partir des V(¢,-). Lorsque l'on atteint le dernier
étage, on garde la meilleure solution qui sépare s; de s;. pour tout j : on
obtient ainsi une solution optimale. En outre, les deux paramétres p et |L]
étant fixés, cet algorithme est polynomial (et méme FPT vis-a-vis de ces
deux parameétres).

3.3.2 APX-difficulté de MCM

Les résultats de cette section répondent par la négative & la question
suivante : peut-on réutiliser, pour résoudre MCM, les idées du PTAS pour
MCM-FC dans les graphes orientés non pondérés de largeur d’arbre et de
degré maximum bornés 7 En effet, ce PTAS ne peut pas étre adapté & MCM,
puisque, dans la preuve du fait que I'algorithme de programmation dyna-
mique fournit bien une solution admissible pour MCM-FC, 'un des argu-
ments clés (voir [27, p. 348]) utilise le fait que tout circuit commence et finit
dans le méme ensemble W,., car il commence et finit au méme sommet. Il est
clair que cet argument ne peut pas étre utilisé dans notre cas, puisque nous
considérons des chemins (les deux extrémités d’un chemin peuvent apparte-
nir & deux ensembles quelconques W, et W) et non des circuits.

En réalité, nous montrons que MCM est AP X-difficile dans les graphes
orientés non pondérés de largeur d’arbre et de degré maximum bornés (alors
que le cas non orienté admet un PTAS), ce qui implique que MCM-FC est
plus facile que MCM méme dans ce cas particulier (puisqu’il existe un PTAS).
Pour démontrer ceci, nous donnons une réduction préservant ’approximation
a partir du probléme COUVERTUREPARLESSOMMETS dans les graphes de
degré maximum borné, qui est connu pour étre AP X-difficile [135]. Cette
réduction a été en partie inspirée par celle donnée dans [78] pour réduire
COUVERTUREPARLESSOMMETS & CMTMS dans les graphes non orientés,
mais on peut remarquer que la réduction n’aurait pas pu étre adaptée pour
CMTM dans les graphes orientés non pondérés de largeur d’arbre et de degré
maximum bornés.

Soit un graphe non orienté G ayant n sommets et un degré maximum
borné. Rappelons qu’une couverture de G est un ensemble de sommets S’
de G tel que pour chaque aréte a = (u,v) de G, on a u € S’ ou v € 5.
On oriente G comme suit : on numérote de fagon arbitraire les n sommets
V1,...,Un, et on transforme ensuite chaque aréte (v;,v;) en un arc (v;,v;)
(si i < j) ouen un arc (vj,v;) (si j < ). De cette facon, vq,...,v, définit
un ordre topologique sur les sommets (c’est-a-dire que ¢ < j pour chaque
arc (v;,vj)), et le graphe orienté D que 'on obtient est un GSC (et a donc
une largeur d’arbre orientée égale a 0). Si on définit une couverture dans D
comme un ensemble de sommets dans D qui couvre tous les arcs de D, les
couvertures de GG coincident avec celles de D. Cela montre d’ores et déja que
CMTMS est APX-difficile dans les GSC (alors que CMTM est polynomial
dans ce cas [52]), méme si le degré maximum est borné, car les couvertures
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dans D sont les coupes multiterminales sur les sommets (si chaque sommet
est un terminal).

A présent, nous transformons D en une instance orientée de MCM. On
ajoute n nouveaux sommets : t1,to,...,t,, et, pour chaque ¢, on relie v; et
t; par le “gadget” a cinq arcs donné en figure 1.4 (pour un i, on ajoute deux
nouveaux sommets a; et b;, et les cing arcs sont (v;, a;), (b;,v;), (ai, b;), (i, a;)
et (bi,t;).) De cette fagon, on obtient un nouveau graphe G’ (voir figure 3.6
pour un exemple). Alors, il est facile de voir que 'on a une couverture de
taille N dans D (et donc dans G) si et seulement si on a une multicoupe
de taille N dans G’, ou les liaisons sont (¢;,¢;) pour chaque arc (v;,v;) de
D. En effet, étant donnée une couverture S’ de taille N pour G, on peut
construire une multicoupe de taille N dans G’ comme suit : pour chaque ¢,
on sélectionne (a;, b;) dans la coupe si et seulement si v; € S’. Inversement,
étant donnée une multicoupe de taille N pour G’, soit il n’y a que des arcs
du type (a;, b;) dans la coupe, soit on peut transformer cette coupe en une
nouvelle coupe de taille au plus N et ne contenant que des arcs de ce type :
si un arc (v, v;) est coupé, alors on le remplace par (a;,b;); si un arc du
“gadget” reliant v; et ¢; est coupé, alors on le remplace par (a;, b;). On peut
maintenant définir une couverture de taille N dans G en incluant tous les
v; tels que (a;,b;) appartient a la multicoupe pour G’. La description de la
réduction préservant I’approximation est & présent terminée.

F1G. 3.6 — Transformation d’un graphe G (ici, une chaine avec 3 sommets
v1,v9,v3) en G’. Les deux liaisons sont les arcs en pointillés.

Il est facile de voir que G’ est non pondéré et a un degré maximum borné
(puisque le degré maximum de G est borné). Il nous reste & montrer que
G’ a une largeur d’arbre orientée bornée. On construit une décomposition
arborescente orientée U pour G’ de la facon suivante. L’arborescence de la
décomposition est un chemin avec n sommets. L’ensemble W,. associé au
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r¢ sommet de ce chemin est W, = {v,,a,,b,,t,} (W1 étant la racine de
Parborescence) et les ensembles associés aux arcs de ce chemin sont vides.
Alors, les ensembles W, définissent bien une partition des sommets de G’.
Supposons que tous les sommets v1,vs,...,v, de D se trouvent sur un axe
horizontal dans cet ordre : alors, d’aprés la facon dont D a été construit,
tout arc reliant v; a v; pour ¢ < j sera orienté de gauche a droite. Ainsi,
il est facile de voir que, pour chaque r, tout chemin qui va d’'un sommet
dans W,, avec r1 > r & un sommet dans W,, avec ro > r1 ne visite aucun
sommet d'un des ensembles situés & gauche de 7 (c.-a-d., un ensemble W,/
avec 1 < r). Donc, W est effectivement une décomposition arborescente pour
G'. En outre, sa largeur est 4 — 1 = 3. Par conséquent :

Théoréme 3.8. MCM est APX -difficile dans les graphes orientés non pon-
dérés de largeur d’arbre et de degré mazimum bornés.

3.4 Bilan et problémes ouverts

Nous avons montré dans ce chapitre un ensemble de résultats concernant
la complexité (et I'approximabilité) de MCM dans les graphes de largeur
d’arbre bornée. En particulier, nous avons montré que MCM est polynomial
dans les graphes de largeur d’arbre bornée, si le nombre de liaisons est fixé
(ce qui généralise le résultat de Garg et al. pour les arbres [80]). En outre,
nous avons montré que MCM est NP-difficile dans les GSC, méme si le
graphe non orienté sous-jacent est un cactus (alors que, si c’est un arbre, le
probléme est polynomial). Enfin, nous avons montré que MCM est APX-
difficile dans les graphes non pondérés de largeur d’arbre orientée et de degré
maximum bornés, alors que le cas non orienté admet un PTAS : cela four-
nit un exemple de plus ot ces deux cas ont des comportements divergents.
Notons que ce cas est d’ailleurs d’un intérét tout particulier puisqu’il corres-
pond & des hypothéses trés restrictives, et qu’il met en lumiére les différences
entre les versions orientées et non orientées de la largeur d’arbre.

Un probléme ouvert intéressant serait de déterminer la complexité de
MCM lorsque le graphe est un GSC et le nombre de liaisons fixé.






Chapitre 4

Maximiser le multiflot entier
dans les anneaux

4.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme MFEM dans les anneaux
(qui sont les arbres d’anneaux 2-sommet-connexes). Rappelons que ce pro-
bléme est polynomial dans les étoiles et dans les chaines (ou la matrice des
contraintes de sa formulation en PL est totalement unimodulaire), mais qu’il
devient N'P-difficile dans les arbres [80] et les arbres d’anneaux.

Les réseaux en anneau ont beaucoup d’applications dans le domaine des
télécommunications (voir, par exemple, [6, 20, 47, 74, 116, 150]), et certains
problémes de routage dans des anneaux sont connus pour étre NP-difficiles
([47, 150]). Le cas d’'un anneau a capacité uniforme a également été étudié
pour MFED [116]. Cependant, a notre connaissance, la complexité de MFEM
dans les anneaux restait jusqu’a présent inconnue. Notons que quelques pro-
priétés utiles ainsi qu’un algorithme linéaire résolvant MFEM dans les an-
neaux a capacité uniforme sont donnés dans [20].

En outre, il semble que la seule étude concernant le polytope associé a
MFEM soit due a Brunetta et al. [25]. Ils donnent une famille d'inégalités va-
lides, qu’ils appellent en anglais multi-handle comb inequalities, et montrent
que certaines d’entre elles définissent des facettes.

Dans ce chapitre, nous commencgons par montrer que MFEM est polyno-
mial dans les anneaux en étendant une approche utilisée par Sai Anand et
Erlebach [6] pour résoudre des cas particuliers du probléme d’admission et
de routage d’appels dans un anneau (section 4.2). Nous introduisons ensuite
de nouvelles inégalités valides pour MFEM dans les anneaux, et donnons des
exemples montrant qu’elles ne sont pas suffisantes pour caractériser entié-
rement le polytope associé¢ (P), méme dans des anneaux uniformes (section
4.3). Tout d’abord, pour conclure ces préliminaires, nous rappelons quelques
propriétés importantes des anneaux.

99
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Définitions et propriétés. Comme nous l'avons déja évoqué quelques
lignes auparavant, quelques propriétés utiles des anneaux sont données dans
[20]. D’abord, un anneau non orienté peut étre transformé en un anneau
orienté en doublant le nombre de liaisons (propriété (o)) : il suffit de choisir
une orientation arbitraire (dans le sens des aiguilles d’une montre ou en sens
inverse) et de remplacer chaque liaison initiale (s;,s}) par deux nouvelles
liaisons (s, 5’11) et (s, 5’272~), telles que s1; et 8/272- se trouvent en s; et ‘9,1,1'
et sg; se trouvent en sg. Donc, on supposera dans la suite que tous nos
anneaux sont orientés, et, étant donnée une liaison (s;, s;), on désignera par
pi 'unique chemin reliant s; a s;. En outre, nous dirons qu’une liaison (s;, s})
croise une liaison (s;, s;) si p; et p; ont au moins un arc en commun.

Ensuite, si le chemin p; d’une liaison (s;, s}) est inclus dans le chemin p;
d’une liaison (s;, s}), on peut supprimer (s;, s;) et acheminer de s; & s} toute
unité de flot qui transitait auparavant entre s; et s;- (propriété (B)). Cela
n’affecte pas la valeur optimale de I'instance considérée.

Enfin, dans les anneaux uniformes (c’est-a-dire, ou tous les arcs ont la
méme capacité), s’il existe un sommet contenant au plus un terminal (une
source ou un puits), alors I'un des deux arcs adjacents est inutile, et 'anneau
peut étre réduit (propriété (v)).

Les propriétés (), (3) et () impliquent que, dans les anneaux uniformes,
on peut supposer sans perte de généralité que 1’'on a :

— (i) sur chaque sommet se trouvent une source et un puits;

~ (ii) tous les chemins dans (J;cqy |y pi ont la méme longueur;

— (iil) le nombre de liaisons, |£|, est égal au nombre de sommets.

Dans tout ce chapitre, pour formuler MFEM comme un PL, nous uti-
liserons le modéle (IPL-MFEM-2) décrit en section 1.3.3 (qui, dans ce cas
particulier, a un nombre linéaire de contraintes et de variables). Remarquons
aussi que, d’aprés («), on peut effectivement supposer sans perte de généra-
lité que 'anneau est orienté : f; représente donc la quantité de flot acheminée
par le chemin p; (en supposant les p; numérotés dans le sens des aiguilles
d’une montre). On notera m le nombre d’arcs de I’anneau, a; le j¢ arc et ¢;
sa capacité. En outre, on désignera par (PL-MFEM-2) la relaxation continue
de (IPL-MFEM-2).

Une remarque utile pour la suite de ce chapitre est que les réductions
associées aux propriétés («), () et () conservent le caractére basique d’une
solution optimale.

4.2 Reésolution de MFEM

Nous montrons & présent que MFEM est polynomial dans les anneaux
en utilisant des idées similaires a celles proposées dans [6, pp. 26-29] pour
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résoudre des cas particuliers du probléme d’admission d’appels dans les an-
neauz : en substance, ce probléme est équivalent (dans le cas ou les appels
sont non pondérés) a MFEM dans les anneaux orientés lorsque le flot routé
de s; a s, peut étre 0 ou 1 pour chaque i. Nous prouvons le théoréme suivant :

Théoréme 4.1. MFEM est polynomial dans les anneauz.

Démonstration. On effectue une recherche dichotomique sur la valeur de

Li'l fi (< |L|emaz, 00 Cmaq est le maximum des capacités des arcs de ’an-
neau). Une fois que la valeur de cette somme est fixée et égale & un entier
F', on peut ajouter au PL la contrainte (C0) : ZLSI fi = F. Notre probleme
devient alors un probléme de décision : existe-t-il une solution admissible ?
En outre, si 'on considére la matrice 0 — 1 des contraintes du PL initial, il
existe deux sortes de lignes : soit les 1 sont consécutifs (et alors les 0 ne le
sont pas), soit les 0 sont consécutifs (et alors les 1 ne le sont pas); c’est la
propriété des 1 circulaires. En effet, la j¢ ligne de la matrice correspond a la
contrainte de capacité sur le j© arc aj : ), / pi traverse a; fi < ¢;. Comme les
fi sont numérotés dans le sens des aiguilles d’'une montre, soit les numéros de
ceux qui traversent c¢; sont consécutifs (et donc la j¢ ligne de la matrice est
constituée de 0 et d'un bloc de 1 consécutifs), soit f1 et f|z| sont parmi ces f;
(comme, par exemple, dans la somme fiz_; + fiz| + f1 + f2) et les numéros
des f; traversant c¢; sont donc consécutifs jusqu’au numéro |£| puis & partir
du numéro 1 (et donc la j¢ ligne de la matrice est constituée de 1 et d’un
bloc de 0 consécutifs). Pour chaque contrainte C' impliquant des liaisons non
consécutives (et donc ou les 1 ne sont pas consécutifs), on définit une nou-
velle contrainte (C”) « (C0) — (C) et on supprime (C) : dans (C’), tous les
1 sont consécutifs. Par conséquent, on obtient un probléme équivalent dont
la matrice 0 — 1 des contraintes vérifie la propriété des 1 consécutifs, et qui
est donc totalement unimodulaire. Ainsi, comme le membre de gauche de ce
systéme (le vecteur des capacités) est entier, il existe une solution entiére si
et seulement si il existe une solution réelle, et il est bien connu que I'existence
d’une telle solution peut étre décidée en temps polynomial [5]. O

En outre, on peut remarquer que notre approche implique que :

Corollaire 4.1. Dans les anneauz, I’écart entre la valeur du multifiot continu
maximum et la valeur du multifiot entier maximum est strictement inférieur
a 1.

Démonstration. L’existence d’une solution fractionnaire de valeur F* (ot F™*
est la valeur optimale en continu) implique Iexistence d’une solution frac-
tionnaire de valeur F' pour chaque réel F' < F* et, en particulier, pour | F*|.
Mais, d’aprés la preuve du théoréme précédent, cela implique l'existence
d’une solution entiére de valeur | F™|. O
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Enfin, il convient de noter que notre résultat est en fait plus général que
son énoncé pourrait le laisser entendre. Notre approche permet en fait de
résoudre tout PL dont tous les coefficients de la fonction objectif sont égaux,
et dont la matrice des contraintes vérifie la propriété des 1 circulaires.

4.3 Une famille d’inégalités valides pour MFEM

Soit G' un anneau orienté, soit L > 2 un entier, et soit lo = (so, s), 1 =

(s1,81)s--slh—1 = (sh—1,5},_1) un ensemble de h liaisons telles que, pour
chaque 4, [; croise a la fois les L — 1 liaisons l;_r41) mod hs - - {(i—1) mod h
et les L — 1 liaisons l(; 1) mod hs -« - » l(i+L—1) mod n- POUr chaque i, on note

Cmin(?) le minimum des capacités des arcs situés entre s; et 5/(1-, L+1) mod h et

fi le flot routé entre s; et s}. Alors, pour chaque i € {0,...,h — 1}, on a:

f(z'fLJrl) mod h T+ f(z'fl) mod h + fi < szn(i)
Si on fait la somme sur ¢, chaque flot f; est compté L fois, donc on a :

h—1 h—1
1=0 1=0

Comme les flots sont entiers, 'inégalité suivante est valide pour MFEM :

h—1 1 h—1
Zﬁﬂﬁzwﬂﬂ
=0 =0
Si on renumérote les flots et les capacités de 1 & h pour simplifier les
notations, on obtient :

h 1 h
Zﬁﬂﬁz%ﬁﬂ (4.1)

Nous donnons & présent deux exemples montrant que, méme dans les
anneaux uniformes, ces inégalités ne sont pas suffisantes pour caractériser
complétement le polytope de MFEM. Rappelons que I'on peut supposer que
tout anneau uniforme vérifie (i), (ii) et (iii). Donc, supposons d’abord que 'on
ajoute a la formulation (PL-MFEM-2) uniquement l'inégalité valide appar-
tenant a la famille donnée dans (4.1) et qui vérifie h = |[£| = m, c’est-a-dire
celle qui implique toutes les liaisons. Si ¢ désigne la capacité de chaque arc
de 'anneau, cette inégalité peut s’écrire ainsi :

iﬁﬂ?J (4.2)
i=1

Désignons par (PL-MFEM-2A) le PL obtenu & partir de (PL-MFEM-
2) en ajoutant (4.2). Rappelons qu’une solution de base d'un PL avec ||
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variables est une solution qui sature au moins |£| contraintes linéairement
indépendantes (sous la condition que le polytope associé est de pleine dimen-
sion). En outre, il n’est pas difficile de s’apercevoir que le polytope associé a
(PL-MFEM-2A) est de pleine dimension (c’est-a-dire de dimension |L£|).

Supposons a présent que ¢ = L = 3 et m = |£]| = 5, par exemple. La
solution

fl:f3:f4:;7f2:f5:o

est une solution de base admissible (puisqu’elle sature les contraintes fo > 0,
[520, fa+ fs+ 1 <3, fi+ fot+ fs<3et fo+ f3+ f1 <3, et la matrice
associée est inversible), et c’est une solution fractionnaire. Si I'on suppose
ensuite que, pour la méme instance, on ajoute toutes les inégalités valides
(4.1) (remarquons a ce propos que l'inégalité valide f1+ f3+ f1 < 4 est violée
par la solution précédente), alors, on peut se demander si, au moins dans les
anneaux uniformes, une telle famille serait suffisante pour caractériser com-
plétement (P), le polytope de MFEM. Malheureusement, comme le montre
I’exemple suivant, il subsiste des solutions de base fractionnaires méme dans
ce cas trés particulier.
Considérons la solution suivante pour l'instance précédente :

f1=f3=f4=§,f2=f5=%

Montrons que c’est une solution de base admissible : elle sature les
contraintes fy+ fs+f1 <3, fit+fot+f3 <3, fo+ f3+fa <3, fat+fatfr <3
et I'inégalité valide f1 + f3 + f1 < L%J, et il n’est pas difficile de vérifier
que, d’une part, la matrice associée est inversible, et que, d’autre part, c’est
une solution admissible. En outre, c’est une solution fractionnaire.

En dépit de ces résultats négatifs, 'équation (4.2) est suffisante pour
garantir que toute solution de base optimale est entiére dans les anneaux
uniformes. En effet, d’apres (i), (ii) et (iii) (voir la section 4.1), dans un
anneau avec une capacité uniforme ¢, la solution fractionnaire admissible
fi = 7 pour chaque i est optimale et a une valeur égale & %°. Par conséquent,
il existe également au moins une solution fractionnaire de valeur LmCJ, et

L
me

cela implique que la valeur optimale de (PL-MFEM-2A) est L 2 J (on a done

L . A . .,
L:|1 fi= L%J ). Ainsi que nous I’avons expliqué dans la section précédente,

on peut alors transformer ce PL en un PL équivalent ayant une matrice de
contraintes totalement unimodulaire (et done, dont toutes les solutions de
base sont entiéres) ; en outre, toute solution de base pour 1'un est solution de
base pour l'autre. En d’autres termes, toute solution de base de (PL-MFEM-
2A) est également entiére dans ce cas. Cela montre que, dans les anneaux
uniformes, 'ajout de l'inégalité valide (4.2) & (PL-MFEM-2) est suffisant
pour garantir que toute solution de base est entiére.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié MFEM dans les anneaux. Ce pro-
bléme est polynomial dans les chaines (et, dans ce cas, toute solution de
base est entiére car la matrice des contraintes est TU), et nous avons montré
qu’il reste polynomial dans les anneaux. Cependant, le polyédre associé (P)
semble beaucoup plus difficile & étudier dans ce cas : nous avons donné une
nouvelle famille d’inégalités valides pour MFEM dans les anneaux (alors que,
a notre connaissance, il n’existait auparavant qu’une seule famille d’inégali-
tés valides connue pour (P) [25]), et fourni des exemples montrant qu’elles
ne suffisent pas a caractériser complétement (P), méme dans les anneaux
uniformes. Néanmoins, il convient de remarquer que, pour arriver a une telle
caractérisation, il serait peut-étre nécessaire de considérer d’autres inégalités
valides, notamment des inégalités plus générales associées aux polyédres re-
présentés par des matrices vérifiant la propriété des 1 circulaires. Une étude
plus approfondie prenant en considération de telles inégalités valides serait
donc une perspective intéressante.

Un autre probléme ouvert intéressant serait d’étudier de facon plus ap-
profondie le polytope (P), et notamment dans des topologies généralisant les
anneaux.
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Chapitre 5

Etude des problémes dans les
grilles

5.1 Introduction et état de ’art

Dans ce chapitre, nous traitons de problémes de multiflot entier et de
multicoupe dans des grilles. Il convient de remarquer qu’il existe dans la
littérature de nombreux articles concernant des problémes (de décision) de
chemin ou de multiflot entier dans les graphes planaires et en particulier
dans les grilles (on ne considére ici que des grilles rectangulaires), a cause de
leurs nombreuses applications dans la conception de circuits VLSI (voir, par
exemple, [112, pp. 47-100], [118], [129, pp. 625-712], et ’ensemble des réfé-
rences citées dans la section Grid graphs du livre Combinatorial Optimization
de Schrijver [151, pp. 1323-1325]).

En outre, ces articles traitent souvent du cas avec capacités unitaires,
c’est-a~dire du probléme CDA. Dans le cas o les s; et les s; sont sur le bord,
Frank donne des conditions nécessaires et suffisantes (vérifiables en temps po-
lynomial) pour l'existence de |£| chemins disjoints par les arétes, ainsi qu'un
algorithme polynomial pour construire les chemins lorsqu’ils existent ([69]
et [112, pp. 47-100]), mais, si les terminaux peuvent se situer n’importe ou
dans la grille, le probléme devient N'P-complet [114]. Marx a méme montré
qu'’il restait N'P-complet dans les grilles eulériennes [125].

Essentiellement deux types de problémes d’optimisation peuvent étre as-
sociés au probléme de décision CDA.

D’abord, on peut chercher & déterminer quel est le nombre maximum
de paires (s;, s;) que I'on peut router via des chemins disjoints par les arétes
(probléme MLCDA). Dans les grilles, d’apreés les résultats de complexité don-
nés précédemment, ce que 'on peut espérer de mieux en temps polynomial
est résoudre des cas particuliers ou concevoir des algorithmes approchés.
Concernant les cas particuliers, Chan et Chin donnent dans [30] un algo-
rithme efficace pour trouver le nombre maximum de chemins disjoints par

107
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les arétes dans des grilles ol tout sommet issu d’'un ensemble de sources
peut étre couplé avec tout sommet issu d’'un ensemble de puits. Concer-
nant les algorithmes approchés, Kleinberg et Tardos donnent dans [102] un
algorithme approché avec un ratio constant pour MLCDA dans une classe
de graphes quasi-eulériens (qu’ils nomment, en anglais, densely embedded
et nearly-eulerian), qui généralisent les grilles. Aggarwal et al. étudient I’ap-
proximation du probléme de router des permutations de sommets d’une grille
via des chemins disjoints par les sommets [4].

Ensuite, on peut chercher a déterminer un routage de longueur totale
minimum. Plus formellement, étant donné un graphe G = (S, A) avec des
capacités enticres sur les arétes et |£| paires (source s;, puits s;) de sommets
terminaux, on définit le probléme suivant [48] :

Définition 5.1. Probléme de multichemins & longueur minimum
(noté MCLM) : l'objectif est de relier chaque paire (s;,s}) par un chemin
tout en respectant les contraintes de capacité, de facon a minimiser la somme
des longueurs des |L| chemins (ot la longueur d’un chemin est le nombre
d’arétes dont il est composé).

Une autre variante de ce probléme est de trouver un routage minimisant
la longueur du plus long chemin. Les deux variantes sont N'P-difficiles dans
les graphes planaires, méme si les terminaux sont sur la face extérieure, si le
degré maximum est 4 et si tout sommet qui n’est pas sur la face extérieure a
un degré pondéré pair [24], alors que CDA est polynomial dans ce cas, méme
si le degré maximum n’est pas borné |70] (ce résultat est une extension d’un
célebre résultat d’Okamura et Seymour [134]). Néanmoins, un cas polynomial
intéressant de MCLM a été étudié par Formann et al. [66] : ils supposent
que le graphe est une grille particuliére qu’ils appellent canal dense (voir la
définition formelle en section 5.3), et que toutes les arétes ont une capacité de
1. Dans ce cas, le résultat de Frank [69] évoqué précédemment implique que
le probléme n’admet aucune solution admissible, sauf si toutes les liaisons
peuvent étre routées verticalement (cas trivial) ou s’il y a une ligne verticale
supplémentaire sur I'un des cotés (gauche ou droite) de la grille. Donc, pour
le cas non trivial, les auteurs considérent une grille & laquelle on a ajouté
une ligne verticale sans terminal sur I'un des cotés et montrent que MCLM
est alors polynomial.

Dans la suite, aprés avoir donné en section 5.2 quelques définitions et
résultats préliminaires, nous résolvons MCLM dans le cas d’un canal dense
avec des capacités horizontales et verticales quelconques (section 5.3) et un
cas particulier de MCDA relatif au cas étudié par Frank dans [69] (section
5.5). Des résultats de complexité pour MCM et MFEMI sont donnés en
section 5.4.
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5.2 Définitions, notions et résultats préliminaires

Dans cette section, nous donnons les définitions et les résultats fonda-
mentaux utilisés dans toute la suite de ce chapitre.

5.2.1 Définitions

Dans ce qui suit, nous considérons un graphe qui est une grille (rectan-
gulaire) non orientée avec m lignes horizontales (ou simplement lignes) et n
lignes verticales (ou colonnes). La premiére ligne est la plus haute et la pre-
miére colonne est la plus a gauche (voir [66, 69] pour une définition formelle
d’une grille rectangulaire).

La frontiére de la grille est composée de quatre bords : la premiére et la
m® ligne horizontale (les bords horizontaux) et la premiére et la n® ligne
verticale (les bords verticaux). Nous aurons a considérer des grilles bila-
térales, dans lesquelles les terminaux sont deux & deux distincts et chaque
terminal est situé sur un des deux bords horizontaux, c’est-a-dire, soit sur la
premiére ligne (la plus haute, dite ligne supérieure), soit sur la derniére (la
plus basse, dite ligne inférieure). Deux terminaux situés sur le méme bord
horizontal sont dits du méme bord. Un sommet de la ligne supérieure (resp.
inférieure) est dit sommet supérieur (resp. sommet inférieur).

Etant donné un terminal z, nous dénoterons par col(z) sa colonne. Etant
donnée une liaison I; = (s;, s;), on pose source(l;) = col(s;), et on dira que ;
est vers la gauche si col(s;) > col(s}), vers la droite si col(s;) < col(s}),
et verticale autrement. Par exemple, dans la figure 5.1, la liaison (s3, s5)
est vers la gauche et la liaison (ss, s§) est vers la droite.

Etant donnée une liaison non verticale (s;, s}), s; (resp. s}) est le ter-
minal de gauche si col(s;) < col(s)) (resp. col(s;) > col(s])), le terminal
de droite sinon. On dit qu’une liaison [ est strictement plus D-longue
qu’une liaison !’ si et seulement si le terminal de droite de [ est situé a droite
du terminal de droite de I’ (on dira seulement plus D-longue si on auto-
rise les terminaux de droite a se trouver sur la méme colonne). On définit
une liaison (strictement) plus G-longue de fagon similaire, en remplagant
droite par gauche : par exemple, dans la figure 5.4, la liaison (sig, s},) est
plus D-longue et strictement plus G-longue que la liaison (sg, sg).

Une grille bilatérale est pleine si tous les sommets des lignes supérieure
et inférieure sont des sommets terminaux; dans ce cas, |£| = n (voir les
exemples donnés dans les figures 5.4 et 5.5).

Définition 5.2. Une bande verticale (resp. une bande horizontale) est
la région (et les arétes) se trouvant entre deux lignes verticales (resp. deux
lignes horizontales) consécutives.

On notera v; (resp. hj;) la j¢ bande verticale (resp. horizontale), la pre-
miére étant la plus & gauche (resp. la plus haute). Notons que v; est entre
les j¢ et j + 1° colonnes.
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Définition 5.3. La densité (66| d; d'une bande verticale vj est le nombre
de liaisons qui la “traversent” :

dj = |{(si,s}) t.q. col(s;) < j < col(s}) ou col(s;) < j < col(s;)}]
Une bande verticale v; est saturée si d; = m. La densité de la grille
est d = {max }{dj} et est au plus |£| (voir les figures 5.1 et 5.4).
je{l,...,.n—1

Définition 5.4. Une région dense est un ensemble, mazrimal au sens de
linclusion, de bandes verticales consécutives de densité mazimale.

Une région dense sera notée [a, 3], ou a (resp. (3) est la colonne la plus
a gauche (resp. la colonne le plus & droite) adjacente a cette région : d; = d

pour j € {a,...,8—1} et
do1=dg=d—2=dy—2=dg_1—2 (5.1)

Dans la figure 5.1, on a d = 4 et une région dense [a, 8] = [2,4].

S5 Sy S 3 S
| f ’
s S sy s, s

F1G. 5.1 — Un routage dans une grille avec 2 lignes et 5 liaisons.

5.2.2 Reésultats préliminaires

Le premier résultat important dont nous aurons besoin concerne les densi-
tés d’une grille bilatérale. La preuve a été donnée dans [165], mais la propriété
suivante, aisément vérifiable, en résume 1’essentiel :

Vi€ {0,...,n—2}, dij1 =d;+n$,, —ndy, (5.2)
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ot dg =0 et n]G € {0,1,2} (resp. nJD € {0,1,2}) est le nombre de liaisons
dont le terminal de gauche (resp. le terminal de droite) est sur la j¢ colonne
(notons que, pour tout j, n]G + njD + 2n;/ <2ou n;/ € {0,1} est le nombre
de liaisons verticales sur la j¢ colonne). On a donc le lemme suivant :

Lemme 5.1. Dans une grille bilatérale pleine, étant donnée une bande ver-
ticale v; de densité dj, d;q1 est égale a:

— dj + 2 si et seulement si n] 2;
— d;j — 2 si et seulement si nf =2;
- dj si et seulement si n]G JD =1 ou n;/ =1

Ceci implique, en particulier :

Proposition 5.1. Une grille pleine a la propriété que d; est paire pour toute
bande verticale v;.

Nous présentons a présent un résultat de Frank sur les routages dans des
grilles bilatérales.

Théoréme 5.1 (Frank). Soit une grille rectangulaire bilatérale non pondérée
ayant m lignes et une densité d. Supposons qu’il y ait au moins une liaison
non verticale. Alors, toutes les liaisons peuvent étre reliées par des chemins
disjoints par les arétes si et seulement si la grille vérifie :

soit m>d et il y a au moins un sommet non terminal
sur un bord horizontal

soit m>d (5

et soit il existe une liaison unilatérale (5

soit il existe un sommet extréme (5.

soit il existe deur sommets non séparés (5

S T W
=

ou une liaison unilatérale est une liaison dont les deux terminaux sont du
méme bord, un sommet extréme est un sommet non terminal situé sur un
bord horizontal qui est soit & gauche de la bande verticale saturée la plus &
gauche, soit a droite de la bande verticale saturée la plus a droite ; enfin deux
sommets non séparés sont deux sommets non terminaux du méme bord, qui
ne sont pas séparés par une bande verticale saturée.

Preuve (schéma). En fait, Frank a montré dans [112, pp. 47-100] que, dans
une grille bilatérale, une condition suffisante est de vérifier (5.3) et (5.4).
La condition (5.3) est nécessaire, car c’est la condition de coupe appliquée
aux bandes verticales. En outre, il est prouvé dans [69] que, dans les grilles
strictement bilatérales (c’est-a-dire, dans les grilles bilatérales ou (5.4)
n’est pas vérifiée), la seconde partie du théoréme 5.1 devient si et seulement
st la grille vérifie (5.3) et soit (5.5) soit (5.6). O
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Enfin, nous aurons besoin d’un célébre résultat d’Okamura et Seymour.
D’abord, nous rappelons la définition du probléme bien connu de multiflot
avec demandes (voir aussi en section 1.3).

Définition 5.5. Supposons que l’on se donne un graphe support G = (S, A)
et un graphe de demandes H = (7,L), dont les sommets T C S sont les
terminauz et dont les arétes sont les liaisons. Chaque aréte a € A est pon-
dérée par une capacité U(a) et chaque aréte (ou liaison) | de L est pondérée
par une demande D(l). Le probléme du multiflot avec demandes consiste a
décider s’il est possible de router toutes les demandes tout en respectant les
contraintes de capacité.

Si on requiert des flots entiers, le probléme est MFED ; sinon, ¢’est MFCD
(voir la section 1.3). Par convention d’écriture, nous utiliserons £ au lieu de
H = (T,L) (T étant implicite), et I'expression ensemble de demandes au lieu
de graphe de demandes. Pour L C A et L' C L, on définit U(L) = >, U(I)
et D(L') = >, D(I). Alors, rappelons qu'une condition nécessaire de so-
lubilité bien connue est la condition de coupe :

VX CV, U(bc(X)) = D(6c(X))

Un sommet v est impair si U(dg({v})) + D(dc({v})) (c.-a-d., son degré
pondéré dans G + H) est impair. En outre, on dira qu'une grille G munie
d’un ensemble de demandes £ ((G, £) en abrégé), ainsi que d’une fonction de
capacité U et d’une fonction de demande D, vérifie la condition eulérienne
ssi il n’a aucun sommet impair, c’est-a-dire ssi

Vo eV, U(dg({v})) + D(6-({v})) est pair (5.7)

Okamura et Seymour ont prouvé le théoréme suivant [134] :

Théoréme 5.2 (Okamura et Seymour). Soit G = (S, A) un graphe support
planaire avec un ensemble de demandes L. Soient U et D les fonctions de
capacité et de demande respectivement. Supposons que les sommets termi-
nauzr sont sur la face extérieure de G. Alors, il existe un multiflot continu
admissible si et seulement si la condition de coupe est vérifiée. En outre, si U
et D sont a valeurs entiéres et si (G, L,U, D) vérifie la condition eulérienne,
alors il existe un multiflot entier.

Dans toute la suite, nous supposerons qu’une instance Z du probléme de
multiflot avec demandes est donnée par Z = (G, L,U, D) avec G, L, U et D
définis comme ci-dessus.
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5.3 Résolution de MCLM dans des canaux denses
pondérés

5.3.1 Préliminaires

Dans cette section, nous donnons un algorithme polynomial trés simple
pour résoudre le probléeme MCLM (défini en section 5.1) dans une famille
de canaux denses (voir la définition formelle plus bas). Ces résultats font
suite & I'étude menée dans la thése de Maria Zrikem [165] : les résultats de
la section 5.3.2 y étaient déja présents, mais nous en donnons de nouvelles
preuves (plus concises) ; les résultats des sections 5.3.3 et 5.3.4 constituent,
quant & eux, des extensions nouvelles de ces résultats initiaux. L’ensemble
a fait l'objet d’une publication commune (avec Marie-Christine Costa et
Christophe Picouleau) [18].

Définissons a présent formellement un canal dense pondéré :

Définition 5.6. Un canal dense pondéré est une grille pleine strictement
bilatérale (les sources étant sur le bord supérieur et les puits sur le bord
inférieur; voir figure 5.1) ot toute aréte horizontale (resp. verticale) de la
grille est pondérée par le méme entier positif Uy, (resp. Uy ).

Un canal dense pondéré a donc |L£]| liaisons et |£| colonnes. En outre,
rappelons que Formann et al. ont étudié MCLM dans un canal dense pondéré
ou U, = U, =1 [66]. Nous supposerons systématiquement et sans perte de
généralité que, dans un canal dense, les liaisons sont numérotées de telle
facon que col(s}) =i, pour chaque i € {1,...,|L|}.

Dans la suite de la section 5.3, nous donnons un algorithme polynomial
glouton pour résoudre MCLM dans les canaux denses lorsque U, et U, sont
quelconques (a l'exception du cas Uy = U, = 1, traité dans [66]). La princi-
pale caractéristique de notre algorithme est qu’il route chaque liaison via un
plus court chemin (et donc, contrairement au cas Uy, = U, = 1, aucune ligne
verticale supplémentaire n’est requise). Ainsi, de fagon évidente, la longueur
totale est minimum.

On peut remarquer qu’une condition nécessaire pour qu’il existe une solu-
tion admissible pour une instance donnée est la condition de coupe appliquée
aux bandes verticales, qui peut s’écrire :

pour tout j, mUy, > d;, c.-a-d., m > [Ui}j (5.8)

On commencera par traiter le cas ot Uy est pair et U, vaut 1 (section
5.3.2), puis on résoudra les cas ou Uy, est impair et U, vaut 1 (section 5.3.3)
et ou U, > 2 (section 5.3.4).

5.3.2 Reésolution du cas ou U, est pair et U, =1

Nous allons commencer par traiter le cas ou Uy = 2, et nous verrons
ensuite comment généraliser I’approche au cas ot Uy, est pair.
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Pour U, = 2, (5.8) devient m > %, donc nous supposons pour l'instant
que m = g.
L’idée principale de l'algorithme qui résout MCLM lorsque U, = 2 et
U, = 1 est de router chaque liaison suivant un plus court chemin. Il se divise
en m itérations, la ¢¢ itération correspondant & la construction des chemins
sur la ¢ ligne horizontale. Tirer une liaison vers la droite (resp. vers la
gauche) signifie router son chemin horizontalement vers la droite (resp. vers
la gauche) sur la ligne courante. Notre algorithme peut étre décrit de fagon
informelle ainsi :
— On construit les chemins ligne par ligne, du bord supérieur au bord
inférieur : & chaque ligne, on obtient une nouvelle instance de MCLM ;
— Pour chaque ligne, on calcule les densités résiduelles (c’est-a-dire, les
densités de la nouvelle instance de MCLM) et on met a jour les régions
denses ;
— Pour chaque région dense [a, (]

1. On commence par une phase Routage gauche, ol, en partant de
0, on choisit séquentiellement une liaison vers la gauche et on la
tire vers la gauche;

2. Ensuite, on procéde a une phase symétrique (Routage_ droite) ou
on tire vers la droite des liaisons vers la droite.

A la fin de la i€ itération, pour chaque j, il existe une liaison dont le
chemin “partiel” est arrété en colonne j sur la ¢ ligne : soit N;y1; cette
liaison. Alors, j peut étre vu comme l’'indice de la source courante de la liai-
son N;i1,; pour la nouvelle instance de MCLM obtenue a l'itération 7 + 1.
On dira qu’une colonne j est inutilisée & une itération i si aucun chemin
n’est routé vers ou a partir d’elle pendant cette itération. Donnons & présent
formellement la procédure 1-2-PLUSCOURTSCHEMINS qui résout MCLM.

PROCEDURE 1-2-PLUSCOURTSCHEMINS
Pour j de 1 a |£| faire
// initialement, la colonne de la source de la liaison l; est source(l;)
Nl,smn’ce(lj) =J;
FinPour
Pour i de 1 a m faire
Pour chaque région dense [«, ] faire
Routage gauche([a, 0],1) ;
Routage droite([a, £, 1) ;
FinPour
Mettre & jour les densités résiduelles;
// on descend les liaisons
Router verticalement toutes les liaisons vers la prochaine ligne horizontale ;
Pour chaque colonne inutilisée j faire
Nit1,5 := Ny ;3 // la ligison ayant sa source sur la j° colonne est inchangée
FinPour

FinPour
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Les phases de routage & gauche et & droite sont symétriques, donc nous
donnons seulement la premiére. On peut obtenir la seconde en remplagant
Léa” par (L/B?” Légauche” par “droite” et (13 >77 par (L<77.

PROCEDURE Routage gauche([a, 3], 1)
J:=N;g; // 1 estla liaison dont la source est en 3
«_est_atteint := faux;
Tant que /; est une liaison a gauche et que — o_est_ atteint faire
Sij > aalors //j estla colonne de s
Tirer I; vers la gauche jusqu’a ce que j soit atteint ;
Niy1j:=7J; // 1 devient une liaison verticale
Jj = N;;; //1l; est maintenant la liaison dont la source est en j
Sinon
Tirer [; vers la gauche jusqu’a ce que « soit atteint ;
Niti,a =73 // la source de l; est maintenant en o
o _est_atteint := vrai;
FinSi
FinTantQue

Un exemple de routage donné par I'algorithme 1-2-PLUSCOURTSCHEMINS
est dessiné en figure 5.1.

Preuve de validité

Dans cette partie, nous prouvons par récurrence que, quand Uy, = 2, U, =
letm = %, I’algorithme 1-2-PLUSCOURTSCHEMINS fournit une solution
admissible pour MCLM ou chaque liaison est routée suivant un plus court
chemin. Considérons la ¢ itération, et supposons que, au début de cette
itération, on a une instance initiale, c.-a-d., une instance de MCLM dans un
canal dense de densité d — 2(i — 1) et avec m — i + 1 lignes (évidemment,
c’est vrai pour i = 1). Alors, nous montrons que, a la fin de 'itération, on
obtient une instance réduite, c.-a~d., une instance valide de MCLM dans un
canal dense de densité d — 27 et avec m — ¢ lignes.

Fait 5.1. Lors d’une phase de routage & gauche, aucune liaison dont la
source courante est dans une région dense [, 3] n'est routée de telle fagon
que sa nouvelle source n’est plus dans [a, 3], puisque on arréte son chemin
soit lorsque « est atteint, soit avant que o ne soit atteint.

Fait 5.2. Lors d’une phase de routage a gauche, aucune liaison & gauche
(si, s}) n’est routée de fagon a devenir une liaison a droite lors de la prochaine
itération, puisque on arréte son chemin soit lorsque i est atteint, soit avant
que i ne soit atteint.

Fait 5.3. Pour chaque liaison sélectionnée lors d’une phase de routage a
gauche, le chemin associé ne traverse que des bandes verticales qui doivent
étre traversées. Cela vient du fait que seules des liaisons a gauche sont tirées
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vers la gauche, et, d’aprés le fait 5.2, aucune liaison & gauche ne devient une
liaison a droite aprés avoir été tirée.

Fait 5.4. Des variantes symétriques des faits 5.1, 5.2 et 5.3 sont également
vraies pour la phase de routage a droite.

Lemme 5.2. Le routage construit a l’itération © est valide.

Démonstration. Considérons la phase de routage a gauche (les deux phases
étant indépendantes et symétriques). D’aprés (5.1) et le lemme 5.1, étant
donnée une région dense [«, ], la liaison /. dont la source courante se trouve
sur 3 est une liaison & gauche, donc on peut la tirer vers la gauche. Son
chemin s’arréte en « (si ¢ < @) ouen ¢ (si @ < ¢ < ), o ¢ est la colonne
de son puits. Dans le dernier cas, d._1 = d., donc nous savons d’apreés le
lemme 5.1 que 'on peut continuer la phase de routage a gauche avec une
liaison & gauche ayant sa source en c, et ainsi de suite jusqu’a ce que « soit
atteint. ]

Lemme 5.3. A Uitération i, la densité de Uinstance réduite est d — 2.

Démonstration. Lors de la phase de routage a gauche, étant donnée la région
dense courante [a, 3], on débute en (3, puis on tire des liaisons vers la gauche
jusqu’a ce qu’on atteigne «. D’aprés la preuve du lemme 5.2, chaque liaison
sélectionnée durant cette phase commence 1a ou la précédente finit. Donc,
d’aprés les faits 5.3 et 5.4, la densité de chaque bande verticale située dans
une région dense est diminuée de 2 quand la ¢€ itération finit. D’aprés les faits
5.1 et 5.4, les densités des autres bandes verticales demeurent inchangées,
donc aucune densité résiduelle n’excéde d — 2i. O

Le lemme 5.3 implique que, a la fin de la m® itération, la densité résiduelle
est d — 2m = 0 : par conséquent, chaque chemin a atteint la colonne du
puits correspondant, et on a fini. Donc, notre algorithme fournit une solution
admissible.

Lemme 5.4. Les chemins produits par [algorithme sont des plus courts
chemins.

Démonstration. Immédiate d’apres les faits 5.3 et 5.4, aucune liaison n’étant
tirée “vers le haut”. O

Théoréme 5.3. Si m = g, lalgorithme 1-2-PLUSCOURTSCHEMINS pro-
duit une solution admissible pour MCLM ou toutes les liaisons sont routées
sutvant des plus courts chemins. En outre, il peut étre exécuté en temps

O(m|L]).

Démonstration. La premiére partie est une conséquence directe des lemmes
5.2, 5.3 et 5.4.
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Nous prouvons maintenant la deuxiéme partie. A chaque itération, on
doit calculer les densités résiduelles. En fait, en utilisant le lemme 5.1, on
calcule les densités une fois en temps O(|L|) (avant la premiére itération),
et ensuite, a chaque itération, le lemme 5.3 implique qu’il suffit de diminuer
d; de deux pour chaque bande verticale v; située dans une région dense. La
mise a jour des régions denses peut étre faite en temps O(|L£]) en parcourant
les bandes verticales une fois, et les phases de routage a gauche et & droite
peuvent étre exécutées en O(f — ) pour chaque région dense [, 5]. Il y a
m itérations, donc notre algorithme peut étre exécuté en O(m|L|), ce qui est
linéaire en la taille de la grille. O

MCLM avec une capacité paire sur chaque ligne

Dans cette section, nous montrons comment généraliser les résultats pré-
cédents au cas ot Uy, est pair et U, = 1. D’aprés la section 5.3.1, une condition
nécessaire pour la solubilité de I'instance est (5.8), c.-a-d., m > (Uih] Par
conséquent, dans la suite de la section 5.3.2, on supposera que m = (Uih}

Soit U, =2p, 1 < p < %. On commence par transformer la grille avec
m lignes et une capacité égale a 2p sur chaque aréte horizontale en une
nouvelle grille avec mp lignes et une capacité égale & 2 sur chaque aréte
horizontale. La capacité de chaque aréte verticale est 1 dans les deux grilles.
On voit facilement que la nouvelle grille vérifie également (5.8), et on peut
donc appliquer I'algorithme 1-2-PLUSCOURTSCHEMINS et obtenir ainsi un
ensemble admissible de plus courts chemins. On utilise ensuite cet ensemble
de chemins pour construire une solution pour la grille initiale. Pour chaque
i, le chemin de chaque liaison dans la grille initiale est routé a travers ’aréte
horizontale de la ¢ ligne située dans la j¢ bande verticale si et seulement si,
dans la nouvelle grille, il est routé a travers une aréte horizontale de cette
bande verticale se trouvant sur une ligne située entre la (i —1)p+ 1€ et la ip°.
En d’autres termes, pour chaque liaison, son chemin dans la grille initiale
arrive sur (resp. repart de) la i€ ligne a I’endroit o il arrive sur (resp. repart
de) la (i — 1)p + 1¢ ligne (resp. la ip°€ ligne) dans la nouvelle grille.

Les deux faits suivants sont vrais dans la grille initiale, puisqu’autrement
ils ne seraient pas vrais dans la nouvelle grille : deux chemins quelconques
ne partagent aucune aréte verticale, et les chemins que nous obtenons sont
des plus courts chemins. En outre, d’aprés la fagon dont nous regroupons les
lignes de la nouvelle grille, au plus 2p chemins sont routés & travers chaque
aréte horizontale de la grille initiale (c.-a-d., au plus 2 chemins pour chacune
des p arétes horizontales correspondant dans la nouvelle grille).
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5.3.3 MCLM avec une capacité impaire sur chaque ligne et
unitaire sur chaque colonne

Dans cette section, nous prouvons que le cas ot U, = 1 et Uy est un
nombre impair plus grand que 2 peut étre réduit au cas de la section 5.3.2.
Considérons un routage : étant donnée n’importe quelle aréte horizontale,
un nombre pair de chemins est routé & travers elle. En effet, pour chaque
chemin routé a travers elle “de gauche & droite”, il y a nécessairement un
chemin routé a travers elle “de droite a gauche”, puisque U, = 1 et il v a
autant de chemins que de colonnes. Donc, on ne modifie pas la solubilité de
I'instance si on remplace Uj, (impair) par U, — 1 (pair). Par conséquent, soit
m > (ﬁl et on peut alors appliquer les résultats de la section 5.3.2, soit
il n’y a aucune solution.

5.3.4 MCLM avec une capacité au moins 2 sur chaque co-
lonne

Les sections 5.3.2 et 5.3.3 réglent le cas ou U, = 1 et Uy, > 2. Dans cette
section, on traite le cas ot U, > 2. En fait, nous verrons que ce cas peut se
réduire au cas ou U, = 2, car, dans le routage que nous construirons, au plus
deux chemins partageront une aréte verticale donnée. Par conséquent, nous
supposons dans toute cette section que U, = 2.

MCLM avec une capacité 2 sur chaque colonne et 1 sur chaque
ligne

Up, = 1, donc (5.8) devient m > d. Par conséquent, on suppose que m = d.
D’aprés le lemme 5.1, d est pair, donc m est pair. On procéde successivement

N

aux phases de routage a gauche et a droite sur les 2¢ — 1° et 2¢° lignes
m

respectivement, pour ¢ de 1 a . Alors, des arguments semblables a ceux
utilisés en section 5.3.2 montrent que ’on obtient un ensemble admissible de
plus courts chemins, et donc une solution optimale pour MCLM. La seule
différence notable avec le cas étudié en section 5.3.2 se produit, pour chaque
i, aprés la fin de la phase de routage & gauche sur la 27 — 1€ ligne : pour
chaque région dense [«, 3], il y a une liaison a droite dont la source se trouve
sur la colonne «a, donc une liaison a droite et une liaison & gauche (ou une
liaison & gauche qui est devenue une liaison & droite apreés la phase de routage
sur la 27 — 1€ ligne) seront routées a travers 'aréte verticale de la colonne «

se trouvant entre les 27 — 1° et 2¢° lignes.
MCLM avec une capacité 2 sur chaque colonne et au moins 2 sur
chaque ligne

Nous empruntons quelques idées 4 la fin de la section 5.3.2. On transforme
la grille initiale (qui satisfait la condition nécessaire (5.8)) en une nouvelle
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grille ou les arétes verticales sont également pondérées par 2, les arétes ho-
rizontales par 1, et ayant mUp lignes. Si mU est impair alors mUy, > d,
puisque d est pair et (5.8) est vérifié (c.-a-d., mUy, > d). Donc, dans ce cas,
la nouvelle grille pourrait n’avoir que d lignes seulement. Cependant, par
souci de simplicité, on suppose qu’elle a mUy}, lignes et que, de la d¢ ligne
a la mU° ligne, les liaisons sont routées verticalement. On utilise les résul-
tats concernant le cas U, = 2 et Uy = 1 pour obtenir une solution optimale
pour MCLM dans cette nouvelle grille : ensuite, pour chaque ¢, le chemin de
chaque liaison dans la grille initiale arrive sur (resp. repart de) la i€ ligne a
I'endroit ou elle arrive sur (resp. repart de) la (i — 1)U + 1° ligne (resp. la
iUy ligne) dans la nouvelle grille. Une analyse similaire a celle de la section
5.3.2 prouve que ceci fournit bien une solution pour MCLM dans la grille
initiale, ol toutes les liaisons sont routées suivant des plus courts chemins.

Ce dernier cas permet de conclure que notre approche résout bien MCLM
en temps polynomial dans les canaux denses ayant des capacités horizontales
et verticales quelconques, ce qui étend les résultats de [66], ou seules des
capacités unitaires étaient considérées.

5.4 Complexité de MCM et MFEMI dans les grilles

Nous montrons dans cette section que MCM et MFEMI sont NP-difficiles
dans les grilles. Plus précisément, nous montrons que MCM est N'P-difficile
dans les grilles uniformes (méme si tous les terminaux sont sur le bord),
et dans les grilles non uniformes avec seulement deux lignes, méme si tous
les terminaux sont sur un bord, sont tous distincts deux a deux, et si les
poids sont polynomialement bornés (section 5.4.1). Nous montrons ensuite
que MFEMI est N'P-difficile au sens fort, méme si tous les terminaux sont
sur le bord (section 5.4.2).

5.4.1 Complexité de MCM

Nous montrons d’abord que MCM est N P-difficile dans les grilles uni-
formes. Pour cela, nous faisons une réduction a partir du probléme NP-
complet COUVERTUREPARLESSOMMETS [76] :

Données : Un graphe H = (U, B), un entier N < |U].

Probléme : H admet-il une couverture par les sommets, c¢’est-a-dire un
ensemble de sommets U C U tel que pour toute aréte (u,v) € Bonau € U’
ouw e U, de taille au plus N ?

Soit C une instance de COUVERTUREPARLESSOMMETS. A partir de C,
nous définissons une instance M de MC, le probléme de décision associé a
MCM (qui s’énonce ainsi : étant donné un entier N, existe-t-il une multi-
coupe de poids au plus N 7). Soient U = {uy,...,u,} et ¢ = 1. La grille
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(G, L) a 2n —1 lignes verticales et n + 2 lignes horizontales (ce n’est pas une
grille augmentée). On définit gj comme étant le sommet se trouvant sur la
1€ ligne horizontale et la j¢ ligne verticale de la grille. On définit les liaisons
. 2 .
(g]l, gjl-H), je{l,...,2n—2}, et (g%j, gg;r ), 7 €{1,...,n—1}. Notons que
la meilleure facon de couper ces liaisons est d’enlever les arétes (gjl, g} 1)
je{l,...,2n—2}, et (g%j, ggj), je{l,...,n—1}; il reste alors une grille on
chaque terminal est relié au reste de la grille par une seule aréte (plusieurs
terminaux pouvant étre liés au méme sommet). En outre, pour chaque aréte
(uj,u;) € B, on définit la liaison (g3;_;, 9%j71>-

Lemme 5.5. Etant donné un entier N < n, il existe une couverture par
les sommets C de taille au plus N dans C si et seulement si M admet une
multicoupe C de poids au plus 3(n — 1) + N.

Démonstration. D’abord, nous montrons la partie = (nécessité). Supposons
que l'on ait une couverture par les sommets C de taille |C| < N. On sélec-
tionne dans la coupe C toutes les arétes (gjl., gjl-H), jed{l,....;2n— 2}, et
(g%j, g%j), j €{1,...,n—1}. En outre, pour chaque sommet u; dans C, on
sélectionne dans C laréte (g%j_l, g%j_l). On obtient un ensemble d’arétes de
taille 3(n — 1) + |C] < 3(n—1) + N.

Pour voir que C est une multicoupe, il faut d’abord remarquer que toutes

.. . 2 .
les liaisons (gjl, 9]1-+1)7 jge{l,....2n — 2}, et (g%j, gngJr ), je{l,...,n—
1}, sont déconnectées. Il reste seulement & montrer que toutes les liaisons
(g3 1, Q%j—l)’ avec (7,7) tels que (u;,u;) € B, sont coupées. Supposons
qu’il en existe une qui ne soit pas coupée, et appelons-la (g%r_l, g%s_l).
Alors, ni (g3, 1, 93. 1), ni (93,1, g5,_1), n'est dans la coupe. Donc, par la
construction de C, ni u, ni ug n’est dans C, alors que (u,,us) € B puisque
la liaison (g3,_;, g3, ;) existe : une contradiction. Ceci conclut la partie
nécessité.

Nous montrons maintenant la partie < (suffisance). Supposons que 'on
ait une multicoupe C de taille 3(n — 1) + N’, avec N' < N <n et N' € Z.
Chaque aréte (gjl-, gjl-+1), j € {l,...,2n — 2}, est dans C puisque ses deux
extrémités définissent une liaison. En outre, puisque toutes les liaisons (g%j,

933*2), j €{1,...,n — 1}, sont coupées, C contient une aréte verticale de la
2j¢ ligne verticale, pour j € {1,...,n — 1}. Ainsi, il existe un sous-ensemble

C’ de C qui contient 3(n — 1) arétes de ce type : donc, en fait, |C| > 3(n — 1)
et N’ >0. Soit Cyy = C\ C’':on a |Cn| = N'.

Soit (G, L) le graphe obtenu & partir de (G, L) en enlevant toutes les
arétes dans C. On peut partitionner les sommets 9%;'71 en deux ensembles :
le premier, F', est I’ensemble des sommets de ce type qui peuvent, dans
(G, L), étre reliés par une chaine a g;-“rz pour un j (c.-a-d., & un sommet de
la n + 2¢ ligne horizontale de (G, £)); le second, F, contient tous les autres
sommets de ce type.



CHAPITRE 5. ETUDE DES PROBLEMES DANS LES GRILLES 121

A présent, montrons que tous les sommets de F' sont dans la méme
composante connexe de (G, L), c’est-a-dire que, étant donnés g%r_l e F
et g3, € F, il existe une chaine reliant g3, _; & g4, dans (G, £). Soit p,
(resp. ps) une chaine (dans (G, £)) reliant g3, _; (resp. g3,_1) & un sommet de
la n + 2¢ ligne horizontale de (G, £). Si p, et ps ont au moins un sommet en
commun ou si elles peuvent étre reliées par une chaine contenant uniquement
des arétes horizontales, la preuve est finie. Sinon, C contient une aréte de la
j¢ ligne horizontale de (G, £), pour j € {2,...,n+ 2}. Plus précisément, ces
n + 1 arétes horizontales appartiennent & Cyv, et donc [Cn| > n + 1 : cela
contredit le fait que N’ < N < n.

Par conséquent, il n’existe aucune liaison (g3,_,,93,_1) € £ avec g3,_; €
F et g}, | € F, puisquautrement C n’est pas une multicoupe : done, chaque
liaison a au moins un terminal dans F.

En outre, pour chaque j tel que g%j_l € F (c’est-a-dire que g%j_l est un
sommet terminal séparé de tous les sommets de la n + 2° ligne horizontale
de (G, L)), il n’est pas difficile de voir qu’il existe une aréte verticale de la
2j — 1¢ ligne verticale qui est dans C (et, plus précisément, dans Cyv). Cela
implique que |F| < |Cx/| (= N').

Par conséquent, on peut construire une couverture par les sommets C
en sélectionnant chaque sommet u; € U tel que g%j_l € F. C est effective-
ment une couverture par les sommets, puisque, comme nous l’avons montré
précédemment, chaque liaison (soit chaque aréte dans U) a au moins une
extrémité dans F. |C| = |F| < N’ < N, donc le lemme est démontré. O

Puisque MC est dans NP et que la réduction présentée ci-dessus est
polynomiale, le lemme 5.5 implique :

Théoréme 5.4. MC est N'P-complet dans les grilles non pondérées, méme
st les terminaux sont sur le bord de la grille.

Corollaire 5.1. MCM est N'P-difficile dans les grilles non pondérées, méme
st les terminaux sont sur le bord de la grille.

Nous étudions maintenant la complexité de MCM lorsque tous les ter-
minaux sont deux & deux distincts. Nous montrons que ce probléme est
NP-difficile dans les grilles (non uniformes), méme lorsque 1’on impose que
tous les terminaux sont sur le bord. La réduction se fait encore & partir de
COUVERTUREPARLESSOMMETS.

Soit une instance C de COUVERTUREPARLESSOMMETS sur un graphe
G = (S, A). On note n = |S| et m = |A|. On lui associe une instance Zg du
probléme MCM dans les grilles de la fagon suivante :

— La grille posséde deux lignes et n colonnes;

— On associe un terminal ¢; de Zg a chaque sommet u; de C. On place

les terminaux sur la ligne horizontale du bas (un terminal par colonne).
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On associe a chaque aréte (u;,uj) de G une liaison (t;,t;) dans Zg. On
pondére Zg de la fagon suivante :

— Chacune des n — 1 arétes de la ligne inférieure est pondérée par 1;

— Chaque aréte verticale (il y en a n) est pondérée par n;

— Chaque aréte de la ligne supérieure est pondérée par n(n + 1).

Alors il existe une couverture par les sommets de taille au plus N dans
C si et seulement si il existe une multicoupe de poids au plus n(N + 1) — 1
dans Zg.

En effet, s’il existe une couverture par les sommets de taille au plus N
alors en coupant les arétes situées a la verticale des terminaux correspondant
aux sommets de la couverture, ainsi que toutes les arétes de la ligne horizon-
tale du bas, on obtient une multicoupe de valeur nN+(n—1) = n(N+1)—1.

Réciproquement, s’il existe une multicoupe de valeur au plus n(N+1)—1,
alors :

— Aucune aréte de la ligne horizontale du haut n’est coupée (car n(N +

1)—1<n(n+1), puisque N <n);

— Au plus N arétes verticales sont coupées (car n(N+1)—1 < n(N+1)).

Alors, en prenant les sommets u; associés aux terminaux t; a la verticale
desquels il y a une aréte coupée, on obtient une couverture par les sommets
de taille au plus N.

Une légére modification permet d’adapter l'instance Zg au cas ou l'on
impose que les terminaux sont disjoints, et d’obtenir ainsi le résultat énoncé
précédemment. La grille posséde alors deux lignes et 2m colonnes. On as-
deg(u;)
1
7

socie, & chaque sommet u; de G, deg(u;) terminaux notés t},t2, ...,

dans Zg (on rappelle que Y ;" ; deg(u;) = 2m). Les terminaux sont, comme

précédemment, situés sur la ligne du bas, les ] étant regroupés par paquets

(c.-a~d., contigus) pour un méme i. En outre, on les ordonne de gauche a
deg(u;)

droite, t} étant le plus & gauche parmi les tf et t; étant le plus a droite,
toujours parmi les t{ (pour un ¢ donné). Entre ces deux terminaux, on trouve
donc tous les tg, pour j de 2 a deg(u;) — 1, et aucun autre terminal. On or-
donne les arétes de G comme suit : (4,7) < (¢,7) < (i <) ou (i =i et
j < j"). On associe ensuite a chaque aréte de G une liaison dans Zg, de telle
fagon que chaque apparition d’un sommet u; dans une aréte soit associée a
un terminal ¢/ différent. On pondére ensuite la grille de la fagon suivante
(voir la figure 5.2) :
— Chaque aréte de la forme (t?eg(ui), t}H
(il y en a n — 1) est pondérée par 1;
— Les autres arétes de la ligne horizontale du bas sont pondérées par
2m(n +1);
— Les arétes de la ligne horizontale du haut sont pondérées par 2m(n+1);
— Chaque aréte a la verticale d’un terminal de la forme ¢} (il y en a n)

) de la ligne horizontale du bas
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est pondérée par 2m ;
— Les autres arétes verticales sont pondérées par 1 (il y en a 2m — n).

On montre alors, par un raisonnement semblable au précédent, qu’il
existe une couverture par les sommets de taille au plus N si et seulement si
il existe une multicoupe de valeur au plus 2m(N + 1) — 1 : la multicoupe est
formée des arétes horizontales et verticales de valeur 1 et de N arétes verti-
cales de valeur 2m ; réciproquement, la couverture est formée des sommets
u; tels que ’'aréte de poids 2m située & la verticale du terminal tz1 est coupée.
Cela conclut la preuve. D’ou :

Théoréme 5.5. MCM est N'P-difficile au sens fort dans les grilles, méme
st tous les terminauz sont sur un des bords de la grille et sont deux & deux
distincts.

F1G. 5.2 — Une instance de COUVERTUREPARLESSOMMETS & 4 sommets et
I'instance de MCM associée (m = 5 ici). Les arétes en gras sont pondérées
par 2m(n + 1) (50 ici) ; les arétes en trait fin dont le poids n’est pas précisé
sont pondérées par 1. En outre, les liaisons sont dessinées en pointillés.

5.4.2 Complexité de MFEMI

Nous montrons que MFEMI est NP-difficile au sens fort dans les grilles

en effectuant une réduction a partir du probléme NP-complet au sens fort
3-PARTITION [76] :
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Données : Un ensemble F de 3m éléments, un entier B € N* et une
taille f(e;) € N* pour tout e; € E telle que % < fle) < % et telle que
S, cp fle) = mB.
Probléme : Peut-on partitionner F en m ensembles disjoints F1, ..., E,
tels que V1 <j<m, ZeieEj fle;) =B?
Notons que la condition % < fle;) < g pour tout e; € E implique que
chaque E; doit contenir exactement trois éléments de E. Pour notre réduc-
tion, on va utiliser une variante de ce probléme dans laquelle f(e;) > 2 pour
tout e; € E. Il n’est pas difficile de voir que ce probléme reste N'P-complet
au sens fort, car toute instance de 3-PARTITION peut étre transformée en
une instance équivalente de ce probléme en multipliant toutes les données,
sauf m (c’est-a-dire B et f(e;) Ve; € E), par 2.
Etant donnée une instance Z de la variante de 3-PARTITION, on construit
une instance Z' de MFEMI comme suit (voir la figure 5.3) :
— La grille possede m + 1 lignes et 6m colonnes;;
— Les arétes horizontales de la bande verticale située au milieu de la grille
(c.-a-d., entre les colonnes 3m et 3m + 1) sont pondérées par B, sauf
celle qui est située sur la premiére ligne, qui est pondérée par 1;

— La ¢ aréte verticale de la premiére bande horizontale est pondérée par
f(e;), pour i € {1,...,3m};

— Toutes les autres arétes sont pondérées par mB ;

— Il y a 3m liaisons, et tous les terminaux sont sur la ligne du haut ;

— La source et le puits de la ¢° liaison sont situés respectivement sur la

i¢ colonne et sur la (3m + )¢ colonne.

Le principe de la réduction est que tout chemin d’une source a son
puits doit traverser la bande verticale du milieu. Or, les capacités de la
premiére bande horizontale garantissent que la somme des flots routés vaut
> e.er f(ei) si et seulement si le i¢ des 3m flots vaut f(e;) (aucune unité de
flot n’étant, dans ce cas, routée a travers I'aréte de poids 1 puisque f(e;) > 2
pour tout 7 et que les flots sont insécables). En outre, si la somme des flots
routés vaut Zeie g f(ei), trois flots sont routés a travers l'aréte se trouvant
sur la bande verticale du milieu et sur la i€ ligne, pour i € {2,...,m+ 1}, et
la somme de ces trois flots vaut B. Cette partition des flots fournit ainsi la
partition des éléments de F. Donc, il existe une solution & Z si et seulement
si la valeur optimale de 7 est mB. D’ou :

Théoréme 5.6. MFEMI est N'P-difficile au sens fort dans les grilles, méme
st tous les terminaux sont du méme bord et distincts deur & deux.
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Sg Sy . Sm[1] S1 Sz - Sam
A L 4 @
flen)] [f(e2)]  [f(esn})] [mB] ([mB] [mB]
[MB] (MB] B ] [mWBB]]
1 [B.]
\/ ]

F1G. 5.3 — Instance pour la réduction de 3-PARTITION vers MFEMI.

5.5 Polynomialité de MFEM et MCM dans une fa-
mille de grilles uniformes

Dans cette section, nous élaborons des algorithmes polynomiaux pour
résoudre MFEM et MCM dans une famille de grilles uniformes bilatérales
associée au cas particulier de CDA étudié par Frank [69] (ces résultats ont
fait I'objet d’une publication en revue [19]).

Plus précisément, dans toute cette section, nous supposerons, comme
dans [66, 162], que les grilles uniformes (c’est-a-dire, dont toutes les arétes
sont pondérées par le méme entier ¢) que I'on étudie sont augmentées, c’est-
a-dire que chaque terminal est relié a la grille par une unique aréte pondérée
par la capacité c, & moins que 'on précise explicitement le contraire. Cette
hypotheése peut étre faite sans perte de généralité, puisqu’une grille uniforme
qui ne la vérifie pas peut aisément étre transformée en une grille équivalente
qui la vérifie. En effet, pour chaque liaison (s;, s}), il suffit de remplacer s;
et s, par min(deg(s;),deg(s;)) nouveaux terminaux (avec deg(s;),deg(s}) €
{2,3,4}) reliés par une unique aréte de poids c¢ & s; et s} respectivement,
et la liaison (s;, s;) par min(deg(s;), deg(s;)) nouvelles liaisons “paralléles”
définies sur ces 2min(deg(s;), deg(s})) nouveaux terminaux, pour tout i.

En outre, comme cela a été évoqué précédemment, on se concentrera
sur des problémes d’optimisation associés & CDA, le probléme étudié par
Frank dans [69] et [112, pp. 47-100]. Il suppose dans ces deux articles que les
grilles sont bilatérales. Or, comme nous ’avons déja mentionné, le probléme
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d’optimisation associé & CDA est MLCDA, qui est lui-méme équivalent (dans
les grilles) au probléeme MCDA défini sur une grille ou chaque source s;
(resp. puits s) est relié(e) au reste de la grille par une unique aréte a; (resp.
a}). L’hypothése faite par Frank est alors équivalente (pour les problémes
d’optimisation MCDA, MFEM et MCM) au fait de considérer que chaque
terminal est relié & un sommet d’un bord horizontal et qu’au plus un terminal
peut étre relié & un sommet donné. On fera référence a ce cas comme étant
le cas bilatéral augmenté. En section 5.5.3, on généralisera & MFEM nos
résultats concernant MCDA, et on supposera donc que toutes les arétes, y
compris a; et a; pour i € {1,...,|L|}, sont pondérées par ¢ > 2.

On peut remarquer que, d’une part, le corollaire 5.1 montre que MCM
est N'P-difficile dans les grilles augmentées ou les terminaux sont reliés a
des sommets des bords horizontaux, si plusieurs terminaux peuvent étre re-
liés au méme sommet (en fait, méme si seulement 5 terminaux peuvent étre
reliés au méme sommet, puisque COUVERTUREPARLESSOMMETS reste N'P-
difficile dans les graphes de degré maximum 3). D’autre part, nous montrons
dans les sections 5.5.1, 5.5.2 et 5.5.3 que MCM et MFEM sont polynomiaux
dans les grilles bilatérales augmentées (c’est-a-dire si au plus un terminal
peut étre relié & chaque sommet).

Nos résultats sont organisés de la fagon suivante. Nous résolvons d’abord
MCDA (section 5.5.1), puis MCM (section 5.5.2), et enfin montrons com-
ment utiliser ces résultats pour résoudre MFEM (section 5.5.3) et MFEMI
(section 5.5.4). Les sections 5.5.5 & 5.5.8 sont ensuite consacrées aux détails
de certaines preuves et algorithmes.

5.5.1 Reésolution de MCDA

Rappelons d’abord que, dans une grille bilatérale augmentée, chaque ter-
minal est relié par une unique aréte & un sommet de la ligne inférieure ou
supérieure, et au plus un terminal peut étre relié & un sommet donné. En
fait, on considérera qu’on relie par une aréte un et un seul sommet de degré
1 & chaque sommet des lignes inférieure et supérieure. Au plus un terminal
est placé sur chacun de ces sommets de degré 1, que I'on désignera (par abus
de langage) par sommets des bords horizontaux (les sommets auxquels les
sommets des bords horizontaux sont reliés étant simplement appelés som-
mets inférieurs et supérieurs). Deux terminaux sont du méme bord s'ils sont
reliés & des sommets du méme bord. La colonne d’un terminal désigne la
colonne du sommet de la grille auquel ce terminal est relié.

Etant donnée une instance de MLCDA dans une grille bilatérale aug-
mentée (c’est-a-dire une instance de MCDA, puisque ces deux problémes
sont équivalents dans ce cas), si toutes les liaisons sont verticales, alors elles
peuvent toutes étre routées verticalement. La multicoupe correspondante est
trivialement obtenue en coupant chaque liaison a sa source, c.-a-d., en sélec-
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tionnant chaque aréte a;, i € {1,...,|L|}, dans la coupe : dans ce cas, on a
Opt(MCDA) = Opt(MFEM) = |£]| (dans le cas ou ¢ > 2, on a Opt(MFEM)
= Opt(MCM) = |L|c). Afin d’éviter le cas trivial, on supposera donc dans
la suite de ce chapitre qu’il y a au moins une liaison non verticale. Notons
que, soit (5.5) est vérifié, soit il suffit d’enlever une seule liaison (une liaison
dont la source ou le puits est lié(e) & un coin de la grille, par exemple) pour
qu’il soit vérifié. D’aprés le théoréme 5.1, on a :

Proposition 5.2. Si (G, L) vérifie m > d alors
— Opt(MCDA) = |L]| si m > d et il existe un sommet non terminal sur
un bord horizontal ;
— Opt(MCDA) = |L]| si (5.4), (5.5) ou (5.6) est vérifié;
- Opt(MCDA) = |£| — 1 sinon.

La proposition 5.2 régle le cas ou (5.3) est vérifié. Notons en outre que
(5.4), (5.5) et (5.6) peuvent étre testés en O(n). Dans la suite de la section
5.5.1, nous supposons que (G,L) vérifie m < d. Notre approche consiste
a enlever suffisamment de liaisons pour obtenir une grille qui vérifie (5.3)
(on ne considére pas d’autres conditions nécessaires pour le moment). Une
formulation équivalente du probléme consiste & choisir dans £ autant de
liaisons que possible sans excéder une densité de m (voir les contraintes
(5.9) ci-dessous). Ce probléme peut étre formulé ainsi :

I£]
max Zzl
=1
(IPL) | t. q. > z;<m Vje{l,....n—1} (5.9)
i t. q. l; traverse v;
i € {0,1} vie{l,...,[]}  (5.10)

ot la variable z; est égale a 1 ssi la liaison [; = (s;, ;) est sélectionnée. (PL),
la relaxation continue de (IPL), est obtenue en remplagant les contraintes
(5.10) par

x; <1, Vie{l,...,|L|} (5.11)

et x; >0,Vie{l,..., ||}

Lemme 5.6. M, la matrice définie par le membre de gauche des contraintes
(5.9), est totalement unimodulaire.

Démonstration. Les bandes verticales traversées par chaque liaison étant
consécutives, il n'y a qu'une suite de 1 consécutifs sur chaque colonne de
M. Ainsi, M est une matrice d’'intervalle [149, p. 279] : donc, M est totale-
ment unimodulaire. O
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Par conséquent, nous savons que, m étant entier, toute solution de base
de (PL) est entiére : ainsi, la résolution de (/PL) est un probléme poly-
nomial. En fait, nous verrons en section 5.5.5 que (I PL) peut étre résolu
comme un probléme d’admission d’appels sur une chaine par un algorithme
combinatoire efficace [1]. Etant donnée une solution optimale z* quelconque
pour (IPL), soit L~ 'ensemble des liaisons sélectionnées dans z*, c.-a-d.,
I’ensemble des liaisons /; telles que z7 = 1. Une liaison de £ sera dite enlevée
si elle n’appartient pas & £L~. (G, £L7) a une densité égale & m, puisque, dans
toute solution optimale pour (I PL), au moins une des contraintes (5.9) est
saturée. Soit N* le nombre de liaisons dans (G, £7) : on a N* = Opt(IPL).
(G, L7) vérifie (5.3), et, de nouveau, soit (5.5) est vérifié ou le retrait d'une
seule liaison est suffisant pour qu’il soit vérifié, donc

Opt(MCDA) € {N* — 1, N*} (5.12)

Mais alors, est-ce que les N* liaisons sélectionnées par (I PL) peuvent
étre reliées par des chemins disjoints par les arétes 7 De maniére équivalente,
est-ce que (I PL) admet toujours une solution optimale qui vérifie (5.4), (5.5)
ou (5.6) ? La figure 5.4 montre un exemple ot N* = 8, mais Opt(MCDA) =
N* —1 = 7 : la seule solution admissible avec 8 liaisons est obtenue en
enlevant (s3, s4) et (sg, sg), mais elle ne satisfait aucune des trois conditions
(5.4), (5.5) et (5.6).

S1 S, iS3 S9 S10
| :
i :
l_._._!'. ................
|
i
......... e
i
i - "--n
S 0§ i Sy S

2 0 2 4 2 4 2 2 2

F1G. 5.4 — Une instance de MCDA ou d = 4 (en gras), |£| =n =10, m = 2,
N* =8 ((s3,55) et (ss,sg) sont enlevées) et Opt(MCDA) = 7 (les 7 chemins
sont en pointillés).

Généralement, il peut exister plusieurs solutions optimales pour (IPL),
et nous devons déterminer si I'une d’entre elles satisfait (5.4), (5.5) ou (5.6).
Montrons d’abord que la situation est beaucoup plus simple quand m est
impair.
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Proposition 5.3. Sim est impair, alors toute grille qui vérifie m = d vérifie

(5.5).

Démonstration. Supposons que (5.5) ne soit pas vérifié. Alors, tout sommet
d’un bord horizontal situé¢ & gauche (resp. a droite) de la bande verticale
saturée la plus a gauche vg (resp. la plus a droite vp) est un terminal.
Puisque dans une grille pleine toutes les densités sont paires (voir (5.2)),
la méme chose est vraie pour les deux sous-graphes situés respectivement
a gauche de vg et a droite de vp. Par conséquent, dg et dp, les densités
respectives de vg et de vp, sont paires. Mais, puisque vg et vp sont saturées,
dg = dp = m. m étant impair, on obtient une contradiction. ]

Puisque (G, L£7) vérifie m = d, la proposition 5.3 implique immédiate-
ment :

Corollaire 5.2. On a Opt(MCDA) = N* quand m est impair et (G, L)
vérifie m < d.

On doit encore traiter le cas général. Nous montrons le théoréme suivant :

Théoréme 5.7. Quand la grille (G, L) vérifie m < d, une solution opti-
male pour MCDA peut étre trouvée en résolvant O(n?) programmes linéaires
continus.

Démonstration. Dans cette preuve, nous ne ferons pas la distinction entre
une solution optimale z* pour (I PL) et la grille obtenue en enlevant toutes
les liaisons non sélectionnées dans cette solution (c.-a-d., toutes les liaisons ;
telles que x7 = 0). Si m est impair, alors d’aprés la proposition 5.3, résoudre
un seul programme linéaire suffit. De méme, si (G, L) vérifie (5.4), (5.5)
ou (5.6), alors on a Opt(MCDA) = N*, et le théoréme est donc démontré.
Autrement, nous recherchons d’abord une solution vérifiant (5.5). Soit vg
(resp. vp) la bande verticale de densité m la plus a gauche (resp. la plus a
droite) dans (G, L), et soit I, (resp. lg) la liaison la plus D-longue (resp. la
plus G-longue) traversant v (resp. vp). Alors, il existe une solution optimale
pour (IPL) qui vérifie (5.5) si et seulement si, [, ou lg étant enlevée (c.-a-
d., zg = 0 ou zg = 0), (IPL) a toujours une valeur optimale égale & N*.
En effet, le sens < est facile, et le sens = vient du fait que, étant donnée
une solution qui vérifie (5.5), on peut remplacer une liaison enlevée dont
le terminal de gauche est situé a gauche de vg (resp. dont le terminal le
droite est situé¢ a droite de vp) par I, (resp. par l;), et obtenir une solution
admissible de méme valeur. Ainsi, nous avons seulement deux programmes
linéaires a résoudre pour savoir s’il existe une solution optimale de (/PL)
qui vérifie (5.5).

Si une telle solution n’existe pas, nous recherchons alors une solution
vérifiant (5.6). Etant donnés deux sommets uy et us du méme bord, si u;
(resp. ug) est un terminal, on note l,, (resp. l,,) la liaison a laquelle il
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appartient ; sinon l,, (resp. l,,) est dite indéfinie. Supposons sans perte de
généralité que col(ui) < col(ug). Soit (5.9)y, 4, 'ensemble de contraintes
(5.9) ot m est remplacé par m — 1 pour j € {col(uy),...,col(ug) — 1} :
on a ainsi Zz t. q. l; traverse v; rp <m—1,Vj € {COl(ul)v .- '7COl(u2) - 1}7 et
Dot a. 1 traverse v; Ti < m,Vj € {1,...,col(u1)—1}U{col(usz),...,n—1}. Soit
(IPL(uj,u2)) le PL obtenu a partir de (I PL) en remplagant les contraintes
(5.9) par (5.9)y,; uy- Ces contraintes (5.9)q, 4, garantissent I’absence de bande
verticale saturée entre u; et ug. En outre, pour tout (uj,uz), la matrice
associée au membre de gauche des contraintes (5.9)y, 4, est M (comme dans
(5.9)). De fagon évidente, il existe une solution optimale de (I PL) qui vérifie
(5.6) si, ly, et ly, €étant enlevées (ou indéfinies), on a Opt(IPL(uy,u2)) =
Opt(IPL) = N*. L’idée est alors de résoudre (IPL(u1,uz2)) pour chaque
paire (u1,ug) telle que u; et ug sont du méme bord. Notons qu’il faut le faire
pour les deux bords horizontaux. Ainsi, nous avons & résoudre au plus O(n?)
programmes linéaires pour décider si (I PL) admet une solution optimale qui
vérifie (5.6).

Enfin, en utilisant les idées ci-dessus, nous pouvons vérifier s’il y a une
solution optimale vérifiant (5.4) en résolvant O(n) programmes linéaires (en
effet, il y a seulement O(n) paires (ui,u2) & considérer dans ce cas). Par
conséquent, nous avons O(max(2,7n,n?)) programmes linéaires & résoudre
pour décider si Opt(MCDA) est égal & N* ou non. O

Nous verrons en section 5.5.5 que n = O(|£|), et donc résoudre O(|L|?)
programmes linéaires suffit. Enfin, une fois qu’on a calculé Opt(MCDA) et
décidé quelles liaisons doivent étre routées, on peut utiliser les algorithmes
donnés dans [69] ou [162] pour construire effectivement les chemins disjoints
par les arétes.

5.5.2 Résolution de MCM

Dans cette partie, nous donnons un algorithme polynomial pour résoudre
MCM dans les grilles uniformes bilatérales augmentées. Nous commengons
par présenter quelques notions et résultats préliminaires.

Soit (G, L) (avec G = (S5, A)) une grille bilatérale augmentée et soit
Z = (G,L,U,D) une instance du probléme de multiflot avec demandes.
Rappelons que, pour chaque liaison I; = (s;, s}), a; et a} sont les arétes in-
cidentes & s; et a s} respectivement. Evidemment, une condition nécessaire
de solubilité pour Z est que min(U(a;),U(a})) > D((s;,s;)) pour chaque
i € {1,...,|L]}. Ainsi, supposons que cette condition soit vérifiée : alors,
résoudre le probléme de multiflot avec demandes sur (G, L) équivaut a le
résoudre sur la grille obtenue a partir de (G,L) en contractant chaque
a; et chaque a} en un seul sommet (et dont I'ensemble d’arétes est donc
A=A\Uieq,...jeplais ai}). Pour ce probléme, nous pouvons alors supposer
que (G, L) n’est pas une grille augmentée. Nous utiliserons le théoréme 5.2
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dans les sections 5.5.2 et 5.5.3. Pour I'instant, nous avons besoin du résultat
suivant concernant la condition de coupe dans les grilles non augmentées.

Lemme 5.7. Soit (G, L) (avec G = (S, A)) une grille bilatérale non aug-
mentée ou

(a) toutes les arétes horizontales ont la méme capacité Uy,

(b) toutes les arétes verticales ont la méme capacité U, > max D(l), sauf

celles qui sont sur la colonne la plus a droite ou sur la colonne la plus a
gauche, dont les capacités sont au plus Uy,
(c) toute bande horizontale hj VETifie Y, oot une arete de h Ua) > Zﬁll D(l;),
(d) soit Uy = Uy, soit chaque aréte verticale de la colonne la plus & gauche
et de la colonne la plus a droite est ausst pondérée par U,,.

Alors, la condition de coupe est vérifiée par tout X C S si et seulement
si elle est vérifiée par tout X C S tel que 0q(X) est une bande verticale de
la grille.

La preuve du lemme 5.7 est donnée en section 5.5.6. Dans la suite, nous
verrons que les grilles que nous aurons & considérer satisferont toujours les
hypothéses du lemme 5.7, et que 'on pourra donc appliquer le théoréme
5.2 si et seulement si la condition de coupe est vérifiée sur chaque bande
verticale, c.-a-d., pour Uy = 1, si et seulement si m > d.

Nous pouvons & présent décrire I’algorithme résolvant MCM. Rappelons
tout d’abord que, puisque nous supposons que toutes les arétes sont pon-
dérées par le méme entier, résoudre MCM équivaut a trouver un ensemble
d’arétes de cardinalité minimum dont la suppression sépare s; de s; pour
chaque liaison [; (ainsi, dans la suite de la section 5.5.2, nous supposerons
que ¢ = 1, & moins qu'une valeur différente ne soit explicitement donnée).
Nous résolvons MCM dans le cas bilatéral augmenté en utilisant une ap-
proche basée sur une relation de dualité. Nous commengons par proposer
une formulation en programme linéaire, et nous montrons comment cela four-
nit une solution admissible pour MCM. Ensuite, nous montrons qu’il existe
un multiflot continu ayant la méme valeur que cette solution particuliére.
Soient y;, j € {1,...,n — 1}, les variables duales associées aux contraintes
(5.9) et soient w;, i € {1,...,|L|}, celles associées aux contraintes (5.11). Le
programme linéaire dual de (PL) est donné par :

I£] n—1
min Zwi +m Z Yj
i=1 j=1
(PC) |t.q. wi+ > yi>1 Vie{l,...,|L]} (5.13)
J t. q.l; traverse v;
y; =0 Vie{l,...,n—1}(5.14)
w; > 0 vie{l,...,|L]} (5.15)
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Lemme 5.8. (PC) admet une solution optimale qui définit une multicoupe.

Démonstration. D’aprés les contraintes (5.13), puisque la fonction objectif de
(PC') doit étre minimisée et qu’elle n’a que des coefficients positifs, n’importe
quelle solution optimale vérifie y; < 1 pour tout j, et w; < 1 pour tout i.
D’aprés le lemme 5.6, la matrice des contraintes de (PC) est totalement
unimodulaire. Ainsi, si on considére seulement les solutions de base, on peut
remplacer les contraintes (5.14) et (5.15) par y; € {0,1} pour tout j et
w; € {0,1} pour tout i respectivement, et obtenir un programme linéaire en
nombres entiers dont toute solution définit une multicoupe particuliére C de
valeur ZL[::|1 w; + mZ?:—ll yj, donnée par (voir la figure 5.5) :

- w;, =1 a; € C;

—y; = 1 & v; est dans C, c.-a-d., toutes les arétes de v; appartiennent

a C.

y2=1

Sy Sy S3 Sy S5

p [ ] [ ] [ ] [ ]
Y <ws=1
Lo
L m=4
| 1
] I
] [}
] 7

[ ] [ ] [ ] L] [ ]

S S S S 1

F1G. 5.5 — Une coupe donnée par (PC).

C est effectivement une multicoupe puisque, d’aprés (5.13), pour chaque
liaison I; = (s;, s;), soit w; = 1 et donc a; est dans C (alors, s; est séparé de
la grille et donc de s)), soit il existe un j tel que l; traverse v; et y; = 1 (alors,
il existe une bande verticale située entre s; et s, dont les arétes (horizontales)

sont dans C). O

Si (G, L) vérifie m > d, alors par convention nous écrirons N* pour |L].
Soit (w*,y*) une solution optimale entiére pour (PC). D’aprés la relation
de dualité existant entre les programmes linéaires (PL) et (PC), nous avons
Opt(PL) = Opt(PC) = N* = Zﬁll wi+m Z;:ll y;. Ainsi nous pouvons ob-
tenir, en temps polynomial, une solution admissible pour MCM qui contient
N* arétes, c.-a-d., qui est optimale parmi toutes les multicoupes associées a
des solutions entiéres de (PC'). Mais il peut exister d’autres types de mul-
ticoupes, et nous devons montrer que cette solution est également optimale
pour MCM, c.-a-d., qu’il existe toujours une multicoupe optimale de ce type :
d’apres la section 5.5.1, la valeur optimale de MCDA peut étre N*—1 (voir la
figure 5.4), ce qui laisse un écart d’une unité entre Opt(MCDA) et Opt(PC).
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Lemme 5.9. Dans les grilles bilatérales augmentées non pondérées, on peut
router un multiflot continu de valeur N*.

Démonstration. On considére le probléme de multiflot avec demandes décrit
en section 5.2. On construit une instance Z de ce probléme pour prouver
le lemme 5.9 : l'idée est de travailler sur (G,£7). (G,£~) a N* liaisons, et
on a U(a) = 1 pour chaque aréte a. On définit les demandes comme étant
D(l) = 1 pour chaque liaison [ dans £, et on considére Z = (G, L™, U, D).
(G,L£7) a une densité égale & m, donc la condition de coupe est vérifiée
par chaque bande verticale. En outre, Z vérifie (a), (b), (c) et (d), et donc,
d’apres le lemme 5.7, (G, £L7) vérifie la condition de coupe ; par conséquent,
le lemme 5.9 découle de la premiére partie du théoréme 5.2. O

Si toutes les arétes sont pondérées par un unique entier ¢ > 2, alors la
valeur optimale de (PC') est N*c, et on peut router un multiflot continu de
cette valeur : on définit U(a) = ¢ pour chaque aréte a et D(l) = ¢ pour
chaque liaison [ dans (G, L), et on applique le lemme 5.7. La valeur de tout
multiflot admissible étant au plus la valeur de toute multicoupe, le lemme
5.9 implique qu’il n’y a aucun saut d’intégrité pour MCM, et donc :

Corollaire 5.3. Dans le cas bilatéral augmenté, une solution optimale pour
MCM est obtenue en résolvant (PC).

Nous donnons en section 5.5.8 une preuve alternative (et constructive)
du lemme 5.9. En outre, en section 5.5.5, nous proposons un algorithme
combinatoire efficace pour résoudre (PC) et donc, d’apreés le corollaire 5.3,
pour calculer une multicoupe optimale.

5.5.3 Reésolution de MFEM

Dans cette section, nous résolvons MFEM dans le cas bilatéral augmenté,
sous U’hypothése que ¢ > 2 (la section 5.5.1 traite le cas ¢ = 1). Rappelons
que N* = Opt(PL) si m < d, et N* = |L| sinon. Le résultat principal de
cette section est le théoréme suivant :

Théoréme 5.8. Si (5.4) n'est pas vérifié, si ¢ est impair, si |L| = n et si
d<m< Ld_—cl—‘, alors Opt(MFEM) = |L|c — 1; Sinon Opt(MFEM) = N*c.

La preuve du théoréme 5.8 est donnée en section 5.5.7, ou les différents
cas sont traités dans quatre lemmes (voir le tableau 5.1 dans cette section).
Les détails de la preuve montrent également que résoudre MFEM quand
¢ > 2 nécessite simplement de trouver (G, L™), c.-a-d., de résoudre un seul
programme linéaire. Ceci contraste avec MCDA, pour lequel le théoréme 5.7
prouve que, dans le pire cas, on doit résoudre O(|£|?) programmes linéaires.
En outre, on peut noter que la valeur optimale de MFEM quand ¢ > 2 est

égale & N*c si m < d ou si m est assez grand (c-a-d., si m > [49]); a
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Iinverse, la valeur optimale de MCDA n’est pas toujours égale & N* quand
m < d, et n’est jamais égale a |L| lorsque m > d, que (5.4) n’est pas vérifié
et que |£| = n (méme si m est trés grand).

Il faut remarquer que, bien que ce probléme soit polynomial, sa résolu-
tion exacte a l'aide d'un logiciel comme CPLEX reste problématique. Par
exemple, considérons une grille bilatérale augmentée avec 6 colonnes, 6 liai-
sons, 7 lignes, une capacité uniforme de 5 et o1, sur la ¢ colonne, se trouve
la source de la 7 — i€ liaison et le puits de la ¢ liaison pour tout ¢. Alors,
d’aprés le théoréme 5.8, la valeur optimale de MFEM est 6 x 5 — 1 = 29,
car 6 < 7 < {%] = 8, bien qu’il existe un multiflot continu de valeur 30.
Cependant, malgré I’apparente simplicité de cette instance de taille trés rai-
sonnable, le logiciel CPLEX 9.0 [95] trouve une solution entiére de valeur 29
au bout de quelques secondes seulement, mais, méme au bout d’'une semaine
de calcul, ne parvient pas a prouver l'optimalité de cette solution (sa borne
supérieure restant 30, la valeur de la relaxation continue).

5.5.4 Reésolution de MFEMI

Nous traitons ici de la résolution de MFEMI dans les grilles uniformes
bilatérales augmentées.
Si on peut router N* chemins disjoints par les arétes, le probléme est
polynomial (on route c¢ unités de flot sur chacun des N* chemins). Sinon, on
peut obtenir une solution approchée de valeur (N* — 1)c en procédant de la
méme fagon (la valeur optimale étant au plus N*c). En outre, si m > d et
s’il n’existe que |£| — 1 chemins disjoints par les arétes, la valeur optimale
est (|£] — 1)c (et le probléme est donc polynomial), car :
— 9l existe un ¢ tel qu’aucune unité de flot n’est routée de s; a s, alors
de toute évidence le multiflot insécable total est borné par (|£| — 1)c;

— Sinon, il existe nécessairement deux flots ¢, et ¢s qui partagent au
moins une aréte (puisqu’il n’existe que |£| —1 chemins disjoints), et on
a done SIZh 0y = 50,0 06+ (60 + 65) < (I£] = 2)c + ¢ < (1£] = e,
ou ¢; est le flot routé de s; a s, pour tout 1.

En fait, nous conjecturons le fait suivant :

Conjecture 5.1. Opt(MFEMI) = ¢ - Opt(MCDA) dans les grilles bilaté-
rales augmentées de capacité uniforme c. Par conséquent, MFEMI est poly-
nomial dans ce cas.

Remarquons que, dans le cas général, ceci n’est pas vrai. Considérons
par exemple une instance de MFEMI dans une étoile ayant trois feuilles,
une capacité uniforme de 2, et une liaison entre toute paire de feuilles. On
a Opt(MFEMI) = 3 (une unité¢ de flot routée entre chacune des trois paires
de feuilles) et Opt(MCDA) x ¢ = 2 (car Opt(MCDA) = 1).
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5.5.5 Aspects algorithmiques

Résoudre (IPL) et (PC). Dans les sections 5.5.1 et 5.5.3, nous avons
montré comment (I PL) peut étre utilisé pour résoudre MCDA et MFEM
respectivement. Dans la section 5.5.2, nous montrons, au moyen d’une rela-
tion de dualité, qu’une solution optimale entiére pour (PC') est une solution
optimale pour MCM. Dans cette section, nous décrivons deux algorithmes
combinatoires, ACL et ACC, résolvant respectivement (I PL) et (PC). En
outre, la preuve de validité détaillée ci-dessous montre que ACL fournit éga-
lement une solution optimale pour tout (I PL(uj,u2)) (ceci étant nécessaire
dans la preuve du théoréme 5.7 de la section 5.5.1).

PROCEDURE ACL // ACL résout (IPL)
Entrée: Une grille (G, £) a m lignes, avec £ = {l1,...,[ ¢}
Sortie: L~ C L tel que |£7| = N* et la densité de (G, L7) est m

Trier les liaisons de telle sorte que l;11 soit plus D-longue que l;, pour chaque
ie{l,...,|L] —1};
Pour chaque i de 1 a |£]| faire
Sélectionner [; dans £~ si cela n'augmente aucune densité au-dela de m ;
// si on résout (IPL(u1,u2)), remplacer simplement m par m — 1
// pour chaque vj,j € {col(u1),...,col(uz) — 1}

FinPour

On ne peut lancer 'exécution de ACC qu’aprés la fin de I'exécution de
ACL, puisque L~ doit avoir été calculé. Pour décrire AC'C, nous devons pré-
senter la notion de zone d’influence. Nous verrons en (5.18) qu’une liaison
sélectionnée dans AC'L doit étre coupée une seule fois. Par conséquent, au
moment ol une bande verticale v; traversée par une liaison sélectionnée (di-
sons ;) est ajoutée a la multicoupe, on sait qu’aucune autre bande verticale
traversée par [; n’y sera ajoutée. Afin de garantir ceci, on définit [; comme
la liaison la plus G-longue traversant v;, et la zone d’influence de v; comme
la région entre vj et le terminal de gauche de /5. Toute bande verticale situ¢e
a gauche de v; qui est traversée par l;f se trouve dans la zone d’influence
de v;. A chaque étape, la zone d’influence compléte est définie comme étant
I'union de toutes les zones d’influence déja définies. Par conséquent, quand
v; est la bande verticale courante examinée par I’algorithme, mettre a jour
la zone d’influence signifie trouver l;f. Par exemple, dans la figure 5.5, vy est
dans la multicoupe et sa zone d’influence est définie par I = (s1,}) (ou par
(s3, %)) : alors, aucune autre bande verticale se trouvant entre vg et la ligne
verticale la plus & gauche (ou se trouve si, le terminal de gauche de 1) ne
sera ajoutée & la multicoupe. Ainsi, dans cet exemple, vy est la seule bande
verticale qui appartient & la multicoupe.
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PROCEDURE ACC // ACC résout (PC)
Entrée: Une grille (G, £7) avec G = (S, A)
Sortie: Une multicoupe C C A telle que |C| = N*

zone d’influence := (;
C:=10; // initialement, la coupe est vide
1. Pour chaque bande verticale v; de droite a gauche faire
Si v; est saturée dans (G, L) alors
Si v; n’est pas dans la zone d’influence alors
C:=CuU/{arétes de v;}; // v; est ajoutée a la multicoupe
Mettre a jour la zone d’influence;
FinSi
FinSi
FinPour
2. Pour chaque liaison [; sélectionnée dans AC'L qui n’est pas encore coupée faire
C:=CU{ai}; // li est coupée a sa source

FinPour

Validité. Nous prouvons a présent 'optimalité de ACL et de ACC en utili-
sant les conditions des écarts complémentaires liées aux programmes linéaires
duaux (PL) et (PC). Rappelons que M (la matrice des contraintes de ces
deux PL) est totalement unimodulaire et notons z* et (w*, y*) des solutions
optimales entiéres de (PL) et (PC') respectivement. Alors, les conditions des
écarts complémentaires sont données par :

— Draprés (5.9) 1 47 (m — 32, 1. traverse v; x}) = 0. Cela signifie :

v; est dans la multicoupe (y* = 1) seulement si elle est saturée xi=m
J J 7

i/l; traverse vj

(5.16)
— D’apres (5.11) : w}(1 — x7) = 0. Cela signifie :
une liaison enlevée (xf = 0) ne peut pas étre coupée a sa source (w} = 0)
(5.17)
— D’apres <513) : xf((wf + Ej/li traverse v; y;k) - 1) = 0. Cela Signiﬁe :

*

une liaison sélectionnée () = 1) est coupée une fois seulement | w; + E y; =1

j/l; traverse v;
(5.18)
Tout d’abord, notons que la solution donnée par ACL est admissible.
Ensuite, les solutions données par ACL et ACC vérifient les conditions des
écarts complémentaires. En effet, d’'une part nous ne sélectionnons dans la
multicoupe que des bandes verticales qui sont saturées (5.16), d’autre part
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une liaison non sélectionnée dans AC'L n’est jamais coupée a sa source (5.17),
et, enfin, toute liaison sélectionnée dans AC'L est coupée une fois dans ACC
(au moins a I'étape 2), mais jamais deux fois ou plus (c.-a-d., on n’a jamais
Wi+ 3251, traverse v Yj = 2), a cause de la notion de zone d’influence (5.18).
On doit encore montrer que la solution donnée par ACC définit bien une
multicoupe, c.-a-d., que chaque liaison enlevée est effectivement coupée.

Lemme 5.10. Toute liaison enlevée dans ACL est coupée dans ACC'.

Démonstration. Supposons qu’il existe une liaison enlevée qui n’est pas cou-
pée, disons [. Soit v la bande verticale la plus & gauche qui soit traversée
par [ et qui soit saturée dans (G, L) (v existe, puisque sinon [ aurait été
sélectionnée dans ACL). Soit © la bande verticale la plus & gauche parmi
celles situées a droite de v et qui sont dans la multicoupe (0 existe, puisque
sinon v est la bande verticale saturée la plus a droite dans (G, L), et donc
v appartient & la multicoupe et [ est coupée), et soit [ 1a liaison définissant
la zone d’influence de 0. v est dans cette zone d’influence, puisque sinon v
est dans la multicoupe et donc [ est coupée.

| a été examinée avant [, puisque [ est strictement plus D-longue que [
(car [ traverse 0, et pas [). En outre, d’aprés le choix de v, toutes les bandes
verticales saturées traversées par [ sont traversées par [. Donc [ aurait du
étre sélectionnée 4 la place de [ dans ACL ; une contradiction. Ceci conclut
la preuve. O

Implémentation efficace. Nous prouvons a présent que ACL et ACC
peuvent s’exécuter en temps O(|L|), et donc que tous deux ont des temps
d’exécution asymptotiquement optimaux. D’aprés le théoréme 5.1, on ne
modifie pas la solubilité de I'instance si on suppose qu’il n’y a pas plus de
deux colonnes consécutives sans terminaux dans la grille. Puisqu’il y a 2|L|
terminaux, on peut supposer sans perte de généralité que n < 6|L].

En outre, comme (G, £) est une grille de capacité uniforme ¢, donner c,
m, n et les |L] paires (col(s;),col(s})) (ainsi que I'indication, pour chaque
terminal, du bord horizontal auquel il appartient) est suffisant pour décrire
entiérement les données. Ainsi, nous supposons que 'entrée de AC'L est un
tableau Ty de taille n = ©(|L|), ou le j¢ élément contient, pour chacun
des deux (ou moins) terminaux se trouvant sur la j¢ colonne de la grille, la
colonne du terminal associé (c’est-a-dire du puits associé si c¢’est la source
d’une liaison, de la source associée sinon). Si, par exemple, un ensemble de
paires (col(s;), col(s})) est donné, on peut facilement calculer Ty, en O(| L)),
en parcourant cet ensemble de paires une fois. Exécuter AC' L peut étre fait en
résolvant une instance du probléme d’admission d’appels sur une chaine (voir
[1] pour les détails) : chaque bande verticale de la grille v; devient une aréte
b; de la chaine, chaque liaison devient un appel, et la capacité de chaque b; est
m sion résout (IPL), et m—1 (sij € {col(uy),...,col(ug)—1}) oum (sinon)
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si on résout (I PL(u1,uz2)) pour une paire (uj,u2) donnée. Il est montré dans
[1] que ce probléme peut étre résolu en O(p+q), ot p est le nombre d’appels et
q le nombre d’arétes. Dans notre cas, onap = [£| et ¢ = n—1 = O(|L|), donc
ACL s’exécute en O(|L]). Montrons que c’est également le cas pour ACC.
La difficulté principale pour ACC est de mettre a jour efficacement la zone
d’influence. L’entrée de ACC' est le tableau 7' = Tycy, \ {liaisons enlevées}.
On peut calculer en O(|L]) les densités de cette nouvelle grille en utilisant
(5.2); on les stocke ensuite dans un nouveau tableau 7a. A chaque étape,
Ta sera utilisé pour savoir si la bande verticale courante est saturée ou pas.
Si cette bande est ajoutée a la multicoupe, 7" sera alors utilisé pour trouver
la liaison qui définit sa zone d’influence.

Soient v; et vj41 deux bandes verticales consécutives de la multicoupe.
La liaison définissant la zone d’influence de ¥; ne peut pas avoir son terminal
de droite a la droite de 741, puisque sinon cette liaison traverse a la fois v; et
Ujy1, et est donc strictement plus G-longue que la liaison définissant la zone
d’influence de ©;4; : une contradiction. Ainsi, quand une bande verticale est
ajoutée a la multicoupe, trouver sa zone d’influence exige seulement d’exa-
miner les liaisons dont les terminaux de droite sont situés entre cette bande
verticale et la précédente bande appartenant a la multicoupe. Donc, pendant
toute l'exécution de ACC, chaque colonne dans 7' est examinée seulement
une fois. Puisque la méme chose est vraie pour chaque bande verticale, le
temps d’exécution de 'étape 1 est O(max(|7’|,|7a])) = O(|L]). En outre,
au moment ol une liaison est examinée, on peut savoir si elle traversera une
bande verticale appartenant a la multicoupe, et 'enlever de 7" si c’est le cas.
L’étape 2 consiste alors & couper a sa source toute liaison qui reste dans 7.
ACC s’exécute donc effectivement en temps O(|L]).

5.5.6 Preuve du lemme 5.7

Nous détaillons & présent la preuve du lemme 5.7, énoncé et utilisé en
section 5.5.2.

Lemme 5.7. Soit (G, L) (avec G = (S, A)) une grille bilatérale non aug-
mentée ol

(a) toutes les arétes horizontales ont la méme capacité Uy,

(b) toutes les arétes verticales ont la méme capacité U, > max D(l), sauf

celles qui sont sur la colonne la plus a droite ou sur la colonne la plus a
gauche, dont les capacités sont au plus Uy,
(c) toute bande horizontale hj verifie Y, .ot une arete de n, Ula) = ZLQI D(l;),
(d) soit Uy = U, soit chaque aréte verticale de la colonne la plus a gauche
et de la colonne la plus o droite est aussi pondérée par U,.

Alors, la condition de coupe est vérifiée par tout X C S si et seulement
st elle est vérifiée par tout X C S tel que 0q(X) est une bande verticale de
la grille.
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Démonstration. La nécessité de la condition de coupe sur chaque bande
verticale étant évidente, nous montrons sa suffisance. Soit X C S tel que
U(6a(X)) < D(6£(X)). On peut supposer s.p.d.g. que X est connexe. Mon-
trons alors que l'on peut trouver une bande verticale qui viole la condition
de coupe.

Soit D* = max;e, D(I) et soit n le nombre de colonnes de la grille. X
est “encadré” par deux colonnes, cr & gauche et ca a droite : cela signifie
que, pour chaque sommet u dans X, u est situé entre la I'¢ et la A€ colonne
incluse (en prenant I" aussi grand que possible et A aussi petit que possible).
La preuve est organisée de la fagon suivante : dans la premiére partie, nous
supposons que I' > 1 et A < n; dans la seconde, nous considérons le cas ol
I'=1louA=n.

Supposons d’abord que I' > 1 et A < n. Si X ne contient aucun sommet
supérieur ou inférieur, |d2(X)| = 0 : une contradiction. Si X ne contient
aucun sommet supérieur (resp. inférieur), alors, X étant connexe, dg(X)
contient au moins A — I' 4+ 1 arétes verticales (une pour chaque colonne
entre cr et ca), tandis que d.(X) contient au plus A —T'+1 arétes, puisqu’il
y a au plus A —I" 4+ 1 terminaux entre cr et ca. Donc, d’aprés (b) :

UGa(X)) > (A—T+1)U, > (A—T +1)D* > D(6:(X))  (5.19)

une contradiction. Par conséquent, X contient au moins un sommet supérieur
et un sommet inférieur : X “touche” & la fois la ligne horizontale du bas
et celle du haut. Etant donné un sous-ensemble Y C S, soit 6%(Y) (resp.
61.(Y)) I'ensemble des arétes verticales (resp. horizontales) dans d¢(Y). On a
6c(Y) = S&(Y)USE(Y) et U(6(Y)) = U(6%(Y))+U (65 (Y)). On transforme
X en un sous-ensemble X’ C S contenant tous les sommets entre cr et ca
(c.-a-d., X' est le plus petit rectangle contenant X, voir la figure 5.6(a)).
Puisque X est connexe et touche la ligne horizontale du bas et celle du haut,
|6 (X)| > 2m, et on a donc :

U(h(X)) > 2mUy, = U(68(X") (5.20)

Par souci de simplicité, on notera d. (X — X') Pensemble des liaisons étant
dans 0c(X) et pas dans 6¢(X'). De fagon évidente, on a D(dz(X — X)) >
D(6,(X)) — D(62(X")). Pour chaque aréte verticale a qui a été enlevée de
0&:(X) quand X a été transformé en X', au plus une liaison a été enlevée de
9, (X) (une liaison ayant un terminal sur la méme colonne que a), donc

0£(X — X" < [66(X)] = 106(X7)| = [6&(X)] (5.21)
puisque [0g(X")| = 0. Donc, on a :
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D(6.(X)) = D(6£(X")) < D(c(X = X))
< D*|6.(X — X')]
< Upog(X — X7)]

~—
d’apres (b)

S BleX)=U06(X)) (522)

d’apres (5.21)

En combinant (5.20), (5.22) et D(d2(X)) > U(da(X)), on obtient :

D@c(X)) = D(e(X)) - U(05(X))
> U(e(X)) = U(4(X)) = U(d6(X))
= D0c(X) > UG(X) =U@a(X) (5.23)

d’apres (5.20)

Par conséquent, X’ viole également la condition de coupe. (5.23) implique

D@c(X)= > DU+ >,  Dl:)>Ua(X") =2mU,
l; traversant vp_q l; traversant va
= soit > D(l;) > mUy, soit > D) >mUy,
l; traversant vp_1 l; traversant va

Ainsi, vp_1 ou va viole la condition de coupe, et le lemme 5.7 est dé-
montré. Etudions maintenant le cas ott X touche la colonne la plus & gauche
et/ou la plus a droite. Supposons que I' = 1 et A < n (le cas ot A = n
et I' > 1 peut étre traité de maniére symétrique). Si X ne touche ni la
ligne du bas ni la ligne du haut, (d) implique que dg(X) contient au moins
A arétes pondérées par U,, puisqu’il contient au moins une aréte horizon-
tale appartenant a va, a au moins A arétes verticales (au moins une pour
chaque colonne) et, d’aprés (b), au plus une colonne a des arétes ayant des
capacités inférieures a U,. Ceci implique que la contradiction (5.19) reste
vraie, et par conséquent X touche nécessairement la ligne inférieure et la
ligne supérieure. En outre, pour chaque aréte verticale (v € X,w € S\ X)
de la premiére colonne (une telle aréte n’est pas dans dg(X’)), il existe une
aréte horizontale b,, sur la méme ligne que w qui est dans dg(X) et pas dans
da(X'), et qui est telle que, sur cette ligne horizontale, il n’y a aucun sommet
de X entre w et le sommet le plus & gauche de b,, (puisque sinon w € X,
voir la figure 5.6(b)). D’aprés (b) et (d), soit U((u,w)) = U, > D*, soit
U(by) = U, > max(U((u,w)), D*), et donc, en remplagant “= U(04(X))”
par “< U(6&(X) U {by/3(u,w) € dq(X)})”, (5.22) reste vraie dans ce cas.
Enfin, U(6%4(X) \ {bw/3(u,w) € dc(X)}) > mU, = U(S&(X")), et donc
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X
m=38
XV
=2 A=5 premiére colonne A® colonne
(a) CasT'>1let A <n. (b) CasI' =1.
_______ B P
| X | il 4 X_ . |
[ E— — L - T —
bl_____ti‘lou by by by 1 'I
| X | e )
=== 3T

(c) Cas T' = 1, A = n et 0g(X) est une bande (d) CasT' =1, A =n
horizontale ou 'union de deux bandes horizontales. et dc(X) contient une
aréte horizontale a.

F1G. 5.6 — Exemples pour le lemme 5.7.

une preuve similaire & celle donnée ci-dessus montre que (5.23) reste vraie.
dc(X') étant la A® bande verticale, le lemme 5.7 est démontré.

Supposons maintenant que I' = 1 et A = n. Si X ne touche pas les
lignes inférieure et supérieure, alors on a une contradiction puisqu’il existe

des arétes b1, ..., b, dans dg(X) telles que >, U(b,) > Zﬁ‘l D(l;) (avec

ZL[::|1 D(l;) > D(6,(X))). En effet, ou bien chaque aréte verticale est pondé-
rée par U, > D* (alors, on choisit une aréte verticale appartenant a dg(X)
sur chacune des n colonnes et on obtient le résultat désiré), ou bien dg(X) est
soit une bande horizontale soit 'union de deux bandes horizontales (alors, on
applique (c¢), voir la figure 5.6(c)), ou bien 6¢(X) contient une aréte horizon-
tale a (voir la figure 5.6(d)), et, d’aprés (d), a est pondérée par U, (ainsi, on
construit un sous-ensemble E de dg(X) en choisissant b,, comme étant a et,
pour p € {1,...,n—1}, b, comme étant une aréte verticale de la p® colonne ;
alors, d’aprés (b), la bande horizontale h; contenant by vérifie (U(dg(X)) >)
U(E) = 34 est une aréte de n; U (@), et on peut appliquer (c)).

Par conséquent, X touche les lignes inférieure et supérieure. Alors, pour
les mémes raisons que dans le cas ou I' = 1 et A < n, (5.22) reste vrai, et
puisque U(3%(X’)) = 0, on peut prouver comme précédemment que (5.23)
reste vrai. Mais comme [0g(X')| = [02(X’)| = 0, on obtient une contradic-
tion. O
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5.5.7 Preuve du théoréme 5.8

Rappelons que N* = Opt(PL) si m < d, et N* = |L| sinon. Nous
donnons a présent la preuve du théoréme 5.8, énoncé en section 5.5.3.

Théoréme 5.8. Si (5.4) n'est pas vérifié, si ¢ est impair, si |L| = n et si
d<m <[], alors Opt(MFEM) = |L|c—1; Sinon Opt(MFEM) = N*c.

Démonstration. 1l faut distinguer plusieurs cas. La preuve du théoréme 5.8
sera une conséquence directe des preuves des quatre lemmes suivants. Dans la
suite, comme en section 5.5.2, & chaque fois que m > d, on ne fera pas la dis-
tinction entre (G, L) et (G, L7). Rappelons aussi que, lorsque l'on considére
une instance du probléme de multiflot avec demandes, on peut transformer
cette instance en une instance équivalente dans une grille non augmentée
(voir la section 5.5.2). Donc, lorsqu’on considére ce probléme, on suppose
toujours que les grilles sont non augmentées. Le tableau 5.1 résume les ré-
sultats des lemmes 5.11, 5.12, 5.13 et 5.14.

c>2
c est pair ¢ est impair
Lemme 5.11 m<d d<m < [4] m > [2&]

Val. opt. Lemme 5.12 | |[£| <nou (5.4) | |[L]|=net (5.4) | |[£] <nou (5.4) | |[L] =net (5.4)
= N*c Val. opt. est vérifié n’est pas vérifié est vérifié n’est pas vérifié
= N*c Lemme 5.12 Lemme 5.14 Lemme 5.12 Lemme 5.13

Val. opt. Val. opt. Val. opt. Val. opt.

=|L]|c =|Llc—1 = |L|c =|L|c

TAB. 5.1 — Résumé de la preuve du théoréme 5.8.

Le cas ol ¢ est pair est immédiat.

Lemme 5.11. Supposons que c soit pair. Alors Opt(MFEM) = N*c.

Démonstration. Comme dans la preuve du lemme 5.9, on considére (G, £L7)
et on définit une instance Z = (G, L~,U, D) du probléme de multiflot avec
demandes, telle que D(l;) = ¢ pour chaque liaison [; dans £~. Rappelons
que la fonction de capacité est donnée par U(a) = ¢, pour chaque aréte a.
Comme c est entier, U et D sont & valeurs entiéres. En outre, U(a) et D(l;)
étant pairs pour chaque aréte a et chaque liaison [; respectivement, la condi-
tion eulérienne (5.7) est vérifiee. Puisque (G, L™) vérifie m > d, l'inégalité
Zli traversant v; D(ll) < de < me = Za est une aréte horizontale de v; U(a) est ve-
rifiée pour chaque j, et ainsi la condition de coupe est vérifiée sur chaque
bande verticale. De surcroit, Z vérifie (a), (b), (¢) et (d) (voir la section
5.5.6) ; ainsi, d’apreés le lemme 5.7, le théoréme 5.2 s’applique. D’apreés le co-
rollaire 5.3, ceci nous fournit un multiflot entier ayant la méme valeur qu’une
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multicoupe, et qui est donc optimal : le lemme 5.11 est démontré. La preuve
du théoréme 5.2 étant constructive, cela fournit également un algorithme
pour router les flots entiers. O

Dans la suite de la section 5.5.7, nous supposons que c est impair. Le
lemme 5.12 régle plusieurs cas.

Lemme 5.12. Supposons que ¢ soit impair. Supposons en outre que m < d,
ou que m > d et soit N* = |L| < n soit (5.4) est vérifié. Alors, la valeur
optimale de MFEM est N*c.

Démonstration. Si m < d et si m est impair alors, d’aprés le corollaire 5.2,
Opt(MCDA) = N*. Si m < d, si m est pair et si (G, L) vérifie (5.4), (5.5)
ou (5.6), alors, d’apres le théoréme 5.1, on a aussi Opt(MCDA) = N*. Il en
est de méme lorsque soit m > d et (5.4) est vérifié, soit m > d et |L| < n.
En outre, si m = d et m est impair alors, d’aprés la proposition 5.3, (G, £)
vérifie (5.5) et, par conséquent, Opt(MCDA) = |£| = N*. Notons que c’est
également vrai lorsque m = d, que m est pair et que (G, £) vérifie soit (5.5)
soit (5.6). Dans tous ces cas, nous prouvons le lemme 5.12 en utilisant le
fait que, pour MFEM, une solution admissible de valeur N*c est obtenue en
routant ¢ unités de flot sur chacun des N* chemins disjoints par les arétes.
Comme dans la preuve du lemme 5.11, le corollaire 5.3 implique que ceci
fournit un multiflot entier ayant la méme valeur qu’une multicoupe, et qui
est donc optimal. Dans tous ces cas, cela montre que, a chaque fois que
(G, L7) vérifie les hypothéses du théoréme 5.1, résoudre MFEM se fait en
résolvant MCDA.

Le dernier cas a considérer dans ce lemme est le cas oil ¢ est impair,
m < d, N* <n, m est pair et (G, L) ne vérifie aucune des trois conditions
(5.4), (5.5) et (5.6).

Pour traiter ce cas, on doit seulement montrer que l’instance du pro-
bléme de multiflot avec demandes Z = (G,L,U, D), avec U(a) = ¢ pour
chaque aréte a et D(l;) = ¢ pour chaque liaison /; dans £, admet une solu-
tion entiére. Cela fournira un multiflot entier de valeur |£7|c = N*c. Nous
commencons par transformer 'instance en une nouvelle instance en dimi-
nuant la capacité de plusieurs arétes et en ajoutant des liaisons “virtuelles”
a (G, L), de sorte que la nouvelle instance vérifie la condition eulérienne
(5.7), et nous appliquons ensuite le théoréme 5.2. De fagon évidente, si la
nouvelle instance admet une solution, alors 'instance initiale admet une so-
lution entiére. D’abord, pour (G,£7), on a :

Assertion 5.1. Soit h le nombre de bandes verticales saturées dans (G,L™).
Si (G, L7) ne vérifie aucune des trois conditions (5.4), (5.5) et (5.6), alors,
dans chaque ensemble X;, j € {2,...,h}, contenant tous les sommets des
bords horizontauzr qui sont situés entre la j — 1¢ et la j© bande verticale
saturée, il y a soit zéro soit deux sommets non terminauz. En outre, si X1
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(resp. Xpy1) désigne l’ensemble des sommets des bords horizontauzr qui sont
situés a gauche (resp. a droite) de la bande saturée la plus a gauche (resp. la
plus a droite), alors tout sommet dans Xy (resp dans Xp11) est un terminal.

Démonstration. Considérons d’abord la deuxiéme partie de ’assertion 5.1 :
d’apreés le théoréeme 5.1, X7 (resp. Xpy1) est tel que tous ses sommets sont
des sommets terminaux, puisque sinon (G, L) vérifie (5.5). En outre, dans
chaque X;, j € {2,...,h}, il y a au plus deux sommets non terminaux
(un sur chaque bord horizontal), puisque sinon (G, L£™) vérifie (5.6). Pour
prouver la premiére partie de 'assertion 5.1, supposons qu’il existe un j
tel que dans X, il y a un seul sommet non terminal u. Soit v la ¢ bande
verticale saturée dans (G, L7), et soit d} sa densité. Notons que dans (G, L)
il y a un nombre pair de sommets non terminaux sur les bords horizontaux,
puisqu’une liaison a deux terminaux. On peut donc coupler ces sommets non
terminaux ensemble, et former de nouvelles liaisons virtuelles, obtenant ainsi
une grille pleine : soit (G, ﬁ_) cette nouvelle grille. u a été couplé avec un
sommet w : supposons sans perte de généralité que w est situé a droite de
v;’f. Rappelons que, dans (G, L£7), d;‘—1 et d;-‘ sont égales & m. En raison de
la structure de (G, L£L7), toute nouvelle liaison virtuelle traversant U5 (resp.
vi_q) traverse vi_; (resp. v}), sauf (u,w) qui traverse seulement v;. Donc,

si N;j_1 désigne le nombre de liaisons virtuelles traversant v;‘_l, les nouvelles

densités de v;_; et vj dans (G, ﬁ_), désignées respectivement par cij_l et

d;, sont données par

CZj_l = d;—l + Nj_l =m+ Nj_l (5.24)
et A
dj:d;—i-(Nj_l—Fl):m-i-Nj_l-i-l (5.25)

(G, ﬁ_) étant une grille pleine, toutes ses densités sont paires (voir la
proposition 5.1 en section 5.2). Cependant, d’aprés (5.24) et (5.25), dj_1
et cfj sont de parité différente : une contradiction. L’assertion 5.1 est ainsi
démontrée. O

On transforme maintenant la grille (non augmentée) en une nouvelle grille
vérifiant la condition eulérienne. Pour chaque sommet v impair dans X, j €
{2, ceey h}, u est un sommet non terminal (puisque tous les autres sommets
ont un degré pondéré égal a 4c), et, d’aprés 'assertion 5.1, il existe toujours
un unique autre sommet non terminal sur la ligne inférieure ou supérieure
qui appartient & X, disons w : on ajoute alors la liaison (u,w) a (G, £7). On
appelle liaisons virtuelles de telles liaisons, comme dans ’assertion 5.1. Soit
UL, ..., Uy € u’l, . ,u’m les sommets situés sur la colonne la plus & gauche
et la colonne la plus a droite respectivement, tels que, pour chaque i, u; et
u; sont sur la i ligne horizontale. Pour chaque i € {1,..., %}, on diminue
dun la capacité des arétes (ug;_1,ug;) et (uy; 1, Usy;)-



CHAPITRE 5. ETUDE DES PROBLEMES DANS LES GRILLES 145

Soit (G, £7) la grille obtenue a partir de (G, £7) en ajoutant les liaisons
virtuelles puis en diminuant les capacités comme expliqué ci-dessus. On a
U((ugi—1,u2:)) = U((ug;_y,us;)) = ¢ — 1 pour chaque i, et U(a) = ¢ pour
toute autre aréte a. On définit D((u,w)) = 1 pour chaque liaison virtuelle
(u,w), et D(I;) = ¢ pour chaque liaison I; dans £~. Soit Z = (G, £~,U, D). U
et D sont & valeurs entiéres, et (G, L, U, D) vérifie la condition eulérienne,
puisque, pour chaque v € V., U(dg(v)) +D(64-(v)) € {3c—1,3c+1,4c}. En
outre, une liaison virtuelle ne traverse aucune bande verticale saturée, donc
(G,ﬁ_) vérifie m > d, puisque (G, L7) le vérifie. Il est facile de voir que
7 vérifie (a), (b) et (d). Finalement, nous montrons qu’elle vérifie aussi (c).
711);u_ne2 .pgf‘;,u E(;u;ail’ag?leab:ande horizontale hj, Y. oot une aréte de h U(a) >

>, D) = > D)+ > D((u, w))
l,eL— lieL~ (u,w) est une liaison virtuelle

= N7¥c+ |{liaisons virtuelles}|
= N'c¢c+(n—N")=N'(c—1)+n

Puisque N* < n -1, N(c—=1)4+n <nc+ (1 —c). Onac > 2 et
¢ est impair, donc 1 — ¢ < —2. Par conséquent, Elieéf D(l;)) <nc—2<
D st une aréte de h U(a). Mais alors (c) est vérifié, et donc le lemme 5.7 et le

théoréme 5.2 s’appliquent. Par conséquent, 7 admet une solution entiére, et
on peut ainsi router un multiflot entier de valeur N*c + |{liaisons virtuelles}|
pour Z, et donc de valeur N*c pour l'instance initiale Z. Ceci termine la
preuve du lemme 5.12. ]

On doit encore traiter le cas ot m > d, N* = |£| = n, ¢ est impair et
(G, L) ne vérifie pas (5.4).

Lemme 5.13. Si ¢ est impair, si |£] = n et si m > [-2], alors on a

c—1
Opt(MFEM) = |£L|c.

Démonstration. Pour chaque liaison l; dans (G, L), on définit D(l;) = c.
On utilise la méme idée que dans le lemme 5.12 : on transforme la grille
(non augmentée) en une nouvelle grille qui vérifie la condition eulérienne.
Les seuls sommets impairs sont ceux situés sur la colonne la plus & gauche
et sur la colonne la plus a droite, puisque tous les autres sommets ont un
degré pondéré égal a 4c. On construit la nouvelle grille en diminuant de un la
capacité de chaque aréte horizontale, et on a ainsi U(a) = ¢ — 1 pour chaque
aréte horizontale a et U(a’) = ¢ pour chaque aréte verticale a’. Soit (G, £)
cette nouvelle grille et soit Z = (G, LU, D). U et D sont a valeurs entiéres,
et (G, L, U, D) vérifie (a), (b), (c) et (d), et la condition eulérienne également,
puisque, pour chaque v € V, U(dg({v})) + D(0s({v})) € {3c — 1,4c — 2}.
En outre, (G, ﬁ) vérifie la condition de coupe sur chaque bande verticale
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v; puisque, pour chaque j, > (o ersant v, D(l;) < dec < ([C‘f—cl])(c —-1) <

m(c — 1) = D, est une aréte de v; U(a). Par conséquent, le lemme 5.7 et le
théoréme 5.2 s’appliquent, et 7 admet une solution entiére : le lemme 5.13
est donc démontré. O

Le lemme 5.14 régle le dernier cas.

Lemme 5.14. Supposons que (G, L) ne vérifie pas (5.4), que ¢ soit impair,
que |L] =n et que d < m < [Cdfﬂ. Alors la valeur optimale de MFEM est
|L]c—1.

Démonstration. Nous montrons d’abord que ’on peut router au plus |£|c—1
unités de flot. Pour ce faire, nous avons seulement & prouver que l'instance
du probléme de multiflot avec demandes Z = (G, L,U, D), avec U(a) = ¢
pour chaque aréte a et D(l;) = ¢ pour chaque liaison /; dans £, n’admet pas
de solution entiére. Supposons qu’elle en admette une. Le point principal de
notre preuve est que seule une quantité paire d’unités de flot peut traverser
chaque aréte horizontale. En effet, le volume total de flot a router est exac-
tement égal & la capacité de chaque bande horizontale, et, par conséquent,
pour chaque aréte horizontale a, pour chaque unité de flot routée de “droite
a gauche” & travers a, il doit y avoir une unité de flot routée “de gauche a
droite” & travers a. Donc, étant donné un routage admissible, la capacité
inutilisée sur chaque aréte horizontale est au moins 1, et on peut ainsi rame-
ner chaque capacité horizontale de ¢ & ¢ — 1 sans affecter le routage. Mais
alors, m(c—1) < dc (puisque m < [-2%7) et la condition de coupe n’est plus
vérifiée : une contradiction.

Nous prouvons maintenant que ’on peut router un multiflot entier de
valeur |£|c — 1. On définit les sommets u; et u; comme dans le lemme 5.12.
Soit I = (s1,s}) la liaison de £ dont le terminal de gauche est uj, c.-a-
d., le coin supérieur gauche de la grille (non augmentée) (on suppose sans
perte de généralité que u; est s1). On enléve des lignes de (G, £) jusqu’a ce
que m = d. Evidemment, d (et donc m) est pair puisque |£| = n implique
que (G, L) est une grille pleine (voir la proposition 5.1). On diminue de un
la capacité de chaque aréte (ug;, uzit1), ¢ € {1,...,% — 1}, et de chaque
aréte (ug;_y,uy;), ¢ € {1,...,%}. On diminue également de un la capacité
de chaque aréte horizontale de la m® ligne qui est située entre la premiére
et la col(s})¢ colonne. On définit les demandes comme étant D(l;) = ¢ pour
chaque liaison l; # [; dans £, D(l1) = ¢—1. On a U(a) = ¢ pour chaque aréte
a, sauf pour les arétes dont les capacités ont été diminuées & ¢ — 1 comme
expliqué. Soit (G, £) la grille obtenue a partir de (G, £) en diminuant ces
capacités, et soit 7 = (G, LU, D).

On va montrer une variante du lemme 5.7 en adaptant la preuve de ce
lemme. Nous suivons donc le schéma de sa preuve, et nous ne détaillerons que
les changements notables. Nous commencgons par le cas T' > 1 et A < n. Les
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preuves de (5.19), (5.21) et (5.22) sont inchangées, par contre (5.20) doit étre
modifié. En effet, on n’a pas toujours U(6%(X)) > U(6%(X")) (voir la figure
5.7). Par contre, on a U(0%4(X)) > U(6&(X')) — 1 (I'égalité se produisant
dans le cas illustré dans la figure 5.7), puisque 5g(X ) contient au plus une
aréte horizontale de poids ¢ — 1. En outre, le cas “défavorable” est celui ou
s) ¢ X et 8] € X' (car, dans tous les autres cas, U(%4(X)) > U(6&(X")),
et le reste de la preuve est donc identique a la preuve du lemme 5.7). Dans
ce cas, comme $1 ¢ X (car I' > 1), on a (s1,8]) ¢ 0.(X) et il s'ensuit
|02(X — X')| < [04(X)]. On peut donc montrer (5.23) de la facon suivante :
D(c(X') 2 D(32(X)) — UE(X)) + 1 > U(E(X)) +1 = U(EA(X")), et
on termine la preuve comme dans le lemme 5.7.

.......................................

——0—0——© L

Fi1G. 5.7 — Un exemple du cas “défavorable”.

Etudions & présent le cas ott I' > 1 et A = n. Si X ne touche pas les lignes
inférieure et supérieure, alors dg(X) contient I' arétes verticales (pondérées
par ¢ = U, sauf une (au plus), pondérée par c—1) et une aréte horizontale (de
poids au moins ¢—1) ; on a donc U(dg(X)) > (I'=1)c+(c—1)+(c—1) > T¢c
(car ¢ > 2 = 2c — 2 > ¢). Ainsi, la contradiction (5.19) est toujours vraie;
X touche donc les deux bords horizontaux. Le reste de la preuve est alors
identique & la preuve du lemme 5.7 (car (5.20) est vrai, c.-a-d., U(6%(X)) >
U(68(X")), méme dans le cas “défavorable” ott s} ¢ X et s| € X).

Dans le cas ou I' = 1 et A < n, on montre que X touche les deux
bords horizontaux par une preuve similaire au cas précédent (en prouvant
que U(6g(X)) > Ac). Ensuite, on suit le schéma de la preuve du lemme 5.7.
Comme dans le cas ot I' > 1 et A < n, la seule modification de la preuve
concerne ’équation (5.20) dans le cas “défavorable” (on s ¢ X et s} € X').
Plagons-nous dans ce cas. Remarquons qu’on a U(6%(X) \ {by/3(u,w) €
6c(X)}) > U(SL(X")) — 1. Si 81 € X, alors D(6z(X — X)) < (D*—1) +
(|0(X = X")|—=1)D* < (|62(X — X")|)D* =1 (car (s1,5]) € 62(X — X)), et



CHAPITRE 5. ETUDE DES PROBLEMES DANS LES GRILLES 148

on peut donc montrer (5.23) de la fagon suivante : D(d.2(X")) > D(6(X)) —
U(0(X)Ufbu /3, w) € 66(X)})+1 > UE(X)\{bu/3(u, w) € 36(X)})+
1> U(6&(X")), et on termine la preuve comme dans le lemme 5.7. Sinon (si
s1 ¢ X),ona(s,s)) ¢ 0-(X), et donc [0 (X—X")| < [6%(X)|. On peut alors
montrer (5.23) de la fagon suivante : D(d2(X")) > D(0£(X)) — U(0g(X) U
{bw/I(u,w) € d5g(X)}) +1 > UOGKX) \ {bw/I(u,w) € dc(X)}) +1 >
U(68(X")), et on finit la preuve comme dans le lemme 5.7.

Le dernier cas & considérer est le cas ou I' = 1 et A = n. X touche les
deux bords horizontaux, car sinon, soit d¢(X) contient une bande horizontale
et donc U(dg(X)) > |Llc—1 = D(6,(X)), soit dg(X) contient au moins une
aréte horizontale (de poids au moins ¢ — 1) et donc U (3¢ (X)) > (|L]c—2)+
(c—=1) > |Llc—1=D(d£(X)) (car ¢ > 2); dans les deux cas on obtient une
contradiction. Le reste de la preuve suit le schéma de celle du lemme 5.7.

En conclusion, (G,ﬁ) vérifie la condition de coupe puisqu’elle la vérifie
sur chacune des bandes verticales. En outre, U et D sont a valeurs entiéres,
et la condition eulérienne (5.7) est vérifiée. Le théoréme 5.2 s’applique donc,
ce qui implique que 7 admet une solution entiére. Le lemme 5.14 est ainsi
démontré. O

Ceci termine la preuve du théoréme 5.8. ]

5.5.8 Un algorithme pour router un multiflot continu de va-
leur N*c dans une grille uniforme bilatérale augmentée

Le lemme 5.9 montre qu’il existe un multiflot continu de valeur N*c dans
les grilles uniformes bilatérales augmentées. Dans cette partie, nous donnons
une preuve alternative de ce lemme en décrivant un algorithme simple qui
fournit un multiflot continu ayant cette valeur. Il s’appuie sur ’algorithme
décrit en section 5.3.4 pour résoudre le probléme MCLM dans les canaux
denses avec Uy, = 1 et U, = 2.

Tout d’abord, si on peut router N* chemins disjoints par les arétes, alors
il existe un multiflot entier de valeur N*c; par conséquent, ce cas est trivial
en utilisant les résultats de la section 5.5.1. On s’intéresse donc au cas ol
seuls N* — 1 chemins disjoints par les arétes peuvent étre routés. Rappelons
que, dans ce cas, (G, L) ne vérifie pas (5.4) (la grille est donc strictement
bilatérale) ; par contre, I'assertion 5.1 s’applique (donc, si la grille n’est pas
pleine, on peut la compléter en ajoutant des liaisons virtuelles qui ne modi-
fient pas sa densité, et obtenir ainsi une grille pleine). En outre, soit N* < ||
et m est pair (car si m est impair, d’apreés la proposition 5.3, (5.5) est vérifié
et on peut donc router N* chemins disjoints par les arétes), soit N* = |L]| et
(G, L) est une grille pleine, et donc de densité d paire (on peut par consé-
quent supposer m = d sans perte de généralité). Dans les deux cas, on a un
nombre pair de lignes a considérer. On obtient donc un canal dense qui véri-
fie les hypotheéses de la section 5.3.4, excepté le fait que la capacité verticale
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n’est pas paire. Cependant, on considére dans un premier temps qu’elle lest,
et on route les liaisons en utilisant 1'algorithme décrit en section 5.3.4 (en
considérant les lignes deux par deux).

Ensuite, pour chaque i € {1,..., 5}, pour la paire formée des 27 — 1° et

2¢¢ lignes, on construit un routage fractionnaire de la fagon suivante :

— A chaque chemin du routage initial on associe un autre chemin ayant
les mémes extrémités (les deux chemins forment ainsi un “rectangle”),
comme représenté sur la figure 5.8;

— On route un flot de valeur £ sur chaque chemin (et donc sur tout seg-

2
ment d’un des “rectangles” circule un flot de valeur ).

F1G. 5.8 — Routage du multiflot continu dans un canal dense.

Il n’est pas difficile de voir qu’a chaque liaison est associé un flot continu
de valeur totale ¢ et que le multiflot fractionnaire obtenu est admissible. En
effet, il suffit pour cela de montrer qu’aucune contrainte de capacité n’est
violée. Rappelons que, dans le routage initial, sur la paire formée des 2i — 1¢
et 2¢° lignes, une liaison vers la gauche et une liaison vers la droite sont
routées a travers chaque bande verticale d’une région dense. Donc, d’aprés
la fagon dont sont construits les “rectangles”, exactement deux d’entre eux
passeront par chaque aréte horizontale d’une région dense, pour un flot total
de valeur § + § = c : la contrainte de capacité est par conséquent respectée
sur toute aréte horizontale. En outre, toujours dans le routage initial sur les
2i — 1¢ et 2:¢ lignes, pour toute colonne dans une région dense [a, 3] (sauf
les deux colonnes « et [3), le chemin d’une liaison vers la gauche (ou vers la
droite) s’arréte en cette colonne et le chemin d’une nouvelle liaison vers la
gauche (ou vers la droite) en est issu. En d’autres termes, d’aprés la fagon
dont sont construits les “rectangles”, exactement deux d’entre eux passeront
par l'aréte verticale située sur cette colonne et entre les 27 — 1° et 2:¢° lignes.
En ce qui concerne la colonne « (resp. la colonne (), le chemin d’une liaison
vers la gauche (resp. vers la droite) s’arréte en cette colonne et le chemin



CHAPITRE 5. ETUDE DES PROBLEMES DANS LES GRILLES 150

d’une liaison vers la droite (resp. vers la gauche) en est issu; le raisonnement
précédent s’applique donc de fagon similaire. On peut ainsi en déduire que la
contrainte de capacité est respectée sur toute aréte verticale, ce qui conclut
la preuve de validité de ’algorithme.

Enfin, il convient de remarquer que le multiflot construit par cet al-
gorithme est entier si ¢ est pair : ceci fournit donc également une preuve
alternative du lemme 5.11.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un algorithme polynomial simple
pour résoudre MCLM dans des canaux denses ayant des capacités horizontale
et verticale quelconques, étendant ainsi les résultats présentés dans [66], ou
seules des capacités unitaires sont considérées. Pour U, = 2 et U, = 1 et
pour U =1 et U, = 2, le temps d’exécution de notre algorithme glouton est
linéaire en la taille de la grille. En outre, nous avons montré que, si U, > 1
ou U, > 1, 'existence d’une solution implique I'existence d’une solution oul
toutes les liaisons sont routées suivant des plus courts chemins, alors que ceci
n’est pas vrai si Uy = U, = 1. Cela montre également que notre algorithme
résout la variante du probléme ot 'on cherche & minimiser la longueur du
plus long chemin.

De surcroit, nous avons prouvé que MCM et MFEMI restaient NP-
difficiles dans les grilles méme sous certaines hypothéses restrictives, et nous
avons exhibé un cas particulier ot MCM et MFEM sont polynomiaux. L’ana-
lyse de la validité de nos algorithmes s’appuie sur des résultats antérieurs
concernant des problémes de décision connexes a nos problémes d’optimi-
sation [69, 70, 134], et Palgorithme combinatoire résolvant MCM s’exécute
en temps linéaire. Nous avons également montré que 1’écart entre les valeurs
optimales de MCM et MFEM était au plus un. Bien que décider si ces deux
valeurs sont égales requiert d’exécuter 'intégralité de I'algorithme, calculer
une solution éloignée d’au plus une unité de 'optimum se révéle donc trés
rapide. Quoi qu’il en soit, nous ignorons si le facteur O(n?) dans I’énoncé
du théoréme 5.7 peut étre amélioré. Enfin, nous voudrions faire remarquer
que, dans ce chapitre, les temps d’exécution des algorithmes de routage ont,
parfois, été omis a dessein. La complexité de I’algorithme résolvant MCDA
et MFEM refléte donc uniquement le temps nécessaire pour décider combien
d’unités de flot sont routées pour chaque liaison. Pour construire un routage
explicite, il convient d’utiliser les algorithmes donnés dans [69, 70, 134, 162].

Bien qu’il serait intéressant d’étendre nos résultats de polynomialité &
d’autres classes de graphes pour lesquelles on sait résoudre CDA et carac-
tériser ses solutions (et notamment des classes de graphes ou, comme les
grilles, les degrés pondérés de tous les sommets ne se trouvant pas sur la face
extérieure sont pairs), de tels résultats paraissent difficiles & obtenir, car, par
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exemple, CDA est polynomial dans les graphes étudiés par Frank dans [70]
(ces graphes sont planaires, ont tous leurs terminaux sur la face extérieure
et les degrés pondérés de tous leurs sommets ne se trouvant pas sur la face
extérieure sont pairs), alors que MCDA est AP X-difficile dans les graphes
planaires superficiels (qui sont un cas trés particulier des graphes étudiés
dans [70]) et MCM est AP X-difficile dans les étoiles non pondérées [80].






Chapitre 6

Multicoupes dans les graphes
planaires

6.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous étudions la complexité de MCM dans les graphes
planaires (non orientés). Nous commengons par rappeler quelques résultats
utiles.

Dahlhaus et al. ont montré que, dans les graphes quelconques, CMTM
(et donc MCM) était AP X-difficile méme avec trois terminaux (c’est-a-dire,
pour MCM, avec trois liaisons) [54|. Néanmoins, si le nombre de terminaux
(et donc de liaisons) est fixé, ils ont également montré que CMTM deve-
nait polynomial dans les graphes planaires [54] (d’autres algorithmes ont été
obtenus par Hartvigsen [91] et Yeh [164]; nous détaillons celui de Yeh a la
fin de cette section), et Garg et al. ont montré que MCM était polynomial
dans les arbres [80]. Lorsque le nombre de liaisons et de terminaux est quel-
conque, Dahlhaus et al. ont montré que CMTM restait N'P-difficile dans les
graphes planaires [54], alors que MCM est AP X-difficile dans les étoiles non
pondérées [80]. Enfin, dans les graphes planaires;, CMTM est polynomial si
tous les terminaux sont sur la face extérieure [42], et MCM admet un al-
gorithme O(1)-approché [157] (alors que, pour le cas général, on ne connait
qu’'un algorithme O(log|L|)-approché [79]).

Sur la base de ces résultats, I'une des questions qui nous a intéressé est
la suivante : quelle est la complexité de MCM dans les graphes planaires
lorsque le nombre de terminaux est fixé? Pour tenter d’y répondre, nous
avons cherché a concevoir un algorithme polynomial pour ce probléme. Dans
ce chapitre, nous exposons deux nouveaux résultats qui ont découlé de cette
étude. Nous commencons par décrire rapidement 1'une des pistes que nous
avons suivies, car elle nous a poussé a nous intéresser de prés a 'algorithme
de Yeh pour CMTM. Ainsi, nous avons fini par découvrir que cet algorithme
était en réalité incorrect, et par comprendre pourquoi : une propriété struc-

153
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turelle fondamentale utilisée dans la preuve de cet algorithme est fausse.
Nous détaillons donc un exemple ou cette propriété n’est pas vérifiée. En-
suite, nous montrons comment résoudre MCM en temps polynomial dans les
graphes planaires ayant un nombre de terminaux fixé et tous leurs terminaux
sur la face extérieure.

Nous donnons auparavant une bréve description du principe de 'algo-
rithme de Yeh, qui a le mérite d’étre plus simple que ceux de Dahlhaus et
al. et d’Hartvigsen.

L’algorithme de Yeh pour CMTM. Commencons par donner quelques
définitions (nous utilisons la méme terminologie que dans [164]). Etant donné
un graphe planaire G et une liste 7 de ¢ terminaux {¢i,...,%,}, on note :
— GP le dual de G;
— C' une coupe multiterminale minimum séparant G en ¢ composantes
connexes (t; étant séparé de t;, pour i # j);
— OP C GP 1a coupe duale de C (c’est-a-dire I'ensemble d’arétes dual
de C);
— 5; la composante connexe contenant t; aprés avoir enlevé les arétes de
C;
— C; C C la coupe séparant t; de 7 \ t; dans C';
- CiD cCPla coupe duale de Cj.

Si un sommet w de CP est adjacent & au moins trois sommets de CP,
alors w est appelé une jointure-duale (dual-joint en anglais) dans C. Une
jointure-duale dans G est une face dans G, et la frontiére d'une telle face
est appelée cycle-jointure (joint-cycle en anglais). H, le graphe des compo-
santes de G est le graphe planaire dont les sommets «; sont les composantes
S; de G, deux sommets «; et a; de H étant adjacents si et seulement si
S; et S sont adjacentes dans G (c'est-a-dire ssi C; N C; # 0). Enfin, on
note wj1,...,w;p, les p; jointures-duales contenues dans CiD , pour chaque
i (c’est une numérotation arbitraire des jointures-duales : puisque chaque
jointure-duale est adjacente a plusieurs CZ-D , deux appellations wj, j; et w;,j,
peuvent trés bien correspondre & la méme jointure-duale). Le lemme suivant
est évident :

Lemme 6.1. Etant donné i € {1,...,q}, si S; et C; sont 6tés du graphe,
alors C" = C'\ C; est une coupe multiterminale minimum pour le graphe
obtenu.

En appliquant ce lemme pour ¢ de 1 & ¢ — 2, on obtient :

Corollaire 6.1. Aprés avoir enlevé Uie{l,...,q72} S; et Uie{l,...,q—2} C;, une
coupe multiterminale minimum pour le graphe obtenu est simplement une
coupe minimum dans ce graphe.
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L’idée de Yeh est donc de construire une coupe multiterminale en iden-
tifiant et en enlevant de facon itérative les composantes S;. Evidemment,
I’étape la plus difficile consiste & identifier ces composantes. Pour cela, Yeh
énonce les propriétés suivantes :

Lemme 6.2 (Théorémes 2 et 3 de Yeh [164]). Pour chaque i :

1. C; est une coupe qui sépare A; = {t;, v}y, ..., v}, } de Bi =T\ {t;}, ot
vy; est un sommet (dit sommet frontalier) se trouvant a la fois dans S;
et sur le cycle-jointure de w;j, j =1,...,p;;

2. Si Cl # C; est une coupe séparant A; de B;, alors C' = (C'\ C;) UC!

est aussi une coupe multiterminale ;

3. C; est une coupe minimum séparant A; de B;, et (C'\ C;))NCF =10
pour toute coupe minimum C; séparant A; de B;.

Ainsi, son algorithme consiste a choisir, pour un ¢, les sommets frontaliers
Ui 7”2;1-7 et a calculer ensuite une coupe minimum entre les ensembles A;
et B; définis ci-dessus; la composante obtenue est ensuite 6tée. Cette pro-
cédure doit étre itérée jusqu’a ce qu’on obtienne une coupe multiterminale.
Cependant, il existe de nombreuses fagons de choisir ces sommets, et toutes
doivent étre essayées. L’argument principal de la preuve de Yeh réside dans
le fait que le nombre de sommets frontaliers & choisir pour un ¢; donné est
au plus le nombre de cycles-jointures associés. Or, chaque cycle-jointure du
graphe initial correspond & une face du graphe des composantes qui, lui, pos-
séde ¢ sommets, et donc au plus 2g — 4 faces (d’aprés (1.1) en section 1.2).
Si g est borné, le nombre de sommets frontaliers a choisir est donc borné.

Yeh montre ainsi que la complexité de cet algorithme est :

2/7| — 3\ 4 (2 —=3T|+1

0 (("2) o= P (2L 7 dogtan 7)) 4 TR + g
11 est donc plus rapide que les algorithmes de Dahlhaus et al. et d’Hartvig-

sen. En outre, comme nous ’avons déja mentionné, il est également beaucoup

plus simple. Cependant, nous allons montrer qu’il est en réalité incorrect.

6.2 Une tentative avortée pour résoudre MCM

Nous détaillons & présent la piste qui nous a conduit & étudier de prés 'al-
gorithme de Yeh. Nous espérions résoudre MCM dans les graphes planaires
ayant un nombre fixé de terminaux a ’aide d’une approche combinant une
variante de la technique d’énumération des partitionnements (décrite en sec-
tion 3.1) et une variante de 'algorithme de Yeh. Plus précisément, on peut
remarquer que 1’on ne peut pas résoudre MCM en se ramenant directement
a une instance de CMTM sur un graphe planaire (qui pourrait ensuite étre
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résolue a 'aide de n’importe lequel des trois algorithmes décrits dans [54],
[91] et [164]), car, lorsqu’on utilise la technique d’énumération des partition-
nements, on doit ajouter des sommets et des arétes additionnels, et cette
opération peut détruire la planarité du graphe.

L’idée est donc la suivante : une fois que les arétes de n’importe quelle
solution optimale S pour une instance de MCM ont été enlevées, les som-
mets du graphe sont répartis dans ¢(S) < 2|£| composantes connexes, cha-
cune contenant au moins un terminal (tout sommet du graphe étant relié
a au moins un terminal), et aucune ne contenant a la fois s; et s} pour un
i. Pour chaque solution optimale, on peut alors définir le partitionnement
suivant pour les terminaux : pour chaque %, le i paquet du partitionne-
ment contient les terminaux contenus dans la i€ composante connexe. En
énumérant tous les partitionnements composés d’au plus 2|L| paquets (ce
qui nécessite d’énumérer plus de partitionnements que dans la section 3.1),
on est siir de trouver tous ceux qui sont associés & des solutions optimales
pour MCM. Si l'on considére I'exemple trés simple d’'une chaine non pon-
dérée s1, 81, 52, 85, 53,83, - - -, S|z|s s"ﬁ| (ou ¢(8) = |£] + 1 pour toute solution
optimale §), le partitionnement

{{s1}, {5/17 s2}, {8/27 CEY SR {s\,£|—17 Slﬁl}’ {STL|}}

est associé a une solution optimale pour MCM, mais

{{317527 s 7S|£\}7 {81178/27 e '78‘/£\}}

ne l'est pas (car chacun des deux paquets induit plusieurs composantes
connexes).

On se retrouve ainsi a devoir résoudre le probléme suivant (qui est équi-
valent & CMTM dans les graphes généraux, mais pas dans les graphes pla-
naires) : étant donné un graphe dont les arétes sont pondérées et un par-
titionnement des terminaux, trouver une coupe multi-ensemble minimum,
c’est-a-dire un ensemble d’arétes de poids minimal dont la suppression sé-
pare 7; de 7; pour i # j, ot 7; est le i° ensemble de terminaux (ou paquet)
du partitionnement. Ce probléme (CMEM), introduit dans [58], est défini
comme le Probléme de la Coupe Multiterminale Colorée dans [54], ou il est
montré qu’il est N'P-difficile dans les graphes planaires, méme si le nombre
de paquets dans le partitionnement est fixé (notons que la preuve du théo-
réme 3.4 en section 3.2.1 montre que, pour un nombre fixé de paquets dans le
partitionnement, CMEM est polynomial dans les graphes de largeur d’arbre
bornée). On pourrait donc penser que cette transformation est sans intérét
(puisqu’on se raméne a un probléme qu’on ne sait pas résoudre) ; pourtant,
il est possible de ’améliorer.

Soit Z une instance connexe de MCM, soit S une solution optimale pour Z

telle que Q(S) = IMAaXg / S est une solution optimale pour IQ(S) et soit I(S) I'ins-
tance de CMEM définie a partir de Z en considérant le partitionnement
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associé & S. Si Opt(Z) et Opt(Z(S)) désignent respectivement les valeurs
optimales de Z et Z(S), on a Opt(Z) = Opt(Z(S)), car :
— Toute solution pour Z(S) est une solution pour Z, donc Opt(Z) <
Opt(Z(S)); _ N i
— Lavaleur de S est Opt(Z) et S est admissible pour Z(S), donc Opt(Z) >

Opt(Z(S)).
En particulier, toute solution optimale pour Z (5’ ) est une solution opti-
male pour Z. Donc, d’aprés la définition de S, cela implique que, aprés avoir

enlevé les arétes de n’importe quelle solution optimale pour Z(S), on obtient
exactement q(S) composantes connexes. En d’autres termes, tout paquet du
partitionnement associé¢ a Z (5') induit une seule composante connexe dans
toute solution optimale (c’est-a-dire que, aprés avoir enlevé les arétes de la
solution, tous les terminaux de ce paquet appartiennent a la méme compo-

sante connexe). Il nous reste donc a résoudre Z(S) lorsque toute solution
optimale induit ¢(S) composantes connexes.

Ce probléme est un peu plus général que CMTM (et, évidemment, un peu
moins que CMEM) : en effet, toute solution optimale pour une instance de
CMTM avec g terminaux induit exactement ¢ composantes connexes, donc
CMTM est un cas particulier de ce probléme (out chaque paquet contient
un seul terminal). Néanmoins, adapter I’algorithme de Yeh a ce probléme ne
semble pas problématique, car il convient de noter que cet algorithme cherche
a définir les fronti¢res des S; (c’est-a-dire les CP) : en d’autres termes, dans
ce cas, il n’y a pas de différence fondamentale entre séparer {¢;, v}, ... ,v;“pi}
de T\ {t;} et separer 7; U {v}},...,v;, } de T\ 7; (ot les vj; sont tels que
définis dans le lemme 6.2). C’est au cours de ce travail que nous nous sommes
apercu que le lemme 6.2 était faux (et, plus précisément, que les points 2 et
3 de ce lemme 1’étaient).

Considérons l'instance de CMTM donnée en figure 6.1, et intéressons-
nous a la coupe multiterminale optimale dessinée en pointillés. C{J (la fron-
tiere de Sp, avec t; € S1) contient quatre jointures-duales, et, sur chacun
des quatre cycles-jointures associés, un seul sommet, celui qui est adjacent
aux quatre arétes en gras, appartient & Sy. La seule coupe minimum qui
sépare ces quatre sommets et t; de {to,t3,t4,t5} est celle obtenue en cou-
pant toutes les arétes en gras; son poids total est 24. (En comparaison, le
poids de O est 28.) Si 'on remplace C par cette coupe minimum, ts, t3,
ty et ts se trouvent dans la méme composante connexe alors que, d’aprés
le lemme 6.2, on devrait obtenir une coupe multiterminale de méme poids.
Ceci montre donc que ce lemme est erroné; en fait, la raison principale en
est que, dans la preuve du point 2, Yeh considére que, pour tout i, le dual
de C! est un cycle unique, alors que I'exemple donné en figure 6.1 montre
qu’il peut étre constitué de plusieurs cycles disjoints. Ce fait étant le princi-
pal fondement de ’algorithme et de sa preuve, on peut légitimement estimer
que cet algorithme ne peut pas facilement étre corrigé.
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F1G. 6.1 — Un contre-exemple pour l'algorithme de Yeh. Les arétes de la coupe
multiterminale optimale dans le graphe planaire dual sont représentées en
pointillés (et elles sont toutes de poids 1). Les cing terminaux (¢1, to, t3, t4, t5)
sont les gros sommets noirs, et toutes les arétes en gras sont de poids 1, sauf
les quatre arétes en gras qui sont adjacentes a t; et qui sont de poids 2. Les
autres arétes du graphe ont un trés grand poids (1000, par exemple).
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Par ailleurs, nous avons le sentiment que 'algorithme de Dahlhaus et
al. pour CMTM ne peut probablement pas étre étendu & notre probléme.
En effet, un argument essentiel et récurrent dans leur preuve est que, si I’'on
considére CZ»D pour un i et si 'on remplace une partie de ce cycle (a 'intérieur
duquel se trouve t;), par exemple celle comprise entre deux sommets u et
v, par une autre chaine reliant u a v, alors t; est soit a l'intérieur soit a
I’extérieur du nouveau cycle obtenu. Dans notre cas, si ’on applique le méme
raisonnement, il peut y avoir une partie des terminaux de 7; a U'intérieur du
nouveau cycle, et le reste des terminaux de 7; a I'extérieur de ce cycle : on
ne peut donc pas utiliser cette approche de preuve par dichotomie.

Enfin, concernant I’algorithme de Hartvigsen, il partage une partie de son
déroulement avec celui de Dahlhaus et al. En outre, sa preuve est basée sur
des propriétés structurelles propres aux coupes multiterminales minimums
et issues de la théorie des matroides, qui n’ont a priori aucune raison d’étre
vérifiées par notre probléme. Nous pensons donc que ’approche d’Hartvigsen
ne peut pas non plus étre étendue & notre probléme ; néanmoins, une étude
plus approfondie serait nécessaire pour en avoir la certitude.

Malgré ces résultats négatifs, nous prouvons dans la section suivante que
MCM est polynomial dans les graphes planaires ayant un nombre fixé de
terminaux, si I’on suppose en plus que tous les terminaux se trouvent sur la
face extérieure.

6.3 Un algorithme pour MCM dans les graphes pla-
naires

6.3.1 Description de I’algorithme

Nous avons vu dans la section précédente que, étant donnée une instance
planaire de MCM, il était impossible d’appliquer directement la technique
d’énumération des partitionnements sans risquer de perdre la planarité de
I'instance. Nous montrons dans cette section que, si tous les terminaux sont
sur la face extérieure, alors on peut utiliser cette technique.

On suppose dans cette section que toutes les instances de MCM que 1'on
considére sont 2-sommet-connexes, et cette hypothése peut étre faite sans
perte de généralité (et donc, dans les graphes planaires que nous considére-
rons, la face extérieure coincidera avec le cycle extérieur et consistera en un
cycle unique). En effet, on peut rendre n’importe quelle instance de MCM
2-aréte-connexe en doublant le poids de toutes les arétes (tous les poids sont
ainsi pairs), puis en remplagant chaque aréte (u,v) (de poids ¢((u,v))) par
quatre arétes (u,w), (w,v), (u,w’) et (w',v) (ot w et w’ sont deux nouveaux
sommets), de poids respectifs %v 400, C((Ziv)) et +oo (on double ainsi la
valeur de toute solution, et donc, en particulier, la valeur optimale). Ensuite,
on supprime tout sommet d’articulation (c’est-a-dire tout sommet qui appar-
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tient & au moins deux blocs différents) en le remplagant par un cycle (qu’on
appellera cycle d’articulation) dont les arétes sont pondérées par +oo et qui
a autant de sommets que le sommet initial avait d’arétes adjacentes. On re-
lie alors la ¢ des arétes initialement adjacentes au sommet d’articulation au
i® sommet de ce cycle (notons que, pour que cette transformation conserve
la planarité éventuelle du graphe, 'ordre des arétes doit étre celui que l'on
obtient en visitant ces arétes, dans le sens des aiguilles d’une montre par
exemple, dans un plongement du graphe). S’il y avait un terminal ¢; sur le
sommet d’articulation, alors, dans le nouveau graphe, on place ¢; sur un des
sommets du cycle d’articulation associé qui se trouve sur la face extérieure
(il y a deux sommets de ce type pour chaque bloc contenant ¢; dans le graphe
initial) ; une illustration de cette transformation est donnée en figure 6.2(a).
En outre, on supposera que les sommets du cycle extérieur sont numérotés
(le numéro d’un sommet v étant noté n(v)), a partir d’'un sommet arbitraire
(qui sera donc le sommet numéro 1), dans l'ordre dans lequel ils sont ren-
contrés en effectuant, dans le sens des aiguilles d’'une montre, un parcours
du cycle extérieur commengant au sommet 1. Enfin, étant donnés deux som-
mets u et v du cycle extérieur tels que n(u) < n(v), on désignera par p(u,v)
les sommets de la chaine reliant u & v sur le cycle extérieur (c’est-a-dire les
sommets w du cycle extérieur tels que n(u) < n(w) < n(v)).

Rappelons que, étant donnée une instance de MCM, une fois que les
arétes de toute solution optimale S pour cette instance ont été enlevées, les
sommets du graphe sont répartis dans au plus 2|£| composantes connexes,
et on définit le partitionnement associé & S ainsi : 7;, le i paquet du parti-
tionnement, contient les terminaux appartenant a la i composante connexe.

Le résultat principal dont nous aurons besoin dans cette section est le
lemme suivant :

Lemme 6.3. Etant donnée une instance de MCM dans un graphe planaire
ayant ses terminauz sur la face extérieure, tout partitionnement des termi-
naur associé & une solution optimale pour cette instance vérifie que, pour
toute paire de paquets T; et T; du partitionnement, pour toute paire de ter-
minauz v; et v, de T; (avec n(v;) < n(v})) et pour toute paire de terminaux
v; et vy de Tj (avec n(v;) < n(v})), on a :

p(vi,vi) N p(vj, v5) = 0 ou p(vi, vj) C p(vj, v) ou p(vj,vj) C p(vi,v;) (6.1)

Démonstration. Soit une solution optimale pour I'instance de MCM consi-
dérée : on définit v;, v}, v; et v;. comme dans 1’énoncé du lemme. D’abord,
on a v; # v; (par exemple), donc on ne peut pas avoir p(v;, v) = p(vj,vé).
Ensuite, supposons que l'on ait p(v;, v;) Np(vj, v}) # 0, p(vi, v;) € p(vj,v}) et
p(vj,vj) ¢ p(vj, v}). Alors, cela implique que les quatre sommets v;, v}, vj, vy
vérifient n(v;) < n(v;) < n(v;) < n(vj). Or, comme la solution considérée
est optimale et comme v; et vg (resp. v; et v;) sont dans le méme paquet
(du partitionnement associé a cette solution), ils appartiennent a la méme
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composante connexe (une fois que les arétes de la solution ont été enlevées).
Ainsi, il existe une chaine entre s; et s; et une chaine entre s; et s;- : & cause
de la planarité du graphe, ces deux chaines se “croisent” (c’est-a-dire, par-
tagent au moins un sommet) ; voir une illustration de ce fait en figure 6.2(b).
Donc, s;, s, s; et 39 sont en réalité dans la méme composante connexe, ce qui
contredit le fait que la solution considérée est valide, et termine la preuve. [

(On peut remarquer que, dans ce lemme, on pourrait remplacer “solution
optimale” par “solution minimale”, au sens ou il n’existe pas de solution stric-
tement incluse dans cette solution ; toute solution optimale est minimale.)

A partir de 14, il n’est pas difficile de montrer que toute instance de
CMEM vérifiant la propriété (6.1) peut étre transformée en une instance pla-
naire de CMTM ayant un nombre fixé de terminaux (un par paquet). Pour
cela, on définit une relation d’ordre partiel sur les paquets : un paquet 7; est
plus court qu'un paquet 7 si p(u;,v;) C p(uj,v;), ol u;, vy, uj, vy sont tels
que n(u;) = minger; n(w), n(v;) = maxyer; n(w), n(u;) = minger; n(w) et
n(vj) = maxy,er; n(w). Pour chaque paquet du plus court au moins court
(si deux paquets sont incomparables, on les considére dans un ordre quel-
conque), on ajoute un sommet additionnel relié (par une aréte de trés grand
poids) a tous les terminaux de ce paquet. L’ordre considéré garantit que 1'ins-
tance obtenue est effectivement planaire ; voir un exemple en figure 6.2(c).
On peut cependant remarquer que, dans I'instance de CMTM obtenue, tous
les terminauz ne sont pas nécessairement sur la face extérieure : on ne peut
donc pas utiliser I'algorithme décrit dans [42]. On peut également noter que
la propriété (6.1) est nécessaire pour que le partitionnement considéré soit
associé a une solution optimale pour MCM, mais elle n’est pas suffisante (un
contre-exemple est donné en figure 6.2(d)).

En résumé, il nous suffit d’énumérer tous les partitionnements contenant
au plus 2|L| paquets, et, pour chacun d’entre eux, de tester si la propriété
(6.1) est vérifiée (car, sinon, on sait d’aprés le lemme 6.3 que le partition-
nement ne peut pas étre associé & une solution optimale); si c’est le cas, on
calcule la meilleure solution associée en réduisant I'instance de MCM & une
instance planaire de CMTM.

L’algorithme peut donc étre décrit ainsi :
— Pour chaque partitionnement contenant au plus 2|L| paquets :

— Si le partitionnement courant ne vérifie pas la propriété (6.1), passer
au suivant ;

— Sinon, réduire 'instance & une instance planaire de CMTM, et ré-
soudre I'instance obtenue a l'aide d’un des algorithmes pour CMTM
(celui de [54] ou celui de [91]). Garder la solution obtenue si elle est
meilleure que la meilleure solution calculée jusqu’a présent ;

— A la fin de l'algorithme, on renvoie la meilleure solution obtenue.
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(a) Transformation d’un sommet d’articulation (les gros
sommets noirs sont ceux sur la face extérieure).

. Vi
Vj I

(b) Un croisement inévitable si n(v;) < n(v;) < n(vy) <

(c) Conservation de la planarité aprés ajout des sommets
additionnels (les carrés noirs) et des arétes additionnelles
(en pointillés).

(d) Non suffisance de la propriété (6.1). L’aréte en gras est
pondérée par +oo.

Fic. 6.2 — Illustration de la preuve du théoréme 6.1.
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Le temps d’exécution de la premiére phase (ot l'on teste la propriété
(6.1)) étant négligeable par rapport a celui de la résolution de l'instance
de CMTM (voir la section suivante), la complexité totale de l'algorithme
est majorée par le nombre de partitionnements possibles (qui est borné par
2|£|21€) multiplié par la complexité de l’algorithme utilisé pour résoudre
CMTM (qui est polynomiale d’aprés [54, 91]). Cet algorithme est donc bien
polynomial, ce qui implique :

Théoréme 6.1. MCM est polynomial dans les graphes planaires ayant un
nombre borné de terminauz, si tous les terminaux sont sur la face extérieure.

On peut noter, en particulier, que cela inclut les cactus ayant un nombre
borné de terminaux (ce cas étant également couvert par le théoréme 3.4 en
section 3.2.1). Par ailleurs, I’approche utilisée montre que CMEM est polyno-
mial dans les graphes planaires ayant leurs terminaux sur la face extérieure
et en nombre fixé (c.-a-d., si on fixe la somme des tailles des paquets).

6.3.2 Implémentation

Dans cette section, nous examinons quelques détails d’implémentation
pour l'algorithme décrit dans la section précédente.

La premiére remarque & faire est que la phase ou l'on teste si un par-
titionnement vérifie la propriété (6.1) peut étre exécutée en temps O(|L£|?)
(et son temps d’exécution est donc négligeable par rapport a la complexité
de l'algorithme d’Hartvigsen, meilleur que celui de Dahlhaus et al., qui est
de lordre de |£]4/¥1n?£1=3 1og n). En effet, on doit considérer tout couple de
paquets 7; et 7; (il y a O(|£|) paquets, donc O(|£|?) couples & considérer)
et toute combinaison de couples de sommets v;,v; de 7; et de couples de
sommets Uj,v§~ de 7;. Une implémentation naive conduit donc & une com-
plexité de O(|£|®). Néanmoins, il n’est pas difficile de remarquer que, étant
donnés deux paquets 7; et 7;, on peut se contenter de considérer les couples
vi,v; € T; et vj,v; € Tj tels qu'il n'existe aucun w vérifiant (i) w € 7;
et n(v;) < n(w) < n(v;) ou (ii) w € 7; et n(vj) < n(w) < n(v)), car, si
n(vi) < n(vj) < n(vp) < n(v;) et si un tel w existait, on aurait (i) w € 7;
et soit n(v;) < n(v;) < n(w) < n(vj), soit n(w) < n(vj) < n(v;) < n(vj),
ou (iv) w € 7j et soit n(v;) < n(w) < n(v;) < n(v}), soit n(v;) < n(vy) <
n(v}) < n(w) : on pourrait donc remplacer v;, v}, v; ou v} par w.

Donc, en réalité, on a seulement O(|L|) couples de terminaux a considérer
dans 7; (les couples de terminaux v;, v} avec n(v;) < n(v}) tels qu’il n’existe
aucun w € 7; vérifiant n(v;) < n(w) < n(v))) et O(|L]) couples de terminaux
a considérer dans 7;. Enfin, étant donnés v;,v; € 7; et vj,v}; € T; (avec
n(v;) < n(v;) et n(vj) < n(v})), décider si v, v;,v;,v; vérifient la propriété
(6.1) peut se faire en testant si n(v;) < n(v;) < n(v;) < n(vj), ou si n(v;) <
n(vi) < n(v;) < n(v;), ou si n(v;) < n(v;) < n(vj) < n(v;), ou si n(v;) <
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n(vi) < n(v;) < n(vj). En tout, on a donc o(L)? - |£| - 1£])) = O(L|*)
comparaisons & effectuer pour décider si la propriété (6.1) est vérifiée.

Enfin, on peut réduire la taille des instances de CMTM a résoudre grace
a la proposition suivante :

Proposition 6.1. Soit une instance planaire de MCM et soit une solution
optimale pour cette instance. Considérons le partitionnement associé a cette
solution. Soit un paquet 7; de ce partitionnement tel qu’aucun autre des pa-
quets ne soit plus court que lui. Alors, tout sommet de p(u;,v;) appartient
a la composante connexe contenant T; aprés avoir enlevé les arétes de la
solution, ot n(u;) = minyger, n(w) et n(v;) = maxyer; n(w).

Démonstration. Supposons qu'un sommet w de p(u;,v;) ne soit pas dans la
composante connexe contenant 7;. Alors, la solution considérée étant opti-
male, w appartient a la composante connexe contenant 7; pour un j # i.
Comme 7; n’est pas plus court que 7, il existe v; € 7; tel que n(v;) < n(u;)
ou n(v;) > n(v;). A cause de la planarité du graphe, toute chaine reliant
u; & v; partage au moins un sommet avec toute chaine reliant v A w : ceci
contredit le fait que la solution considérée est admissible. O

Ainsi, pour un tel 7;, on peut contracter les sommets de p(u;,v;) en un
seul sommet avant de résoudre 'instance de CMTM associée.

6.4 Bilan et problémes ouverts

Dans ce chapitre, nous montrons que MCM est polynomial dans les
graphes planaires, si tous les terminaux sont sur la face extérieure et s’ils
sont en nombre fixé (alors qu’il est AP X-difficile dans les étoiles non pon-
dérées si le nombre de terminaux est quelconque). Nous décrivons également
une approche que nous avons suivie pour tenter de résoudre MCM dans
les graphes planaires ayant un nombre fixé de terminaux (mais n’ayant pas
nécessairement tous leurs terminaux sur la face extérieure), et exposons com-
ment cette approche nous a conduit a déceler une erreur dans 'algorithme
concu par Yeh et résolvant CMTM dans ce cas [164].

La premiére question qui reste en suspens est bien évidemment la sui-
vante : quelle est la complexité de MCM dans les graphes planaires ayant
un nombre fixé de terminaux (CMTM étant polynomial dans ce cas)? En
outre, comme nous ’avons montré dans ce chapitre, les différentes approches
utilisées pour CMTM ne semblent pas pouvoir facilement s’adapter &8 MCM :
donc, si ce probléme est polynomial, il sera stirement nécessaire d’explorer
d’autres pistes pour le démontrer.

Une autre question a considérer est l’existence (ou non) d’'un PTAS pour
CMTM dans les graphes planaires : on sait que le probléme est N'P-difficile
[54], mais il n’a pas (encore?) été montré AP X-difficile. Cependant, bien
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que CMTM soit polynomial dans les graphes planaires a k niveaux (puisque,
d’apres [54], il est polynomial dans les graphes de largeur d’arbre bornée), la
méthode générale pour concevoir des PTAS développée dans [12] et basée sur
une décomposition du graphe planaire en un ensemble de graphes planaires
a k niveaux (on calcule une solution optimale pour les graphes planaires a k
niveaux, et on combine ensuite toutes ces solutions en une unique solution
pour le graphe initial; voir [12] pour de plus amples détails) ne peut pas
étre utilisée pour CMTM, puisque, lorsque l'on recolle tous les morceaux
(c’est-a-dire les coupes multiterminales partielles) ensemble, on n’obtient pas
nécessairement une coupe multiterminale pour la totalité du graphe.

Il serait également intéressant d’étudier la complexité de CMTM dans les
graphes planaires, lorsque les terminaux se trouvent sur un nombre borné
de faces (le nombre de terminaux n’étant pas borné). Rappelons que, ré-
cemment, CMTM a été montré polynomial lorsque tous les terminaux se
trouvent sur la méme face [42].

Enfin, une question ouverte depuis longtemps (voir [54]) est : CMTM est-
il FPT dans les graphes planaires (si le paramétre considéré est le nombre
de terminaux) ?






Troisiéme partie

Graphes généraux
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Chapitre 7

Comparaison expérimentale
d’heuristiques pour maximiser
le multiflot entier

7.1 Préliminaires

Comme nous l'avons déja évoqué dans le chapitre 1, la résolution de
problémes de multiflots entiers est au cceur de diverses problématiques in-
dustrielles. En d’autres termes, la question de la résolution efficace de ces
problémes se pose en pratique. Il semble que, pour garantir des temps de
calcul raisonnables, il convienne, pour l'instant, d’écarter les méthodes de
résolution exactes, et de se tourner vers des méthodes rapides fournissant de
“bonnes” solutions approchées.

Nous avons regroupé, dans le chapitre 1, ces méthodes sous le terme
générique “heuristiques”. Le probléme qui se pose & nous est donc le sui-
vant : concevoir des heuristiques rapides et efficaces pour MCDA et MFEM.
Kleinberg et Tardos remarquaient déja, en 1995, le manque d’approches heu-
ristiques disponibles pour ces problémes [102]. Selon eux, I’heuristique la plus
communément employée pour résoudre des instances réelles de MCDA est
I’algorithme SPF décrit en section 1.3.3, mais, malgré sa rapidité, ses per-
formances sur ces instances restent décevantes. Ils ont donc proposé une
méthode plus astucieuse pour résoudre MCDA dans une famille trés géné-
rale de graphes. Malheureusement, cet algorithme est relativement compliqué
(& énoncer et a implémenter), et il repose sur une hypothése de parité des
capacités que ne vérifient pas nécessairement toutes les instances a résoudre.

Récemment, d’autres schémas généraux de résolution pour MCDA ont
été proposés par Chekuri, Khanna et Shepherd. Ils représentent une avancée
significative dans ce domaine, mais présentent trois inconvénients. Le premier
est que certains ne s’appliquent qu’a des graphes planaires 35, 37, 40]; le
second est qu’ils nécessitent de résoudre la relaxation continue du probléme,
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ce qui peut considérablement augmenter les temps de calcul sur des grosses
instances. Enfin, leurs mises en ceuvres ne parait pas évidente a priori.

Une approche plus simple & envisager serait de résoudre la relaxation
continue du probléme et d’effectuer ensuite une phase d’arrondi aléatoire
(voir [140] et le chapitre 1); cependant, cela nécessiterait également de ré-
soudre la relaxation continue, et la phase d’arrondi peut mener a des solu-
tions non admissibles (une autre procédure pour les rendre admissibles sans
trop les dégrader serait alors nécessaire). Remarquons que, dans tous les cas,
la qualité des solutions produites par ces algorithmes est fortement condi-
tionnée par la valeur du ratio d’intégrité. Une autre approche possible est
d’utiliser des méta-heuristiques ; cependant, de la définition de “voisinages”
pertinents pour les problémes étudiés dépend lefficacité de ces méthodes.
Des approches similaires ont déja été utilisées pour des problémes de multi-
chemins & cotit minimum [49, 165| : il conviendrait d’abord de s’assurer que
les voisinages définis dans ces travaux peuvent s’adapter & MFEM. En outre,
ces approches ne permettent pas d’exploiter les idées qui, de fagon intuitive,
semblent conduire & des solutions intéressantes (comme le fait qu’utiliser des
chemins courts est, la plupart du temps, bénéfique ; rappelons que cette idée
est a la base de 'algorithme SPF).

Dans ce chapitre, nous proposons une heuristique (combinatoire) dérivée
de l'algorithme ACGT décrit au chapitre 2. Nous formulons une premiére
version de cette heuristique (avec deux variantes), que nous comparons a (une
variante de) SPF (ces deux algorithmes ayant I’énorme avantage de pouvoir
facilement étre implémentés) sur des instances aléatoires de MFEM (sections
7.2 et 7.3). Nous formulons ensuite une deuxiéme version de I'heuristique en
combinant ACGT et SPF (section 7.4), et, finalement, nous concluons en
analysant les résultats expérimentaux (section 7.5) et en faisant le bilan de
leurs enseignements (section 7.6).

Dans la suite de ce chapitre, nous ne considérerons que des graphes
connexes (s'ils ne le sont pas, on considére chaque composante connexe in-
dépendamment) et non orientés.

7.2 Une premiére heuristique

La premiére heuristique que nous proposons pour MFEM est quasiment
identique & ACGT :

— Construire un arbre couvrant de poids mazimum ;
— Ensuite, utiliser l'algorithme de Garg et al. [80] pour router un multi-
flot entier sur cet arbre couvrant.

Remarquons que la derniére phase de 'algorithme ACGT (pendant la-
quelle on construit une multicoupe pour la totalité du graphe) est ici inutile.
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Nous appellerons H1 cette heuristique : on peut faire deux remarques la
concernant. D’abord, il existe des algorithmes trés rapides et trés simples
a implémenter pour chacune de ses deux phases (nous détaillerons ce point
ultérieurement). Ensuite, il est peu probable qu’elle donne des solutions de
bonne qualité sur des instances quelconques (sauf peut-étre dans des graphes
ayant un nombre cyclomatique trés petit), car elle laisse de c6té beaucoup
d’arétes qui pourraient étre utilisées pour router du flot. Cette deuxiéme re-
marque nous ameéne & énoncer une variante de H1, que nous désignerons par

H'1:

— Itérer H1 tant que la valeur du flot augmente dans le graphe (a chaque
itération, on supprime du graphe les arétes saturées et on diminue les
capacités des arétes du nombre d’unités de flot qui les traversent);

— Renvoyer la somme des flots calculés aux différentes itérations.

Ainsi, méme s’il n’est pas difficile de montrer que H1 et H'1 ont le méme
comportement dans le pire cas (si 'on considére, par exemple, la famille
d’instances donnée en figure 2.1) et que H'1 est au moins aussi performante
que H1 (concernant la qualité de ses solutions), on peut espérer que, en pra-
tique, H’1 délivre des solutions de bien meilleure qualité que H1, puisqu’elle
continue d’utiliser des arétes tant qu’il en reste suffisamment. La crainte que
I’on peut légitimement avoir concerne le temps d’exécution de cette nouvelle
heuristique : dans le pire cas, une seule aréte peut étre saturée & chaque itéra-
tion, et on doit donc exécuter O(m) fois I'heuristique H1 (m étant le nombre
d’arétes). Les temps d’exécution de H1 et H'1 ne seront donc probablement
pas comparables.

Nous donnons & présent le détail de notre protocole expérimental.

7.3 Reéalisation des tests : algorithmes et implémen-
tation

Notre objectif est & présent de comparer les performances de nos deux
heuristiques H1 et H'1 a celles de SPF (voir la description de cet algo-
rithme en section 1.3.3). Plus précisément, nous considérons une variante de
SPFE adaptée & MFEM : a chaque itération, on choisit le plus court chemin
disponible (comme dans SPF), et, lorsqu'un chemin est choisi, on route le
maximum d’unités de flot dessus (ce qui nécessite de trouver le minimum des
capacités des arétes composant ce chemin et de router un nombre d’unités
de flot égal a cette quantité).

Les tests ont été réalisés en langage C [100]. L’intégralité du code source
(environ 600 lignes de code) est disponible a 'adresse suivante :

http://cedric.cnam.fr/~bentz/these/Sources _tests.html
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Les instances utilisées pour ces tests ont été générées aléatoirement par
le logiciel Rudy [144]; lorsque cela était nécessaire, elles ont ensuite été ren-
dues connexes a l'aide d’une procédure aléatoire trés simple. En outre, les
instances ont été générées en suivant les quelques régles suivantes :

— 4 valeurs de n (le nombre de sommets) ont été considérées : 50, 150,

175 et 200;
— 4 valeurs de m (le nombre d’arétes) ont été considérées : "(Zal) : 3n(20_1) :
n(n—1) n(n—1)
s et =1 (

rappelons qu’un graphe complet compte n(nz_l) arétes,

et que ces valeurs correspondent donc & des graphes ayant respective-
ment 5%, 15%, 25% et 50% du nombre maximum d’arétes) ;

— 2 valeurs de |£| ont été considérées : {5 et ¥ ;

— Les capacités ont été tirées aléatoirement (par Rudy) dans 'intervalle

{1,..., Cmax}, OU Cmax = 10 + alea, alea étant un nombre généré aléa-
toirement par notre programme et compris entre 1 et 1% ; Pobjectif était

d’obtenir des capacités assez petites, car le probléme tend a devenir
plus “simple” lorsque les capacités sont grandes [140] ;

— Pour chaque triplet (n,m, |L|) différent, on a généré 20 instances et
fait la moyenne des résultats sur ces 20 instances (on a donc généré
640 instances en tout).

Il convient de noter que I'on a choisi des graphes ayant un nombre modéré
d’arétes, car, dans les graphes ayant beaucoup d’arétes (les graphes complets,
par exemple), la longueur moyenne des chemins a tendance & diminuer :
dans ces graphes, l'algorithme SPF a trés certainement un bien meilleur
comportement que nos deux heuristiques. Cependant, on ne génére jamais
d’arbres (car m > % >n —1sin > 40).

Pour chaque instance, on a calculé une solution a l'aide de H1, H'1 et
(la variante de) SPF'. On a également calculé (pour information) la valeur
optimale de la relaxation continue a 'aide du logiciel CPLEX 9.0 [95], et
plus précisément en utilisant I'interface AMPL, qui permet de faire résoudre
a CPLEX des PL formulés pratiquement sous leur forme naturelle (c’est-a-
dire a 'aide de formules mathématiques). Nous ne décrirons pas ici le format
utilisé par AMPL : nous renvoyons le lecteur intéressé a [68]. Néanmoins, 'un
des avantages d’AMPL est qu’il sépare le modéle (fichier décrivant la forme
générale du PL) des données (chaque fichier de données correspondant & une
instance). En outre, une fois le fichier du modeéle écrit (le modéle utilisé étant
trés simple dans notre cas; nous le décrivons dans le paragraphe suivant),
écrire les fichiers de données (c’est-a-dire les différentes instances) est une
tache relativement aisée en C, car le format différe peu du format utilisé par
Rudy pour générer les instances.

Pour calculer la valeur optimale de la relaxation continue du probléme,
on fournit & AMPL un modéle adapté aux graphes non orientés. En effet,
nous avons vu en section 1.3.3 que le cas non orienté pouvait se réduire au cas
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orienté, et se formuler ainsi a I’aide du modéle (IPL-MFEM-1), par exemple.
Néanmoins, la transformation utilisée implique que le graphe orienté obtenu
a cinq fois plus d’arcs que le graphe non orienté initial n’a d’arétes (voir la
figure 1.4). Le modéle que nous allons utiliser est plus compact : on remplace
chaque aréte (u, v) par deux arcs opposés (u, v) et (v, u) de méme capacité ; la
nouvelle contrainte de capacité porte alors sur la somme des flots traversant
ces deux arcs (A désigne 'ensemble d’arcs obtenu). Voici ce modéle :

| ,
YD fia
i=1 (s;,u)€A
s Y fiu= Y0 fi, Yie{l...|L}Yve S\ {si,s}}
(u,v)€A (v,w)eA
el 4
(IPL-MFEM-NO) S (i fin) <cluv) Y(u,w) €A
=1
Ic|

o> £ =0

i=1 (u,s;)EA
|£]

Z > fhu=0
=1 (s},u)eA
‘L EN Vie{l,...,|L|},¥(u,v)

La contrainte (7.1) assure qu’aucune unité du ¢ flot quittant la i€ source
n’y reviendra (la seule destination possible d’une telle unité est donc le puits
correspondant, & cause des contraintes de conservation de flot en tous les
autres sommets du graphe); de méme, la contrainte (7.2) assure qu’aucune
unité du ¢ flot arrivant au ¢¢ puits n’en repartira. Pour obtenir la relaxation
continue que l'on souhaitait, il suffit & présent de relacher les contraintes

; on peut ensuite fournir les instances & résoudre a

d’intégrité sur les fi,v,

AMPL et CPLEX.

Nous décrivons a présent 'implémentation de SPF'. Le déroulement dé-
taillé de cet algorithme est le suivant :

Tant que non STOP :

— Pour Chaque liaison (s;, s}), on calcule le plus court chemin (s'il existe)
entre s; et s} en effectuant un parcours en largeur d’abord a partir de
si [46];

— S'il existe, on garde le chemin le plus court parmi les (au plus |£])
chemins calculés, sinon STOP ;

— On parcourt ce chemin pour trouver ’aréte de capacité minimum et on
route sur ce chemin un nombre d’unités de flot égal a cette capacité;
on met a jour les capacités et on supprime les arétes saturées.

€A
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Remarquons qu’il est tout & fait possible que 'on puisse réutiliser des
informations des itérations précédentes pour éviter de recalculer tous les
chemins d’une itération a I’autre. Néanmoins, la topologie du graphe change
d’une itération a l'autre (puisque les arétes saturées sont retirées); cela ne
parait donc pas si simple & mettre en ceuvre. Nous avons décidé de privi-
légier la simplicité, et de ne pas garder trace de ces informations; le temps
d’exécution ne semble pas trop en souffrir.

Intéressons-nous & présent & H1. Le déroulement de cette heuristique a
été implémenté ainsi :

— Calculer un arbre couvrant de poids maximum a ’aide d’une variante
de l'algorithme de Kruskal (détaillée ci-dessous) ;

— Enraciner ’arbre couvrant en un sommet quelconque, c¢’est-a-dire, choi-
sir un sommet r, puis calculer la hauteur des autres sommets dans
I’arborescence de racine 7 en effectuant un parcours en largeur d’abord
a partir de r [46] ;

— Pour chaque liaison (s;, s;), calculer le chemin de s; a s, dans I'arbre
couvrant en effectuant un parcours en largeur d’abord a partir de s; ;
pour chaque 4, lca(i) (pour least common ancestor en anglais) est le
sommet le plus “bas” dans le chemin de s; & s} ;

— Pour chaque palier de ’arborescence, du plus haut au plus bas, et pour
chaque liaison (s;, s;) contenue dans une sous-arborescence enracinée
en un sommet du palier courant (c’est-a-dire, lca(i) appartient & ce
palier), on route le maximum d’unités de flot entre s; et s, puis on
met a jour les capacités résiduelles.

Enfin, 'implémentation de H'1 a partir de celle de H1 est immédiate.
Détaillons & présent la variante de ’algorithme de Kruskal [115] utilisée.
Elle peut s’énoncer ainsi :

— Trier les arétes dans l'ordre décroissant des poids et les placer (dans
cet ordre) dans un tableau; poser i = 1;

— Tant que non STOP : si ajouter la ¢ aréte du tableau au graphe en
construction ne crée pas de cycle, le faire; si on a ajouté n — 1 arétes
alors STOP, sinon poser ¢ := 1 + 1.

La premiére étape est réalisée a ’aide d’un algorithme de tri par seg-
mentation (quicksort en anglais). Ce n’est pas le meilleur algorithme de tri
connu, mais il reste trés efficace dans la majorité des cas, et est assez simple
a implémenter. Il consiste, en substance, & choisir un pivot dans le tableau a
trier, et a diviser les éléments du tableau en deux groupes : ceux qui sont in-
férieurs au pivot et que ’on place & sa gauche, et ceux qui lui sont supérieurs
et que l'on place a sa droite. On recommence ensuite cette opération avec
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les deux sous-tableaux situés respectivement & gauche et & droite du pivot ;
on obtient ainsi une description récursive de cet algorithme. Pour plus de
détails, se reporter a [46]. Bien qu'il existe des librairies implémentant cet
algorithme en langage C, nous avons décidé de l'inclure dans notre code,
pour le rendre auto-suffisant.

La deuxiéme étape de l'algorithme de Kruskal utilise une procédure
simple dite de fusion : on associe un numéro a chaque composante connexe
et, initialement, on a un numéro par sommet (et on a donc n composantes
connexes). Lorsque I'on veut ajouter une aréte, on vérifie que ses deux extré-
mités ont un numéro différent (et sont donc dans deux composantes connexes
différentes) ; si c’est le cas, on ajoute 'aréte, et on renumérote tous les som-
mets de la nouvelle composante connexe obtenue en utilisant le numéro d’une
des deux extrémités de l'aréte.

Nous sommes & présent en mesure d’effectuer nos tests. Ils ont été réalisés
sur un serveur UNIX doté de 2 Go de mémoire vive, d’un processeur cadencé
a 2,8 GHz et du logiciel CPLEX 9.0. Tous les résultats ne sont pas détaillés,
pour la raison suivante. Il s’est avéré que, sur nos instances aléatoires, SPF
fonctionnait trés bien (et I’écart entre la valeur de la solution qu'il renvoie
et la valeur optimale de la relaxation continue est souvent trés faible). H1,
comme nous le pensions, s’est révélée trés rapide (la plus rapide des trois)
et de pietre qualité. Quant & H'1, son temps d’exécution est beaucoup trop
important par rapport a celui de SPF et (surtout) H1, alors qu’elle renvoie
des solutions de qualité comparable a celles de SPF'. Les résultats concernant
SPF et H1 sont reportés en section 7.5. Devant ces constatations, nous avons
cherché a élaborer une autre heuristique, plus efficace : H2.

7.4 Une deuxiéme heuristique

Nous décrivons & présent I'heuristique H2. Elle est fondée sur une idée
simple : I'algorithme SPF est trés efficace tant qu’il reste des chemins trés
courts. Par contre, lorsqu’il n’y a que des chemins “longs”, router suivant des
plus courts chemins peut s’avérer un trés mauvais choix (voir, par exemple,
la famille d’instances détaillée en section 2.1.2). Par ailleurs, I’heuristique
H'1 se comporte assez mal lorsqu’il y a beaucoup de chemins courts, car
elle a besoin de beaucoup d’itérations pour saturer toutes les arétes de ces
chemins (puisqu’elle ne considére qu'un ensemble trés restreint d’arétes a
chaque itération), mais elle se comporte bien mieux lorsque tous les chemins
sont longs (en particulier parce que, si tous les chemins sont suffisamment
longs, alors le graphe a moins d’arétes et est donc plus proche d’un arbre).

Ainsi, H2 prend en paramétre un entier A et combine SPF et H'1 de la
fagon suivante :
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— Tant qu’il reste des chemins de longueur au plus A, appliquer SPF';
— Ensuite, appliquer H'1 sur le graphe résiduel.

Bien sir, il convient de déterminer de fagon empirique une valeur per-
tinente pour le paramétre A (ni trop grande, ni trop petite). En effet, si
A est trop grand, H2 consiste simplement & appliquer SPF (si aucun che-
min de longueur strictement supérieure a A n’est utilisé par SPF'); si \ est
trop petit, la premiére phase de H2 sera peu utile (elle laissera beaucoup
d’arétes a considérer dans la deuxiéme phase). Des premiers tests ont permis
de conclure que la valeur [log;g(n)] était un bon compromis. Remarquons
que cette quantité vaut 2 lorsque n est compris entre 11 et 100, et 3 lorsque
n est compris entre 101 et 1000. Les résultats expérimentaux ont montré
que H2 améliorait sensiblement les performances de H'1 ; en outre, elle amé-
liore celles de SPF sur certains points (mais les dégrade sur d’autres). Nous
détaillons I’ensemble de ces résultats dans la section suivante.

7.5 Reésultats

Dans cette section, nous présentons et analysons les résultats des tests
décrits dans les sections précédentes. Les quatre tableaux suivants corres-
pondent aux résultats obtenus pour des graphes ayant 50, 150, 175 et 200
sommets respectivement (soit quatre valeurs de n différentes). Rappelons
que chaque valeur indiquée dans une case de ces tableaux correspond & une
moyenne sur vingt instances. En outre, les temps y sont donnés en secondes.
Nous détaillons & présent les intitulés des lignes de chacun des tableaux :

— % Nb. arétes maz. est le nombre d’arétes des instances générées, ex-
primé comme un pourcentage du nombre maximum d’arétes @ ;

— Valeur PL est la valeur optimale moyenne de la relaxation continue du
probléme pour les instances considérées;

— Temps PL est le temps moyen mis par CPLEX pour calculer la va-
leur optimale de la relaxation continue du probléme pour les instances
considérées ;

— Valeur SPF est la valeur moyenne des solutions retournées par SPF
pour les instances considérées (le pourcentage donné entre parenthéses
est 1'écart relatif entre Valeur PL et Valeur SPF);

— Temps SPF est le temps moyen mis par SPF pour calculer la solution
renvoyée, pour les instances considérées ;

— Long. mazx. SPF est la longueur moyenne du plus long chemin exa-
miné par SPF et ajouté dans la solution renvoyée, pour les instances
considérées. Cette information a été ajoutée afin de comparer cette
valeur & la valeur de \ utilisée dans H2;

— Valeur H1 (resp. Valeur H2) est la valeur moyenne des solutions retour-
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nées par H1 (resp. H2) pour les instances considérées (I’écart relatif
entre Valeur PL et Valeur H2 est donné entre parenthéses) ;
— Temps H1 (resp. Temps H2) est le temps moyen mis par H1 (resp.
H2) pour calculer la solution renvoyée, pour les instances considérées.

% Nb. arétes max. 5 15 25 50
|L| 5 10 5 10 5 10 5 10
Valeur PL 474 58,8 1922 303,8 338,4 576,6 724.6 1257,2
Temps PL < 0,1s. 0,2 s. < 0,1s. 0,8 s. 0,4 s. 2,2 s. 1s. 42 s.
Valeur SPF 45,8 57 189,2 288.4 328 546,2 711,8 1210,2
(3,38 %) | (3,06 %) | (1,56 %) | (5,07 %) | (3,07 %) | (5,27 %) | (1,77 %) | (3,74 %)
Temps SPF < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s.
Long. max. SPF 9,4 9,8 6,8 7,6 5,8 6,6 5 5,2
Valeur H1 19,8 31,2 28,2 38,6 29,8 45,8 35 55
Temps H1 < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1s. < 0,1s. < 0,1 s. < 0,1s. < 0,1s.
Valeur H2 40,8 57 170,2 243.,6 287.8 424.6 647 927.6
(13,92 %) | (3,06 %) | (11,45 %) | (19,82 %) | (14,95 %) | (26,36 %) | (10,71 %) | (26,22 %)
Temps H2 < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1s. 0,2 s.
TAB. 7.1 — Résultats expérimentaux pour n = 50 (A = 2).
% Nb. arétes max. 5 15 25 50
|L] 15 30 15 30 15 30 15 30
Valeur PL 7422 1276,8 1583,7 2199,1 21923 3834,6 5312,5 8137,8
Temps PL > 15 s. > 15 s. > 15 s. > 15 s. > 15 s. > 15 s. > 15 s. > 15 s.
Valeur SPF 718,6 1136,8 1464,6 2086,6 2065,4 3688,2 5150,6 7839
(3,18 %) | (10,96 %) | (7,52 %) | (5,12 %) | (5,79 %) | (3,82 %) | (3,05 %) | (3,67 %)
Temps SPF 0,2 s. 0,4 s. 0,6 s. 1,2 s. 1,4 s. 2,8 s. 2,8 s. 7,6 s.
Long. max. SPF 8 10 6 6,4 5 6 4,8 5,2
Valeur H1 60,6 72 62 77,6 69,4 79,2 82,6 97
Temps H1 < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. <0,1s. | <0,1s.
Valeur H2 573.,4 790,4 1248,8 1589 1950,6 2997 5046 7363,4
(22,74 %) | (38,1 %) | (21,15 %) | (27,74 %) | (11,02 %) | (21,84 %) | (5,02 %) | (9,52 %)
Temps H2 < 0,1 s. 0,4 s. 0,6 s. 1s. 1,4 s. 2,6 s. 6,8 s. 13,2 s.
Val. SPF (Tps. H2) 286,3 1136,8 1464,6 1572,7 2065,4 3005,6 5150,6 7839
Tps. SPF (Val. H2) | > 0,1 s. 0,3 s. 0,5 s. 1s. > 1,3s. 2,6 s. 2,8 s. 7s.

TAB. 7.2 — Reésultats expérimentaux pour n = 150 (A = 3).
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% Nb. arétes max. 15 25 50
|L| 17 35 17 35 17 35 17 35
Valeur PL 760,4 12724 2498,3 4087 45389 6504,7 9176,8 13789,2
Temps PL > 45 s. > 45 s. > 45 s. > 45 s. > 45 s. > 45 s. > 45 s. > 45 s.
Valeur SPF 716,4 11214 2272,2 3874 42238 6246,6 8996,8 13490,8
(5,79 %) | (11,87 %) | (9,05 %) | (5,21 %) | (6,94 %) | (3,97 %) | (1,96 %) | (2,16 %)
Temps SPF 0,2 s. 1,2 s. 14 s. 3,8 s. 2,4 s. 6,4 s. 7s. 15,2 s.
Long. max. SPF 8 10,6 5,4 6,2 5 5,4 5 5,4
Valeur ‘H1 68,8 79,6 74 97 77 102 78 105
Temps H1 < 0,1s. < 0,1s. < 0,1s. < 0,1s. < 0,1 s. < 0,1s. <0,1s. | <0,1s.
Valeur ‘H2 607,4 778,6 2015,8 2891 3788,2 5204,2 8851,4 12579,4
(20,12 %) | (38,8 %) | (19,31 %) | (29,26 %) | (16,54 %) | (19,99 %) | (3,55 %) | (8,77 %)
Temps H2 0,2 s. 0,5 s. 0,4 s. 1,2 s. 2 s. D s. 14 s. 34 s.
Val. SPF (Tps. H2) 760,4 314,1 310,6 1203 3504,6 5210,6 8996,8 13490,8
Tps. SPF (Val. H2) 0,2 s. 1s. 1,2 s. 2,1 s. 2,2 s. 5 s. 6,6 s. 13,6 s.
TAB. 7.3 — Résultats expérimentaux pour n = 175 (A = 3).
% Nb. arétes max. 15 25 50
|L| 20 40 20 40 20 40 20 40
Valeur PL 784 1147 3945.,6 5998,3 6376,1 10124,6 12903,7 | 20132,9
Temps PL > 120 s. > 120 s. > 120 s. > 120 s. > 120 s. > 120s. | > 120s. | > 120 s.
Valeur SPF 733,4 1028,6 3751,4 5676,4 6091,6 9819,4 12558,4 | 19381,2
(6,45 %) | (12,28 %) | (4,92 %) | (5,37 %) | (4,46 %) | (3,01 %) | (2,68 %) | (3,73 %)
Temps SPF 0,8 s. 1,8 s. 24 s. 6,4 s. 9 s. 12 s. 11 s. 30,2 s.
Long. max. SPF 7,2 8,4 5,8 6,2 5,6 5,8 4.8 48
Valeur ‘H1 38,8 77,2 90,8 124,2 91,4 125,6 98 1324
Temps H1 < 0,1 s. < 0,1s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. < 0,1 s. 0,2 s.
Valeur H2 570,4 768,8 3179,2 4191,8 54978 7776,2 12438,6 18243
(27,24 %) | (32,97 %) | (19,42 %) | (30,12 %) | (13,77 %) | (23,19 %) | (3,6 %) | (9,39 %)
Temps H2 0,2 s. 0,4 s. 2 s. 2,6 s. 8,8 s. 9,8 s. 27,6 s. 53,8 s.
Val. SPF (Tps. H2) 140,8 260,4 2936,4 29418 59942 8518,8 12558,4 | 19381,2
Tps. SPF (Val. H2) 0,6 s. 1s. 2,1 s. 3.4 s. 8 s. 8,2 s. 11 s. 27,4 s.

TAB. 7.4 — Résultats expérimentaux pour n = 200 (A = 3).
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Nous n’avons pas cherché & résoudre le probléme en nombres entiers a
I’aide de CPLEX, pour deux raisons. D’abord, cette résolution prend énor-
mément de temps ; ensuite, la borne fournie par la relaxation continue s’est
avérée suffisamment bonne pour nos tests.

Examinons & présent nos résultats. La premiére chose & remarquer est
que, pour les graphes ayant 50 sommets, SPF' est aussi (voire plus) rapide
que H2, et fournit des solutions sensiblement meilleures. Pour les graphes a
150, 175 et 200 sommets, nous avons ajouté les informations suivantes dans
nos tableaux :

— Val. SPF (Tps. H2) est la valeur moyenne des solutions retournées
par SPF au bout du temps mis par H2 pour retourner une solution,
pour les instances considérées ;

— Tps. SPF (Val. H2) est le temps moyen mis par SPF pour renvoyer
une solution de méme valeur que celle renvoyée par H2, pour les ins-
tances considérées.

En effet, pour un nombre d’arétes modéré (au plus 25 % de "(nT_l)), on
peut observer dans les trois tableaux de résultats 7.2, 7.3 et 7.4, que, en
moyenne, SPF renvoie des solutions (sensiblement) meilleures que celles de
‘H2, mais est moins rapide que H2. Plus précisément, en moyenne, I'heuris-
tique H2 est environ 30 % plus rapide que SPF, mais les solutions qu’elle
renvoie sont 20 % moins bonnes. Il nous a donc semblé intéressant de ré-
pondre aux deux questions suivantes : si on se fixe une limite de temps (le
temps mis par H2 pour renvoyer une solution), les performances de SPF
sont-elles meilleures que celles de H2 ? Inversement, si on se fixe une valeur
(celle de la solution renvoyée par H2), SPF est-elle plus rapide que H2 pour
calculer une solution de cette valeur ?

D’aprés nos résultats, la réponse a chacune de ces questions est non pour
n=175etm < % et pour n = 200 et m < 3n(2071)’ et ce, quelle que soit
la valeur (parmi celles considérées) du nombre de liaisons (dans les autres
cas, le temps d’exécution de H2 devient trop important). En d’autres termes,
dés lors que 'on an > 175 et m < %, ‘H2 est intéressante par rapport
a SPF (et inversement) : I'une est plus rapide, 'autre fournit de meilleures
solutions. Mais H2 trouve plus vite que SPF une “bonne” solution (c’est-a-
dire une solution dont la valeur est celle de la solution renvoyée par H2), et
on ne peut donc pas imaginer concurrencer ‘H2 a ’aide de SPF en arrétant
I’exécution de cette heuristique au bout d’un certain temps. Comme notre
objectif était de concevoir une heuristique rapide pour MFEM et que I’écart
relatif entre les valeurs des solutions renvoyées par les deux algorithmes est
raisonnable (de l'ordre de 20 % en moyenne), les performances de H2 nous
paraissent acceptables (si on se restreint aux graphes ayant au moins 150
sommets et un nombre modéré d’arétes).
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Une autre remarque importante est que ’écart relatif entre la valeur
de la solution renvoyée par SPF (et, a une échelle un peu moindre, celui
entre la valeur de la solution renvoyée par H2) et la valeur optimale de la
relaxation continue est trés faible ; en d’autres termes, le saut d’intégrité est
faible sur les instances générées (alors, que, théoriquement, il peut étre trés
grand). En outre, le temps nécessaire au calcul de cette borne supérieure
est trés important par rapport aux temps de calcul des deux heuristiques
testées, ce qui confirme le fait que, pour les instances considérées, utiliser
une méthode d’arrondi aléatoire pour obtenir une “bonne” solution entiére
n’est pas trés intéressant (en terme de rapidité de calcul). De fagon similaire,
toutes les méthodes approchées présentées en section 7.1 qui s’appuient sur
cette relaxation continue souffriront de ce handicap : il serait intéressant
de déterminer si, dans ces conditions, utiliser une méthode rapide (de telles
méthodes sont connues dans la littérature, voir [149] par exemple) fournissant
une valeur approchée de cette borne permettrait d’améliorer sensiblement
Iintérét d’une telle approche (c’est-a-dire, en d’autres termes, permettrait
de diminuer fortement les temps d’exécution sans trop dégrader la valeur de
la borne).

Enfin, il convient de noter que, dans H2, pour les cas n = 175, m <
n(ngfl), et n = 200,m < %, nous limitons 'utilisation de l’algorithme
SPF aux chemins de longueur A = [log;(n)]| = 3, alors que SPF est amené
a examiner des chemins de longueur 6,6 (en moyenne). Dans ce cas, réduire
la longueur des chemins examinés de 55 % permet donc d’obtenir un gain en
temps de 30 % en moyenne.

7.6 Bilan et problémes ouverts

La premiére conclusion & tirer des expérimentations présentées dans ce
chapitre est que, sur les instances générées, les deux meilleures heuristiques
sont SPF et H2, chacune ayant ses propres avantages et inconvénients. En
particulier, comme son principe le laissait présager, H2 n’est compétitive que
lorsque le nombre d’arétes n’est pas trop élevé.

Néanmoins, un fait troublant est que, en moyenne, la valeur des solu-
tions renvoyées par SPF est (sensiblement) meilleure que celle des solutions
renvoyées par H2. Bien que cette derniére soit plus rapide que SPF dans
un certain nombre de cas (c’est son intérét principal, et c’est la deuxiéme
conclusion qui s’impose & nous), la stratégie qui consiste a router les flots sur
un arbre couvrant de poids maximum semble donc moins bonne (en terme
de qualité des solutions) que celle qui consiste a router les flots sur des plus
courts chemins, méme lorsqu’il ne reste plus de chemins “courts”. En théorie,
pourtant, des exemples ol cette constatation n’est pas vérifiée sont connus
(voir le début du chapitre 2).
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Un deuxiéme fait troublant est que, sur les instances générées par Rudy,
nous avons constaté que le saut d’intégrité était trés faible (la valeur de la
solution renvoyée par SPF étant trés proche de I'optimum de la relaxation
continue). Encore une fois, en théorie, on sait qu’il existe une infinité de
graphes ol ce n’est pas le cas. Le choix de se servir de Rudy pour effectuer
nos tests provient du fait que c’est I'un des générateurs aléatoires de graphes
les plus utilisés, mais cela ne garantit évidemment pas la pertinence des ins-
tances ainsi générées.

La premiére suite a donner a cette étude pourrait donc consister a tester
H2 sur des instances réelles (issues de problémes industriels), pour lesquelles
on sait, d'une part, que SPF donne des résultats médiocres (d’aprés [102]),
et, d’autre part, que le saut d’intégrité est relativement élevé. Il serait éga-
lement intéressant de poursuivre des tests sur des instances beaucoup plus
grosses, car on peut s’apercevoir, a la lumiére des résultats de notre étude,
que, en terme de temps de calcul, I’heuristique H2 ne semble devenir vrai-
ment intéressante par rapport & SPF que lorsque la taille des instances
générées atteint un certain seuil.

La seconde consisterait évidemment & concevoir de nouvelles heuristiques
pour MFEM, soit en imaginant et en exploitant de nouvelles idées, soit en
découvrant un moyen original de combiner les idées sur lesquelles se fondent
les quelques algorithmes approchés déja connus pour ce probléme [41, 102,
103].






Chapitre 8

Flot multiterminal dans les
graphes orientés

8.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous étudions le probléme FMTEM dans les graphes
orientés. En particulier, nous donnons les premiers résultats de complexité
le concernant, et nous introduisons un parameétre kg pour ce probléme, pour
lequel nous fournissons une caractérisation compléte des cas “faciles” et “dif-
ficiles”. Nous l'utilisons également pour améliorer I’algorithme approché de
Garg et al. Nous commengons par rappeler quelques résultats préliminaires.

Tout d’abord, CMTM, le probléme de coupe associé & FMTEM, a été
largement étudié dans le cas non orienté, aussi bien du point de vue de 'ap-
proximation que de la résolution exacte en temps polynomial [26, 42, 52, 54,
91, 97, 164]. Le cas orienté de CMTM a aussi fait 'objet de quelques pa-
piers : Garg et al. [78] montrent qu'il est AP X-difficile méme pour |7| = 2
(rappelons que 7 est I'ensemble des terminaux) et donnent un algorithme
2log, |7 |-approché (que nous détaillons ci-dessous, car nous aurons a le réuti-
liser), et Naor et Zosin [130] donnent un algorithme 2-approché. Cependant,
I’algorithme de Garg et al. a une propriété intéressante : il calcule une coupe
multiterminale dont la valeur est au plus 2log, |7 fois la valeur d'un flot
multiterminal entier, et est donc un algorithme 2 log, |7 |-approché a la fois
pour CMTM et pour FMTEM (alors que I'algorithme de Naor et Zosin ne
fournit pas une solution approchée pour FMTEM). En outre, Costa et al.
[52] montrent que FMTEM et CMTM sont polynomiaux dans les GSC, en
utilisant une simple réduction (que nous détaillons ci-dessous, car elle sera
un des composants essentiels de nos algorithmes) a des problémes de flot
maximum et de coupe minimum, respectivement. A notre connaissance, ce
sont les seuls résultats concernant FMTEM dans les graphes orientés. Dans
les graphes non orientés, FMTEM a récemment été montré polynomial via
la méthode des ellipsoides [99] : la résolution est fondée sur le théoréme de

183
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Mader sur les 7-chemins [151, Chapitre 73|.

ABS, un algorithme 2log, |7 |-approché pour FMTEM. L’algorithme
congu par Garg et al. pour FMTEM suit une approche primale-duale remar-
quablement simple. On suppose sans perte de généralité que le nombre de
terminaux est un multiple de 2 (si ce n’est pas le cas, on ajoute des termi-
naux fictifs). Le déroulement de 'algorithme est le suivant :

— Pour ¢ de 1 a log, |7, partitionner les terminaux de chaque com-
posante connexe du graphe mis & jour (pour ¢ = 1, c’est le graphe
initial) en deux groupes de méme taille (appelés respectivement pre-
mier et deuriéme groupe), puis calculer une coupe minimum et un flot
maximum entre 'union des premiers groupes et I'union des deuxiémes
groupes (en reliant une source virtuelle a tous les terminaux des pre-
miers groupes et tous les terminaux des deuxiémes groupes & un puits
virtuel), puis faire de méme entre I'union des deuxiémes groupes et
I'union des premiers groupes. Conserver le flot maximum parmi ces
deux flots et mettre a jour le graphe;

— Lorsque i = log, |7, renvoyer le flot de valeur maximum parmi tous
ceux calculés lors des log, | 7| itérations.

Nous appellerons cet algorithme ABS, pour Algorithme par Bissections
Successives. Remarquons que le flot renvoyé est effectivement un flot multi-
terminal valide et entier, puisqu’il a été obtenu a ’aide d’un algorithme de
flot maximum (on suppose évidemment que les capacités sont entiéres). Il
nous reste a montrer le théoréme suivant :

Théoréme 8.1 ([78]). ABS est 2logy |7 |-approché pour FMTEM.

Démonstration. Il n’est pas difficile de voir qu’on obtient une coupe multiter-
minale valide en faisant I'union des 2 log, |7 | coupes minimums calculées aux
log, |7| itérations (on calcule deux coupes minimums & chaque itération).
Le flot multiterminal entier renvoyé par l'algorithme étant le meilleur des
2log, |7| flots maximaux associés a ces coupes, et la valeur d’un flot maxi-
mum dans un graphe étant égale a la valeur d’une coupe minimum, on obtient
une solution admissible pour FMTEM dont la valeur est au plus 2log, |7 |
fois la valeur d’une solution pour CMTM, ce qui termine la preuve. ]

Polynomialité de FMTEM et CMTM dans les GSC. Nous détaillons
a présent la transformation utilisée par Costa et al. dans [52] pour réduire
FMTEM et CMTM dans les GSC & des problémes de flot maximum et de
coupe minimum respectivement. L’idée est d’appliquer 'opération suivante
(que nous appellerons opération EST, pour opération par Eclatement et
Substitution de Terminauz) pour T = T (c’est-a-dire, & tous les terminaux).
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Opération EST (donnée : un ensemble de terminaux 7)) :

— Pour chaque terminal ¢; € 7, remplacer t; par deux nouveaux sommets
(non terminaux) t; et ¢, et remplacer tout arc (v,t;) par un arc (v, t})
(ayant la méme capacité) et tout arc (¢;,v) par un arc (¢/,v) (ayant la
meéme capacité) ;

— Ajouter deux nouveaux sommets terminaux o et 7, et relier chaque
t; a 7 et o & chaque t] (les arcs ajoutés doivent avoir des capacités
“suffisamment grandes”).

La figure 8.1 illustre cette opération, qui servira de base & nos algo-
rithmes.

Fi1G. 8.1 — Transformation du terminal ¢;.

On calcule ensuite une coupe minimum et un flot maximum entre o et
7. Il n’est pas difficile de voir que la coupe obtenue est une coupe multi-
terminale valide pour l'instance initiale. En outre, le flot obtenu est un flot
multiterminal valide si aucune unité de flot n’est routée entre ¢/ et t; pour
tout 7. Dans ce cas, la valeur du flot multiterminal obtenu étant égale a la
valeur de la coupe multiterminale, les deux sont optimaux.

Costa et al. ont montré le théoréme suivant :

Théoréme 8.2 ([52]). FMTEM et CMTM sont polynomiauz dans les GSC.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer 'opération EST pour 7 = 7, puis de
calculer un flot maximum et une coupe minimum entre o et 7. Il n’existe
aucun chemin entre ¢ et ¢, pour tout ¢, le graphe étant sans circuits : le flot
obtenu est donc un flot multiterminal valide, ce qui conclut la preuve. [

Dans toute la suite de ce chapitre, nous généralisons les deux théorémes
précédents en introduisant un nouveau parameétre, et nous donnons une ca-
ractérisation des cas “faciles” et “difficiles” de FMTEM vis-a-vis de ce para-
métre. Ces résultats ont fait 'objet d’une publication en revue internationale
[17].
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8.2 Définition du paramétre kg

Etant donné un ensemble de terminaux 7, on définit un terminal so-
litaire comme étant un terminal qui se trouve sur au moins un circuit ne
contenant pas d’autres terminaux. On note 7g C 7 ’ensemble des terminaux
solitaires, et on définit kg = |Zg| (on a donc kg < |7T).

Remarquons que kg = 0 dans les GSC, et que, plus généralement, la
valeur de kg est bornée par |7| d’'une part et par le nombre de circuits
d’autre part (ces deux quantités pouvant méme étre arbitrairement grandes
devant kg).

De fagon intuitive, la condition kg = 0 garantit que toute unité de flot
routée entre ¢; et 'un des |7 | terminaux (en incluant ¢; lui-méme) passera a
travers au moins un terminal différent de t; : par conséquent, on peut consi-
dérer qu’elle est routée d'un terminal vers un autre terminal. Nous verrons
un peu plus loin dans ce chapitre comment calculer kg.

La figure 8.2 montre des exemples avec différentes valeurs de kg.

5] 5]
t2 t2
(a) ks =0. (b) ks =1.

Fi1G. 8.2 — Différentes valeurs de kg.

8.3 Preuve de APX-difficulté

Nous montrons dans cette section que FMTEM est AP X-difficile dans
les graphes orientés, méme si |7| = kg =2 (ousi kg =1 et |T| = 3).

Pour cela, nous allons utiliser le fait que, si P # NP, il n’y a aucun
algorithme p-approché pour MFEM dans les graphes orientés, méme avec
deux liaisons, pour tout p < 2 (rappelons que ce probléme est AP X-difficile
méme dans les graphes non orientés [89, p. 489]). Commencons par en donner
une courte preuve.
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Tout d’abord, rappelons que le probléme CDA est NP-complet dans les
graphes orientés, méme avec seulement deux liaisons [67] (une instance de
CDA avec deux liaisons est dite positive si les deux chemins existent). Ce
résultat a été utilisé dans [89] pour prouver un résultat d’inapproximabilité
trés fort concernant MFEM dans les graphes orientés. Soit Z une instance
orientée quelconque de CDA avec deux liaisons (s1, s}) et (s2, s5). On raméne
7 a une instance de MFEM en ajoutant deux sommets s et s5, deux arcs
(s, 87) et (s, ) de capacité 1, et en remplagant les deux liaisons par les
liaisons (s1,s)) et (s2,s5). S'il existe un algorithme approché pour MFEM
avec un ratio p < 2, un tel algorithme fournirait une solution de valeur 1 si
7 n’est pas positive, et de valeur 2 sinon (puisque % > 1) : ceci donnerait un
algorithme polynomial pour résoudre CDA. D’ou :

Proposition 8.1. Dans les graphes orientés, MFEM est N'P-difficile a ap-
procher & un ratio 2 — € pour tout € > 0, méme si |L| = 2.

I nous reste & montrer que, quand |7| = 2 (c.-a-d., 7 = {t1,t2}), FM-
TEM est équivalent, dans les graphes orientés, 8 MFEM avec deux liaisons
(s1,87) et (s2,55). En effet, étant données (s1,s)) et (s2,s5), nous pouvons
obtenir une instance équivalente de FMTEM en définissant deux nouveaux
terminaux, ¢; et to, et en reliant (par des arcs ayant des capacités suffisam-
ment grandes) t1 a s1, sh & t1, to & so et 8] & to : toute unité de flot routée
entre t; et to est routée de s; a 3’1 ou de s9 A 3’2. Réciproquement, étant
donnés deux terminaux 1 et to, on peut définir s1 = t1, 8§ = to, s2 = t2 et
sh = t1. Nous venons donc de montrer (voir aussi la figure 8.3(a)) :

Théoréme 8.3. Dans les graphes orientés, FMTEM avec deux terminaux
est équivalent a MFEM avec deux liaisons.

Evidemment, cette transformation ne peut pas étre utilisée dans le cas
non orienté, ni avec plus de deux terminaux. Cela implique :

Théoréme 8.4. Dans les graphes orientés, FMTEM est N'P-difficile a ap-
procher & un ratio 2 — € pour tout € > 0, méme lorsque ks = |7 | = 2.

Notons que cette borne inférieure de 2 est fine pour |7| = 2, puisque 'al-
gorithme ABS est 2-approché dans ce cas. En outre, ce résultat est pour I'es-
sentiel comparable au résultat d’inapproximabilité (c.-a-d., AP X-difficulté)
connu pour le probléme de coupe associé CMTM dans les graphes orien-
tés |78]. Maintenant, nous prouvons le méme résultat pour le cas |7| = 3,
ks = 1. La preuve est trés similaire : étant donnée une instance de CDA
avec deux liaisons (si,s)) et (s2,s5), on définit trois nouveaux terminaux
t1,t2,t3, et on ajoute quatre arcs de poids 1, (t1,s1), (sh, t1), (t2, s2), (s}, t3)
(voir la figure 8.3(b)) ; alors, tout chemin quittant ¢; est routé vers t3. Donc,
s’il existe deux chemins, il s’agit nécessairement d’un chemin entre ¢; et t3
et d’un chemin entre t5 et ¢;. Notons que 7g = {t1}, puisque le seul terminal
se trouvant sur un circuit est ¢;. Par conséquent :
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[1]
tl‘b’f::‘
(1"

(b) Réduire CDA a FMTEM pour ks =1 et |T] = 3.

FiG. 8.3 — Réductions pour I’AP X-difficulté de FMTEM.
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Théoréme 8.5. Dans les graphes orientés, FMTEM est N'P-difficile a ap-
procher & un ratio 2 — € pour tout € > 0, méme lorsque |T| =3 et kg = 1.

Nous traitons le cas kg = 0 (qui généralise le cas sans circuits) en section
8.4 et le cas kg = 1 et | 7| = 2 en section 8.5.

8.4 Algorithmes exacts et approchés pour FMTEM

D’aprés la section précédente, FMTEM est AP X-difficile pour kg >
1 dans les graphes orientés. Par conséquent, si P # NP, les seuls algo-
rithmes efficaces que 'on peut espérer concevoir pour le cas kg > 1 sont
des algorithmes approchés. Dans cette section, nous améliorons 'algorithme
2log, | T |-approché de Garg et al. et donnons un algorithme 2logsy (ks + 2)-
approché pour FMTEM dans les graphes orientés. Nous montrons aussi que
le cas kg = 0 (qui généralise le cas sans circuits) est polynomial.

Nous commencons par détailler le second résultat. La premiére chose
a remarquer est que l'on peut obtenir un renforcement intéressant de [52,
proposition 3| (ce résultat est résumé dans le théoréme 8.2) en notant que,
s’il n’y a aucun terminal solitaire, alors, en appliquant I'opération EST a
tous les terminaux (c’est-a-dire, pour 7 = 7T'), il ne subsiste aucun chemin
orienté de ¢/ a ¢} pour chaque i, et par conséquent on peut résoudre FMTEM
et CMTM par la méme approche que celle utilisée par Costa et al. dans [52].

Théoréme 8.6. CMTM et FMTEM sont polynomiauzx dans les graphes
ortentés si kg = 0, en utilisant un simple algorithme de coupe minimum
et de flot mazimum.

La figure 8.4 montre une application de cette méthode a I'instance de la
figure 8.2(a).

En fait, si on veut garantir que, aprés application de 'opération EST, le
graphe modifié n’admet pas de chemin de ¢/ & ¢, pour un ¢ (autrement, on
ne peut pas étre sir que le flot que ’on calculera dans le graphe modifié sera
un flot multiterminal valide pour le graphe initial), c’est pour 'essentiel la
meilleure (c’est-a-dire, la plus faible) hypothése que l'on puisse faire.

Théoréme 8.7. Aprés avoir appliqué l'opération EST & tous les terminau,
il v’y a aucun chemin orienté de t a t; pour chaque i si et seulement si
kg = 0.

Démonstration. Immeédiate d’aprés les définitions de 7g et de 'opération
EST. O

Les idées décrites précédemment nous fournissent une méthode pour cal-
culer kg (et 7g) : on applique 'opération EST & tous les terminaux, et on
vérifie, pour chaque terminal ¢; € 7, 'appartenance de t; & 7g en testant
s'il existe un chemin de ¢/ a ¢; dans le graphe modifié. Les théorémes 8.6 et
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tll2 t|2

Fic. 8.4 — Transformer une instance de FMTEM en un probléme de flot
maximum.

8.7 montrent aussi I'importance du paramétre kg pour FMTEM et CMTM.
En particulier, ils suggérent d’utiliser ’approche suivante pour trouver des
solutions approchées pour ces deux problémes, qui peut étre vue comme une
combinaison originale des résultats présentés dans [52] et dans [78].

Algorithme EST — ABS :
1. Si |T| > ks + 2, appliquer 'opération EST avec T =T \ g ;

2. Calculer une solution pour la nouvelle instance obtenue (c’est-a-dire,
ou 'ensemble des terminaux est 7g | J{o, 7}) a 'aide de ABS.

Par conséquent, la différence principale avec 'algorithme ABS est que,
avant d’utiliser une stratégie de “diviser-pour-régner”, on “remplace” les ter-
minaux dans 7 \ 7g par seulement deux terminaux, o et 7. Cela implique
que l'on utilise ABS sur une instance avec kg + 2 terminaux, et on obtient
donc un facteur d’approximation de 2logs (ks +2) (au lieu de 2logy | 7). Le
point clé est que toute unité de flot routée lors de ’exécution de 'algorithme
de o a 7 par I'intermédiaire de ¢/ et ¢, pour un certain ¢ avec t; ¢ Tg (s'il en
existe une) peut étre reacheminée entre o et un terminal dans 7g ou entre
un terminal dans 7g et 7 (car t; € 7 \ 7g). Ceci implique :

Théoréme 8.8. EST — ABS est un algorithme 2logy(min(ks + 2,|71))-
approché pour FMTEM dans les graphes orientés.

Notons d’ailleurs que 'opération EST peut étre d’'un intérét indépen-
dant, puisqu’elle peut toujours étre appliquée afin de réduire la taille de
I'instance (c.-a-d., pour ramener le nombre de terminaux de |7| a kg + 2)
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dans toute procédure calculant un flot multiterminal entier (par exemple,
une procédure exacte par énumération implicite).

En fait, on peut montrer que notre analyse du ratio d’approximation
de EST — ABS est fine. Pour ce faire, nous utilisons un exemple construit
a partir d’'un arbre non orienté ayant 2P sommets. Plus précisément, on se
donne une chaine @ = ug, u1, ..., up, et, pour chaque i € {0,...,p—1}, 20—
feuilles sont reliées par une aréte de capacité 1 a u; (soit F; cet ensemble de
feuilles). Tous les sommets sont des sommets terminaux (et par conséquent
|7| = 2P, c.-a-d., p = log, |T]), et les p arétes de @ sont pondérées par un
nombre entier N trés grand (voir figure 8.5).

to_ IN] up oy Ui [N Ui

2 TATAAT v

feuilles
211 221 2'11 2'1 2p21 2P11
feuilles feuilles feuilles feuilles feuilles feuilles

F1G. 8.5 — Une instance fine pour EST — ABS.

Pour transformer ce graphe non orienté en un graphe orienté, on remplace
chaque aréte par le “gadget” donné en figure 1.4 en section 1.3.3 : chaque
arc du “gadget” a la méme capacité que 'aréte initiale. Dans cette instance,
tous les terminaux sont solitaires (c.-a-d., 7 = 7g), et donc EST — ABS
consiste simplement a appliquer ABS. Par conséquent, nous allons prouver
la finesse de I'analyse de Garg et al., et cela impliquera la finesse de la notre.
On suppose sans perte de généralité que AB.S fait toujours les mauvais choix
lorsque plusieurs sont équivalents, et qu’il calcule une solution en séparant
de fagon itérative up—;41 et Fp—; de u,—; : en effet, ceci va résulter en une
recherche dichotomique sur |7|. En outre, le premier flot maximum calculé
a la 1¢ itération consistera a router N unités de flot entre ug et up—;41
et une unité de flot entre wu,_; et chaque feuille de F,_; (le deuxiéme flot
est symétrique; il a donc la méme valeur). La coupe minimum consistera a
couper deux arcs différents (adjacents au méme terminal) dans le “gadget”
reliant u,—; & up—;41 et dans le “gadget” reliant u,_; & chaque feuille de F,,_;.
L’algorithme ABS fournit un flot de valeur au plus N + (2P~ — 1) + (2P=2 —
1)+---+ 2 —=1) = N+2° —p—1 (méme s’il combine les flots obtenus
lors des différentes itérations de la meilleure fagon possible) et une coupe
de valeur 2(pN + 2P — p — 1). Le rapport entre ces deux valeurs est égal a
%’w et tend vers 2p = 2logy ks quand N augmente, ce qui établit
la finesse de I'analyse de Garg et al. Cependant, cela ne signifie pas que I'on
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ne peut pas espérer trouver un meilleur ratio d’approximation en utilisant
un algorithme (méme légérement) différent.

Enfin, notons qu’un ratio plus fin peut étre obtenu pour des cas particu-
liers (ainsi, si kg = 1, notre analyse fournit un algorithme 2-approché).

8.5 Un cas facile : ks =1et |7| =2

Dans les graphes orientés, FMTEM est AP X-difficile méme lorsque |7| =
ks = 2 et lorsque kg = 1 et |7| = 3 (voir la section 8.3), et polynomial si
ks = 0 (voir la section 8.4). Dans cette section, nous traitons le dernier cas
et prouvons que FMTEM est polynomial quand kg =1 et |7] = 2.

Soit T = {t1,ta} et Tg = {t1}. D’aprés la définition de 7g, il existe
au moins un circuit contenant t; mais pas to, et il n’existe aucun circuit
contenant to mais pas t1. Nous allons prouver que, en fait, cette instance
peut étre transformée en une instance équivalente ot kg = 0; puis, nous
conclurons en utilisant le théoréme 8.6. Nous montrons le lemme suivant :

Lemme 8.1. Soit T une instance de FMTEM dans un graphe orienté avec
T = {t1,t2} et Tg = {t1}. Sur tout circuit contenant t1 mais pas to, il existe
un arc effagable, c’est-a-dire, un arc non utilisé par au moins une solution
optimale pour I.

Démonstration. Soit C = {t1,uy, us,...,up,t1} un circuit ne contenant pas
to. Nous prouvons que, sur C, il existe un arc ne se trouvant ni sur un chemin
élémentaire de t1 & to ni sur un chemin élémentaire de to a t1. Soit 7 tel qu’il
y a un chemin de u; & t2 ne contenant pas ¢, mais il n’y a aucun chemin
de u;y1 & t2 ne contenant pas t1. Si ¢ existe, alors 'arc (u;, u;4+1) peut étre
enlevé. En effet, il ne peut pas se trouver sur un chemin élémentaire de t; a
ta (puisqu’il n’y a aucun chemin de w;y; & t2 ne contenant pas t1), et il ne
peut pas se trouver sur un chemin élémentaire de to a ¢1 (puisqu’autrement
il existe un chemin de t5 & u; qui ne contient pas t1, et to € 7g). Si @ n’existe
pas, alors nous pouvons enlever (t1,u1) (s’il n’y a aucun chemin de u; a t2 ne
contenant pas t1) ou (up,t1) (s'il existe un chemin de u, & t qui ne contient
pas t1). Le lemme 8.1 est donc démontré. O

La preuve du lemme 8.1 fournit également un algorithme pour résoudre
FMTEM dans ce cas-la, en enlevant des arcs de fagon itérative jusqu’a ce
qu’il ne reste aucun terminal solitaire. Il convient d’ailleurs de remarquer
que tous les arguments utilisés dans cette preuve peuvent étre testés en
temps polynomial. En effet, étant donnés trois sommets u, v, w, tester s’il
existe un chemin de u & v ne contenant pas w peut se faire en appliquant
Popération EST & w (ou bien en supprimant le sommet w) et en vérifiant
dans le graphe obtenu s’il existe un chemin de u & v (a 'aide d’un simple
parcours de graphe). De la méme fagon, on peut tester de fagon efficace s’il
existe un circuit passant par u mais pas par v, par exemple. En outre, notons
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que l'approche utilisée pour résoudre FMTEM dans le cas kg = 1 et |T| = 2
est également valide pour CMTM.

Enfin, il n’est pas difficile de voir que les résultats de cette section per-
mettent de déduire un cas polynomial pour MFEM (et pour MCM) dans
les graphes orientés : lorsque £ = {(s1, s}), (s2, s5)}, s’il n’existe pas de che-
min entre s et s, (ou, de fagon symétrique, entre s9 et s}), alors I'instance
de FMTEM équivalente (obtenue a I'aide de la transformation de la figure
8.3(a)) vérifie kg < 1, et peut donc étre résolue par notre approche en temps
polynomial.

8.6 Bilan et problémes ouverts

Le parameétre kg présenté dans ce chapitre permet d’améliorer notre
connaissance de la frontiére entre les cas “faciles” et “difficiles” de FMTEM
dans les graphes orientés. Plusieurs résultats, positifs et négatifs, au sujet
de la complexité et de I'approximabilité de ce probléme, sont fournis. Les
résultats de complexité sont dérivés de résultats connus pour MFEM et
CDA, mais, & notre connaissance, n’existaient pas auparavant. Cependant,
deux questions importantes restent ouvertes : existe-t-il un algorithme O(1)-
approché pour le cas orienté général ? Existe-t-il d’autres cas particuliers
“faciles” (par exemple, les graphes orientés planaires) ?






Chapitre 9

Conclusion générale

Les travaux exposés dans la présente thése s’attachent principalement a
I’étude de deux problémes d’optimisation combinatoire liés, en particulier,
au domaine des télécommunications. Nous nous sommes surtout intéressé
aux aspects algorithmiques qui sont associés & ces problémes. En effet, nous
avons systématiquement tenté de répondre a une seule question : tel pro-
bléme admet-il un algorithme de résolution efficace ? Cependant, bien que
cette interrogation constitue un cadre général qui englobe tous les résultats
que nous avons obtenus, un point important concerne les différentes signifi-
cations de l'expression “un algorithme de résolution efficace”. Comme nous
I’avons déja mentionné, tous les algorithmes que nous considérons sont poly-
nomiaux, mais certains sont “exacts” (au sens ou ils fournissent une solution
optimale), d’autres sont “approchés” ; d’autres, encore, ne sont polynomiaux
que lorsqu’un certain parameétre est fixé.

Il convient tout d’abord de noter que les problémes principaux étudiés
dans cette thése, les problémes du multiflot entier maximum et de la mul-
ticoupe minimum, sont connus pour étre N'P-difficiles, et donc, selon toute
vraisemblance, impossibles a résoudre de fagon exacte a I'aide d’algorithmes
efficaces, méme dans des cas trés particuliers. La recherche de cas polyno-
miaux demande donc d’étre vigilant : il devient nécessaire de rendre les pro-
blémes “moins difficiles” en considérant des hypothéses supplémentaires, qui
peuvent nous aider & établir des propriétés structurelles sur lesquelles fonder
des algorithmes; d’'un autre coté, il faut s’efforcer de ne pas ajouter trop
d’hypothéses, pour ne pas aboutir & un cas trivial ou totalement inintéres-
sant. De fagon similaire, les cas ou ces problémes sont NP-difficiles ne sont
réellement intéressants que s’ils différent peu de cas polynomiaux connus. En
d’autres termes, il faut essayer de cerner au plus proche la frontiére entre les
cas “faciles” et les cas “difficiles”. C’est ce que nous avons essayé de faire a
chaque fois que nous nous sommes intéressé a cet aspect des problémes.
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Dans le chapitre 2, nous montrons que MCDA est polynomial dans les
graphes de nombre cyclomatique borné. Ceci généralise et unifie les cas des
anneaux et des arbres, les deux seules classes de graphes dans lesquelles ce
probléme était auparavant connu comme polynomial. En outre, nous avons
vu que ce probléme était AP X-difficile dans les cactus, et qu’il était donc
peu probable qu’il existe une classe plus générale que la nétre ol le probléme
reste polynomial.

Dans le chapitre 3, nous donnons un algorithme polynomial pour résoudre
MCM dans les graphes de largeur d’arbre bornée, lorsque le nombre de liai-
sons est fixé. Il convient de remarquer, d’une part, que c’est une classe de
graphes dans laquelle le sous-probléme CMTM est polynomial, et, d’autre
part, que MCM devient AP X-difficile si le graphe est quelconque ou si le
nombre de liaisons n’est pas fixé. Nous montrons également que MCM est
NP-difficile dans les GSC, alors que CMTM y est polynomial et que MCM
est polynomial dans les arbres orientés.

Dans le chapitre 4, nous prouvons la polynomialité de MFEM dans les
anneaux : ce probléme est polynomial dans les chaines et les étoiles, mais
NP-difficile dans les arbres.

Dans le chapitre 5, nous résolvons MCLM dans un canal dense pondéré ;
ceci généralise les résultats de Formann et al. sur ce méme probléme. Nous
résolvons également un cas particulier de MFEM et MCM dans des grilles
uniformes, qui correspond & un cas particulier de CDA étudié par Frank. En
outre, nous donnons des preuves de complexité montrant que des cas un peu
plus généraux de MCM deviennent NP-difficiles.

Dans le chapitre 6, nous montrons que MCM est polynomial dans les
graphes planaires lorsque les terminaux sont sur la face extérieure et en
nombre fixé (le cas des arbres étant déja connu), alors qu’il est AP X-difficile
dans les étoiles non pondérées si |L| est quelconque et dans les graphes gé-
néraux si |[£| = 3.

Dans le dernier chapitre, nous donnons une caractérisation des cas “faci-
les” et “difficiles” de FMTEM dans les graphes orientés vis-a-vis d’un nouveau
paramétre kg que nous introduisons et étudions; en particulier, nous mon-
trons que le cas kg = 0 est polynomial et généralise le cas des GSC étudié
par Costa et al.

Par ailleurs, les travaux précédents concernaient, en majorité, ’approxi-
mation de ces problémes. En examinant un peu ’ensemble de ces résultats,
on comprend aisément pourquoi ces problémes paraissent si compliqués &
résoudre de fagon algorithmique : dans de nombreux cas, concevoir un al-
gorithme approché ayant un ratio raisonnable est déja un probléme NP-
difficile. Néanmoins, la classification en cas “faciles & approcher” et “difficiles
& approcher” reste problématique et incompléte : pour beaucoup d’entre eux,
on ignore ce qu’il en est réellement. Certains de nos résultats tentent donc
de pallier partiellement ce manque. En particulier, on peut remarquer qu’il
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n’existe que trés peu de méthodes approchées qui ont été concues pour les
problémes de multiflot entier; ce sont souvent les mémes algorithmes qui
sont réutilisés pour obtenir différentes séries de résultats. Ainsi, lorsque I'on
montre qu’il existe des familles d’instances parmi celles que 'on étudie ou
ces algorithmes donnent toujours de mauvais résultats, il reste peu de possi-
bilités & exploiter. Nous avons donc également essayé de mettre au point de
nouvelles méthodes algorithmiques.

Dans le chapitre 2, nous donnons des algorithmes approchés a ratios
constants pour MFEM dans les graphes de nombre cyclomatique borné et
pour MCDA dans les graphes planaires & k niveaux d’arétes. On peut noter,
d’une part, que ces deux classes de graphes généralisent les arbres (une des
topologies les plus classiques), et, d’autre part, qu’il n’existe que trés peu de
classes de graphes ol ces problémes admettent des algorithmes approchés a
ratios constants (on peut principalement citer les arbres et les grilles).

Dans le chapitre 3, nous montrons que le cas orienté de MCM se comporte
différemment du cas non orienté dans les graphes non pondérés de largeur
d’arbre et de degré maximum bornés, puisqu’il est AP X-difficile alors que
ce dernier admet un PTAS.

Dans le dernier chapitre, nous concevons un algorithme 2logy (ks + 2)-
approché pour FMTEM dans les graphes orientés, améliorant ainsi 1’algo-
rithme de Garg et al. (au moins dans la majorité des cas, c¢’est-a-dire quand
|7| > kg + 2). Nous montrons également que ce probléme ne peut pas ad-
mettre d’algorithme approché ayant un ratio plus petit que 2.

Enfin, bien que les techniques utilisées dans nos preuves soient, en régle
générale, plutét classiques, elles sont relativement variées : réduction & un
probléme formulable par un PL dont la matrice est TU, méthodes primales-
duales, combinaison d’énumération limitée et de programmation dynamique,
raisonnement par récurrence, réduction & un probléme de décision connexe,
réduction a des problémes polynomiaux basiques (comme le calcul d’un flot
maximum), etc. Nous nous sommes également efforcé de réutiliser ou d’adap-
ter autant que possible les résultats précédents ou les méthodes existantes,
de fagon & tirer parti des différentes recherches déja menées sur ces sujets.
En outre, le chapitre 2 présente, & nos yeux, deux intéréts particuliers :
d’abord, a notre connaissance, ’algorithme approché de Garg et al. pour
MFEM et MCM dans les arbres n’avait jamais été utilisé & l'intérieur d’un
algorithme approché pour d’autres classes de graphes (alors que 'idée, qui
parait assez naturelle, a été utilisée avec succés pour d’autres types de pro-
blémes) ; ensuite, I'introduction des graphes planaires a k niveaux d’arétes
nous semble pertinente, puisqu’ils généralisent les cactus, communément étu-
diés, et constituent un paralléle intéressant avec la classique famille des
graphes planaires & k niveaux. De surcroit, ces deux points sont liés, puisque
nous n’avons été en mesure d’utiliser efficacement 'algorithme de Garg et
al. qu’en nous restreignant a des graphes planaires & k niveaux d’arétes (si
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l'on excepte les graphes de nombre cyclomatique borné).

Les tableaux C.1 et C.2 donnés en annexe C récapitulent les résultats les
plus significatifs obtenus au cours de cette thése, et les recadrent par rapport
aux principaux résultats existants.

Il subsiste, cependant, de nombreux problémes importants qui restent
ouverts. Nous en avons sélectionné dix (parmi ceux énoncés dans les diffé-
rents chapitres) et les avons listés en annexe C.2; nous ne nous étendrons pas
davantage, car ils sont décrits plus en détails dans les chapitres concernés.
Néanmoins, nous voudrions & présent décrire un autre probléme ouvert qui
n’est pas non plus, & nos yeux, dénué d’intérét. Il concerne le ratio d’inté-
grité de MFEM dans les arbres : d'une part, Garg et al. ont montré qu’il
était au plus 2 (tout comme celui de MCM) ; d’autre part, on ne connait pas
d’instance ou ce ratio est plus grand que % Le probléme est donc le suivant :
qu’en est-il en réalité ? Rappelons que, d’aprés la section 1.3.3, un exemple
d’instance ou ce ratio est égal a % est donné par une étoile non pondérée a
trois feuilles, ou il existe une liaison entre chaque paire de feuilles. Le mul-
tiflot entier maximum vaut 1 dans ce graphe, alors que le multiflot continu
maximum vaut % En revanche, on sait (toujours d’aprés la section 1.3.3)
que le ratio d’intégrité de MCM dans les arbres peut atteindre 2.

Pour conclure, on peut faire trois remarques a l'issue de cette étude.

La premiére est que nous n’avons toujours pas & notre disposition un
panel conséquent de méthodes algorithmiques différentes pour résoudre de
fagon approchée les problémes MFEM et MCDA. Depuis le début de cette
thése, et indépendamment de nos travaux, quelques progrés ont été effectués
en ce sens, principalement par Chekuri, Khanna et Shepherd, qui ont déve-
loppé un schéma général d’approximation qu’ils ont adapté a plusieurs cas.
Leurs travaux sont remarquables car leurs idées, bien qu’issues en partie de
travaux de Robertson et Seymour, sont originales dans le domaine de I'ap-
proximation des problémes de multiflot entier; en outre, leur application a
ces problémes et leur mise en ceuvre est en soit un travail techniquement dif-
ficile. Ils ont toutefois détaillé les limites de leur approche : pour progresser
encore, des idées encore plus novatrices et, selon toute vraisemblance, encore
plus sophistiquées, seront nécessaires. Les limites des approches actuelles
tiennent en particulier dans le fait qu’elles s’appuient sur des raisonnements
ot I’on compare la valeur d’'une solution obtenue a ’optimum continu du pro-
bléme (et non & 'optimum entier directement, car on ne sait pas le faire) :
comme nous ’avons vu, I’écart entre les optima continu et entier peut étre
trés grand méme dans les graphes planaires, ce qui rend ces approches im-
puissantes & traiter les cas les plus difficiles. Un important travail de fond est
donc indispensable, et nous pensons que cela prendra encore de nombreuses
années pour obtenir des avancées significatives.

La seconde remarque est que nous ne nous sommes pas du tout inté-
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ressé, dans cette thése, aux méthodes générales de résolution exacte pour
MFEM et MCM (comme les méthodes arborescentes décrites au chapitre
1, par exemple) : dans le chapitre 7, nous nous intéressons a la résolution
pratique de MFEM a l'aide de méthodes heuristiques (et donc approchées)
uniquement. Il suffit cependant de faire quelques tests a I'aide d’un logiciel
comme CPLEX pour s’apercevoir rapidement que la résolution exacte de ces
problémes (et notamment des problémes MFEM et MCDA) reste trés pro-
blématique en pratique. Malgré tout, quasiment aucune étude n’a tenté de
remédier & ce probléme. Par exemple, & notre connaissance, la seule tentative
de résolution de MFEM par ce type de méthodes est 'article de Brunetta et
al., paru en 2000. Il y a, de toute évidence, un manque flagrant qu’il serait
particuliérement intéressant de combler.

Enfin, la derniére remarque est que de nombreuses variantes de MFEM et
MCM ont récemment été définies et étudiées. Certaines correspondent a des
modéles de routage différents, ou bien reflétent plus fidélement les avancées
technologiques récentes dans le domaine des réseaux de télécommunications,
et ont donc un intérét pratique. D’autres, en revanche, constituent simple-
ment des problémes plus généraux, qui se posent dans d’autres contextes.
Dans les deux cas, il serait profitable de déterminer si les résultats connus
pour MFEM et MCM pourraient s’y appliquer, et comment modifier les tra-
vaux existants pour les adapter & ces nouveaux problémes. En particulier,
Papproximation des versions en ligne (on-line en anglais) de ces problémes
n’a été que peu abordée.
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Annexe A

Travaux complémentaires

Durant ma derniére année de thése, et parallélement & mes autres travaux
de recherche, j’ai eu 'occasion de travailler (en collaboration avec Marie-
Christine Costa et Christophe Picouleau) avec Bernard Ries et le professeur
Dominique de Werra de 'EPFL (Lausanne) sur des problémes de recons-
truction de graphes colorés, qui généralisent les problémes classiques issus
de la tomographie discréte [92]. Ces travaux n’ont pas été inclus dans cette
thése, en particulier pour des raisons d’homogénéité, mais nous les décrivons
briévement dans cette annexe.

Le premier probléme que nous avons étudié est le suivant : étant donnés
un graphe, une collection de chaines de ce graphe, et, pour chaque chaine, le
nombre de sommets de chaque couleur, on cherche & colorer les sommets du
graphe de fagon a respecter les projections de couleurs données sur I’ensemble
des chaines. Nous avons obtenu plusieurs résultats de complexité intéressants
pour ce probléme ; en particulier, pour deux couleurs, il est N"P-complet dans
les arbres de degré maximum 3 et dans les graphes complets. Nous avons
également exhibé un certain nombre de cas polynomiaux : par exemple, ce
probléme est polynomial dans les arbres si deux chaines quelconques ont au
plus un sommet en commun. L’ensemble de ces résultats a fait 'objet d’un
article actuellement en soumission. Une version préliminaire est disponible &
I’adresse suivante :

http://cedric.cnam.fr/~bentz/these/colorationChaines.ps

Le deuxiéme probléme étudié consistait & reconstruire un graphe dont les
sommets sont colorés, uniquement a partir de la liste des degrés colorés des
sommets : en d’autres termes, pour chaque sommet, on connait le nombre de
voisins de chaque couleur (remarquons que, dans ce probléme, le graphe n’est
donc pas donné a priori). Nous avons congu des algorithmes polynomiaux
pour différentes topologies de graphes (c’est-a-dire, en imposant que le graphe
que l'on reconstruit doit étre une chaine ou un arbre, par exemple), le cas
général étant N'P-complet. Un article regroupant I’ensemble de ces résultats
est actuellement en préparation.
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Enfin, j’ai eu 'occasion de travailler avec Christophe Picouleau sur des
problémes de coloration bornée dans des arbres. Nous avons cong¢u un algo-
rithme de programmation dynamique (polynomial si le nombre de couleurs
est fixé) résolvant tout probléme de coloration de sommets dont la fonction
objectif (i) est calculable en temps polynomial en tout point donné et (ii) ne
dépend que des cardinalités des différentes classes de couleur. Cette colla-
boration a fait 'objet d’un article actuellement en soumission. Une version
préliminaire est disponible a ’adresse suivante :

http://cedric.cnam.fr/~bentz/these/colorationBorneeArbres.pdf



Annexe B

(Glossaire

B.1 Liste des acronymes associés aux problémes étu-
diés

— CDA : probléme de l'existence de Chemins Disjoints par les Arétes;

— CDS : probléme de 'existence de Chemins Disjoints par les Sommets ;

— CMEM : probléme de la Coupe Multi-Ensemble Minimum ;

— CMTM : probléme de la Coupe MultiTerminale Minimum ;

— CMTMS : probléme de la Coupe MultiTerminale Minimum sur les
Sommets ;

— FMTEM : probléme du Flot MultiTerminal Entier Maximum ;

— KC : probléme de la K-Coupe;

— MCDA : probléme de la Maximisation du nombre de Chemins Disjoints
par les Arétes;

— MCDS : probléme de la Maximisation du nombre de Chemins Disjoints
par les Sommets ;

— MCLM : probléme de MultiChemins a Longueur Minimum ;

— MCM : probléme de la MultiCoupe Minimum ;

— MCM-FC : variante du probléme de la MultiCoupe Minimum ot ’on
cherche a faire disparaitre les composantes Fortement Connexes;

— MCMS : probléme de la MultiCoupe Minimum sur les Sommets ;

— MFCD : probléme du MultiFlot Continu avec Demandes ;

— MFECM : probléme du MultiFlot Entier Concurrent Maximum ;

— MFED : probléme du MultiFlot Entier avec Demandes ;

— MFEM : probléme du MultiFlot Entier Maximum ;

— MFEMD : probléme du MultiFlot Entier avec le Maximum de De-
mandes ;

— MFEMI : probléme du MultiFlot Entier Maximum Insécable;

— MLCDA : probléme de la Maximisation du nombre de Liaisons routées
suivant des Chemins Disjoints par les Arétes.
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B.2 Liste des abréviations utilisées dans ce docu-
ment

— GSC : Graphe(s) orienté(s) Sans Circuits ;

— PL : Programme(s) Linéaire(s) ou Programmation Linéaire;

— PLNE : Programme(s) Linéaire(s) en Nombres Entiers ou Program-
mation Linéaire en Nombres Entiers ;

— TU : Totalement Unimodulaire(s) (pour une ou des matrice(s)).



Annexe C

Bilan et problémes ouverts

C.1 Tableaux récapitulatifs

Les résultats obtenus dans cette thése sont indiqués en gras et en italique.

Graphes | MFEM MCM MFEMI MCDA CMTM FMTEM
Orientés mz - APX—diff. NP-diff. si | Idem MFEM APX-diff. si (2-¢)-
inapprox. [89] | pour |£| = 2 | |£|=2][67] L] =2 [78] inapproz.,
o ( \/m% [78] 19 ( \/m% 2-approx. méme pour
approx. [103] O(v/n)—approx. approx. [103] [130] L] =2
88] 2log, (ks +2)—
approzx.
GSC NP-diff. si NP-diff. st Idem MFEM Polyn. [52] Polyn. [52]
L] = 2 [64] degrés bor-
O(f)f nés et poids
approx. [39] uniformes
De largeur APX-diff.
d’arbre méme si
orientée degrés bornés
bornée et poids
uniformes
Anneaux Polyn. Polyn. [52] Polyn. Polyn. [123] Polyn. [52] Polyn. [52]
Arbres bi- | APX-diff. APX-diff. [62] APX-diff.
orientés [62] (24»5)—
approx. [62]
Arbres Polyn. [52] Polyn. [52] Polyn. [52] Polyn. [52] Polyn. [52] Polyn. [52]
orientés

TaB. C.1 — Résultats principaux pour MFEM, MCM et leurs variantes
(graphes orientés).
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Graphes | MFEM MCM MFEMI MCDA CMTM FMTEM
Non orien- | N'P-diff. si APX-diff. pour (log m)%_sf NP-diff. si APX-diff. Polyn. [99]
tés |£] = 2 [64] 1| =3 [54] . L] =2 1[64] pour
(logm)3 = O(log |£])- mapprox. | (logm)z - | |£]=3[54]
& (7, 8] inapprox. [7, 8] 1.3438-
inapprox. (7, 8| approx. [79] ppIox. 16 approx. [97]
O(1)-approx. si as dans approx. [39] | approx. [39]
capacités sont si Unique Games
Conjecture est
@(logn) [140] vraie [31]
Planaires | APX-diff. [80] APX-diff. [80] | APX-difft. | APX-diff. [80] | NP-diff.
O(logn)/O(1)— O(1)-approx. [80] 4k—approx. Polyn. pour
approx. si [157] dans g‘]'r'a,pl?es |£] fixé [54].
capacités > 2/4 | Polyn. st pla{lazres a Polyn. st
35, 37, 40] L] fizé et k niveaux terminaux
O(log? n)— terminaus d’arétes sur la face
approx. si degrés | sur la face extérieure
pairs [105] extérieure [42]
Arbres APX-diff. APX-diff. APX-diff. Polyn. [80] Polyn. O(n) | Polyn.
2—approx. [80] 2—approx. [80] 2-approx. [51] O (n?)
(80] [51]
De nb. cy- | APX-diff. [80] APX-diff. [80] APX-diff. Polyn. pour v
clomatique 2(v+1)- 2(v+1)- [80] fixé
720 approzx. approzx. 2(y+1)-
approx.
De largeur | APX-diff. [80] APX-diff. [80] APX-diff. APX-diff. [80] Polyn. [54]
d’arbre O(logn)- PTAS si degrés | [80]
bornée approx. [41] bornés et poids
uniformes [27]
Polyn. si |L]
est fixe
Anneaux Polyn. Polyn. [52] Polyn. [123] Polyn. [52] Polyn. [52]
Arbres APX-diff. [80] APX-diff. [80] | APX-diff. | APX-diff. [80] | Polyn. [42]
d’anneaux 4—approz. 4—approx. [80] 4—approx.
4—approzx. (3—approx. pour
MLCDA [61])
Grilles uni- | A"P-diff. [114] NP-diff. NP-diff. NP-diff. [114]
formes [114]

O(1)—approx.
[102]

TaB. C.2 — Résultats principaux pour MFEM, MCM et leurs variantes
(graphes non orientés).
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C.2 10 problémes ouverts

1.

10.

Quelle est la complexité de MCDA dans les graphes planaires (orientés
ou non) si le nombre de liaisons est fixé ?

Quelle est la complexité de MCDA dans les graphes (orientés ou non)
de largeur d’arbre bornée si le nombre de liaisons est fixé?

Quelle est la complexité de MCDA dans les graphes de largeur d’arbre
bornée si le degré maximum est borné ?

. Existe-t-il un algorithme O(1)-approché pour MFEM dans les graphes

de largeur d’arbre bornée ?

Peut-on améliorer I'approximation de MCDA dans les graphes non
orientés 7 Et dans les graphes planaires?

Existe-t-il un algorithme O(1)-approché pour FMTEM dans les graphes
orientés 7

Quelle est la complexité de CMTM dans les graphes planaires si les
terminaux sont situés sur un nombre fixé de faces?

Existe-t-il un PTAS pour CMTM dans les graphes planaires ?

CMTM est-il FPT dans les graphes planaires (si le nombre de termi-
naux est vu comme le paramétre) 7

Quelle est la complexité de MCM si le nombre de liaisons est fixé et si
le graphe est un GSC? Si le graphe est non orienté et planaire ?






Résumé

Titre : Résolution exacte et approchée de probléemes de multiflot entier et de
multicoupe : algorithmes et complexité.

Dans cette thése, on s’intéresse & des problémes de multiflot entier et de
multicoupe, qui généralisent les problémes classiques de flot maximum et de
coupe minimum. Deux aspects de ces problémes y sont étudiés en particulier :
la résolution exacte en temps polynomial et 'approximation polynomiale.

Du point de vue de la résolution exacte, nos principales contributions
portent sur les sujets suivants :
— Chemins disjoints dans les graphes de nombre cyclomatique borné;
— Multicoupes dans les graphes orientés sans circuits, dans les graphes
non orientés de largeur d’arbre bornée et dans les graphes planaires ;
— Multiflots entiers dans les anneaux ;
— Multicoupes et multiflots entiers dans certains cas particuliers de grilles.

Du point de vue de I'approximation polynomiale, nos principales contri-
butions portent sur les sujets suivants :
Chemins disjoints dans les graphes planaires & k niveaux d’arétes;
Multiflots entiers dans les graphes de nombre cyclomatique borné;
— Multicoupes dans les graphes orientés non pondérés de largeur d’arbre
et de degré maximum bornés;
— Flots multiterminaux entiers dans les graphes orientés.

Nous décrivons également une nouvelle heuristique pour trouver un mul-
tiflot entier maximum dans un graphe non orienté, et la testons sur des
instances générées aléatoirement.

Mots-clés : Optimisation combinatoire, Optimisation dans les graphes, Mul-
tiflots entiers, Multicoupes, Chemins disjoints, Algorithmes polynomiauz,
Approzimation polynomiale, N'P-difficulté, APX -difficulté, Planarité, Lar-
geur d’arbre.
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Abstract

Title: Exact and approximate resolution of integral multiflow and multicut
problems: algorithms and complexity.

In this thesis, we consider integral multiflow and multicut problems,
which generalize the classical max flow and min cut problems. Two aspects
of these problems are studied in particular: polynomial-time resolution and
polynomial approximation.

Concerning the first aspect, our main contributions focus on the following
points:

— Disjoint paths in graphs of bounded cyclomatic number;

— Multicuts in directed acyclic graphs, in undirected graphs of bounded
tree-width and in planar graphs;
Integral multiflows in rings;
— Multicuts and integral multiflows in several special types of grids.

Concerning the second aspect, our main contributions focus on the fol-
lowing points:
— Disjoint paths in k-edge-outerplanar graphs;
Integral multiflows in graphs of bounded cyclomatic number;
— Multicuts in unweighted digraphs of bounded maximum degree and
bounded tree-width;
— Integral multiterminal flows in digraphs.

We also describe a new heuristic to find a maximum integral multiflow
in an undirected graph, and test it on randomly generated graphs.

Keywords: Discrete optimisation, Graph optimisation, Integral multi-

flows, Multicuts, Disjoint paths, Polynomial algorithms, Polynomial approxi-
mation, N'P-hardness, APX -hardness, Planarity, Tree-width.
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