Introduction a la RO

Problemes de flots dans les graphes

Cédric BENTZ (CNAM)

Christophe PICOULEAU (CNAM)



I Capacite journaliere d'un
reseau ferroviaire (1/2)

* Sur le réseau ferroviaire, on a indiqué sur chaque
I troncon entre 2 villes le nombre maximum de trains
qui peuvent passer par jour dans le sens indique.

* Aller de Elphy a Santenago prend moins d'un jour.
* Chaque jour, il peut partir au plus 23 trains d’Elphy.

* Combien de ces trains, au maximum, peuvent
parvenir dans la journée a Santenago ?

(D'apres « La vie du rail », 1998.)



Capacite journaliere d'un
reseau ferroviaire (2/2)
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I Flot dans un graphe orienté

* Modele :

* Un graphe oriente representant le reseau : un sommet
par gare, un arc muni d'une capacité par trongon

* On part d'une origine (source) = Elphy, et on cherche
a rallier une destination (puits) = Santenago
* Réseau de transport : graphe avec source, puits, capacites

* Quantité de trains circulant sur un troncon donné = flot sur
I'arc associe

* Toute unité de flot (c’est-a-dire tout train) qui part d'Elphy doit
parvenir a Santenago



I Formalisation du probleme

* Probleme du flot maximum :

I * Maximiser le flot total émis par la source (c’est-a-dire
le nombre total de trains partant d’Elphy)

* Tout train parvenant a une gare en repart

* Conservation du flot (en chaque sommet)

* On doit tenir compte des capacités des troncons (le
flot sur chaque troncon est borné par sa capacite)

* Contraintes de capaciteé (sur les arcs)



I Est-ce simple de determiner
I efficacement un flot maximum ?

* Un arc est sature si son flot = sa capacite
* Notion de flot complet

* Définition : flot dans lequel tout chemin entre la source
et le puits contient au moins un arc sature

* Comment calculer un flot complet ?
* Un flot maximum est-il nécessairement complet ?
* Un flot complet est-il nécessairement maximum ?

* Calculer un flot complet entre Elphy et Santenago.
Quelle est sa valeur ? Peut-on I'améliorer ?



Méthode de Ford et Fulkerson

M¢thode de « marquage » de Ford & Fulkerson
pour déterminer un flot maximum (1956)

Description via la notion de graphe d’écart

Etant donnés un réseau de transport R et un flot f, Fl

le graphe d’écart de R associé¢ a f est tel que : '

* Méme ensemble de sommets que R N

* Arc (i,j) dans R de flot nul = arc (i,j) de méme capacité T

* Arc (1,j) dans R saturé =» arc (j,i) de méme capacité

* Sinon, arc (i,j) dans R =» 2 arcs : arc (i,j) de capacité
capa fu, et arc (J,1) de capacite f;

On cherche ensuite un chemln entre la source et le

puits dans ce graphe d’¢cart, et on modifie le flot

le long de ce chemin en fonction des capacités




Notion de coupe dans un graphe

* Coupe dans un graphe =
ensemble d'arcs dont la
suppression ne laisse aucun
chemin entre la source et le puits

— Valeur de la coupe = somme des
capacites de ses arcs (20 ic1)

— Support de la coupe = sommets
restant li€s a la source
* Valeur flot < valeur coupe

* Théoreme de Ford-Fulkerson :
valeur d'un flot maximum =
valeur d'une coupe minimum




Questions & exercices (1/5)

1) Flot de valeur donnée

* On veut savoir s’il est possible d’envoyer 18 trains par
jour de Elphy a Santenago = comment faire ?

2) Flot maximum dans ce graphe, mais non oriente
3) Sources et/ou destinations multiples

* Comment modéeliser et résoudre le probleme si on a
plusieurs origines et/ou destinations ?

* Si Arriba et Elphy sont des origines (sources), et Gigolino et
Santenago des destinations (puits) ?

* Si Arriba, Benvenuto, Elphy, Gigolino et Santenago sont a la
fois des origines (sources) et des destinations (puits) ?



Questions & exercices (2/5)

4) ContrGles entre deux gares donnees

* Par mesure de sécurite, chaque train est contrdle a la
fois au depart (Elphy) et a I'arrivée (Santenago)

* Par mesure de precaution, on souhaiterait aussi :

* Pouvoir contrbler visuellement I'état de chaque train circulant
entre Elphy et Santenago,

* Au moins une fois durant son parcours,
* A l'aide de caméras installées le long des troncons.

* Comment faire en sorte d’installer le nombre minimum
de cameéras pour controler tous les trains ?
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Questions & exercices (3/5)

5) Mise aux normes d'une voie

11

* On doit mettre aux normes une voie, et pour cela réaliser

certains amenagements dessus, parmi plusieurs possibles
(chaque aménagement a un colt connu)

La non realisation de certains amenagements genere une
certaine pénalite a payer a I'Etat : plus préciséement, chaque
penalité est associee a un amenagement ou a un ensemble
d'amenagements, et si au moins I'un des aménagements de cet
ensemble n'est pas realise, alors la pénalité est due

Chaque aménagement peut participer a plusieurs pénalités :
donc, elles seront toutes dues si 'aménagement n'est pas realise

Comment decider quels améenagements reéaliser, de fagon a
minimiser les dépenses qui en découlent (= la somme des colts
des investissements réalisés et des pénalites a payer a I'Etat) ?



6) Un 2e probleme de mise aux normes d'une voie

* On doit mettre aux normes une voie, et pour cela réaliser
certains amenagements dessus, parmi plusieurs possibles

* Chaque aménagement a un colt connu, et la non realisation de
cet amenagement génere une certaine penalité a payer a |'Etat

* De plus, pour chaque paire d'aménagements, si le premier est
realisé mais pas le second, alors on doit s'acquitter d'une
penalité supplementaire envers I'Etat

* Comment decider quels aménagements réaliser, de fagon a
minimiser les dépenses qui en decoulent (= la somme des couts
des investissements réalisés et des pénalités a payer a 'Etat) ?

Questions & exercices (4/5)
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I * Trajet no 1 : Elphy (source) vers Santenago (puits)

Questions & exercices (5/5)

/) 2 trajets concurrents dans un graphe non orienté

* Trajet no 2 : Fluente (source) vers Benvenuto (puits)

* Pour des raisons techniques, les prix d'installation ne sont
pas uniformes : installer une caméra sur chaque troncon
colte (en milliers d'euros) un prix correspondant a sa
capacité (certaines capacités ayant ete reevaluees)

* Chaque train (quel que soit son trajet) doit étre contréle par
une cameéra au moins une fois, et le tout a moindre co(t

* Liens avec la question 4) ?
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I Flot a cout minimum (1/2)

* Variante : un cout unitaire de circulation par arc

I * On veut alors acheminer le flot au puits a moindre cout

* Modele (graphe) : un réseau (graphe), un cout unitaire
et une capacité par arc, une source s, un puits p

* Formalisation : probleme du flot a colt minimum

* Minimiser la somme totale des couts des arcs
* Colt d'un arc = quantite de flot sur l'arc fois son coult unitaire
* Contraintes de capacitée

* Conservation du flot

* Quantité de flot connue F a acheminerde s ap
14



I Flot a cout minimum (2/2)
* Beaucoup de similitudes avec d'autres problemes
I * SI F = valeur d'un flot maximum (cf algorithme de Ford
& Fulkerson) : flot maximum a cout minimum
*SiF=1=2>7

* Méthode de resolution similaire (graphes d'ecart)

* Algorithme de Busacker & Gowen

* Chaque arc du graphe d'ecart associé a un réeseau de
transport R et a un flot f a un cout (le cout unitaire de
I'arc si celui-ci est dans R, et son opposé sinon)

* On choisit alors, dans le graphe d’écart, un plus court

5 chemin entre la source et le puits



Une premiére application des flots a
cout minimum : le frét ferroviaire
(programmes de transport)

* Transport de marchandises (entrepots vers clients)

I * Plusieurs entrepo6ts, plusieurs clients
* Chaque entrep6t a une certaine quantité disponible

* Chaque client a une certaine demande
* Capacites de transport supposees suffisantes ici

* Transporter des marchandises d’'un entrep6t donne
vers un client donné induit un cout unitaire fixe

* Comment satisfaire les demandes a moindre colt

* Si quantite disponible totale = demande totale ?

* Sinon ?
16



Une 2eme application des flots a
cout minimum : I’affectation linéaire

* Contexte : n conducteurs doivent étre

affectéts a n trajets, de facon a
minimiser la somme totale des temps
de récupcration associes, sachant
qu'un conducteur a droit a un temps de
récuperation qui dépend du trajet
effectu¢ (selon l'age du conducteur,
I'horaire et la durée du trajet, mais
cgalement I'¢loignement par rapport au
domicile familial, ou méme des
conditions specifiquement négocices)

Formalisation : chaque couple (trajet,
conducteur) est muni d'une valeur
(temps), et 1 trajet=1 conducteur
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X

Trajet 1 Trajet2 Trajet 3

% 10 min

% 10 min

Conducteurs

15 min | 40 min
5 min 20 min 1 heure
3 heures| 3 heures



Calcul d’une affectation linéaire a
’aide d’un flot a cout minimum

* Soit un probleme d'affectation lin€aire donné par
une matrice a n lignes et n colonnes T=(tij)

[capacité]
cout

Flot a cout minimum
de valeur n (n=3)
= affectation optimale !

[1]

2 Conducteurs Trajets



Affectation en presence de
ressources insuffisantes

* On modifie legerement le probleme precedent

* Temps de recuperation decoulant de l'affectation de
trajets a des conducteurs

* En revanche, on suppose que certains conducteurs ne
peuvent (ou ne veulent) pas effectuer certains trajets
(ou leur nombre est < nombre de trajets a effectuer)

* On veut affecter le nombre maximum de trajets a des
conducteurs, tout en minimisant le temps total

* Couplage biparti maximum de cout minimum
* Flot maximum a colt minimum ? Dans quel graphe ?
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Bilan

* Deux problemes de base, servant de modeles :

— Flot maximum,
— Coupe minimum.

* Une variante : flot a colGt minimum
* De nombreuses applications :

— Controle des voies,
— Choix d'aménagements,
— Affectation linéaire (ressources suffisantes ou non),
— Programmes de transport (frét ferroviaire),
20 — Etc.
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