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Un bref état de I'art (graphes non orientés)

Multiflot entier maximum | Multicoupe minimum
p =1 | Polynomial (flot maximum) | Polynomial (coupe minimum)
p = 2 | NP-difficile Polynomial

[Even, Itai, Shamir (1976)] | [Yannakakis et al. (1983)]
p > 3 | NP-difficile NP-difficile

[Even, Itai, Shamir (1976)] | [Dahlhaus et al. (1994)]
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Modeles PLNE associés (multiflot entier maximum)

» Variables (une variable f; > 0 par paire (s;,s!)) : fi = valeur du flot
(entiére ou non) sur 'unique chaine p; entre s; et s/ dans A.
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Modeles PLNE associés (multicoupe minimum)

» Variables (une variable y,, € {0,1} par aréte uv) : y,, = 1 ssi |'aréte
uv est sélectionnée (pour étre supprimée).
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Dualité

Théoreme
Les relaxations continues de ces deux PLNE sont duales ['une de I'autre.
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Solutions optimales entieres dans cet exemple

Valeur optimale des deux
relaxations continues = %

Valeur du multiflot Valeur de la
entier =2 = EJ multicoupe = 3 = [ﬂ

= Les deux solutions entieres précédentes sont donc optimales !
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Graphe associé aux paires source-puits

Transversal (vertex cover) Multicoupe
(de méme valeur)
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Théoreme
Multiflot entier maximum < couplage maximum (graphe quelconque).
= Probléme polynomial

Théoreme

Multicoupe minimum < transversal minimum (graphe quelconque).
= Probleme NP-difficile
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Multiflot entier maximum dans les
arbres quelconques
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Algorithme polynomial dans les arbres avec capacités 1

Multiflot entier = ensemble de chemins disjoints.
Etoile = recherche d’un couplage maximum.
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Algorithme polynomial dans les arbres avec capacités 1

Multiflot entier = ensemble de chemins disjoints.
Etoile = recherche d’un couplage maximum.
Arbre quelconque ? Traiter une étoile de I'arbre, puis le réduire.

= Puis, on recommence...
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NP-difficulté dans les arbres avec capacités 1 et 2

Réduction a partir du probleme NP-complet de la partition en triplets
disjoints : dans un ensemble T de N triplets (x; € X,y; € Y,z € Z)
avec |X| = |Y| = |Z| = n, déterminer s'il existe n triplets disjoints.
Exemple : n=3, N=7, X ={1,2,3}, Y = {4,5,6} et Z = {7,8,9}.
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Réduction a partir du probleme NP-complet de la partition en triplets
disjoints : dans un ensemble T de N triplets (x; € X,y; € Y,z € Z)
avec |X| = |Y| = |Z| = n, déterminer s'il existe n triplets disjoints.

‘,,*" Triplet (x;, yj, z«)
(héme occurrence de x;)
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occurrence 1 occurrence h

derniére . .
occurrence — contribution de 1 au flot
N = nombre de telles paires sources-puits

19/28



NP-difficulté dans les arbres avec capacités 1 et 2

Réduction a partir du probleme NP-complet de la partition en triplets
disjoints : dans un ensemble T de N triplets (x; € X,y; € Y,z € Z)
avec |X| = |Y| = |Z| = n, déterminer s'il existe n triplets disjoints.

-7 Triplet (X1, Yj» 2)
(héme occurrence de x;)

inclus dans la solution
occurrence 1 occurrence h

derniére . .
occurrence — contribution de 2 au flot
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NP-difficulté dans les arbres avec capacités 1 et 2

Réduction a partir du probleme NP-complet de la partition en triplets
disjoints : dans un ensemble T de N triplets (x; € X,y; € Y,z € Z)
avec |X| = |Y| = |Z| = n, déterminer s'il existe n triplets disjoints.

1 Multiflot entier de valeur < N +n:

val. optimale = N + n < n triplets disjoints
occurrence 1 occurrence h derniére

occurrence
N = nombre de telles paires sources-puits
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Bilan sur la complexité du probléme du multiflot entier
maximum dans les arbres quelconques

Théoreme

Dans les arbres, le probléme du multiflot entier maximum est
polynomial si les capacités sont 1.
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Bilan sur la complexité du probléme du multiflot entier
maximum dans les arbres quelconques

Théoreme

Dans les arbres, le probléme du multiflot entier maximum est
polynomial si les capacités sont 1.

Théoreme

Dans les arbres, le probleme du multiflot entier maximum est
NP-difficile, méme si les capacités possibles sont 1 et 2.
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Multiflots et multicoupes approchés
dans les arbres quelconques
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Algorithme approché primal-dual (glouton)

» On enracine I'arbre en un sommet quelconque.
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Algorithme approché primal-dual (glouton)

» On enracine I'arbre en un sommet quelconque.

» Multiflot entier :

» On parcourt I'arbre de bas en haut : pour tout i tel que y; devient
entierement contenue dans le sous-arbre enraciné au sommet courant,

on choisit f; aussi grand que possible.
» On stocke les arétes ainsi saturées.

» Multicoupe :
» On parcourt I'arbre de haut en bas : on inclut dans la multicoupe
les arétes "les plus hautes" parmi celles saturées par le multiflot.
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Propriétés des solutions approchées obtenues

Lemme
Les 2 solutions obtenues par I'algorithme primal-dual sont admissibles.
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Propriétés des solutions approchées obtenues

Lemme

Les 2 solutions obtenues par I'algorithme primal-dual sont admissibles.

Lemme
La multicoupe obtenue ne contient que des arétes saturées, et chaque

unité du multiflot entier traverse au plus deux arétes de la multicoupe.

Ces deux lemmes impliquent :

Théoreme
La valeur de la multicoupe obtenue par I'algorithme est au plus
deux fois celle du multiflot entier obtenu.
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Ecart entre les valeurs optimales
Théoreme
Dans le pire cas, le ratio entre la valeur d’une multicoupe minimum

et celle d’'un multiflot entier maximum est au moins max(p,/n)
dans les graphes planaires a n sommets.
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et celle d’'un multiflot entier maximum est au moins max(p,/n)
dans les graphes planaires a n sommets.
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[Kleinberg (2005)] = O(1) si pas de sommet interne de degré impair.
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Bilan et conclusion
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> Problémes trés généraux, méme dans les arbres (liens avec couplages,
transversaux, partitions en triplets, etc.).
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> Problémes trés généraux, méme dans les arbres (liens avec couplages,
transversaux, partitions en triplets, etc.).

» Quelques cas particuliers "faciles", résolus via des algorithmes
élégants et non triviaux.

» Un algorithme approché, dont la garantie est la meilleure possible, et
qui est en outre une belle illustration des méthodes primales-duales.

» Encore aujourd'hui, principale classe de graphes admettant un
algorithme approché avec une garantie aussi bonne pour les deux
problémes, et un algorithme polynomial pour calculer un multiflot
entier maximum avec des capacités 1.

Quelques points non évoqués :
» Lien avec les b-couplages.
» Lien avec les couvertures d'ensembles représentables par des arbres.

» Preuve d'inapproximabilité pour le multiflot entier maximum.
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Aller plus loin 7

Pour la multicoupe :

» Saut d'intégrité de O(1) dans les graphes planaires
[Tardos, Vazirani (1993)].

> Saut d'intégrité de O(log p) dans les graphes généraux
[Garg et al. (1996)].
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Merci pour votre attention !

Des questions ?
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