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Plan du cours

Réduction de I'ordre de complexité : besoins et problémes




Méthodes de réduction de la complexité

A. Réduction du volume de données (sans changer |'ordre de complexité)
B. Réduction de I'ordre de complexité (sans diminuer le volume de données)

m Principe : les modéles sont souvent locaux, la décision est locale — les calculs

impliquant des données éloignées peuvent étre évités
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m Solutions basées sur I'utilisation d'index multidimensionnels ou métriques
m Méthodes exactes ou approximatives
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Réduction de I'ordre de complexité : typologie des besoins

m Recherche par similarité (par ex. pour recommandation par similarité)
m Décision : k plus proches voisins, machine a noyaux

m Estimation de densité (description, décision)

m Classification automatique, quantification

= Jointure par similarité (par ex. identification proximités fortes)

m Apprentissage supervisé, apprentissage semi-supervisé
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Recherche par similarité

m Recherche par intervalle (range query) : Range,(q) = {x € D|Vi, |xi — qi| < ri}
= Recherche dans un rayon (sphere query) : Sphere.(q) = {x € D|d(x,q) < €}

m Recherche des k plus proches voisins (kppv, kNN) :
kNN(q) = {x € D||kNN(q)| = k A Vy € D — kNN(q),d(y,q) > d(x,q)}
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N données =- complexité O(N)?
Principe et typologie des besoins 5/25

Décision : k plus proches voisins

Trouver les kppv de x

Vote majoritaire des kppv (avec ou sans rejet d'ambiguité)
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k plus proches voisins

N données = complexité O(N)?




Estimation de densité

Noyaux de Parzen : noyaux K identiques centrés sur les N observations initiales, la
densité en x est f(x) o< ., K(x,x/)

Modeéle paramétrique (par ex. mélange additif de lois normales) : la densité est une
somme pondérée de lois, on note par N le nombre de lois dans le mélange

N noyaux = complexité O(N)?

Noyau local (K (x,x;) ~ 0 pour d(x,x;) > €) ou loi a décroissance rapide = seuls

comptent les voisins dans un rayon

Classification automatique, quantification vectorielle

m k-means : groupes représentés par leurs centres de gravité, nombre de centres fixé

(mais on considére que pour N données il faudrait utiliser O(N'/?) centres)

m k-medoids : extension aux espaces métriques en général, chaque groupe est

représenté par son élément le plus central (medoid)

m Classification ascendante hiérarchique : arbre de regroupements, pouvant donner de

multiples partitionnements

N données = complexité O(N) (ou O(N*/?)), resp. O(N?) et O(N?log N)?




Jointure par similarité

m Jointure avec seuil de distance 6, ensembles Dy, D2, avec N; et respectivement No
éléments : Ky = {(x,y)|x € D1,y € D2,d(x,y) < 6}

m Auto-jointure : D1 = D>

+
jointure par similarité auto-jointure par similarité
= complexité O(N; x Na)? = complexité O(N?)?

Réduction de |'ordre de complexité : objectifs

m Recherche par I'exemple, décision, estimation de densité : requéte de méme nature
que les données

m Objectif : O(N) — O(logN) ou O(1)
m Apprentissage semi-supervisé, apprentissage actif, recherche par détecteur : requéte
= frontiére de décision
m Objectif : O(N) — O(logN) ou O(1)
m Jointure par similarité, apprentissage supervisé a noyaux, N-body problems, certaines
méthodes de classification automatique
m Objectif : O(N?) — O(N logN) ou O(N)

m Remarque générale : complexité > taille résultat!
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Typologie des méthodes

L e T

Principe général

m Arbres de recherche :

m Regroupement hiérarchique des données
m Parcours de I'arbre en partant de la racine, idéalement O(loglN) nceuds traversés =-
O(logN) calculs de distance, O(logN) échanges avec le disque

m Hypotheses :

Seules les données proches de la requéte sont utiles (sinon approche inutile)
Tres peu de données sont proches (sinon réduction espérée faible)
Les données proches sont bien plus proches que les autres (sinon méthodes inefficaces)
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Typologie des structures d'index

m Distinctions induites par la nature des données :

densités de probabilité, etc.
m Espace métrique = on ne peut parler que de distances

m Méthode de réduction de |'espace de recherche :

m Partitionnement de I'espace de description : k-d-B-tree, LSD-tree, etc.
m Partitionnement des données : R-tree, SS-tree, SR-tree, M-tree, etc.
m Filtrage des données : VA-file, LPC-file, etc.

m Rapport avec la recherche approximative :

(dont M-tree, VA-file)
m Concues pour la recherche approximative : LSH, SASH, etc.

m Attention a la complexité de la construction de I'index!!

m Pour une étude plus large du sujet, voir la monographie [3]

m Définies pour la recherche exacte, adaptées a la recherche approximative :

m Espace vectoriel = il y a des coordonnées, on peut définir des centres de gravité, des

la plupart
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Locality-Sensitive Hashing (LSH)
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Hachage

m Objectif dans ce contexte : trouver directement ou est stockée une donnée

m Principe (BD relationnelle) : p pages disque, attribut qui prend des valeurs v dans
un domaine D, fonction de hachage h: D — {0,1,2,...,p — 1}
m Exemple (BD relationnelle) :

m Table film(titre, realisateur, annee), hachage sur I'attribut titre
m Fonction de hachage (de préférence, p nombre premier) : h(titre) =
(somme_codes__ascii__caractéres(titre)) modulo p

0 pages bien remplies
1
pages de débordement

i |

e

p-1 :::m< pages peu remplies

m Propriété recherchée : «disperser» uniformément des données dont la distribution
peut étre trés non-uniforme au départ

Y - il 27
Hachage (2)

m Recherche par identité : retrouver les autres informations concernant un film a partir
de son titre

m Hachage du titre a rechercher
m Lecture de la page disque identifiée par le hash
= complexité O(1)
m Dispersion uniforme de données non-uniformes — destruction de la structure de
similarité des données = méthode inadaptée a la recherche par intervalle ou par

similarité

remplissage
uniforme des pages

données a distribution non-uniforme




dy :DxD— R

du(x,y) < = Pren(h(x) = h(y)) > p1

Vx,y € D,
dH(X,y) >r = Phey(h(x) = h(y)) < p2

x #y, h(x) = h(y) : x et y en collision

N
ry\
L X4 .'
I\I“\ -r..lll
=Py S =P,

Hachage sensible a la similarité (Locality-Sensitive Hashing, LSH)

m Définition : H = {h: D — Q} est un ensemble de fonctions de hachage
(r1, r2, p1, p2)-sensibles (avec ro > r > 0, p1 > p2 > 0) si (voir par ex. [1])
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= Données dans un domaine D, ensemble de hash (empreinte, condensé) Q, métrique

Recherche par similarité avec LSH

m Avant toute requéte :

Calculer la valeur de hash pour chacune des données de la base

m Pour chaque donnée-requéte :

Retour des données de cette page
Eventuellement, filtrage de ces données par calcul des distances
— Complexité O(1)

Stocker les données de méme valeur de hash dans une méme page (bucket)

Hachage de la donnée-requéte, lecture de la page (bucket) associée au hash
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LSH pour la métrique euclidienne

m D=R" O =7, dy est la métrique Lo

.
a_x+b | qyec a € R™ de

composantes tirées indépendamment suivant N (0, 1) et b € R tiré suivant la loi
uniforme dans [0,1), w € R

= Fonctions élémentaires h: R™ — Z, ha p,w(X) =

m Table de hachage (ou fonction de hachage composée) : concaténation de (ET
logique entre) n fonctions élémentaires indépendantes — hash de n entiers

m Exemple dans R?, avec 3 fonctions élémentaires :

hash i+3 , , .
hosh i p——  éloigne, hash différent
booh o1 —— proche, méme hash

. — ~__éloigné, méme hash

hash i ~ ¢

hash I.-1 N\ H""""--————f—requéte
hash i-2 — proche, hash différent
hash i-3

LSH : pourquoi regrouper des fonctions de hachage

= 1 fonction élémentaire n'est pas assez sélective = précision insuffisante (trop de faux
positifs a filtrer ensuite par de coliteux calculs de distance)

m Grille plus fine = meilleure précision mais forte réduction du rappel

= Concaténation de (ET logique entre) n (> 1) fonctions de hachage indépendantes
(— 1 table de hachage) = améliorer la précision sans diminuer trop fortement le
rappel

m Attention, contrairement au cas présenté dans la figure, en général n < dimension

de I'espace!




LSH : pourquoi regrouper des tables de hachage

m 1 table de hachage = si requéte proche d'une frontiére alors des données similaires

sont de I'autre c6té = faux négatifs (réduction du rappel)

= Réunion (OU logique entre) des résultats issus de t (> 1) tables de hachage

indépendantes = meilleur rappel

m Multi-probe LSH [2] : pour réduire le nombre de tables nécessaires, dans chaque

table échantillonner aussi les buckets voisins @
/
!

Similarité entre ensembles finis

= Indice (ou similarité) de Jaccard :

= Soit un ensemble £, D = P(E) est I'ensemble des parties de £
» Similarité entre deux sous-ensembles A, B € P(€) : s;(A,B) = }jgg}
m dj(A,B)=1—s5,(A,B) est une métrique sur P(E)

m Définir les ensembles :

m Texte : mots
m Profil d’achat : ensemble d’articles achetés ou ensemble de catégories d’articles achetés
= Pour réduire 'ordre de complexité de la recherche par similarité (éviter de comparer
une requéte a chacune des N données de la base) : définir des fonctions LSH

adaptées et s'en servir pour une recherche O(1)




LSH pour ensembles

m Fonctions de hachage élémentaires : h; : P(£) — &, hz(A) = min7(A)
m On fixe un ordre des éléments de £
m 7 est une permutation des éléments de &£
» min7(A) est I'élément de A qui se retrouve premier aprés cette permutation

m Représentation des ensembles par leurs fonctions caractéristiques :

m Exemple de permutation : m = ( i Z : Z )
ElAlB|c| mE) | 7A) | =B) | =)
a 1 0O C 1 1 0
b 0 0|1 d 0 0 0
c|1]1]0 a 1 0 0
dlojo|o] b 0 0 )

Y - 1 i e enembles P
LSH pour ensembles (2)

m Probabilité de collision : pour toute fonction h; et quels que soient les ensembles
A, BeP(€)
p(hr(A) = hr(B)) = s,(A, B)

m Justification :

= Soit x le nombre d’'éléments communs entre A et B (c’est a dire | AN B|)
= Soit y le nombre d’'éléments spécifiques a A ou B (c’est a dire [(A — B) U (B — A)|)

Alors s;( A, B) = ﬁ

m Pour toute fonction h., la probabilité de trouver en premier aprés la permutation 7 un

élément commun plutdt qu'un élément spécifique est —=—

x+y
Donc p(hx(A) = hx(B)) = XXTy




Y - cation i fonctions LSH 2%
LSH pour ensembles (3)

Construction d'une table de hachage en regroupant n fonctions de hachage choisies
aléatoirement de facon indépendante :

m Le hash donné par la table est la concaténation des hash des n fonctions
m 2 données sont en collision dans la table < elles sont en collision par rapport a la
premiere fonction de hachage ET par rapport a la deuxieme ET .. ET par rapport a la
n-eme
= probabilité de collision dans la table : s” (s étant la similarité s;(.A, B))

Utilisation de plusieurs (t) tables de hachage :

m 2 données sont en collision si elles sont en collision dans la premiere table OU dans la
deuxieme OU ..OU dans la t-éme
= probabilité de collision dans au moins une table : 1 — (1 — s")!
Justification : probabilité de non collision dans 1 table =1 — s” — probabilité de non
collision dans les t tables = (1 — s™)! — probabilité de collision dans au moins 1 table
=1—(1-s")t

Y icoion de fonctions LSH i
LSH pour ensembles (4)

m Graphique probabilité de collision (€ (0, 1)) fonction de s;(A, B) (€ (0,1)) :
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1 table de 10 fonctions
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Généralisation : « amplification » de fonctions LSH

= Fonctions de hachage (r1, r2, p1, p2)-sensibles (avec ro > r; >0, p1 > p2 > 0) :

du(x,y) < = Pren(h(x) = h(y)) > p1
de(x,y) > I = Phey(h(x) = h(y)) < p2

Vx,y € D, { (2)
= Amplification : rapprocher p2 (probabilité de collision pour données dissimilaires) de

0 et p1 (probabilité de collision pour données similaires) de 1

m ET logique entre n fonctions : hawp(x) = hanp(y) si et seulement si hj(x) = h;j(y) pour
tout i, 1 < i< n = hap est (r1,r2, p], p5)-sensible

— justifie le regroupement de plusieurs fonctions dans une table

= OU logique entre t fonctions : hor(x) = hor(y) si et seulement si h;(x) = h;(y) pour au
moins une valeur de i, 1 < i< n = hgg est (ri,r2,1 — (1 —p1)t, 1 — (1 — p2)*)-sensible
m hor,awp est (ri,r2,1 — (1 —pf)t, 1 — (1 — ph)t)-sensible

— justifie 'utilisation conjointe de plusieurs tables
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