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⊥ sim = 0 ∨ (m > 0 ∧ (t < t1 ∨ t > tm))
pi sim ≥ 1 ∧ (∃i ∈ {1, ...,m} : ti = t)
lin(pi, ti,
pi+1, ti+1, t) sim ≥ 2 ∧ (∃i ∈ [1,m− 1], (ti < t < ti+1) ∧ bi ∧ ¬ci)
pi sim ≥ 2 ∧ (∃i ∈ [1,m− 1], (ti < t < ti+1} ∧ bi ∧ ci)
⊥ sim ≥ 2 ∧ (∃i ∈ [1,m− 1], (ti < t < ti+1} ∧ ¬bi�!� lin(p1, t1, p2, t2, t) 
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gV_!k�Q|vm�	� ¤ � ��V®yr ��x �T� v�Â��%QU�   r�vÓ� � Vz��m	� ¡ � V:a{tZVWVzV�xS_!k�VW����Q]v=r � �r   ¡tr���m|k��	�	��r��R���=k   6��r ��tZ¬4Vz�=r ��gV_!k�Q|v� k���V®��Vz�r��`rÝ�¯�	� ¤ � ��V®yr ��xÝßT¿ÄÃ�Ù,Á � v����!r����zr#Q	�8Vz�]m]rÝÜ S � ���Û��Q|v¯¡Mp � v�S]v!r B+ a �T�	� r�¡z� ¡�p � v�S]v=r Bx
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_!r ����m � �	�²Q	��v �1] k���m]k��	�	� � kTQU � ��� � ��r   �zr�vd¡nr�v�� ��Q	¡®� � ��m]rm¡ � v!r � QwÈ �=r�m � �U�²Q	��lZQÉ��Q]v � v=k   Á]rßw¿ ×+bc·,Ám	�   v�V®�%Q	� � ¡W¤ykyv�Vz��Á	¬sr ��	� r ¡W� �,×4æZ=&�IÇ�Ç � Q	V   k�¬�S	Vz�]roQU�]rr�  � ¡zQ � ��Vnk��ÚVW�   v�� ¬sr �Ö� � ¡nr$m	Q�v�����QU¡z� � �r ��Q	�]r�rÝÜÉ�   QU��Vtk�� �	� v�� � ¤���rß « Á � � Q]r�v!r � QwÈÝ�zr`r ��� � �qr   ����r gÚQ	�]r m k��|r�m]r�v=r   Á]r�v   Á]r¯��Q	V® � ���o�!k��m]r�v��	Vtr�v�v�����Q	¡z� � ��ßD¥$r � ¡zQ	� � Q   Q	�|r Á ]�� kT��Á	Â��!r ��Q]v�¡ � �=v � _!r   �=k�Vnv!rDlZQU��Q]v=rÚ�up~r��Ó�   kT�	��Vtm	��v���rTßõ¿ ×1¸	×JÁm	�   v�V®��m]r�Q�Ü �T�	� v!k   Á|r��$a�QU�]r�k!�8¡nr���kTS�_!r ���Ú�!k����ÚVW�]m]rÀÜÉ���$a�¡�p � QU�zv!r�k!�   r#�=kT�Ö�Ú¡tr���v=r � QwÈ �=r�� � QUV�=kT�Ö��VW�|m]rÝÜÉ��r �$aDS � ����r ����Q|v�Q	� VW�|m]rÝÜ��²¤yv�VW¡z¡nr��\¬ÚVW�.g�_!k�Q]v�m ] � � ¬ÚV � Q]r ¬sr ����ß�o�r���v�� ��Q	¡®� � ���)�!k����mup � QU� � ���m¬lr�Vz¡W¡nr Q]v�� � Q|ro¡nrª¬lk�QU�r�¬lr�����m|r���kTS�_!r ����r ���%¡tk  �� ¡WVz���ß�é�kTQ]vhQU�]r�m	Vz���=v�VWSUQU��Vtk��¯Q	�	V�lxkyv�¬lr�a¡nr�v�����Q	¡z� � ��r��Ó�$kTSU�zr ��Qwr��õ�zr ¬ � �R¡zVW�	� � Vnv!rTß
v�\kÜ�\kÁ xyi¤{�cX¢�{m|�f]h dgcõzg`4{j{�c��,h dgiX¢.�,|>�I`�h�{ ��h¡¢nf�~�zof4��{�cN~¥cXh�{

o�r��zv �  � Vz¡ � v����=r �����lm � �	�   r ���=r¯��Á	Â �=r � r QU�.È �=v=r�v!r�¡WVz�BgÛ¡ � v!r   Á]r�v   Á]rlm]rk�²¬lkT��V�lZ�}� t�k�Q �����k=��ü�%�'�� x�m	�   v�V® � �Ö�rQ	�   k�¬ � kyv��=r�¬lr����r��Q]vrQ	�0r � ���T  r�m]r`v���lZ��v!r��   r¯� yr ����Q]r ¡W¡nr ¬sr ���t¬�Q	¡z��V®ð �   Á]r ¡W¡nrß
qmVtr�� � Q]r � ¡zQ	��Vtr�Q]v��R���zv�Q   ��Q]v=r ��m]r�v=r � v�� �=r���� � ��Vtk��õ¬�Q	¡z��V®ð �   Á]r ¡W¡nr � Vtr����R�Ý��� � v!k � kT����r ��v��   r�¬Ú¬sr ���� k�Q]v�¡tr���S � �=r �`m]rsm]k��	�	��r��¯� ��� ��V � ¡nr �9¿Ç·c¶�ah×�×1Ã�ah×$¸4b,Á:a�r ¡W¡tr��)�]r   kT�	��Vtm	Â�v!r���� ��� ��¡nr ���zv � _!r   �zk�Vtv=r �mup~k�S�_!rÝ���r¬lk�S	Vz¡nr�� ße¿®×1¸cb,Á�Vz¬ � ¡ � ���zr�m]r �r�   ÁU��¬ � ��mup �T �  Â�� � Q�Üom]kT�	�	��r �'¬�Q	¡®��V®ð �   Á]r ¡W¡tr�r��cQU��VW¡WVz� � ���m]r �ª � ¡tr�Q]v��{m]r � v�Vnkyv�Vz��� � QÉÜ � v�ÈÝ�zr���m]r ��k�S�_!r ���ª¤���k�¬Ú� �=v�V � Q|r��%��Q	Vz � ���ª¡Mp��   Á|r�¡W¡trTß�qmVnr � � Q]r   r'¬skðm	Â ¡nr � v=r��U�]r}r��   k�¬ � �zr�m]r ��v=r � Q�È �zr � � k�v�� � �Ö�h��Q|v�m]r��§ � ¡nr Q]v���mup �   Á]r�¡z¡nr � v�S	V®�zv � Vnv!r�a�VW¡��|r   Á]r�v   Á]r��� �õg�v!r � v����!r����zr�v�r �hVW���zr�v=v!k�¤yr�v£¡tr��£�zv � _!r   �=k�Vnv!r�� ßÉ¥ � �	�m¡tr�m]k�¬ � VW�]r�m]r �mS � �=r���m]r�m]k��	�	��r��h� ��� ��Vnkð�zr ¬ � kyv!r�¡W¡tr��JadQ	�f�=v �  � VW¡ � r�v���VW�]r �Ö�`r����+¡�p ��	� v=k   Á]r �	� v � ¤yv���¤ � ��VnkT�	��rÝ�   k�¬ ��� v � VW�!k��	� � v=k � k�����r��� v Þ r�v � ���	V � r ��m]r)q ] m � �	�)¿Ç¶�¸!Á�ß�¨�¡W� � v�� �=r����=r����RQ	�]r�¬4�Ý��Á]k�m]rÐVW������v=r ��� � �Ö�=r � Q	V  �� ¡   Q	¡trÐ¡ � ��VW¬ÚV®ð¡ � v�Vz����r����zv!r`m]r QÉÜ��zv � _!r   �=k�Vnv!r���r��ê��p ��	� Q ]�� ���'��Q]v�Q	�]r�v=r � v�� �=r���� � ��Vtk��ov � ���zr�v�ß « r � r��]m � ���'VW¡z�R�]r�zv � Vz�=r���� ��� �}m	Q � v=kTS	¡WÂ ¬sr`m|r���m]k��U�	��r �)¬�Q	¡z��V®ð��   Á]r�¡z¡nr!a%rÝ�'¡ �4��� v���Vz��Vnk��;ZÉÜ|r�m|r¯¡Mp~r�� �	�T  r¯�]r � r�QÉ���� �§��p � m �� �zr�v�g��|kT�zv!r ��� v���V®��Vtk��¯��Á	� ¬ � ��V � Q]r�m]r�¡Mp~r�� �	�T  r � Q|ro�]k�QU�hQU��VW¡zVW�=kT�	��m � �	�h�]kT�=v=rÐ¬sk�m	Â�¡trTß

¥ � �	�o¡nr�m]k�¬ � VW�]r�m]r �r����v�Vtr����=r�¬ � k�v=r�¡z¡nr �$a � ¡WQU��Vnr Q]v�� �T�	� v=k   Á]r��B¿ Ø�·�ar·�Ùªad×+bÉ×JÁ � k�Q|v�¡ � v=r   k���ð� � Vz��� � �   rcm]r ��� ���zr�v��	�lk���� �Ý��� � v!k � kT����r ��ßh¦�¡W¡nr ��m	�JZ	�	VW���=r���� Q	�]rcm	VW�Ó� � �   r�m]r ��VW¬ÚVW¡ � v�V®��� � k�Q|v  kT¬ ��� v=r�vª¡tr��Ð��� � Q]r �   r ��m]r)�]k�¬�S]v!r���v���r�¡W�Ja � VW�	��V � Q]r�m]r ���=r   Á	�	V � Q]r��$mup Vz�]m]rÀÜ � ��VnkT�wrÝ��m]r � � ¡z¤ykðv�V®��Á	¬lr���mqp �Ý � ¡WQ � ��Vnk���r:�  ��T  r���ßÉé � v�rÀÜ	r�¬ � ¡nrª¡nr � � QU�=r�Q]v���m]r	¿Â¸4·!Á � v!k � k��=r �Ö�§Q	�Ú���=k   6 � ¤�r�rÀÜ��zr�v��]r� k�Q]v)Q	�]r �Ý � ¡WQ � ��VnkT��r �ä¡WVz¤��]rß « r � r��]m � �Ö��¡nr�Q|v��t�zv �  � QÉÜw��p �T�U� Q	Vnr ������Q|v�m]r ���zv � �	��lxkyv�¬ � ��Vtk��	�m]r�m]k��	�	��r�� � Q	Vb�up~k���� ��� �$m]r��=r �	�}m � �	�o�]k�zv=r�¬sk�m	Â�¡trTß�¥ � �	�B¿ ×+bU×JÁd¡nr � � QÉ�zr�Q|v�� � v����!r����zr �Ö�tQU�]r�]k�QÉyr�¡z¡nr+¬lr���Q|v=rlm]r4��VW¬ÚVW¡ � v�V®��� � k�Q|v   k�¬ ��� v=r�vt¡nr��'�=v � _!r   �zkTVnv=r ��m � �	�)¡Mp~r�� �	�T  r4ØT¥�a�r � QU��VW¡WVz� � ���¡nr¯¬lk�m	Â�¡tr`m]r�� � ¡zQ	�'¡nkT�	¤�Q]r �)�!k�Q	� ð���� � Q]r��   r��   k�¬Ú¬�Q	�]r �»t:o «RÕ	Õ xÀß�o�r � � QU�zr Q]v�� � Ü	r �Ö��¡nr Q]v��r�=v � ð � QÉÜä��Q]v¯¡�p �Ý��Q]m]rjm	Q8S]v�Q	V®� � Q	V�v�����Q	¡z�=r�m]r#¬sr ��Q]v!r���m]r�m|k��	�	��r��+VW�   kyv=v!r   �zr���rÝ��m	� ¬sk����=v=r����$a�g¡Mp � Vtm]r�mup � � � ¡ ] �=r ��r ��mup��  � ¡zQ � ��Vnk��	�$rÝÜ � ��v�Vz¬sr ��� � ¡tr��$a^¡ � v!k�S	Q	�Ó�zr ���=r�m]r¯¡tr�Q]v��zr   ÁU�	V � Q]rß-qmVnr � � Q]r¡Mp �T�	� v=k   Á]r�m]r ¿ ×+bU×�Á�v=r � kT�=rÛ��Q]v�m]r��  �� ¡   Q	¡z���ÖQ	¬Ú��v�V � Q]r��   r � Q	V%¡ � v=r��|m lxkyv��=r�¬lr����`m	V"����v=r �Ö�=rm]r��]kT�zv!r   ¡ � ����V Z  �� ��Vnk��Ú��Á	� ¬ � ��V � Q]r�m]ro¡�pCr � ���  rr�!k�Q	�Óð�_ �T  r ���1aU¡�p Vz¬ �	�T  � � kT�zr �Ö��Vnr ¡%m|r���r�v=v=r Q]v���m]k�Vz�
È �=v=rt� ��Q]m	Vz�Tß

¥�p � QU�zv!r��õVnmU��r�� VW������v=r���� � ���=r��cr � � ���=r m � v=k   Á]r�� � r�QU�r����kÈ �zv!rê�zv!k�QU���r���m � �U��mup � QU�zv!r���m]kð¬ � VW�]r �$a ü$� E4� a�¡nr ��S � �=r ��m|r�m|k��	�	��r��£��� � Q|r��   r��>¿ÇÃ�a	×�×��Yaª¶�Øªaª·cÃYa	×��cb�a	×���Ø�a�×�×1¸,Á ß�é£¡zQ	��Vtr�Q]v��£¡ � �	¤ � ¤yr��� v!k � kT������m � �	�   r ���zv �  � Q�Üf� �=r��]m|r����Ú¡nr��Xlxk��   ��Vnk��U� � ¡WV®��� ��m]r Õ Å.o � yr   QU�]r   r�v�� � VW�]rÛ � v�V � ���zrm]r �jrÝÜ � v!r�����VnkT�	��v�� ¤�Q	¡zVWÂ�v!r��»ghm]r �»Z��	�sm]r*v!r � QwÈÝ� � ¤yr!a�mup � ¤yv���¤ � ��VnkT�.k�Q.m]rklxkTQ	VW¡z¡nr�m]rcm]k��	�U��r�� ß
¸	×
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¥ � �U�Æ¿ ×�×��,Á�a�¡tr�� � QÉ�zr�Q|v�� � v�� �=r �Ö�=r����%QU�4¡ � �	¤ � ¤�r �T�	� r�¡z� Õ ¦(Å.éÐ¨L�ÍS � ���ª��Q]v Õ Å>o � Z���mup�VW���=r�v=v!k�¤yr�vm]r �¯��� � Q]r �   r ��ß£¥ � �	�C¿Ä·�Ã,Á:a²¡nr ����� � Q]r��   r��+�=kT�Ö�   k��	��Vnm	��v���r��   kT¬4¬lrjm]r �`v=r ¡ � ��Vnk��U���zv�VW��r���k>�fQ	��ÖQ	¬Ú��v=ksr��Ó� � ��r   ��� g   Á � � Q]r���Q � ¡tr�a�v=r � v�� �=r���� � ���'� � � k���Vz��Vtk���m � �	��¡ � ��� � Q|r��   rTß-éÐ�ok � ��v � �zr�Q|vm]r�m	�  �� ¡ � ¤yr�QU��Vz¡WVW� � ���   r'��QU¬4��v=k�r��Ó��m	�JZ	�	V � Z���m|rõ_!k�VW�]m|v=ro¡tr��m��Q � ¡tr��{m]rr¡ � ¬DÈ�¬lrr��� � Q|r��   rTßSo�r¡ � �	¤ � ¤yr Õ Å.o�ð © Õ m]r9¿®×���bYaD×���Øªab×��U×$Á � r�v�¬lr �$mup~rÝÜ � v�VW¬lr�v�m]r��Ð��� � Q|r��   r���m]r � v���m	V  �� ����r �   k�QÉ	v!r¡nr � ��� ���zr�v��	��v�� � � ��V®��V�lZ�$a � �r  Ú� ¤yv���¤ � ��VnkT�	��k�Q0mUVW�M_!kT�   ��Vnk��	� ßdo�r ���� Vnr�v}m	�   v�V®�'Q	�]r�rÀÜÉ�=r��	��Vnk���m]r �� ¡z¤ykyv�V®��Á	¬lrT� Þ é � k�Q]v+�  � ¡zQ]r�vÚ¡nr �sv!r � QwÈ �=r��Û��Q]vjm|r��=r�¡W¡tr��Ú��� � Q|r��   r���m]r � v���m	V  �� ��� ßm¥�p � QÉ�zv=r ��zv �  � QÉÜu¿ÄÃ�¶�a}¸4·Ya�Ù!¸�a^Ø�¶Ya{¾!¶,Á � v�� �=r �Ö�=r�����m]r � � ¡z¤ykyv�Vz��ÁU¬sr � � k�Q|v�Vz�Ö�=r�v!v=k�¤yr�v�r �$m	� �=r   �=r�v}m|r��o�!k�Q	� ð��� � Q]r��   r��Ú��Vz¬4Vz¡ � Vtv=r�� ß¶¥ � �U�C¿Ä¶U×JÁm¡tr�� � QÉ�zr�Q|v��`m	�   v�Vzyr ���sm|r�� ��� ���zr�v��	��mU�   v�Vz�r����+Q	� � ¡z¤ykyv�V®��Á	¬lr� Q	V � r�v�¬srÝ��m]ro�=v=k�QÉyr�v{v �T� Vtm]r�¬lr����%¡tr�� �	� ���=r�v��U�R� ��� ��Vnkð �zr ¬ � kyv=r ¡W� � ��v�Vtk	mUV � Q]r�� � k�Q|v�m]r �{k�S�_!r ����=r�m	� � ¡ � [ � ���Ð��Q]vªQ	�|r  �� v��=r ��� v���Vz��Vnk��	�U�Tß

o�r��m�=r   Á	�	V � Q]r���mup��  � ¡zQ � ��Vtk��lm]r��{v!r � QwÈ �=r��{v!r � k��=r �Ö�%�=k�QU�r����Ð��Q]v�m]r�� � ¡W¤ykyv�Vz��Á	¬sr �   k��	�ÖQ	��m]rv=r   Á]r�v   Á]rcm]r ��� ���zr�v��	��ßWé�� � v=kTS	¡WÂ ¬sr � kT�=r�����Vtr�¡ � ���=k   Vz�#g\�zkTQU�zr�rÀÜÉ�=r��	��Vnk�� m]r ���zr   Á	�	V � Q]r ��m]rm	�Ý�zr   ��Vtk���m]r ��� ���zr�v��	�{r ���ª¡tr   k�vU�{m]r � � ¡W¤yk�v�Vz��Á	¬lr���mup �Ý � ¡WQ � ��VnkT��ß�é£¡zQ	��Vtr�Q]v�� � ¡z¤ykyv�V®��Á	¬lr��   kT�	�ÖQ	�k����h� ��� � v!k � kT����� � kTQ]v�v�� � ¡WVW�!r�v�r:�  ��T  r ¬sr ���   rÝ���zr�v=r   Á]r�v   Á]rB¿ Ø���a�Ãc·�aYb�b,Á�ßr¿ÇÃc·!Á:a ��� v�rÝÜ	r ¬ � ¡tr�aÖ¤ � ðv � �Ö��Vz�ÐQ	�]r   k�¬ � ¡trÝÜÉVz���'¡WVW�U� � Vtv=r�r����zr ¬ � � ß�¥�p � QÉ�zv=r ���=v �  � QÉÜcv=r � v�� �=r �Ö� � ��V�lZ�o��Q]v�¡ � v!r   Á]r�v   Á]r�m]r  Á �!� �]r���m]r  �� v �T  ��Â�v!r��%�!k����.¿Ä¾Ya�bÉ×ca^×T×�Ø,Á�ß « r�v�� � VW�	� �	�T� Vnr�v��§�zv � Vz�zr ���%��¤ � ¡nr ¬sr �Ö�h¡nr � v=kTS	¡WÂ ¬sr�m]rr¡ �v=r   Á]r�v   Á]r�m|r ��� ���=r�v��	� �T�	� v!k`ÜÉVz¬ � ��V lZ�<¿®×�Ø!¶YaS¾�Ã�a�×+bc¶!Á�ß�¦���Z��u¿Ç·!Á   kT�	��Vtm	Â�v!r�m|r�� ��� ���zr�v��	� � yr   m]r ���� v � ¬ÚÂ �zv!r��{rÝ�Ð�=r����zr�m]rt��Q � r�v � k��=r�v�m|r�QÉÜ   Á �,� �]r � �	� v � ¬Ú� �=v���r���r��cv=r �]k�¬Ú¬ � ���ª¡tr�� ��� v � ¬ÚÂ �zv!r�� ß

o�pCrÀÜÉ�=v �T  ��Vtk���m]r ��� ���=r�v��	��r �ª¡nr Q]vRQU��VW¡WVz� � ��Vnk�� � k�Q]vR¡ � ¬lk�m	��¡zVW� � ��VnkT�jr �Ð¡�p Vz�Ö�=r�v!v=k�¤ � ��VnkT�jr��Ó�ÐQ	�� v!k   ��m	�   k�Q]v � �Ö�`m � �	��¡tr�m]k�¬ � Vz�]rsm|r��¯S � �!r���m]r�m|k��	�	��r���ß�^'�f¡tr�v=rÝ�zv!k�QUyr �	� v�rÀÜ|r ¬ � ¡nr�m � �	�¡nr �+S � �=r ��m]r�m]k��	�	��r��4��� � Q]r ����Vnr ¡W¡tr��+¬4��m	V  �� ¡nr �Ct��o¥}�¡r � � v!kT��� Û �]r ��x�a£¡tr�� � � � ¡ ] �=r �lm|rwm]kT�	�	��r ��   k��]k�¬ÚV � Q]r �jrÝ� S%k�Q]v���VWÂ�v=r �$a§¡ � v=r   Á|r�v   Á|r0mup Vz��lxkyv�¬ � ��Vnk���m � �	�jm|r�� �=rÝÜ��zr �$a�rÝ�   ß « r � ��� ���zr�v��	�Ja  kT¬4¬lrr�up�VW¬ � k�v��zr � Q]r�¡z¡nr�� � QU�zv!r��{m]kT�	�	��r �$a�m]kTVzyr ���$mUÂ��R¡nk�v���ÈÝ�zv=r�r QÉÜÖð � QU����V¶¬ � �	V � Q	¡z����rÝ�ª¤���v���� ß
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i)

ÿ�'� þ�E�%�ü�% m]r�¦¯Vt©�lxkyv�¬ �¨ Vnky©|¦.lxkTQ]v=©	Vtr�¦`§ � v`m]r�¦�¦=r�vÓyr Q]v=¦ ë)é Õ   ky©   r�v=© � © ¨ m|r�¦ ¨ v � _!r  N¨ k�Vtv=r�¦mup�Q]©�¤yv � ©]m�©]k�¬�S]v!r�mupCkTS�_!r ¨ ¦Ð¬lk�S	Vz¡nr�¦s?
ii)

'{*,� ÿ ²%ü�% ¡nr�¦}m	V���ª�v!r�© ¨ ¦oQ ¨ Vz¡WVn¦ �¨ r Q]v=¦ �1]�� © ¨ ¦!k�Q	¬ÚVn¦�m]r�¦�v=r � QwÈ ¨ r�¦ � Z�©om]r`¦�Q	Vz�v!r   r�¦}k�S�_!r ¨ ¦¬lk�S	Vz¡nr�¦ ß

¥�r�¦�v=r � QwÈ ¨ r�¦ ¨/] §	V � Q]r�¦�m]r ¨ r ¡W¡nr�¦ � §]§U¡WV  ��¨ Vtky©]¦�¦!ky© ¨ § � v{rÝÜ	r ¬s§	¡tr.�
� Þ rs§]v=ªÝyr�©	Vnv   Á � � Q]r9lxk�Vt¦ � Qup�Q]©  �� ¬4Vtky©¢§%ª�©UÂ ¨ v!r�m � ©|¦   r ¨=¨ r m ky©|r�m	Q]v � © ¨ ¡nr�¦�m]r QÉÜh§]v=kð  Á � Vn©]¦z_!k�Q]v!¦�ß
� Þ k�© ¨ v=r�v ¨ k�Q]¦ª¡nr�¦ � ÉVtky©]¦ � QÉÜ�r�©��Vnv=k�©]¦�m]rt¡Mp � ª�v!ky§�k�v ¨ m	Q|v � © ¨ ¡nr�¦{m]r�QÉÜc§|v=k   Á � Vn©|r�¦ªÁ]r�Q|v=r�¦ ß

¸c¸
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« r�¦sv=r � QwÈ ¨ r�¦j©up~ky© ¨ § � ¦4Q|©¸v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ ZUÜ	ªcm � ©]¦Ú¡nr ¨ r�¬l§]¦sr ¨ Vz¬s§U¡WV � Q]r�© ¨ Q]©]r�¬ � Vn© ¨ r�© � ©   r§]v �¨ V � Q|r�¬lr�© ¨%  ky© ¨ Vn©ÖQ]r�m	Q�v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨%� Z�©�m]r$§]v=r�©]m]v!r}r�©   k�¬s§ ¨ ro¡ � §%ky¦�V ¨ Vtky© �T N¨ Q]r ¡W¡tr$m]r�¦�k�S�_!r ¨ ¦ ß�$kTQ]¦�v=r�©Ö�k ] ky©]¦XgÛ¡ � ¦!r  N¨ Vnk�© ØÉßÄ¸�§%k�Q]voQ]©�ª ¨ ��¨ m]r¯¡Mp � v ¨ ¦�Q]v'¡tr�¦ %�ü�"$����� ü��9��*,'��ÿ�'��ü�� ßq��k ¨ r�v � Q]r©]k�Q|¦�©|k�Q]¦ªVn© ¨ ª�v=r�¦=¦=r�v=ky©|¦�V   V�Q]©UV � Q]r�¬lr�© ¨ g�m]r�¦�v=r � QwÈ ¨ r�¦�m|r Q�ü�'¤����%��+E�ü ß
v�\0ö�\�[ - c�^��$�¤{mcXbe¢nf]h�{�|�h �gcXb

�$k�Q|¦ � m]ky§ ¨ ky©]¦�§�kTQ]v   ro¬lk	m	Â ¡nr�m]r�¦mÁ ] §%k ¨ ÁUÂ�¦=r�¦{¦�Vz¬s§	¡tr�¦�r ¨ v=ª�§ � ©]m	Q]r�¦{m � ©]¦h¡nr�m]k�¬ � Vn©|r$m]r�¦S � ¦!r�¦�m|r$m]k�©]©]ª�r�¦�¦=§ �¨ Vtkð ¨ r�¬l§�kyv!r�¡z¡nr�¦ ß4é$©|r ��%���0�ü����/* ÿ�%�ü r�¦ ¨ Q]©|rÆlxky©  N¨ Vtky©   ky© ¨ Vn©ÖQ]r$§ � v§¬sk�v   r � QÉÜ� Q	V�§%r�Q ¨ ð/È ¨ v=r�v=r�§]v=ª�¦=r�© ¨ ª�r�§ � v'Q]©�r�©]¦!r�¬�S	¡tr�m]rs¦!r�¤�¬lr�© ¨ ¦�m � ©]¦)¡Mp~r�¦=§ �T  rDb�¥   ky©|©]r  N¨ ª�¦�m]r QÉÜugm]r QÉÜ^ß	¦�¡W¡tr$§%r�Q ¨ m]ky©   È ¨ v=ro�Q]r   k�¬Ú¬srªQ]©�r�©]¦=r ¬�S	¡nr�Vn©�Z]©	V�m]r}§%k�Vn© ¨ ¦�m � ©|¦ R
3 m]ky© ¨ ¡ � v=r�§]v=ª�¦=r�©Éð¨ ��¨ Vnk�©�Z]©	Vnrlr�¦ ¨ k�S ¨ r�©ÖQ]r9gc§ � v ¨ Vnv�mup�Q]©hª   Á � © ¨ Vz¡W¡tky© P m]rj§%ky¦�V ¨ Vtky©]¦ Pi(t, x, y) lxkTQ]v=©	Vtr�¦�§ � vt¡nr�¦¦=r�v��r�Q]v!¦'ëté Õ ß

o � v!r�§]v!ª�¦!r�© ¨ �¨ Vnky©�mup�Q]©]r ¨ v � _!r  �¨ kTVnv=r � Q]r�©]kTQ]¦RQ ¨ Vz¡WVt¦=r�v!ky©]¦�§ � vR¡ � ¦�Q	V ¨ r�r�¦ ¨ ¡ � ¦�QUVz � © ¨ r��	Q|©]r¡WVt¦ ¨ r
< [I1, f

x
1 , f y

1 ], . . . [In, fx
n , f y

n ] >

k!��t VÞx   Á � � Q]r Ii
r�¦ ¨ Q]© Vn© ¨ r�v� � ¡W¡tr�m]r ¨ r ¬s§]¦Jaõt VWVÞx�¡nr�¦tVn© ¨ r�v� � ¡W¡tr�¦ {Ii, i ∈ [1, n]} ¦!ky© ¨ m	Vt¦ ¨ Vn©  N¨ ¦m]r QÉÜ g�m]r QÉÜ�r ¨ t VWVzV�x   Á � � Q]r fx

i
txv=r�¦!§�ß f y

i
x$r�¦ ¨ Q]©]r lxky©  �¨ Vtky©ê¡zVn©]ª � Vnv!r�m]ª�Z�©	Vnr�¦!r�Q	¡tr�¬lr�© ¨ ¦�Q|v Ii

am	Q ¨ r�¬l§]¦ t �r�v=¦�¡Mp � S]¦   Vn¦!¦=r x txv=r�¦!§�ß²¡�pCk�v=m]ky©|©]ª�r y xÀßeo � §�ky¦�V ¨ Vnky©�mup�Q]©¹k�S�_!r ¨ gw©qp Vz¬s§%kyv ¨ r � Q]r ¡Vn©|¦ ¨ � © ¨ t m � ©]¦ Ii
r�¦ ¨ Q]©c§�kTVn© ¨ (fx

i (t), f y
i (t)) a�©]k ¨ ª loci(t) ßo�r�v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ mup�Q]©]r�v=r � QwÈ ¨ r`§%r�Q ¨ È ¨ v=r   ky©]¦ ¨ V ¨ Q]ª�r�mup�Vn© ¨ r�v� � ¡z¡nr�¦�m]r ¨ r ¬s§]¦�©]ky©�ð � m,_ �  r�© ¨ ¦�VbQ]©k�S�_!r ¨ � Q	V � � Q	V ¨!¨ ª�¡ � v=ª�¤TVnky©om|r¯¡ � v=r � QwÈ ¨ rlr�¦ ¨ r�©]¦�Q	V ¨ r�v!r yr�©ÖQhm � ©|¦   r ¨!¨ r�v=ª ¤�Vnk�©�ß « p~r�¦ ¨ ¡nr  �� ¦§ � v{rÀÜ	r�¬l§	¡nr�m � ©|¦Ð¡ � Z�¤�Q]v!r�ØÉßz×1bUß

traj. dans l’espace 2D

t0

t1

t2

t3

query x

y

temps

P1(5,10)

P2(10,10)

P4(15,20)

P0(0,0)

ñh¸¹á£·?ØÉßz×1bo�Gé�©]r ¨ v � _!r  �¨ k�Vnv!r
¸ÖÙ
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�$k�Q|¦�m|ª�¦�Vz¤y©]ky©|¦�§ � v O ¡Mp~r�©|¦=r�¬�S	¡nr�m]r�¦�kTS�_!r ¨ ¦�¬lk�S	Vz¡nr�¦Ja�r ¨ § � v T ¡�pCr�©]¦=r ¬�S	¡tr�m]r ¨ k�Q ¨ r�¦t¡nr�¦¨ v � _!r  N¨ k�Vtv=r�¦�ß�é$©|r %�ü������ ÿ�*,' *�?:0�ü��.�9*�?�ÿ��Wü t�í3^ Þ x R r�¦ ¨ Q]©|rw§ � Vnv=r (OR, trajR) k!� OR
r�¦ ¨ Q]©¦=kTQ]¦Óð@r�©]¦!r�¬�S	¡tr>Z�©	V�m]r O r ¨ trajR

Q]©]r � §]§	¡zV  ���¨ Vnk�©�m]r OR
�r�v!¦ T ß

¥ � ©]¦   rt¬lk	mUÂ�¡nr!aU¡tr�m]ªJZ�©UV ¨ Vtky©�mup�Q]©wªÝyª�©]r�¬lr�© ¨ r�¦ ¨ ¡ � ¦�Q	Vz � © ¨ rl�
º Ö4W²e§M¦+§�³S² «o» º ´SÖ�²�¡Y¤u¡Y²S¦�¼+��½ '\þ�=Tþ�'�ü�� ü�'��ü����e�Y'#���`�S�Wü

< id, t, loc, vitesse, direction >
*��

id
ý�þ��Ýÿ�E�'�üX��� ÿ ý�ü�'��ÿ ²õ��'�ªý�� ��' *�?:0�ü��3�9*�?�ÿ��Wü

o
F
t
��� ÿ�'����@��'�R*��

o
�cþ���þB�7*+����� ÿ7�`þ�Fªü��

loc
F
vitesse

ü��
direction

����%�������þ�%Àÿ7�`ü�'�õ�Wü.�9*,��=Tü�� ü�'�hý�ü	��� *�?:0�ü��õ�9��� ÿ�'����@��'�hý�ü.��� *�?��`ü�%&=,��� ÿ�*,'S�
« k�¬Ú¬srl©]k�Q]¦�¡Mp � yky©]¦ � ©]©]k�©   ª�§U¡WQ]¦�Á � Q ¨ a2©|k�Q]¦`©]kTQ]¦�v!r�¦ ¨ v=r VW¤y©]k�©]¦ g�¡Mp~ª ¨ Q|m]rjm]r�¦`v=r � QwÈ ¨ r�¦m]r Q�ü�'¤���:%��+E�ü a�m]r\¡ � lxk�v�¬lr q(rect, I) ¦�Q]v4¡Mp~r�¦!§ �T  rwk!� rect r�¦ ¨ Q]©¾v!r  N¨ � ©	¤T¡nrc¦�Q]v4¡ �j �� v ¨ rcØ¥  k�©]¦�Vtm]ª�v!ª�r�a�r ¨ I r�¦ ¨ Q|©wVt© ¨ r�vÓ � ¡W¡nr�m]r ¨ r ¬s§]¦�m]ª S	Q ¨�� © ¨ g Imin

a�¡nk�v=¦ � Q]r+¡ � v=r � QwÈ ¨ rlr�¦ ¨ ¦!k�Q	¬ÚVn¦!r� Q�¦ ] ¦ ¨ Â�¬lr�a�r ¨�¨ r�v�¬4Vt© � © ¨ g Imax
ßo � ¦=ª ¬ � © ¨ V � Q]r�m]r�©]ky¦�v!r � QwÈ ¨ r�¦$r�¦ ¨ ¡ � ¦�Q	V® � © ¨ r��

º Ö4W²e§M¦+§�³S² ¹ » � ÖY£$¯� �¦+��¦�¢�¼�¯�²�¡�©`¡<µd¯NÉ4¦+¡]¼+� �d* ÿ��
M(OM , trajM)

��'�üG%�ü������ ÿ�*,'�*�?:0�ü��)�9*�?�ÿ��Wüý4��'��»���u?��,�`ü#ý�ü#ý�*,''�þ ü��$� r � r�©]¦=r ¬�S	¡tr�v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ ý�� ��'�üG%�ü�"$����� ü
q(rect, I)

���Y%
M

ü����<�Y'�üG% ü����>=
� ÿ�*,' *�?:0�ü��3�9*�?�ÿ��Wü

RES(Oq, trajq)
��ü����WüD"$��ü9Ø ÿ Ù

trajq

ü����3��� ���4�S� ÿ�������ÿ�*,' ý�þ(²�'�ÿ üR����%
trajq(o) =

trajM(o) ∩ [rect× I]
ü���Ø ÿ¹ÿ Ù

Oq

ü����(��� ü�'��`ü��D?$�Wü)ý�ü��B*�?:0�ü����
o

ý�ü
OM

��ü��L��"$��ü
trajq(o) 6= ∅

�oVt©]¦�V§¡ ��¨ v � _!r  �¨ k�Vnv!rjmup�Q]©¹kTS�_!r ¨ §%r�Q ¨ ¦=r ¨ v � m	Q	Vnv!r � Q¹©	Vz�r � Qhm]rÛ¡Mp~r�©|¦=r�¬�S	¡nrlv=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ mup Q|©]rv=r � QwÈ ¨ r�a�§ � vmQ]©�r�©]¦!r�¬�SU¡nr�m]r}¦!r�¤�¬lr�© ¨ ¦�©|ky©Éð   ky©]©]r  �¨ ª�¦$a � �r   m]r�¦RVn© ¨ r�v� � ¡W¡tr�¦�m]r ¨ r ¬s§|¦{m	Vn¦�_!k�Vn© ¨ ¦
t ¨/] §	V � Q]r�¬lr�© ¨ ¡nk�v=¦ � Qup�Q]©�k�Sª_!r ¨ ¦!kyv ¨ mqp Q]©|r�v=r � QwÈ ¨ r �  � © ¨ mup ] r�© ¨ v=r�v\gw©]k�QU�r � Q}xÀß�o�r�¦ ] ¦ ¨ Â�¬lrm]k�V ¨ m|ky©   ¦�Q]v��r�VW¡z¡nr�v   Á � � Q|r lxk�Vn¦ � Qup Q|©�kTS�_!r ¨ r�© ¨ v!r�k�Qo¦=k�v ¨ mqp Q]©0v!r  N¨ � ©	¤T¡nr�mqp Q]©|r`v=r � Q�È ¨ r � Z�©m]r�©]k ¨ V Z�r�vR¡nr�¦RQ ¨ Vz¡WVn¦ �¨ r Q]v=¦�¦�V¶¡nr�v!ª�¦�Q	¡ ¨��¨ m]r�¦�v=r � QwÈ ¨ r�¦ � Qup�VW¡t¦�ky© ¨ ¦=k�QU¬4Vt¦=r�¦ � ª �k�¡WQ|ªTß

�$k�Q|¦ � yk�©]¦�§]v�Vn¦   k�¬Ú¬lr�Á ] §%k ¨ ÁUÂ�¦=r � Q|rh¡ � �V ¨ r�¦!¦=r�m]r�¦�k�S�_!r ¨ ¦�r�¦ ¨ §�r ¨ V ¨ r�r�©   k�¬l§ � v � Vn¦=k�©�m|rh¡ �¨ � VW¡W¡tr�m]rÐ¡ � v!ª�¤�Vtky©�m]r3lxr�©wÈ ¨ v � ¤yr$r ¨ m]ky©   � Q]r�¡tr{v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ m]rª¡ � v!r � QwÈ ¨ r   Á � ©	¤yrÐ¡nr�© ¨ r�¬lr�© ¨ ßªo�r3l � V ¨m]r   ky©]© �,�n¨ v!ro¡ � §%ky¦�V ¨ Vnk�©da�¡ � ÉV ¨ r�¦=¦=r�r ¨ ¡ � m	Vtv=r  N¨ Vtky©da�©]k�Q]¦�§�r�v�¬lr ¨ mqp � © ¨ V   Vt§�r�vm¡tr�¦�ªÝyª�©]r�¬lr�© ¨ ¦�r ¨m]rR¡tr�¦  �� ¡   Q	¡nr�v�gr¡Mp �  � ©   r!a � Z�©�m]r{§|v=ª�§ � v=r�v�¡nr�¦ ] ¦ ¨ Â ¬sr{§%k�Q]v�¡ � ©]k ¨ V Z  ��¨ Vtky©�m]r�¦£Q ¨ Vz¡WVn¦ �¨ r Q]v=¦ ß « r�¦
� � © ¨ V   Vt§ �¨ Vtky©]¦}��m]k�V®yr�© ¨ È ¨ v!r �T N¨ Q � ¡zVn¦!ª�r�¦   Á � � Q]r�lxkTVn¦ � Qqp Q]©|r%¬4Vt¦=rõg�_!k�Q]vb¬lk	m	V�Z�r§¡nr�¦  �� v �T �¨ ª�v�Vn¦Óð¨ V � Q]r�¦�m	Qõ¬lk�QUyr ¬sr�© ¨ m|r'¡Mp~k�S�_!r ¨ ßw�oVt©]¦�Vq¦�Q]vª¡ � Z	¤�Q]v=r�ØÉß®×1¸Ya	¡nr�¦  �� v � �¨ ª�v�Vt¦ ¨ V � Q]r�¦{m	Q�¬lk�QUyr ¬sr�© ¨m]r o ©]k�Q|¦�§%r�v�¬sr ¨=¨ r�© ¨ m|rl¦ � yk�Vtv � Q]r o  �õ� §]§ � v ¨ r�©	Vnv�¦�Q  �  r�¦!¦�Vz�r�¬lr�© ¨+� Q�Ü�v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ ¦�m|r q1

a q2§	Q	Vt¦ q3
a·r ¨ ¬»È ¬sr�m]r   k�©]© �!�t¨ v=rÐ¡Mp�Vn©|¦ ¨ � © ¨ mqpCr�© ¨ v=ª�r}r ¨ m]r�¦=kyv ¨ Vnr�m � ©]¦   Á � � Q|r�v=r  �¨�� ©	¤�¡trTßªé$©|ro¬ÚVn¦=r

gV_!k�Q|v�m]r�¦  �� v �T N¨ ª�v�Vn¦ ¨ V � Q]r�¦�m	Q#¬lk�QU�r�¬lr�© ¨ m|r o §�r Q ¨ v!r�©]m]v!r}k�S|¦=k�¡zÂ ¨ r�¦ ¨ k�Q ¨ r�¦   r�¦�k�S]¦!r�vÓ ��¨ Vnk�©]¦r ¨ m]k�©   ¡nr�¦  �� ¡   Q	¡n¦{r:�qr  �¨ Q]ª�¦ ß
�$k�Q|¦ � m|ky§ ¨ k�©]¦�§ � v   ky©|¦=ª � Q]r�© ¨ Q]©]r�ª  � ¡zQ �¨ Vnky©8Vn©   v=ª ¬sr�© ¨ � ¡tr�m	Q.v!ª�¦�Q	¡ ¨��¨ m]rõ¡ � v=r � Q�È ¨ r!a� yr   ¡tr�¦{ª ¨�� §%r�¦�¦�Q	V® � © ¨ r�¦��
×�ß � Q � ©|mÚ¡ � v=r � QwÈ ¨ r q(rect, I) r�¦ ¨ r�©]v=r ¤�Vn¦ ¨ v=ª�rXt ÿ�� ü$� acgr¡�p Vt©]¦ ¨�� © ¨ Imin

x&aTQ]©�v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ Vn©	V ¨ V � ¡ resq
0r�¦ ¨Ð  v!ª�ª � �r  �¨ k�Q|¦R¡nr�¦�k�Sª_!r ¨ ¦�¦!r ¨ v=k�QU � © ¨ m � ©]¦ rect g   r ¨ Vn©]¦ ¨ � © ¨ ?

¸4Ã
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q1
q2

q3

o

ñh¸¹á£·^Ø�ßz×1¸o� é�©]r ¨ v � _!r  N¨ k�Vtv=r � Q	V�§�r Q ¨ ¦ ��¨ Vn¦�l � Vnv!r ¨ v!k�Vn¦�v!r � QwÈ ¨ r�¦
ØÉßª¡tr�v=ª�¦�Q	¡ ¨ �¨ t�§]v!ª�¦=r�© ¨ r ¨£� © ¨ V   Vt§�ª1x2m]kTV ¨ È ¨ v!r%¬4Vt¦Wg(_!k�Q|v   Á � � Q]r3lxk�Vt¦ � Qup�Q]©�©]k�QU�r�¡]ªÝyª�©]r�¬lr�© ¨Vt©]m	V � Q]r � Q]r�¡nr�¦  �� v �T N¨ ª�v�Vn¦ ¨ V � Q]r�¦�m	Qc¬lk�QU�r�¬lr�© ¨ mup�Q]©0k�Sª_!r ¨ ky© ¨o  Á � ©	¤yª!auk�Q   Á � � Q]r lxk�Vn¦� Qup�Q]©ck�S�_!r ¨ r�© ¨ v=r�k�Q�¦=kyv ¨ m	Qwv!r  N¨ � ©	¤T¡nr�m]rt¡ � v!r � QwÈ ¨ rTß

¨�¡�l � Q ¨ ¦=k�QU¡WVW¤�©]r�v � Q]rj§UQ	Vn¦ � QqpCky© � g�¤yª�v!r�v�§	¡WQ]¦�Vnr Q]v=¦)¬4Vt¦=r�¦�g _!k�Q]v�m]r ¡ ��¨ v � _!r  �¨ k�Vnv!r�a¶Q]©]r ¨ r ¡W¡nr� © ¨ V   Vt§ �¨ Vtky©lm]r�¦R¬lk�QU�r�¬lr�© ¨ ¦�r ¨ m]ky©   m]r�¦{v!ª�¦�Q	¡ ¨��¨ ¦(lZQ ¨ Q]v!¦�mup�Q]©]r�v!r � QwÈ ¨ r�r�¦ ¨ m	V��   VW¡nrß�¦�©�r:�qr ¨¡nk�v=¦�mqp Q]©|r'¬4Vt¦=r)gR_!kTQ]v�m]r�¦  �� v �T �¨ ª�v�Vn¦ ¨ V � Q]r�¦�m	Qõ¬skTQUyr ¬sr�© ¨ mup Q|©�k�S�_!r ¨ a]©]k�Q|¦�m]r �ky©]¦�v=r ¨ v!k�QUyr�v¨ kTQ ¨ r�¦Ð¡tr�¦�v=r � QwÈ ¨ r�¦�§�k�Q|vR¡nr�¦ � Q]r�¡z¡nr�¦ª¡tr�v=ª�¦�Q	¡ ¨��¨Ð� ª ¨ ª � © ¨ V   Vn§%ªTß
é�Q	Vn¦ � Qqp Q]©jk�S�_!r ¨ txr ¨ § � v   k�©]¦=ª � Q|r�© ¨ ¡nr�¦�ª yª�©]r�¬lr�© ¨ ¦ � ¦!¦=k   Vnª�¦Tg   r ¨ k�S�_!r ¨ x�r�¦ ¨ § � v ¨ � ¤�ª�ªÝyr�©Éð¨ Q|r�¡W¡tr�¬lr�© ¨ § � vRS%r � Q   k�Q|§*m]r�v=r � QwÈ ¨ r�¦$a%r ¨ � Qup�Q]©]r�v=r � Q�È ¨ r�r�¦ ¨�  ky©   r�v=©|ª�r�§|v=k�S � S	¡nr ¬sr�© ¨ § � vªQ]©¤yv � ©]m�©]k�¬�S]v=r$mupCªÝyª�©]r�¬lr�© ¨ ¦Æg   Á � � Q|r)Vt©]¦ ¨�� © ¨ a�VW¡ � l � ¡W¡zQsv!ªJy�ª   Á	VnvVg�Q]©]r � ¦!¦=k   V ��¨ Vnk�©._�Q]m	V   Vtr�Q]¦!rr�© ¨ v=r�¡tr�¦�v=r � QwÈ ¨ r�¦}r ¨ ¡tr�¦�ª yª�©]r�¬lr�© ¨ ¦ � Z�©wmupCkTS ¨ r�©	Vnv�m]r�¦�§%r�v�lxk�v�¬ � ©   r�¦$¦ �¨ Vt¦�l � Vt¦ � © ¨ r�¦�§�k�Q|vÐQ|©]r� §]§U¡WV  ��¨ Vtky©�m]r�©]k ¨ V Z  ��¨ Vnky©Gp�r�S�ß

v�\0ö�\wv [¾b�b<f£¢¤|�c�� �gh iu�]iXhgcN~¥cXh�{¬¿��ghgc¼�,c�^��$�¤{mc
�ÆZ�©cmup � ¦=¦!k  �À r�vÐ¡tr�¦{ªÝyª�©|r�¬lr�© ¨ ¦$r ¨ ¡nr�¦�v!r �·Á È ¨ r�¦Ja�©]k Á ¦�§]v!ky§�k�¦=ky©]¦��
i)
Á ©]rl¦ ¨ v Á  N¨ Á v!rsm]r�m]k�©]©]ª�r�¦�¦!§ �¨=Àî� ¡tr�¦ �·Á À §%r�v�¬lr ¨ mup À ©|m]rÝÜ	r�v Á ©�r�©|¦=r�¬�Â	¡nrlm]r�v=r ��Á È ¨ r�¦�r ¨§%r�v�¬sr ¨ m]r�m]ª ¨ r�v�¬ À ©|r�v{v � § À m]r ¬sr�© ¨ ��Á r�¡W¡tr�¦�v=r �·Á È ¨ r�¦�¦=ky© ¨�� ��r  �¨ ª�r�¦$§ � v Á ©wªÝyª�©|r�¬lr�© ¨ ?

ii)
Á © ¨ v ��Àt¨ r�¬lr�© ¨ Á © À lxkyv�¬lr{m]r�¦�m]r Á Ü ¨/] §%r�¦�mupCªÝyª�©]r�¬lr�© ¨ ¦ À m]r�© ¨=À Z�ª�¦�§U¡ Á ¦§Á � Á ¨ tZ¬ À ¦=rRg�_!k Á vm]r�¦�§ � v � ¬4Â ¨ v=r�¦�m Á ¬lk Á �r�¬lr�© ¨ r ¨ r�© ¨ v=ª�rlt¦!kyv ¨=À r�mup Á ©]r m ky©]r1xs?

¥ � ©|¦ Á ©]r � §]§]v!k   Á|r ¨ v � m Àt¨=À ky©]©|r�¡W¡tr�aD¡nr�¦`m]ky©|©]ª�r�¦s¦!ky© ¨�À ©]m]rÀÜ	ª�r�¦�r ¨ ¡Mp~ª  � ¡ Á �¨zÀ ky©hmup Á ©]r�v!r �·Á È ¨ rv=r�§�k�¦=r�¦ Á vo¡�p À ©]m]rÀÜc§�k Á v$v!r ¨ k Á v=©]r�v�¡tr�v!ª�¦ Á ¡ ¨��¨ ß « r�§%r�©|m � © ¨ m � ©|¦�©]k ¨ v=r)¬sk�m	Â ¡nr�©]k Á ¦�¤yª�v!ky©]¦ Á ©¤yv � ©]mor�©]¦=r ¬`Â	¡nr�m|r`v=r ��Á È ¨ r�¦�§�r�v=¦ À ¦ ¨�� © ¨ r�¦�¦ Á v Á ©]r`Â � ¦!r�m]r`m]k�©]©]ª�r�¦�¦=§ ��¨zÀ k ð ¨ r ¬s§%kyv!r�¡W¡tr�¦ ß�¨�¡ � §Éð§ � v �!�n¨ m]ky©   §	¡ Á ¦�m À �  �À ¡nr�m]r ¨ v ��Àt¨ r�v�¡nr�¦�kyÂ�_!r ¨ ¦'¬sk�Â À ¡tr�¦$aSg  �� Á ¦=r�m|r¯¡nr Á v=¦}©]kT¬`Â]v=r Á ¦=r�¦t¬ À ¦=r�¦<g
_!k Á v{r ¨ ¡nr Á v%¬lk Á yr ¬sr�© ¨ª  ky© ¨zÀ © Á a �·Á r�m]r�¦{v!r �·Á È ¨ r�¦ �·Á À ¦=ky© ¨ m]r�¦{v=r  N¨ � ©U¤�¡nr�¦�ZUÜ	r�¦$a�¦ � ©]¦ª¬ À ¦=r�¦3g
_!k Á v ß·�$k Á ¦ � �ky©]¦�r Á � ¡nkyv!¦�¡Mp À m]ª�r�m|r�m|ªJZ�© À v Á ©]r�¦ ¨ v Á  �¨ Á v=r �·Á À�À ©]m|rÝÜ	r�¡tr�¦�v=r �·Á È ¨ r�¦�r ¨ ©]ky© ¡tr�¦�kyÂÉð
_!r ¨ ¦%¬lkyÂ À ¡tr�¦Ja � Z�©�m]r}m|ª ¨ r�v�¬ À ©]r�v ¨ k Á ¨ r�¦%¡nr�¦�v!r �·Á È ¨ r�¦ � ��r  N¨ ª�r�¦{§ � v Á ©�ª �ª�©]r ¬sr�© ¨ ß}o � ¦ ¨ v Á  N¨ Á v!r
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m]r�m]ky©|©]ª�r�¦jr�¦ ¨ Â � ¦=ª�r*¦ Á v Á ©]r E�%Ýÿ����Wüg²e Éü ¿ ×1¸¤:a Á © À ©]m]rÀÜ ¦=§ �¨zÀW� ¡�¦ À ¬s§U¡nr �·Á À m]ª   k�¬l§�k�¦=rõ¡Mp~r�¦ ð§ �T  r�m]r$v=r   Á]r�v   Á]r}r�©   r�¡z¡ Á ¡tr�¦�v=r  �¨�� ©	¤ Á ¡ ��À v!r�¦�m]r ¨ ��À ¡W¡nr�ZÉÜ|rß « Á � �·Á r   r ¡W¡ Á ¡nr   k Á �v=r Á ©jv=r  �¨�� ©	¤�¡tr
rect r ¨ Á ©]r�ª ¨zÀ �·Á r ¨!¨ r l ß,�$k Á ¦ Á ¨zÀ ¡ À ¦!ky©]¦   r ¨!¨ rª¤yv À ¡W¡tr�§%k Á v�©]k ¨ v=r�ªÝ � ¡ Á �¨=À ky©�m]rR¡ � l � [�ky©�¦ Á À  � © ¨ r��

� §�²�¢�¡��-��¦`§M³S²÷¢e¡�£�©`¡<µd¯NÉª¦1¡Y£ ßwo�pCr�©]¦=r ¬`Â	¡tr}m]r�¦�v=r �·Á È ¨ r�¦{§�r Á ¨ ð@È ¨ v!ro Á   k�¬Ú¬lr Á ©jr�©]¦!r�¬`Â	¡trm]r�v=r  N¨ � ©U¤�¡nr$r ¨ §%r Á ¨ m]ky©   È ¨ v=r À ©]m]rÝÜ	ª � �r   ¡ � ¤yv À ¡W¡tr�m|r ¨ �À ¡W¡tr3ZUÜ	rTßwo ��¨ r   Á]© À �·Á r�r�¦ ¨R  ¡ � ¦Óð¦ À �·Á r¾��§%k Á v   Á � �·Á r�v!r �·Á È ¨ r q ©]k Á ¦  �� ¡   Á ¡tky©]¦Ð¡Mp~r�©]¦!r�¬`ÂU¡nr�m]r�¦$ª ¨zÀ �·Á r ¨!¨ r�¦ lq1, l
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m]r�¦  r�¡W¡ Á ¡nr�¦ À © ¨ r�v=¦=r  �¨ ª�r�¦�§ � v q.rect ß���k Á ¦$kyÂ ¨ r�©]ky©]¦ Á ©or�©]¦=r ¬`Â	¡tr Q m]r�§ ��À v=r�¦ (q, l) k!� q r�¦ ¨Á ©|r�v!r �·Á È ¨ r�r ¨ l

Á ©]r�m]r   r�¦�ª ¨zÀ �·Á r ¨!¨ r�¦�?
� Ú �w©+¦`§�¦`§�³S²|¢�¡�£<Ö�´rÖ�²�¡�¤¥¡�²r¦`£ ß�$k Á ¦ � ¦=¦ À ¤y©]k�©]¦Wg   Á � ��Á r   r�¡z¡ Á ¡tr c ¡ � v=r�¡ �¨zÀ ky©�k�Â�_!r ¨ ¬lkyÂ À ¡nr

c.O   ky© ¨ r�© � © ¨{¨ k Á ¦R¡nr�¦�kyÂ�_!r ¨ ¦ �·Á Àq¨ v � yr�v=¦!r�© ¨ ¡tr�v!r  �¨�� ©	¤�¡tr}m]r'¡ ��  r ¡W¡ Á ¡nr�a � yr   ¡tr<lxv � ¤�¬sr�© ¨m]r�¡nr Á v ¨ v � _!r  �¨ k À v!r �·Á À%À © ¨ r�v=¦!r  �¨ r c.rect ß « r<lxv � ¤T¬sr�© ¨ m]ª�Â Á ¨ r>g�¡�p À ©]¦ ¨�� © ¨ k!�4¡Mp~kyÂ�_!r ¨ r�© ¨ v=rm � ©]¦ª¡ ��  r ¡W¡ Á ¡nr}r ¨ ¦=r ¨ r�v�¬ À ©]r.g¯¡Mp À ©|¦ ¨ � © ¨ tquit
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ñh¸¹á£·?ØÉß®×�ÙC� o � ¤�v À ¡z¡nr � �r   m]r�¦�v=r �·Á È ¨ r�¦�r ¨ m]r�¦�kyÂª_!r ¨ ¦Ð¬lkyÂ À ¡tr�¦
« r ¨!¨ rl¦ ¨ v Á  �¨ Á v=rlr�¦ ¨�À ¡W¡ Á ¦ ¨ v=ª�r�¦ Á v)¡ � Z�¤ Á v=r4ØÉß®×�Ù�ß�o � ¤yv À ¡W¡nr�r�¦ ¨ Á ©�r�©|¦=r�¬�Â	¡nrlm]r 5 × 9 = 45  r ¡W¡ Á ¡nr�¦�ßb©�v!k À ¦�v=r �·Á È ¨ r�¦l¦!ky© ¨ v=r�§]v=ª�¦=r�© ¨ ª�r�¦¯� Q1 � ¦!¦=k  �À ª�r � Á Ühª ¨=À �·Á r ¨=¨ r�¦ {7, 8, 12, 13, 17, 18} a

Q2 � ¦=¦=k  �À ª�r\g {23, 24, 25, 28, 29, 30} r ¨ Q3 g {27, 28, 32, 33, 37, 38, 42, 43} ßU©2k Á ¨ r�¦)¡nr�¦�§ ��À v!r�¦
(Q, l) §%r Á �r�© ¨ È ¨ v!r À ©]¦=ª�v=ª�r�¦�m � ©]¦ Á ©]rt¡ À ¦ ¨ r�r ¨�À ©]m]rÝÜ	ª�r�¦�¦ Á À  � © ¨ ¡�p À m]r�© ¨zÀ Z � © ¨ m]rt¡ � v=r �·Á È ¨ rß

o � § � v ¨zÀ r�m]v!k Àt¨ r�m]r£¡ � Z�¤ Á v!r£¬sky© ¨ v=r�¡nr�¦�kyÂ�_!r ¨ ¦b¬skyÂ À ¡nr�¦um � ©|¦b¡ � v=ª ¤ À ky©   ky© ¨ r�© � © ¨ ¡tr�¦�v=r �·Á È ¨ r�¦
Q3

r ¨ a{§ � v ¨zÀ r ¡W¡tr�¬lr�© ¨ a Q2
ßÐë�v2f   r g�¡tr Á v�§%ky¦ À4¨zÀ ky©dam Àt¨ r�¦!¦=r�r ¨ m À v!r  N¨zÀ k�©da�ky©¶§�r Á ¨ l �T �À ¡nr�¬lr�© ¨  k�©]© �!�t¨ v=r'¡�p À ©]¦ ¨�� © ¨ t�v!r�§]v!ª�¦=r�© ¨ ª�§ � v Á ©c§�k À © ¨ ©]k À v2x�k!� À ¡t¦ ��Á Àt¨=¨ r�v!ky© ¨ ¡nr Á v   r�¡z¡ Á ¡tr}r ¨ r�©|v=r�¤ À ¦ ¨ v=r�v  r�¦�ªÝyª�©|r�¬lr�© ¨ ¦�m � ©]¦ Á ©]rsv=r�¡ �¨zÀ ky© � ¦!¦=k  �À ª�r9g   r ¨=¨ r   r�¡W¡ Á ¡nrß « ky©]¦ À m]ª�v=ky©|¦�§ � v�rÀÜ|r ¬s§U¡nr+¡Mp~kyÂ�_!r ¨

o1
m]r#¡ � Z�¤ Á v!r�ØÉßz×`Ù�ß²¨�¡§ � ��Á Àt¨=¨ r�v`§|v=k   Á ��À ©|r�¬lr�© ¨ ¡ �\  r ¡W¡ Á ¡nr»bcbor ¨ r�© ¨ v=r�v�m � ©]¦�¡ �\  r�¡W¡ Á ¡nr Ø�¶�am]rÝyr�© � © ¨ § � v�¡7g ð�¬DÈ�¬lr Á ©�ª ¡nª�¬lr�© ¨ m Á v=ª�¦ Á ¡ ¨ �¨ m]r Q2

ßdé�k Á v�r�©]v!r�¤ À ¦ ¨ v!r�v   r  �À a2©]k Á ¦ Á ¨zÀ ¡ À ¦!ky©]¦Á ©]r�¡ À ¦ ¨ r E ¦ ¨ k   6 � © ¨ m|r�¦ ¨ Á §	¡nr�¦ < tsortie, o, lactuel, lsuivant > ß « Á � �·Á r ¨ Á §	¡tr�§]v!ª  �À ¦=r ��Á r�¡Mp~kyÂ�_!r ¨
o r�¦ ¨ê� �¨ Á r�¡W¡tr�¬lr�© ¨ m � ©|¦ ¡ �8  r�¡z¡ Á ¡tr lactuel

r ¨ �·Á p À ¡t¡ � �·Á Àt¨!¨ r�v �8� Á ¨ r�¬l§]¦ tsortie
§�k Á vcr�© ¨ v=r�vm � ©|¦#¡ �   r�¡W¡ Á ¡nr lsuivant

ßRé � v�rÝÜ	r ¬s§	¡trê¡ � ¡ À ¦ ¨ r � ¦=¦=k  �À ª�r � yr   ¡Mp À ©]¦ ¨ � ©   r*m]rc¡ � Z�¤ Á v!rjØÉß®×�Ùhr�¦ ¨
< [t1, o1, 33, 28], [t2, o2, 38, 37], [t3, o3, 37, 32] > a � yr   t1 < t2 < t3 ßo � ¡ À ¦ ¨ r E m]k À4¨ ¦ Á §]§%kyv ¨ r�vlm]r�¦»lxky©  N¨zÀ ky©]¦ insertion(t, o, lactuel, lsuivant) a suppression(t, o) a
suivant() v=r ¨ k Á v!© � © ¨ ¡nr ¨ Á §	¡nr � yr   ¡ �  � ¡nr Á v{m]r ¨ r ¬s§]¦ª¬ À © À ¬ � ¡ ß
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ß�^}©�v=r�¬l§	¡ �T  r � ¡nkyv!¦d¡�p � ©  �À r�©`ªÝyª�©|r�¬lr�© ¨ (tancien, o) m � ©]¦�¡ �¡ À ¦ ¨ r E § � v   r�©]k Á �r�¡�ª �ª�©]r ¬sr�© ¨ ß Õ À o � §]§ � v ¨ r�© ��À4¨ m]ª½_�g.gt¡Mp À ©]¦ ¨ � ©   r{m]rR¡ � v!r�¡ �¨zÀ ky©`kyÂ�_!r ¨ ¬skyÂ À ¡nrm]r#¡ �ê  r�¡z¡ Á ¡tr�a c.O a²¡nr�©|k Á yr � Á ¦=r ¤�¬sr�© ¨ r�¦ ¨Ú� _!k Á ¨ ªCg0¦ �o¨ v � _!r  �¨ k À v=r!a�¦ À ©]ky© o r�¦ ¨ ¦ À ¬l§	¡nr ¬sr�© ¨� _!k Á ¨ ª	g c.O ß

�b�r   Á ©]r ¨ r�¡W¡tr�¦ ¨ v Á  N¨ Á v!r�a�¡�pCªÝ � ¡ Á ��¨zÀ k�©�m]r�¦$©]k ¨zÀ Z  ���¨zÀ k�©]¦Rg ¨ v � ©]¦�¬sr ¨=¨ v=rXg Á © Á ¨zÀ ¡ À ¦ �¨ r Á v{r�¦ ¨¨ v À  Àî� ¡nr¹��ky©   Á]r�v   Á]r�m � ©]¦ Q ¨ k Á ¨ r�¦ª¡nr�¦�ª ¨zÀ �·Á r ¨!¨ r�¦ lq1, l
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2, . . . l

q
n
� ¦!¦=k  �À ª�r�¦Rg¯¡ � v!r �·Á È ¨ r À m]r�© ¨=À Z�ª�r§ � v id § Á À ¦�ky© �T    Â�m|rÆg   Á �T  Á ©|r{m]r�¦   r ¡W¡ Á ¡nr�¦ À m|r�© ¨zÀ Z�ª�r�¦�§ � v lqi

ß « Á �T  Á ©]r{m]r   r�¦   r ¡W¡ Á ¡nr�¦�§�ky¦!¦�Â�m]rÁ ©]rt¡ À ¦ ¨ r Ei
  ky© ¨ r�© � © ¨ ¡tr�¦{ª �ª�©]r ¬sr�© ¨ ¦)g ¨ v � ©]¦�¬sr ¨=¨ v=r	g¯¡Mp Á ¨zÀ ¡ À ¦ �¨ r Á v�ß

v�\0ö�\kÁ - iuÃsc¤±£|�f]h
Ä r�§]v=r�Å À r�v ¨ v=Æ�ÇÆ ÀtÈ ©|k Á ¦{Æ�§%r�v!Å À ¦�m]r�v=ªJy]ª�ÉËÊ À v�¦ Á v�m]r�¦�Æ�¦!§�r�É ¨ ¦�§�r Á É�ky©,Ç�r�© ¨zÀ ky©]©]r È ¦{m�Æ�©|¦ È r�¦Â�Æ�¦!r�¦�m]r�m]ky©]©|ª�r�¦�¦=§]Æ ¨zÀ kð ¨ r�Ål§�kyv!r ÈtÈ r�¦Ja	©|k ¨ Æ�ÅlÅlr�© ¨ �
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Î�ß ©c§�r Á ¨ rNÍ À Ø�r�v�Ì Á r�É�r�¦�Ü�ky©|r�¦¦=k À r�© ¨ É�ky© ¨zÀ Ø Á]à ¦�Û È Æ À ¦=¦=Æ�© ¨ Á ©]r�É�r�v ¨ Æ À ©]r ÈnÀ Â�r�v ¨ ª�á È p~kyÂ�Ú!r ¨ r�© ¨ v!r�m]r Á Í�Ü�ky©|r�¦�m]r�É�r ¨=¨ r�v=r�Ì Á È ¨ rÛ�k Á©]ky© Î·Ï r$§ È Á ¦�É�r�¦�Ü�ky©]r�¦�§%r Á Çyr�© ¨ È ¨ v!r�m]r ¨ Æ ÀnÈtÈ r�Ç�Æv À ÆÂ È rÛÇyk À v=r�ÅDÈ�Ålr À ©]É È Á ¦!r�¦ È p Á ©]r{m]Æ�©]¦ È pCÆ Á ¨ v!r ÎÏ pCÆ Á ¨ v=rl§�Æ�v ¨ ©|k Á ¦�Æ�Ç�ky©]¦�É�ky©|¦ À m|ª�v=ª À É À Á ©�m]ª�É�k Á §]Æ�Øyrlr�©hØ�v ÀnÈtÈ r�m]r�É�r ÈtÈ Á È r�¦�m]r ¨ Æ ÀnÈtÈ r�â	Í|rÛ ¨ Ê]ªWãÅsÆ ¨zÀ Ì Á r�Ålr�© ¨ ©]r Á ¨ v=r Î�ä È Æ�§|§�Æ�vzÆ�å ¨ § È Á ¦�§%r�v ¨zÀ ©]r�© ¨ m]r$m|ª�É�k Á §�r�v�¦ Á À ÇÆ�© ¨�È p À © ¨ ª�v�È ¨ §%kyv ¨ ª$á È pCr�¦=§�Æ�É�rm]r$v=ª�Þxª�v=r�©]É�rÛ|mupCÆ Á ¨ Æ�© ¨ § È Á ¦�Ì Á r È r�¦�Ü�ky©|r�¦�m]r�¦�v!r�Ì Á È ¨ r�¦{ky© ¨�È r�§ È Á ¦�¦=k Á Çyr�© ¨ Á ©]r�É�Æ�vzÆ�É ¨ ª�v À ¦ ¨zÀ Ì Á r¨ Ê|ª�ÅsÆ ¨zÀ Ì Á r�Â À r�©lm]ªNâ�© À r Î	ß ©�Çyr�v=v=Æ�§�Æ�v È Æ�¦ Á Àt¨ r�Ì Á r�É�r ¨=¨ r À m]ª�r�É�k�©]¦ ¨=Àt¨ Á r È Æ�Â]Æ�¦=r�m]r�Åsky© ¨ vzÆ�ÇÆ ÀnÈv=ª�Æ ÈnÀ ¦=ª È kyv=¦�m|r�ÅsÆ ¨ Ê]Ð�¦=r Î

¸4·



�m "j �b Ô:;�6�Ò@Ñ½Í�;`Ñ�ú�Ô�Í /p%�ú�Ô3Ô�Í�)�ú�®`Ñ/Í�ÏC;�%+-SÑ:Ò�-rúªÍ�Ï 576}ÊD/rÒ@Ñ:Ô&Í �m �¬ Ñ�Ê�ÑõÎwÍÆÌ: Ê!Ô1Ñ

æ È Á ¦�É�k�©]É�v!Ð ¨ r�Åsr�© ¨ Û�©]k Á ¦�Æ�Çyk�©]¦$r�©,Ç À ¦zÆ�Ø�ª.�
� È r`É�Æ�¦�mup Á ©�r�¦!§�Æ�É�rl§]Æ�v ¨=Àt¨zÀ ky©]©]ª`Æ�Ç�r�É Á ©�¦=r Á È © À Çyr�Æ Á mqpCª�ÉËÊ]r ÈtÈ r�Ûqk!� È r�¦�v!r�Ì Á È ¨ r�¦�¦=k�© ¨ Á ©]r¦ Á É�É�r�¦=¦ À ky©wm]r�Ü�ky©|r�¦�É�ky© ¨zÀ Ø Á]à ¦�k Á ©|ky©uÛ]Çyk À v=r À ©]m]ª ¨ r�v!Å À ©]ª�r�¦�ç�ÉËÊ�Æ§ Àt¨ v=r�¦�è�r ¨ ¸·és?
� È r�É�Æ�¦�mup Á ©¢r�¦=§�ÆÉ�rj§]Æ�v ¨=Àt¨zÀ ky©]©]ª`ác§ È Á ¦ À r Á v!¦�© À Ç�r�Æ Á Í�mqpCª�ÉËÊ]r ÈtÈ r�Û�k>� È r�¦�v=r�Ì Á È ¨ r�¦�¦!ky© ¨ Á ©]r¦ Á É�É�r�¦=¦ À ky©wm]r�Ü�ky©|r�¦�É�ky© ¨zÀ Ø Á]à ¦�çxÉËÊ�Æ�§ À4¨ v!r�êyé Î

Ý ©|â�©uÛ�É�r ¨ vzÆ�ÇÆ ÀnÈ ©|k Á ¦2Æ�§%r�v!Å À ¦�m]r�v=ª�Æ ÈnÀ ¦=r�v�Ì Á p ÀnÈ r�¦ ¨ Á ¨ ky§ À Ì Á r�m]r�§�Æv È r�v�m]r�v=r�Ì Á È ¨ r�¦�É�ky© ¨zÀ © Á r�¦¦zÆ©]¦w§|v=ky§%ky¦=r�v Á ©]r�¦ ¨ v Á É ¨ Á v=r�m]r�m]ky©]©|ª�r�¦wØ,Æ�v=Æ�© ¨zÀ ¦!¦zÆ�© ¨ Á ©|r¢ªNÇ�Æ È Á Æ ¨=À ky©ëmqp Á ©¯ØyvzÆ©]m¯©|kyÅ`Â]v!rmup~kyÂ�Ú!r ¨ ¦}ÅlkyÂ ÀtÈ r�¦�r ¨ m]r�v!r�Ì Á È ¨ r�¦�r�©oØ,Æ�v=Æ�© ¨zÀ ¦=¦zÆ© ¨ m]r�¦�Â�r�¦=k À ©]¦�r�©0r�¦=§]Æ�É�r`Ålª�Ålk À v=r�r ¨ r�© ¨ r�Ås§|¦ì Ö Ñ�í Ón×NÒLîË×NÎ Ä r ¨ Æ�¦!§�r�É ¨ Æ�ª ¨ ª�É�ky©]¦ À m]ª�v=ª�m�Æ�©]¦�ÉËÊ]Æ�Ì Á rsª ¨ Æ�§%r�m]r È Æ ¨ Ê]Ð�¦=r�Û�§]v À ©]É À §�Æ È r�Ålr�© ¨ m�Æ�©]¦ È r¨ v=Æ�Ç�Æ ÀnÈ §|v=ª�¦!r�© ¨ ª�Æ Á ÉËÊ�Æ�§ À4¨ v!r�ê Î

ê��



� �ðï ���S�h�cñ ò

ó ïõô�ô ñ.ö*÷ðø ùúñ û üþý ÿ � ÿ ô��

��� Á��
	����������� � ����� Æ ��� É � ÉËÊ�Æ 	������������ Å � � Ð È ������� � ��������
	 � ��� È ������� Ç ��� � �"! Ú ����� Å �#! � È ������$	�� � 	 � � � ���%�����
��� ÉËÊ ��� Ì ���&� �' ÇÆ È � Æ �(� � �)���*������ È � Æ �$� �+�����&��� Ì ��,����&	 � ��� Æ �-�$����������� ! Æ ���
���� � �������� Ø �� Æ ���.�����(� È � �#! Ú �/�(� Î10 � Å � � Ð È ������	 � ���������
����� Ç ����� � �32 Ón×�Ô ì(4 Ò>î ��� È �+����	 Æ�É ����	 Æ ��� � ã�(� Å 	 � ��� È Û �#5 È �+����	 ÆÉ �76 Ï �/� È Æ�É � Å 	 � � Æ ���(���(� Å 	 � ��� ÈnÈ �&� � ���
	 Æ �8�(����� � ������9������	:� É �(� Ç � Å �����
�������������� Å ! È � â ���;��� Ü � �����<�� â ���=���>	 Æ � È �'����� È ��� Æ �������?���<�����<�����(��� ÇÆ ÈnÈ ���@���A��� Å 	�� É � ���8� Æ ����� Î��� ���1�� â ������� � ���B��� È Æ � Ø,Æ�Ø �C� �'�=���(����� � Ø,Æ ��� � � Ø ������� Ì ���D	 � ���E��� � � Ç ��� È ��� �"! Ú ����� Ì ���-� Æ ���=� Þ � �������� Õ Ñ Ò�Ò>î ìGF × 2 î>HJI"K�Ó í Ó Ò>Ö �� É ��� ÇÆ ������������ Ì ����� É ���?���L���	 È Æ�É � Å �����(� Î#��� ���B�=�����-��� â � ���M ØyÆ È � Å ���-����N������� Å ! È �J���7�������(��� É �(� � ��� á*É � È Æ � Ø,Æ�Ø ��� Æ ��� È � ! �O��� �'� Í 	���� Å ��������� Ì ��� Å ��������������� Ì ��,������2 ÖNÒ>î ì H�Ó F Ón×NÒ>îË× 	 � ��� È ��� Ì ��� ÈnÈ ���%� � ���%	�� � 	 � � � ���A�����%�(� ÉËÊ ��� Ì �����9� �' ÇÆ È � Æ �(� � � Æâ �P��� ÅjÆ �=���(�����=�È �����Q������ È � Æ � ÎÄ � Å � � Ð È �L����� É � � É ��	O�(��� ÈnÈ � Å �����C��� Å 	 È �L��� É � ���8�(�������Q�����>� � È ����� � ��	�� Æ ��� Ì ���Q�/�C��R É�Æ�É �>	 � ���È �?	�� �"! È Ð�Å �D��������� Ç � É � ���(���S���T� �#! Ú ���(� Å �#! � È ��� á È � Æ �=���D���@��� Ì ��,/�(�������@�� Ì ����� É ��� Î,ä È Æ ���@	�� ! È �=� Æ ���
U è#V|Û�W�X�Y Î
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Ä � ÉËÊ�Æ 	��h�(����	�� � 	 � ���&��� Å � � Ð È �����&� � ��������9	 � ���%����	�����������(��� È ���%��� Æ�Ú � É � � �=����� É � ÅsÅ ��������� Ì ����� É ���e���*���	 È Æ�É � Å ���-���J� Æ ���i���j����	 ÆÉ �P��	 Æ �(� � ã ��� Å 	 � ��� È ����� É �����i���i/�(�����=� È ��� È Æ � ØyÆ�Ø ���	 � ���A�=��������� � Ø ���.������� ÈtÈ ���A�� Ì ����� É ���&� �' Ç ���� Å ������� Î Ä � � É � Ð ��� Å ����� Û È ��� È Æ � ØyÆ�Ø ��� Ì ��� Ú � É � ����� ã� Ð ���A����	 � �������>�����Q�����Q	 Æ �����������Q��� Å �"! � È ���(Q	 � ���L� Í 	���� Å ��� È ��� � 	:�� Æ �(� � ���L���A��� ÉËÊ ��� ÉËÊ � Îlk � Å �É � � É ���-�����.����� È Æ�Þ�ÆÅ � ÈnÈ �<���9	 Æ ���(������� Ì ���;� Æ �(�=� Þ � ��� È ���<	�� � 	����=/�(��Q����� ÇÆ �������nm

o Ú ��� � Æ �?	 Æ � ! ��� � �=�p�����
���	 È Æ�É � Å �����(�
�� Ú=á �/qT� É ������&�T�+��� �#! Ú ��� o
	 � ���
����(��� Å �=�����9��� o� Æ �(��� Þ�Æ �h� � �e� � ������	 Æ ����������� � �����r

o È Æ`Ì � Æ ���(����9��� Å  Å � �������� É ����� Æ �=���
	 � ��� ÅsÆ �=����������� È �A������ È � Æ �>� �'�����.��� Ì ��,/�(�.���8� Þ�Æ � ! È � Î
Ä ���
	�� � 	�������(��
� � ���������������(��� ÈnÈ ���.� Æ ��� È � É � �-��� Í �(�\�����
��� Ì ��,��(��� É � �-���=�-�����
	����=� Ì � �'� ÈtÈ ��� Ø,Æ � Æ � ã�(����������� Ì � �+��� Ø � Æ ���N� � Å ! ���7���7��� Ì ��,/�(���\	:������,/�(���7 ÇÆ È ��i��R É�ÆÉ � Å ����� Æ�Ç � É ������������� � ��� É ���
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È � Å �h�(�������� É � �����=���� Æ ���J��� Å 	 È � Å ����� È �����������=���\ Ç ���� Å ����� Æ ��� � É �= á È � �#! Ú ��� ÎLk ���� â ���=�J�����É È Æ ���������\��� Ì ��,/�(��� Ì ���C	�� � 	 � ������� É � Å 	�� � Å �=� Æ 	�	�� � 	�����������(��� È ��	 � � Ç � �=�A�T�+� Í 	���������� � ����� È Æ� Æ �(�=� Þ�Æ�É ��� � �7��� É ���<� Í � Ø ��� É ��� Î
Ï Æ ��� È Æ �������(�7��� É � ÉËÊ�Æ 	�������� Ú �7�� Ç � È � 	�	:�7� � Æ !:� ���N�����i	���������-� Æ �(� � ���=� Þ � � Å � ÈnÈ ����� Å � ��(� Æ�Ç�Æ � È ç ��� É �(� � � è Î 6 é�Æ�Ç � É �����<� Í � Å 	 È �������
	 Æ ��������������� Å �#! � È ���� Ì ���E� ÈnÈ �����������-� È �+�����(���h�(� � �7����� ã��� Ð ��� È � Å � � Ð È �Q���D� � �J�=�������,/�L	�� Æ ��� Ì ���>���J	 � ���-�C��� Ç ���<��� È �'���(� È �=� Æ �(����� Î"0 � Å � � Ð È �Q����� � �����������8�>	���������-��
� Æ ��� È Æ ��� É �(� � � è Î è Î�k �A	���������-���9�������������A��� Þ � Æ�ØyÅ �����Q��� È Æ � Ø,ÆØ � � ql� Æ �-�>����	 � � ãÇ � �=�>� �'� Í 	���������� � � Å � ��������� ÅsÆ �=� ØyÆ � Æ �����=��� Æ ���$��� Þ�Æ � ! È � ! ��� � �=��� �'����	 Æ�É � Å  Å � �����%�� É ����� Æ �=��� áÈ �' ÇÆ È � Æ ��� � �i� Æ ��� È Æ ��� É ��� � � è Î W Î
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Ï%� ���D� � �����>� � � Ð�  �   �   �S¡¢�   �=� � �(� � ������� �#! Ú �����?�����D	�� � Ú ������<� � ���C������������� !   �>���>�� Ø � � ����£S���	 � �8�(�h�(� � ���������   �'����	 �"¡ � � ��£-���   � � ���&� � ���&�=������������ � ����¤ 0E� 	 � �������(� � � ¡�� �����=�������7����� Þ � ���(���\�����

  ���� á\  � � 	�	   � ¡¢� ��� � �7�/� á�  �'�=���(����	����� � �(� � ����¥��� � �(��£-���9���   �+����	 �"¡ ��� � ��� ¡ �  =  � ã ¡ � Û �/�%������   �(�.� �'����� ¡¢� ���=���\��� � � � �  h¦ ���i��	 � �(� �   ¡   � ������£S���PU¨§"§ ÛMV"V©Y ¤ 0 �J	�� �#!  tÐ ���J���i�� â ������£-���  =  �\	 � �8�(����� � �ª���8�
	:�������=�������(� � ��� � �����>�������(���>	 � �D� � ���   ��� �#! Ú � ¡ �(� Þ �����\	�����������D�(� �¢«�� �   ¤ Ý � ¡ �>£-���¬� � ��� ¡�� � ¡ ��������   ����R������
���   � « ����	 � ��� ¡ ¥ � £S��� �#! Ú �/�<�������	   �"¢� ���<� � ��� M Û¬  � ���£-����� ¡ �
����� Ü � ���������=�����=� ¡ �(������ ¡�¡ ������� « ���\�����
��� �¢« �����������m � � �A	 � �����������A� � ��� ¡�� �����������h�(� ái  � � ���������&���  �  ���$���£-����� ¡ ����¤ ä  �Þ � �O�� � �   � Ø �����?£-��� Û 	����=��£S���   � 	 � ���(�h�(� � � ¡�� ���������(���   ��!�� ���A	 � ���   � �� â ������� � �J���A� � �@	 � ����������� Û � � ����#! ����� � ��������� ¡   � ����� â ¡¢� �(� � ��� � ����� Ü ���=�8�(�=� ¡ �(���e�������(� � Ú � ¡ � � �=�����e����� «�� ���   �'�=���(���,��7��¥��� � ���=£-���"¤0 �����(� � Ú � ¡ � � �=���������   ����� ¡   � ����� â ¡¢� �(� � �®� � ���\��� Ð �J��������� !   ��� áª  � 	 � �8�(�h�(� � �®���   �+����	 �"¡ ��£-���<�� ã	:�����P���   �'�=���(���,��<�(¥��� � �(��£S���"¤l¯����&	 � �������(� � �n°1�(¥��� � ���=£-�����\���-�$�����O�(���;± �   �(����� � �(� « � ¡�� �����=�����á ¡�� ���8�(�����=���������L	 � ���(�������D�����?�����$	 � �8�(�h�(� � ����� Ø ���  �  �@��� ¡ �  =  �   ���C���<� � �  �  �@ Ø �   � Û ¡�� �\���Q���=� ¡ ����� � ���
U'² W"Y ¤

0 �+����	 �"¡ �
M

¡�� �����=�����
	 � ��� ¡ �&� � � Ð�  �9� �'�����9	 � �$���)����	 �"¡ ����������������� R
2
� � �=�>���P����	 �"¡ �	 � �8�(�h�(� � ����&��� Ü � �����.�=�������(� â ����.����� � ��� Ð ���������=£-����	 � �9����������=£-�������(��¤ 0³� â�Ø ����� è ¤ X � � ���(������e�(�   ����	 �"¡ �.	 � �8�(����� � ����"¤

f

e

g
b

a
c

d

´?µ·¶Q¸ è ¤ X o ßA! Ú ���(�<���9���	   ��¢� ���<�����>��������	 �"¡ �
	 � ���(�h�(� � ����

ê 6
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0 �+��������� !   �<��� ¡ ���?/�(��£S����������� Þ � �����   � �   	�¥ �"! ��� ΣM
Û £-����� � ���C ¡ ���=� � ���C	 � ����	   ���C���>���=��	   � ã¡ �h�(

Σ
¤ æ1� ���   �+�G¹����\	   �9���   � â�Ø ����� è ¤ XÛ Σ «�� ��� � �=�����

{a, b, c, d, e, f, g}
¤�º � ��� ¡ ��������	 �"¡ �
� � �������� «#� ���@���i��������� !   �$� � �#! Ú �/�(� O �£-����	l��@� �'��� � �O�(�   ���   �S¡¢�   �=� � �(� � ���(�   £-� �'���7����� « �����>» æ�Ù £-������ «"� �=�9	:���� � ���=£-�����������   �����Q	 � ���h�(� � � � �=����� £-� �'�����.���8� � ��	��  �  ��¤��� ��� ¡¢� � �"¡ �(����=� � ���   � ��� � Ú � ¡ � � �=����� �'��� �"! Ú ��� o

	 � �   ��������=£-���/���(���J����� Ü � �����J��� ¡�¡ ������� « ����(� �¢« ����������$	 � �
o
¤

¼ � �����=���� � ���A����� � 	�	   � ¡�� �(� � � « ��� � ��� á ¡   � ����� â ���%�/� � � �  �¦ �����   �.�(� � â ¡ ái  � � �����
�����A����£-��,����������� «�� ���(���nm

o¾½ � � � « ���Q� � ���   ��� �#! Ú �����>£S��� � ��� «#� ¦ � Ø 
���
¿ á�À�Û � � ���������8�(��>	   ���Q��� XÂÁ ���=�-���(���Q� � ��� À�/��� � ���<�������������.	 � ������<��� À ���ÄÃS¤

o¾½ � � � « ���>� � ���   ��� �"! Ú ����� «"� ¦ � Ø � � ���$��� À�á�Å � �ªÃ « � � �����A�(� � �=���=Æ��\� Ü � ���9���hqT����������"¤
o¾½ � � � « ���?� � ���   ��� �#! Ú �/�(�@£-��� � ���@£-�������(������ ¡ ����� � �=��� Ü � ��� Û � � ��� �  �  ��?���*Ã
�/�Q� � �-�L���������������� « ���-���$� � ���   ����� Ü � ���9���9���	 � �8�¢¤

¼ ���$�/¹O����	   ��� � ���<� � ���$��� ¡�� ���&����������	l ¡ � â ���   � ��� ¡�¡ ������� � �P��� Ü � �����<�(� �Â« ����������A	 � ����� �#! ãÚ ��������� � ���&� � 	l��� Ø ���=� � �(� � � Û � �������C£-���i����� ¡�� �-��� � �����(���.�(���\	 � ���  =  ���9�����   ���(����	��.	 � ����i� � ���¡ ¥ � £-��� Ü � ����¤ �<� ���<� � ��� � ��� ¡ �
� ¦ 	:�����
��	: ¡ � â ¡�� �(� � ����� Õ�Ç"È�È>î ìGF 2 î�HJI"K�Ó í Ó·È>Ö Û � �)	   ��� ¡�� � ¡ � ã����\����� Õ�Ç"È�È>î ìGF ¤ 0 � � 	�	�� �S¡ ¥�� !¬� ����7�����   � Ø  � ��������=�\���������������7����	����������� � ��� � � ¡�� �-���=�-���7������(� � Ú � ¡ � � ������� Û ���(�   ������Q� � ���   � � � Ú ��������	 � ���(���>�����D� � ��Æ   ���C���<� � ��������L��	 � �(� � ã ������	 � ���   � Ú ����£-� � á	����������� Û � �'������	 � �>����  �  ���\���-� � � � 	����� á � � �����9	�� �"!   �� � ���=£-��� Û ����	 � �8�(� ¡ �   �=��� � �O¹7� ¦ 	:���<���9��� ã£-��,������ � �O¹O£-���  �  ���<� � ���>� � ���>���-���������� � ����¤
Ý ���/qT�/� Û ¡�� ���(� � �=����������� á ¡ ���Q� � ��Æ   ���L� � ���@� � �¢«#� ���<	   ��� ! ��� � ���7� � �¢«"� �=�?��� ¡�� ����� á �����Q�� ã¡¢� ���=���\���A� �+�����(����	 �   � ��� � � � �ª�T�+�G¹O��� � 	 �   � �(� � �P	 � ���A����������\�������   � 	 � ������� � �P	��� ¡ �=����� �'��� �#! Ú �/�� � ���.����� Ü � ����� � ������ á ¡ ¥ � £S���\������� � ��� Û 	����=��£-���   � ��� ¡�¡ ������� � �n� �' « ������\�����(��» æ�Ù �����.����R ã� � �-���\	 � ���9 «"�   �����
� � �.	 � ������������¤ ¼ ¥ � £-���\ « �������������» æ�Ù Þ � �������h�   � 	 � ���h�(� � �ª�T�+��� �#! Ú �/���/�¡ �   � ����R��%	 � ��� ¡¢�   ¡ �   ���   � Ü � ���&� � ���   ��£-���   ���.�(� � � « �   � �#! Ú ����£-� � ���   �+ « ������������%�����$���  � ¤ ä  ���8� � �=����� � �=������ ¡�� ��������������������������	����������� � �(� � �����=� ¡ ��Æ��(�����   � �(� � Ú � ¡ � � ������� �'��� �#! Ú ��� ¡�� ���\������>���£-����� ¡ �%���   � Þ � ����� z1{T1}.z2{T2}. · · · .zn{Tn}

¡�� �\	������ � ���   �   �����(� z1, z2, . . . , zn

�����?/�(� ã£-�������(���L����� Ü � �����?��� ¡�¡ ������� « ���@�(� �¢« ���������� � �������¬£-���   �Q�(���\	��C	 � ������ � ��� ¡ ¥ � £-��� Ü � ���"¤-É$�������¬	 � ��/¹O���\	   � Û 	 � ���   � ��� � Ú � ¡ � � �=���A���   � �#! Ú ��� o1

� � ���   � â�Ø ����� è ¤ X�Û ��� � ������	�	 � ���.£-��� ¡ ¥ � £-����	 � ���-�¡�� ��������	 � ��� á ���P « �������������» æ�Ù �/�A� � � ¡ £S���
o1

� 	 � �����6J���=�-����������� À�Û W ���=�-�������%���ª¿ Ûqè���=�-���(������� Å ���%Ê\���=�-���(�������nÃ Û ¡ �����(����� � Ú � ¡ � � �=���.����� � ����	�����������(���� � ����� � �(����� � ��Æ   �9	 � �   ����£-����� ¡ �ÌË ÀOÍ-Î-ÏCÐ ¿ Í#ÑOÏCÐ�ÅOÍ�ÒSÏCÐ Ã Í-Ó-Ï#Ô ¤ 0;� ����£-� �+���ª� � � « �    « ������������9���8�A���  � Û1Õ×Ö î Ö �����&� � � « �  =  �����=£-���/���(�L��� Ü � ��� Û � � �h�   � ���������=Æ���� ¡�� ��	 � � � ���(�L������	 � ���  �  �C���8�C�=� ¡ ����\���-����@���   � �#! Ú ���M�����8�(�@� � ���
  � ��,���� Ü � ��� Û � � �h�?���\� � � « � � �i� ¦ � !:�   �<����� � Ú � ���� á9  � â �\���   � ���£S����� ¡ �%���'�   ¡ ¥ � � Ø �<��� Ü � ����¤

��� ���D�� â ������� � ���D	 � ��� ¡ �   � ����� Þ � � ¡ ��� � � Zone
£-����	 � ���������   �O¡��   ��� � ��� � � l

� � ������>���/� � �������
  � Ü � ��� z

¡�� ���(��� � ���
l
¤ 0 ��	 � ���(�h�(� � �������\���-�C���   �'����	 �"¡ ��� � ��� Ø � � � �������   �'�/¹O�����(��� ¡ �����   �'����� ¡ ����Q���

ê�è
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z
¤
¯����D	��������=Æ����C���(�   �=� � �(� � �%��� ¡ ������� Þ � � ¡ �(� � � Zone

¡�� �����=�8�(�D���   � �\����� á�Ú � ���E� �'�����C�(� � Ú � ¡ � � �=���£-� � ���)���*� � � « �    « ������\���-�9» æ�Ù �����%���  � Û%Þ � ����������� � ���%�����
� � � « �  �  �   �S¡¢�   �=� � �(� � � (x, y)
	 � ������ �#! Ú ��� o

¤ 0 �
	�������� � ã ¡�� �������   � 	�� �O¡ ��������\ØpÙ1Ú�Û9Ü;ÙBÚA���������� ¡�� �\�������   � �(� � Ú � ¡ � � �=������� o���   � ��Ý#������� n
����� �"¡ �(� �   �=�����¤

ØpÙ1Ú�Û9Ü;ÙBÚ
(o, x, y)ÞEßSà1á;â

ã#ã ¼ �   ¡ �   �   � Ü � ��� �"¡ �����  �  � Û Z
Z äæå I Õ F Èèç
Ç F�é å I íëê�ì I F î�íM î ï�î êGðã#ã�ñ  ¡ ��	lÆ����   �'��(��£-�������(�A��� Z
z äóò È Õ×ô�õ î/È×ÈLî�í Z ðã#ã ¼ � ��	 � ���

z
� �e�������������Q� ¦ � !:�   �.���   � �(� �÷ö � ¡ � � ����� zn{Tn}ã#ã ���;�Ý �   ���(�ø �   � ��� � ����� ¡ ����������(�   �%�(����	��Q	 � ����.� � ���   ��ù�� ���9��� Xú¢û z = zn ü¬ýèþ:ÿ ú Tn = Tn + 1ã"ã ���;����ql�������� � � ¡�� � ¡¢� ��Æ����

z �   � �(� �Âö � ¡ � � �=��� �Â« � ¡ ���7�(���\	��>��� Xú�û�� þ � o.traj = (o.traj).z{1}� �1ú¢û� �
�����	��
 ����	��������

0 ����	 � ���(�����������J� �#! �   �h�(�� � �-���O�(�   �=����.	 � ���&�=���(����� � Ý#��� ¡ �����(� !�� ���7���7� � ������������&����� � ����������   ��� �#!Sö �/�(�&£-���@� � �(����� � ��� ¡ �i	 � ���(����� ¤��   ��� � Ý"���&�����������(���  =  �������������J���£-����� ¡ ���\�T�+�G¹�	���������� � ���¡�� �����������h�(��� � 	 � �8�(���\� �'��� 	:�������\��������� !   �*� � � 	:�� � �(�������J�/� ¡�� �\	������ � �-�J�����J��(��£-�������(���J���
Σ��� ã � ������� «�� ��� �"!   ��� � 	�	 � �8�(��� � ��� � ������������� !   � V ¤ 0 ��� «�� ��� �"!   ���B	l��� « ���-�?,������>�=����� � � ¡ ������ �¢« � ¡� �'�=��	 � ���(�\£-���  �  �i/�(�=£-���/�����7���   �*¡�� �����i����	:�����\�/�������������7������=Ý"�����&����� ¡   � ������� ¡�� �\	   �/¹O��������(� �÷ö � ¡ � � ������� �   � � �����A� �'���   � ��Ý � Ý"� ¡�� ��	 �"¡ �>� � ���Q£-��� � qT���9���)Ý#� � ����	 � � «#� ���Q� �'�/¹O	���������� � � ¤ 0E�	����������� � ��� � �7£-���l�����h�@���8�Q���������-���=�  =  ���\����� !¬� ����A�����@�����@�/¹O����	   ���@�/� � 	 � ��� �"!Sö � ¡ �(���E�T�+�  =  �����(�����

  ���Q	������ ¡ ��	 �   ��� ¡¢� � �"¡ �(����=�8�(�=£-�����Q���   � ��Ý � Ý#�"¤
��� ���L����	�	 � � � ����ø ¡�� ���\�>	��������=���C�G¹����\	   �"ø-£-����� � ��� «#� �   � ���D���/� � ���������?� � ���   ��� �#!Sö �/�(�?£S���� � �-�9	 � �����=�$��� �løT� � �-� �  =  ��$���"!e���Ä��� �¢« ����� � ����ÃOø Å � � À$# «"� �=�&%¬Ý#�����('�¤ X*) �/�A� � ���+%�� �   ���\������  �  ��L��� !\���)¿ « � �   �iH-,/H-.Lù�� ���"¤0/%�e�/¹O	����=��� ¡ �   � � � ���>� � �����   � ��Ý � Ý#� ¡�� ���\�A�������9m

13254768259:4;2=<?>A@5B8C8C:B3DFE7GH>A@IB8C:C8B;DKJ"65J7L5J:4;2?>A@5B8C8C:B3DFE7G�MN4
¼ ��	 � ���(�����P����� �#! �   ����.����� ¡�� ���8�(������� �   � � ���������&�����S¹ � 	:�� � �(��������mHO8P�¿5QRP�SS¿IPP�/� ÀUTWVXVWT8Y ø¡ �>�������������C�� � ��� � 	���� � �����  =  ��������� �"¡�¡�� ��	 � Ý"��Q���   � � 	:�� � �(�����ZQ[!I\U!-¿IP:¤�º$���O¹ � �O�(����� � 	l�� � ���������] T8Y S-¿IPe���&Q T ¿8^������ � ����	��������������$� � ���>� � � ���(�����>�/¹O���\	   ����¤¯���� ù�� ���$�����>����	�����������(��.	 � �L� � �7����=£-�������(� # � ¡ � ¿�øX�lø�! ) � �i	 � �@����� «�� ��� �"!   � # � ¡ �`_Wa ) ���T�  =  ����8�   � �=������&������/�(�����\������
	 � �   �'���(�   �=� � �(������¤�¯<��� «�� ��� �"!   �
�����9� ¡ �³�� ¡ ����� � �=����	 � ���$����	�����������(���   �ù�� ��� �"5 ��� �#!Sö �/�����\���	   �"¡ � � 	���Æ�� �¢«#� ���.£-���h����(�P���
	 � ���.�G¹O	������\���A£S���   � �#!Sö �/�9� � �h�9��� « ����������7¿ « � �   ��H-,/H-.�ù�� ����¤ 0 ���?��(��£-�������(���?���   ��� «�� ��� �"!   ���C	l��� « ���-�@,��(��� ¡�� � ¡¢� �(������� # 	 � �D�/¹O����	   �

b W
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� � � � ¡ ��_Ra Ð ¿ ) 	 � ���Q�� ¡ �������9��� ¡ ¥������=�e���   ���Q/�(�=£-���/������� # � � �=�?	 � �   ��� «"� ��� ��!   ��� ) 	:��� « ������,��(�������Ý#� � ��	l����>������������� !   � # 	 � �Q�/¹O����	   ��ø Í ¿Zcd� ÏX) 	 � ���>�� ¡ ���=���A�����
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�W�5�W� → x

cP¿I��!�Ã
x ∈ Σ�W�5�W���I�W� → {x1, . . . , xk}

¿I�U!�ÃHc
k ≥ 1

co!IP
∀i, xi ∈ Σ�X�R�

→ v
c)¿5��!�Ã

v ∈ V�W�5�W���I� �0� �X� → x1 . . . xk

cP¿I��!�Ã
k ≥ 1

c)¿ ] Å ∀i, xi ∈ Σ�X�R� �I� �0� �[� → x1 . . . xk

cP¿I��!�Ã
k ≥ 1

c)¿ ] Å ∀i, xi ∈ Σ ∪ V¯��¾	 � ���(�����¾���P� �#! �   ���������� ¡�� �����������h� �Â« � ¡   � Ý"� � ��� � �=���e����� «�� ���(��ø �#5 � �R� ������=Ý#���P���
   ��������>�������=���>	 � ���h�(�e�z¤
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�I� �W� � SI�X� �R  →
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	 � �
�G¹O����	   �   �'�/¹O	���������� � �n���Ý"�   ��Æ����
E =

¿ Ð _WaX÷ Ð ��÷ Ð _Ra�¤ 0E� ��� �÷ö � ¡ � � �=���
t = À?Ð�Å?Ð ¿ Ð Ã Ð � Ð Ã Ð � � � �(����� � �h�

E
	 � � ¡ �)£-���)� � ���J	 � � «"� ����(� � � « ���@���7� � �

w =
¿ Ð _Ra Ð � Ð _Rai� � ���   �   � ��Ý � Ý#����p%¬���T	 � � E # w ���8� � 	�	:�   $��� È ò HJI Õ F 	 � �   ��������(� ) ���<����� «��   � � �(� � � ν : {

_Ra
:= c}

�(�  =  �%£-��� ν(w)
���8�������9� � ����� ¡ ¥ �8s ���9���

t
¤

¼ ��	:����� � ��� ¡ �/���(� � 	�	�� �O¡ ¥�� ¡�� �������h� � ¡ ����� � �=����� � � ! �=Ý#�[ø��(���£S� � ��� � �Ì�úù   ������� «�� ��� �"!   ���¡�� �\���   �%� � ���(�������   ���Q�����O¹��G¹O����	   ���<����� «�� �����pm
X ¤>� � ��� E   �+�G¹O	���������� � �&���Ý#�   �=Æ����Z� Ð5û ¿ ¡ _Ra0ü8÷ Ð ÃS¤ 0³� �(� �÷ö � ¡ � � ������� Ð ¿ Ð Ã<	 � ����Æ���� �   � ���B6>���� � �=���� � ���   �   � ��Ý � Ý#�&���Ý#�   �=������p%�����	 � � E

m0� Ð _Ra Ð Ã7���+� Ð ¿ Ð ÃS¤Eº � ���   �&	��������=��� ¡¢� �z_Ra�� � ���,/�(���$�=���8� � � ¡ �=�� � ¿�� � �=�C� � ���   �<��� ¡�� ��� ¡�� �L� �'�=��	 � ������£-���  =  � «��   �����?����� ��¡�¡ ��	�� ��!   ��	 � ���_Ra*r
6O¤>� � ���

E   �'�/¹O	���������� � �Ì���Ý#�   ��Æ�����¿ ÐIû _Ra ¡ _RÉÈü Ð � ÐIû _Ra ¡ _RÉÈü-¤ 0 ��� «�� ��� �"!   ���A_RaN�/�-_RÉN	:��� « �����,/�(���)���(�   �=������J���P� � ����Æ������=���(��� ¡ ¥ � ��Ý#� ��!   ��ø ¡ �P£-�����������   �*��ù   ������� «�� ��� �"!   ��� � � ! ��Ý#� ¤É��=�����   ��� � �A¿ Ð Ã Ð � Ð�Å 	 � ����Æ����������S¹P�(�� � �����$£-���B� � ���
¿ Ð _Wa Ð � Ð _WÉP�/�
¿ Ð _RÉ Ð � Ð _Ra�¤ |1� ���
  �%	������\�����D�(�� � ��� ø�_Ra\�����>������� � � ¡ �=�� � Ã��/�&_WÉ � Å �   � ���L£-� � �Â« � ¡   �%�����O¹O�=Æ��\���(�� � ���   ���������� � � ¡ � � �(� � ���@� � ���<�=� « �����������¤

¼ � ���\�   ���M�/¹O���\	   ���1	��� ¡ ��������(�   � � ���M� � ���(��"ø   � � �����=Ý#� � �(� � �
����� «�� ��� �"!   ���³���8��� � ����/�(�������=�������(����>	 � ��� � ���L��,����$�  =  ��� � ��� � ¡ ���e��������ø   � ����£-���   � � � ¡�� ���8�(�������Q�����>	 � ���(�������@���A� �#! �   �h�( �¢« � ¡ ������/¹O	���������� � ���9���Ý"�   ��Æ������%����� Γ
	 � ���   ����£-���  �  ��� � �Ä���&	 � ��� � � ¡ �����������8�(��� ¡ ��� � � ¤ 0;� ����£-� � � �   ���$���� � �

w
�/�A£-���   � � � « �����%¬����� w

� � �(����� � �h�%���P	 � ���������Ä����� �#! �   �h�( P
øT� � ���A�/¹O�=Ý#� � ���%£-���&� � �������

  ��� «"� ��� ��!   ���i� � �������   ������7�G¹O	   � ¡ ������������� � %¬�¾���   � « ���e� � ����� � � ! �=Ý"��ø���*�����   �����7�����   �=� � �(� � � ¤��� ��� � � � 	�� � ��� �   � ���.�����J��h%¬���h�(� � �ª	   ���.����Ý � �����������\���   � ��Ý � Ý#����� ¡�� �����=���� � ���������=£-�����\�����
  �����/¹O	���������� � ���L���Ý#�   �=Æ������ F I Flý Ç"H�K Õhì"õlþ é ����� Γ

���  �  ����£-��� ¡ ¥ � £-��� «�� ��� �"!   � ö�� ���@� � � ö�� �����C���\��ù   �� � ���   �' «��   � � �(� � �n���   � ����£-��,����"¤Cº � ��������	������\�����
������	���� � ���&�=���(� � �����=� � ���   ���&�G¹�	���������� � ������Ý#�   �=Æ������ H�Ç ® ô�õ ò . é ¤Ó ß � �³û â û þ ��ÿ Ô à�á ¼ ÿ w ú¢ú¢û þ �1ú â ü�ÿ8À áEßWw ú�� ����� Ø t é I Õ È E õ F .�. ï Û ® . é|é Õ I F ® ò ì"õ º Õ 4h® . é õ ® º Þ ÇIº Û ç Ç�Kh./È
Γ Ö�� I õ é 2 òrã F Õ é|é I F�é ºÝ. � � ��£-� � Ý"�32 .

E ¯ I©H�H-. ò È�Ç F È º Þ . ï Û ® . é|é Õ I F ® ò ì"õ º Õ 4h® . E ′ I8Ü ¯ç Ç ô�õ .é ê H�K/I8ºÝ. 2 . Γ
. é È�H�Ç ® ô�õ ò Û�Ç ® õ F Õ F 2 Õ ¯ . é õ ® N î ® .�Û ® ò é . F È�Ç F È�ºhÇoÛ¬I é Õ È Õ I F 2 õ é ê H�K/I8ºÝ. 2 Ç F�éº Þ . ï Û ® . é|é Õ I F Ö

0 � � 	:�� � �(� � ���=� « �����������i� � ��£-� � Ý#� ¡�� �����=�8�(� � ����	�	������\���D� � ���   ���?������� ¡ ���C�����L� ¦ � !:�   ���D	 � ����#! ���������Q�����9�/¹O	���������� � �)���Ý#�   �=Æ����%� � ��� Γ∗
¤È°  =  �%���8�<� � �(��9	 � �   �A� ¦ � !l�   � \

¤
0 �.� � ��£S� � Ý#�%	 � �Q�/¹O����	   �A���   �+�G¹O	���������� � �e���Ý#�   ��Æ���� E =

¿
∗ Ð _Ra ÐIûWû � Ð ¿Uü ¡ û Ã Ð �`üWü Ð Ã Ð _Ra ∗ Ð ¿���8�   �'�/¹O	���������� � � E ′ =

¿
∗
1
Ð _Ra

2
Ð5ûWû �

3
Ð ¿

4

ü ¡ û Ã
5
Ð �

6

üWü Ð Ã
7
Ð _Ra

8
Ð ¿

9

ø1��� ! �������	���
(E ′)\ = E

¤ �<� ���
Ê Á
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	 � � «#� ���L���� � ��� � �=�D��p%¬���=�   ��� Û�Ç"È×È�. ®GF�é 2 .%HJI"K Õ º Õ È ò ¡�� ���\�   �9¡   � �����$�����L�G¹�	���������� � ���@���Ý#�   �=Æ������£-���;� � �(�=��� � ���   � 	�� � 	��������A����� «"� �-����m
Ó ß � �³û â û þ ��
 Ô	� ü â¢â7w ÿ �1ú ÞHw-â þ à û ý û âÂß Ø tmÙ F 	 � ���(���������>� �#! �   �h�( . é È õ F .m. ï Û ® . é|é Õ I F�® ò ì"õ º Õ 4h® .
P é õ ® Γ

È�.hºæºÝ. ô�õ . ¯ç Ç ô�õ .z¹©Ç ® Õ Ç�K3ºÝ. 2 . P ′ ÇhÛRÛ�Ç ® Ç�·È 2 Ç F�é�¯ç Ç ô�õ .9HJI©È 2 õ ºhÇ F ì Ç ì . L(P ′) Ö
¼ �����(�L	�� � 	����=/�(DÝ � � � �-�����E£-��� ¡ ¥ � £-��� «�� ��� �"!   �"ø¢� � ���B�T�+���\	 � ������£-���   	 � ���(����� ø÷���8�B� � � ö�� ����� � � ��è� ¡ �(�� � �����C��(��£-�������(�   � ��� ���   �+ «��   � � �(� � �$���   � ����£-��,/�(��¤ 0 �'�/¹O	���������� � � P

� û ¿ ¡ ��ü + Ð _Ra ÐIû ¿ ¡ ��ü +���8�B	 � �E�/¹O����	   �D���
	 � ���������
���D� �#! �   ����B	 � � ¡ �u_Ra � 	�	 � � �:s �E� � ���E� � ���   ���E� � ���E���   � ��Ý � Ý"� L(P )
¤

¯����i����	:����	 � ������� � �p����������=�i���
P

�¢« � ¡ �����J�(� �÷ö � ¡ � � �����
t
� 	 � ����������   � � ��	 � � ¡�� �����£-�����-�������� ql� ¡ � � ��� � ������_Wa �   �'���\�����L� ¦ � !l�   ���D��� t

¤X�   �����@	 � ����� !   �>���������8�(���?�����������/¹O	���������� � �J���Ý"�   ��Æ����� � �(�=��� � ��� ¡ �����(� ¡�� ��������� � �7�/�<� � � ¡ 	:�����<,������9�����   ������ ¡�� �����%����	 � �������������9� �#! �   ����"¤
� ÿ©þ ¼ þ ú¢û â û þ � � t�� º�. ï Õ é È�. õ F ÇIº ì I ® Õ È ç H-.�Û¬I õ ® ¹ ò ® Õ ã . ®Mé Õ¬õ F .�. ï Û ® . é|é Õ I F�® ò ì"õ º Õ 4h® .². é È õ F Û�Ç"È×È�. ®GF2 .9HJI"K Õ º Õ È ò Ö
� ÿ wSá��0w m�g � ��� E

�����n�/¹O	���������� � � ���Ý"�   ��Æ�����¤>É   � ��� L(E)
���
L(E ′)

� � ���*�����   � ��Ý � Ý#�������Ý#�X�
  ��������¤ ��� ���7��p%¬������� � ���   �   � ��Ý � Ý#� Lm = {Γ∗.

_Ra
1.Γ

∗.
_Ra

2. · · · .
_Ra

k.Γ
∗}
ø �#5

Γ
����Ý#���e%¬�

Σ ∪ V���j_Ra
1

c Ð-Ð c�_Ra
k

� � ���   ��� «�� ��� �"!   ���i��� E ′
¤
Lm

���������Ý#�   �=���J	 � � ¡�� ���8�(��� ¡ �(� � �¾���e� � � ¡
Lm

�/�
L(E ′) ∩ Lm

� � �����Ý �   �������������Ý#�   �=������¤ |B� � ¡�� �����£-�������   �-� � �h��£-��� L(E ′) ∩ Lm

���8� « �����7���8��� ¡ �=� �"!   ��¤`/A�>��� L(E ′) ∩ Lm = ∅
�   � ���Q� � �O�(���   ��� «�� ��� �"!   ���Q� � ��£-������ � 	�	 � � � �=�������-��� � ����� � ���

  ���Q� � �(�Q��� L(E ′)
¤

2

à{á wXâ ¼ ý w � t õ . é . ï Û ® . é|é Õ I F�é ® ò ì"õ º Õ 4h® . é�é õSÕ ¹©Ç F È�. é-® .�Û ® ò é . F È�. F È�ºÝ. é Û�Ç"È×È�. ®GF�é 2 .JHJI"K Õ º Õ È ò 2 . é® . ô�õ ,/È�. é���� î ��� ./È ��� 2 I F¬F ò . é . F . ï ./H{Û0ºÝ. 2 Ç F�é ºhÇ é . ¯ È Õ I F ä Ö��SÖ
å�Ö P1 =

¿ Ð�ÀOÍSÎ c ÏCÐ Ã
�SÖ P2 = û ¿ ¡ ��ü + Ð _Ra ÐIû ¿ ¡ ��ü +ä Ö P3 = À?Ð _Ra + ÐIû Ã ¡ Å ü + Ð _Ra + Ð�À

0 �   � ��Ý � Ý#�D� �'�=���(����� � Ý � ��� � �.	 � ���   �+�����   �=� � �(�����³	�� � 	 � ��L� � ���   � gO� ¡ ��� � �('O¤ 6�	:�����\�/�M��� ¡�� ���8�(�����=����������G¹O	���������� � �Ä£-���M	:�����9,/�(���&��� � ����� � ���\��&���Ä	 � ���(�����P����� �#! �   ���� « � �   � � � � ¡ ��� � �*�T�+���-������	�����
� � �(� � �

[.]
����� «�� ���(��m

X ¤ [x] = x, x ∈ Σ
[v] = v, v ∈ V
[x1 . . . xk] = x1 . . . xk, xi ∈ Σ ∪ V
[{x1, . . . , xk}] = (x1| . . . |xk)6O¤������(����	����� � �(� � �e� �+�����
����£-��,/�(��m
[ �I� �R� � SI�[� �R �� �X� �R ����X��� S5�X� �R �� Ô � [ �5� �R� � S5�X� �R �� ] Ð [ �X� �R  � ] Ð [ �[��� SI�[� �W �� ]'�¤������(����	����� � �(� � �e��� �I� �R� � SI�X� �R �� m
[
O*P�¿5QRP�S-¿5P"! �5�R���I�X� ] � [ ! �5�R�U�I�W� ]

[
O*P�¿5QRP�S-¿5P �[�R�

]
�
[
�X�R�

]
[ε]
�
Σ∗

Ê X
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W ¤������(����	����� � �(� � �e��� �[�:£ SI�[� �R �� m
[ ] T:Y S-¿IP#! �5�W���I�W� ] � [ ! �5�R���I�X� ]
[ ] T:Y S-¿IP �X�R� ] � [ �X�R� ]
[ε]
�
Σ∗b ¤������(����	����� � �(� � �e���j�X� �R �� m

[ ÀUTXVWVWT8Y ! �5�W���I�W� Q[!:\l!-¿IP � �R� �X� �R �� ] � [ ! �5�R�U�I�W� ][INT ] Ð [ �[� �R �� ]
[ ÀUTXVWVWT8Y ! �5�W���I�W� Q[!:\l!-¿IP��X� �R �� ] � [ ! �5�R�U�I�W� ]+ Ð [ �X� �R �� ]
[ ÀUTXVWVWT8Y �X�R� �I� �0� �[� Q�!:\U!-¿IP � �W� �X� �R �� ] � [ �X�W� �I� �0� �X� ][INT ] Ð [ �[� �R �� ]
[ ÀUTXVWVWT8Y �X�R� �I� �0� �[� Q�!:\U!-¿IP��X� �R �� ] � [ �X�W� �I� �0� �X� ]+ Ð [ �X� �R �� ]
[ ÀUTXVWVWT8Y ! �5�W���I�W� �X� �W �� ] � [ ! �5�W���I�W� ] Ð [ �[� �R �� ]
[ ÀUTXVWVWT8Y �X�R� �I� �0� �[� �[� �R �� ] � [ �[�R� �I� �`� �X� ] Ð [ �X� �R �� ]
[
Q T ¿8^ � �R� ] � Σ[INT ]

[
Q T ¿8^ ] � Σ∗

0 �+���-������	���/� � ��� � ��� �'�����&����£-��,����������%���*	 � ���(�����)���
� �"! �   ���(�¤ ¼ ��	l����� � ���   �   � ��Ý � Ý#�9���(�   �=� � ��(�����D� �+�����(����� � Ý � �(� � ����� ¡�� 	��������<	 � �C� � ���   ���C	 � ���(�������D����� �#! �   �h�("ø ¡�� �����   �>	�� � � « �   �'�/¹O����	   ������ «�� ���¢¤Xg � ���
E =

� Ð5û ¿ ¡ Ã +
ü Ð _Ra�¤ E �����?���\	 � ���������\���>� �"! �   ���(?	�������£-���   �%«�� ��� �"!   �	_Wa � 	�	 � � �:s �� � ����� � ���   ����� � �������   � ��Ý � Ý#� L(E)

¤ ¼ ��	:����� � ���i� � �����   � ��Ý � Ý#�J���(�   �=� � �(�����&���e	:�����\�/�\	 � �� �'���(�   �������   � � 	:�� � �(����� +
� � ���L�����A�/¹O	���������� � � �¢« � ¡ ��� ¡ ¥ � � ¹ # ¡ �'���8� � ������� �¢« � ¡ ��� | ) �/�Q� � � ¡ ���	:���������>	 � �>� �+�G¹O	������\��� ¡ �.	 � ��������� ¤

0 �J	 � ���(�����=_Ra Ð ¿ Ð � Ð Ã Ð _Wap������=Ý#���   � � � ���  �  �&�����   � ��Ý � Ý"���9���Ý#�   �������
£-���D���8� ¡�� ���������(��������� � �(�<� � ���
Σ∗ �Â« � ¡ �G¹ ��¡ �(���\����� b   �/����������ø   � 	��������=Æ����.�� � �-�%�Ý �   � �   � ���������=Æ����"ø:���	 � ������A	 � �¿ Ð � Ð ÃS¤¬¯<�7	 � ���������7���%� �#! �   ���� P

������=Ý"���%���   � ��Ý � Ý"�$���Ý#�   �=��� L(P ) ⊆ Γ∗
¤ |   ���@Ý#����� �   ���\��������7	 � ���(�����7���$� �#! �   �h�( P

�Â« � ¡
k
«�� ��� �"!   ���D���8�>�£-��� «"�   ����� �   �'����� � �J����� |Σ|k �/¹O	���������� � ���Q���Ý#�X�  ��Æ������<£S���1��S���\Æ��������   ��� |Σ|k ¡�� � ! ��� � �=� � ���>	 � ����� !   ���<����� «"�   �������$����� «�� ��� �"!   ����¤ 0 ��� «�� ��� �"!   ���� ql�����-�<����� � ¦ �����/¹O	 � ���������=�  �  ���\���-� ¡�� � ¡ �=�Q� �'�/¹O	����=�����>���A�(�   �   � ��Ý � Ý#����¤º � ���   � ���������L� � ���M������=Ý#����� � ���M	 � � var(P )   �'��������� !   �?����� «�� ��� �"!   ���³� �'����	 � ���(����� P

� � ����"¤
0 �   � ��Ý � Ý#�%� �'�=��������� � Ý � ��� � �7�/�>� � ���� � �����=£-���9� � ���<� � �=���(��� � ���>��h%¬���=� ¡�� �\���%�������.m
Ó ß � �³û â û þ �%$ Ô'&)( � â ü á w.Þ?w ú ÿ w À á+*�â7w ú8Ø tzÙ F . ® . ô�õ ,/È�.². é È õ F .�Û�Ç Õ ® . (P, C)

I8Ü
P
. é È õ F Û�Ç"È×È�. ®/F2 .�HJI"K Õ º Õ È ò ./È C . é È õ F . F�é ./H�K3ºÝ. 2 . ¯ I F È ® Ç Õ F È�. é 2 .+ºhÇ q I ® H-. s1 6= s2

ÇI¹I. ¯ s1, s2 ∈ Σ∪ var(P ) Ög � �h�
q
�����$����£-��,����%���   � � � ����� (P, LC)

�"5
LC

�����L�����   �=�8�(�>��� ¡�� ���(� � �=������� {C1, . . . Cl}
¤ 0 �������   � � �>��� q

ø¬� � ��
q(O)

�����<����� � ��������������� !   �9��� O ��p%¬��� ¡�� ���\�A�������9m
Ó ß � �³û â û þ �-, Ô'& ßXâ ü � â û À á?w Þ?w ú ÿ w À á�*�â7w ú8Ø toÙ F I"K�Ú;./È

o
ÇhÛRÛ�Ç ® È Õ . F È�. º Þ . F�é ./H�K3ºÝ. ® ò é õ ºëÈ�Ç"È

q(O) é Þ Õ ºH. ï Õ é È�. õ F H�ÇhÛRÛ Õ F ì ν : V → Σ î ÇhÛRÛl.hº ò õ F .L«��   � � �(� � � î ÇI¹I. ¯ ºÝ. é Û ® IÛ ® Õ ò È ò é$é õSÕ ¹©Ç F È�. é0/
å�Ö ν é Ç"È Õ érq Ç Õ ÈDÈzI õ È�. é ºÝ. é(¯ I F È ® Ç Õ F È�. é C, ∀C ∈ LC Ö
�SÖ o.traj ∈ ν(L(P ))
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0 ��� ¡�� ���(� � �=�������.� � ���
�����J����£-��,/�(�i	:��� « ������,/�(���������   ��������9	 � ���
�����(�������=�����/¹O	   � ¡ �h�(��������� � �����«�� ��� �"!   �L���>	������������������ «"�   ����� # ��¤+Ý�¤høW_Ra 6= ¿ ) ¤ 0 �
2 I©H�Ç Õ F . �T�+����� «�� ��� �"!   �²_Ra�	 � ���������>����£-��,/�(�� � ������
q
øD� � ��

domq(
_Ra

)
ø?����	�����������(�   �+��������� !   ������� «��   ��������	 � ����� !   ���\	 � ����_Ra�� � � 	���Æ��   ���¡�� �-��� � �����(���>�G¹�	����=������>� � ���

q
¤

à{á wXâ ¼ ý w � t õ . éz® . ô�õ ,/È�. éAé õSÕ ¹©Ç F È�. é�¯ I ®�® . é Û¬I F 2 . F È?Ç õ ï . ï ./H{Û0ºÝ. é 2 I F¬F ò é . F�é . ¯ È Õ I F ä Ö��SÖå�Ö q1 = û�Í ¿ Ð�ÀOÍ-Î c ÏDÐ Ã Ï c ∅ ü
�SÖ q2 = û�Í�û ¿ ¡ �`ü + Ð _Ra ÐIû ¿ ¡ �`ü + Ï c Í _Ra 6= ¿Zc�_Wa

6=
� Ï ü

ä Ö q3 = û�Í#À?Ð _Ra + Ð5û Ã ¡ Å ü + Ð _Ra + Ð�À�Ï c Í _Ra 6= ÀOÏ ü
�������N� 132 ÎvÑ��{ÎZ�[«�©vª Ï{��$ÌU����{���[��

��� ���<�� ¡ ��� «"� ��� � 	��������������� �   Ý � ������¥�����	 � ���   �+ «"�   � � ��� � �J� �+�����9����£-��,/�(� q
¤ ½ � �O�>� � ��!l� ���� � ���&� � �-��� � ��� ¡�� �\������� �#! �(�����=�
��� � ��� � � � �(��£-����ø³	 � �������n	 � ���������N���i� �#! �   ������ � ���� P

ø
�"¡�¡ ��	O�(�   ���L�(� �÷ö � ¡ � � �������@£-��� � � �(�=��� � ��� P

¤ ¼ �/� � ��� � � � �(��� � �������h�@�Ý �   ���\�����   �.«"�   � � ��� � �\����� «�� ���� �"!   ��� � 	�	 � � � ����� � �-�?� � ��� P
¤Oº � ���@���\�����S¹���Æ�����������	��?� � ���L�G¹O	   ��£S� � ��� ¡�� ���\���-�   � � ��� � � � �(�	:������,/�(���@���(�   ����C���&������	���������   �/�M� � ���M�������� � ���   � � � �  =  �����   � �\�� � �=���D�� ¡ ����� � �����@	 � ���1��� �O¡¬ ���

  �'�=�[� � ��� � �(� � �J	:���8�(���������(��¤ |1� ���<�����>� � ��� � ���<���.���=��	   � ¡ �h�("ø-� � ��� ¡�� �����=���� � ���   ��� � ��� � � � �(���Q£S����"¡�¡ ��	O�(�����   �   � ��Ý � Ý"� L(P )
m   �����L�G¹S�(������� � � � �O¹ � ��� � � � �(���L£-��� �"¡�¡ ��	�������� Σ∗.L(P )

�����L����� « � �   ����<	:�����<,/�(���A��� � � « ��9� � ���������   � « �����Q��	: ¡ � �   �=�����¤
| ���=��£S�T�+��� 	 � ��������� ���ª� �#! �   ���� P

���8�)�����p�G¹O	���������� � � ���Ý#�   �=Æ����P�����   � �   	�¥ �"! ��� Γ
øQ� � ���	 � � «#� ��� ¡�� �����(�����=���P��� � ��� � � � �(� � �� � �(�¾%¬�����i� � �X����/�(�����\�����=�8�(� # � ¶ É ) NΓ

£-��� �"¡�¡ ��	��(�   �
  � ��Ý � Ý#�A��� Γ∗

�������Ý#��.	 � �
P
¤¬É 	 � �8�(�=�Q���

NΓ

� � ����	 � � «"� ��� ¡�� ���8�(�����=���.����� � � « �   � ��� � � � ���"ø
NΣ

ø¬£-��� « �����%¬�9���;�����.��� �÷ö � ¡ � � �=���
t
���

Σ∗ � 	�	 � �8�(������� � ν(L(P ))
�/�&� � �������h�   �&«��   � � �(� � � ν

¤
0 �$	����=� ¡ �=	:����� !¬� �������8�Q£-���

NΣ

�����Q���=���   � �=��� � NΓ

�¢« � ¡ �����%Ý#������� � �\�����@������� � � ¡ � � ��� � ���C�����
«�� ��� �"!   ���@��� � 	�	�� ¦ � �-�������   ���Q�/¹S��������� � ���<����� «�� ���(���pm

i)
�������(� � �����h�(� � ��/�(��£S�����(�� �¢« � ¡ ����� «�� ��� �"!   �³_Ra�£-���   � � ��� � ��¥ � ����� �è� � � ¡ ¥��=� �¢« � ¡ ���*� ¦ �(�!:�   � α

øU%�¹O�   �&«��   �����@��� _Ra � α
���?_Rai� �'�� � ���>	 � �>��� ¡�� ���   �����r

ii)
	 � ��� ¡ ¥ � £-���A/� � � � �i� � �=���(�������   ���?�=���8� � � ¡ � � �(� � ���?����� «�� ��� �"!   ���D����� ¡�� ���������� ö ����£-� � � 	������������¢¤

0 ���³�(� � �����h�(� � ���E���
si � sj

ø�/�(�=£-���/�(���� �¢« � ¡ ����� «�� ��� �"!   �v_Wa�ø©� � ��� �   � ���E�=���(����	�����(���� ¡�� ���\�C�������im

X ¤>���`_Ra����8�   �=�� � α
� � ���

si

���?£-���   �>� ¦ � !:�   � ¡�� ��� � ���?���i� � �C� �'�����(����%����� α
ø �   � ��� sj

	:���O�
,/�(��� � ���(���=���>���   �'�=����� � � ¡ � � �(� � �J���Å_Rai� � ��� sj

�������=�������(��£S��� � ¡ �  �  �A� � ��� si

r
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6O¤>����_RaN� �'���8�i	 � �   �=��7� � ��� si

���\£-���   �e� ¦ � !:�   � ¡�� ��� � ���\���3� � ��� �'�����(����������
α
ø �   � ���

sj

	:���O�A,������ � ���(�������A���   �+������� � � ¡ � � ��� � ��� � ��� sj

�����   �+������� � � ¡ � � ��� � ��� � ��� si �   � £-���  �  � � ��÷ö�� ���(�Å_Ra
← α

r
'�¤>� � ���   ��� � ���(����� ¡¢� ��ø � �e���9	l�������è� � � ¡ ¥��=�   � ��� � ��������� � �T¤

0E� ��p%¬�����(� � �e���
NΣ

���8�$� � ������ ¡ �e��������� � ���pm

o   �+��������� !   �$�����Q/� � ���@��� NΣ

ø
states(NΣ)

øO�����
states(NΓ)×Σ|var(P )|

ø���¤+��¤�ø-� � �O�(���   ��� � ��� � �¡ � � ��� � ���D	 � ����� !   ���@� �'���e�� � �@��� NΓ
�¢« � ¡ ����� «��   � � �(� � � ν

����� «�� ��� �"!   ���?��� P
¤�¯<��/� � �L���

NΣ

���8�<� � �(
< S, ν >

r

o   �+��������� !   �A�����<�� � �(� �"¡�¡ ��	�� � ���(�<��� NΣ

ø
accept(NΣ)

���8�
accept(NΓ)× Σ|var(P )|

r

o   � � � � ¡ �(� � �J���%��� � ��������� � �\��� NΣ

ø
δΣ

ø������ �"! �(���S���A���   � � � � ¡ ��� � �J���%�(� � �����h�(� � �J��� NΓ

ø
δΓ

ø
¡�� �\���%�������pm

i)
���

δΓ(Si, α) = Sj

���8�������\�(� � �������(� � �P���
NΓ

�¢« � ¡
α ∈ Σ

ø �   � ��� δΣ(< Si, ν >, α) =<
Sj, ν >

¤f°��j� � � ���������J� � ����ø   � �(� � �������(� � �®� � � 	 � �\� �+�/qT�/�i�����   �����=���8� � � ¡ � � ��� � ���������«�� ��� �"!   ���Ar

ii)
���

δΓ(Si,
_Ra

) = Sj

���8�������A�(� � �����h�(� � �7���
NΣ

ø �   � ��� δΣ(< Si, ν >, α) =































< Sj, ν+
_Ra

:= α >
���

ν(
_Ra

)
�����<� � �X����h%¬���=�9�/�   �+������� � � ¡ � � ��� � ����Å_Rai	 � �
α
����� � ��� � ��������A	 � �   ��� ¡�� ���8�(� � �=���(���

< Sj, ν >
���

ν(
_Ra

) = α

���8�$� � �[����h%¬�����A���=� � �
¼ ¥ � £-���¾� � �=��£-� �'���N/� � � ��¡�¡ ��	�� � �-�

< S, ν >
���

NΣ

����� � ���(���=���¢ø   � �(� �Âö � ¡ � � �=���J���N�����(����7���8�
�"¡�¡ ��	O�(��7�/�   ��«"�   � � ��� � � ν

��h%¬���h�   �'��������� !   �J�������=����� � � ¡ � � �(� � ���.���J� � ���(���   ��� «�� ��� �"!   ��� # � �� � 	�	l�  =  �&£-���"øE	 � �9��h%¬���h�(� � � ø ¡ ¥ � £-����� � �9� � ���   �   � ��Ý � Ý#�&��h%¬���C	 � �9���ª	 � ���(�����p����� �#! �   �h�(¡�� �-���=���-�>� � ���(���   ��� «�� ��� �"!   ��� ) ¤
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É�%¬����� « ����e%¬���<���e�(���\	���������   ���;��� �#!Sö ��� o
� � �(����� � �h� � �e� � ������	 � ���(���������9� �#! �   �h�(�øS� � ���� � �¢«#� ���.	 � � ! ��� � �=�ª��� ¡�� �����������������������=Æ������������   � � ��� � � � �(���� ¡ �����9� � ���   � ��� ¡ ��� � �Ä	��� ¡ ����������"¤É$�   ��������� ¡ �   � ø#� � ��� ¡�� �\����� �� ��� �¢« � ¡ �����>����	����������� � �(� � �\���=���=� �   �C��� ¡�� ������������� � ���D	�� � Ý#���������� « ���\���-��øO�T� � 	���Æ��   ���?� ¦ � !l�   ��� ¡�� � ¡¢� ������� �   � �(� �÷ö � ¡ � � �����<��� o

ø   �%«��   � � �(� � ������� «�� ��� �"!   ����£-���	:�����9	 � �(�����(�=�  =  ��������� ¡�� ����������� � ���Ä�� � � �"¡�¡ ��	�� � ���¢¤ ¼ �/���(������	����������� � ��� � �ª�=���h�(� �   �9��� NΣ

���8�
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¡�� �\	 � ����9�����=£-�����\�����$���   �+��������� !   �9������/� � ������� NΓ

ø ¡ ¥ �"¡ ��� � ��� �S¡ �� �Â« � ¡   �&«��   � � �(� � � « �����"¤°�� ¡�� ������� «�� ���&� � ���   ����/� � ��� ¡�� ��� � �-����� NΣ

� ��� �O¡ �=�� � o
ø   ��� � 	l�� � ��� � ���
����� «�� ���(����	:��� « �����,������.�� �   �������� ¡ ¥ � £-��� � � ���>£S�T�+���)� � � « � � �*���	   �"¡ ���\���-� m
����� �Âö�� ���( � o.traj

	 � ���<���������������
o���������"ø����������"ø � ��� � ���>����������   � � �>���   � ����£-��,/�(��m

X ¤�gO�   ���@��� � ��� �"¡ �(� � ���Q����=£-���������� �¢« � ¡ m
¡�� �������������-�

o � � ��� � �����L������ � � �"¡�¡ ��	O� � ���¢ø �   � ���
o
����� �÷ö�� ���� # � ����������� ) � � ���   �A������   � � �>���   � ����£-��,����"¤

6O¤�gO�   �����(� � �������(� � ������(��£-���������� �¢« � ¡ m
� � ���%���  �  ����£-��� o

� �+�����9	   ���%� � ��� � �P� � �=�������P�����
/� � ��� ��¡�¡ ��	�� � �-����ø �   � ��� o

� � ���Q,/�(���.�������=��A����������   � � �>���   � ����£-��,����"¤

¼ �����(� ¡¢� � �"¡ �(����=�8�(�=£-��� ¡�� ��������� � �����C	��������=Æ����M	�� � 	���������	�� � ���=£-����	 � ���   �+ «"�   � � ��� � �$�����E����£-��,������¡�� �-���=�-�����Am   �%���������=���L���	   �"¡ ���\�����>����� �#!-ö ���(�²� � �������h�   �'�=�[� � ��� � �(� � ������R�� � ���(�.	 � ���@� � �=���(�����=�
  �A������   � � �>� �'�����.����£-��,/�(��¤54 � � ¡ �T���e�/¹O����	   �9£-���;�  =  �����(���   �A	�� �S¡ ���"¤
à{á wXâ ¼ ý w ÿ t�6 I F�é Õ 2 ò ® I F�é ºÝ.�Û�Ç"È×È�. ®GF 2 .&HJI"K Õ º Õ È ò P = (a|b)+.@x.(a|b)+ Ö õ Ç ã ì"õ ® .�ä Ö�� ® .�Û ® ò ýé . F È�. õ F Ç õ È�I©H�Ç"È�. �87:9 NΓ

ô�õSÕ ® . ¯ I F¬F Ç�·ÈuºÝ. é HJI©È é 2 . L(P ) î S0 ò È�Ç F È	º Þ ò È�Ç"È Õ F Õ È Õ ÇIº�./È S4, S5ºÝ. é ò È�Ç"È é ã F Ç õ ï Ö

S

S

S

S

S

S0

1

2

3

4

5

a

b

@x

@x

a a

a

b b

b

a a

b b

´Dµ·¶Q¸ '�¤¨6 o ¯�� � ��� � � � �(�%	 � ���   �A	 � �������������9� �#! �   ���� û ¿ ¡ ��ü + Ð _Wa ÐIû ¿ ¡ �`ü +
é õ ÛRÛ¬I é I F�é ô�õ .(º Þ I FÕ® .�ê�I Õ ¹I. é õ ¯¯ . é|é Õ ¹I./H-. F È	ºÝ. é ò ¹ ò F ./H-. F È é
é õSÕ ¹©Ç F È é Û¬I õ ® õ F I"K�Ú;./È

o /�ð îð î<;Âî=;÷î ô ./È ð Ö 6 ç Ç ô�õ .³º Õhì F . 2 õ È�Ç�K3ºÝ.�Ç õ ä Öæå HJI F È ® .³ºÝ. é ò È�Ç"È é 2 õ>�=7�9 NΣ
ÇhÛ ®|4|é ÇI¹"I Õ ® º õPõ Fé ê H�K/I8ºÝ. î Ç Õ F�é ÕEô�õ .&ºÝ. é ¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F�é Û¬I é|é Õ K3ºÝ. é 2 .&ºhÇ³¹©Ç ® Õ Ç�K3ºÝ.�?A@ Ö0õ . é ò È�Ç"È é Ç ¯¯ .�Û:È�Ç F È é@é I F È�. F ì ® Ç é./È é Õhì F Õ ã . F È ô�õ .ÅºhÇ\È ® Ç�Ú;. ¯ ÈzI Õ ® .�ÇhÛRÛ�Ç ® È Õ . F ÈB.-º Þ . F�é ./H�K3ºÝ. ® ò é õ ºëÈ�Ç"È 2 .ÅºhÇ ® . ô�õ ,/È�. Ö

0 �+�G¹����\	   � W � � ���(����£S���   � � �P����� �"!   ��Ý#������ � ���-����������ø������ � ���   � � � �  h¦ ���&� �'�����&��� �÷ö � ¡ � � �=������N�����(����"øM	   �����=������� «��   � � ��� � ��� � ��� �S¡ �=���� � ���\,��\�\�� � �¢¤Bº � ���   �J	������\����� ¡�� ��ø1� � ������� «"� ���� � �=���(�����=�
|states(NΓ)| × |Σk|

�� � �(�9�����&�   � � �����øl����	����������� � �-�.� � ���(���   ��� «��   � � �(� � ����	 � ����� !   �������� «"� ��� ��!   ���1£-��� ¡�� �������=������� � ����/� � � �"¡�¡ ��	�� � ���¢¤ ¼ � �����=���� � ���M� � �=���(��� � ���   �L	 � ���(�����&����� «�� ���Qm
_Ra

+
¤ _RÉ

+
¤ _RÊ

+

Ê b



sStDCSt%EAyGF�H I÷xzy(~9���÷xzy({����=}���~¢x�y|~ �B��w��T��x�{Gy.s-t�vBw�x�x�y|{�}�~A��y$�7�O�����=��xz�

°C�������� }M� � ��� � ���(���=���(�>� � ���
NΣ

ü < S1,
_Ra

=⊥>

ü Ë Î�Ô < S1,
_Ra

=⊥>, < S3,
_Wa

=
¿
>¿DË Î#Ô?Ð à < S2,

_Ra
=⊥>, < S3,

_Wa
=
�
>, < S5, J á = ü >¿DË Î#Ô?Ð à Ë Î#Ô < S2,

_Ra
=⊥>, < S3,

_Wa
=
�
>, < S5, J á = ü >, < S5, J á = à >¿DË Î#Ô?Ð �QË Î#Ô?Ð ½ < S3,

_Ra
=
Ã
>¿DË Î#Ô?Ð �QË Î#Ô?Ð Ã Ð ü < S4, J á = ½ >

Û?ÙLK ¸ '�¤ X o } «��   � � �(� � �7� �+�����9����£-��,/�(�
/%�)�(� � � « � �   � ����� �"¡ �   �������������*� � �<�(�   £-���(_Ra�ø�_RÉ����m_RÊ�	������������-�$� � �������   ��� «"�   � � ��� � ���<	 � ������ !   ����¤
gO��� «"� �-�   � � 	�	   � ¡¢� ��� � �Tø   � � � �  =  �����   �&!¬� ���9���A� � ��������<���   �A� � � ! ���A���9����£-��,/�(����ø�� � �=���(�����=�������Ý#� � �����<£S� � ���(����$� �'�=�[� � ��� � �(� � ���M	 � ���D «��   �����D���&� �"�� � ¡�� �����=�-���$�����$����£-��,����%	:�����?��� « ��������(��Æ�� ¡�� ���(���O¹l¤Eº � ��� ¡ ���8� � ����� ¡¢� ��ø � �Ä	���p�è������ �e�   � ���$�������������=�������   � 	����=��� � � ¡ ��� �+�G¹O	���������� � �ª���

  � ��Ý � Ý#�D	 � ��� �"! �(�����=�1���@	   ����� � � !   ��� ! ��� � �=���1�������� � �=���"¤ ¼ � �����=���� � ���M	 � �M�G¹O����	   �?��������� « �����M � ! � � ����������� � ���C���\�� ¡�� ���������Q���>� � ��� ¡ ���=	���� � � ã 	�� !   � ¡¢� �(� � �������D���\��������� !   � # 	 � �������(���  �  ����������=��	 � ��� � ��� ) � � �#!Sö �/�(�
� �#! �   ����¤Tº � ���.���p���   � ¦ �8�(Æ����"ø   ���9���(�   ��� � ��������� M � ! 	l��� « �����&��������Ý"�=��������������L����£-��,������@�/� � ���(����������� �',��(��� �¢« �������=�L�����L������   � � �(��¤ 0 ���L	:����� � ��� � � ¡ ���?�T�+�����(�   � ¦ �8�(Æ��\�����?���	 � �8�(� ¡ �   �=���L� ��¡¢� 	 ��¡ ���� � ��� � �h�(���Q����Ý"� � ����� � � ! ���9���9����£-��,������ �¢« � ¡ �����A�(��Æ���Ý"� � �����.£-� � �-������� �' « ������\���-���������(� � �-����ø����	:���������������   �'��R ¡¢�"¡ ����%���   � � � �����(��� � � ¡ �����e������   � � �Q���   � ����£-��,/�(����>	 � � ¡�� �����£-�������$���   � � � �  =  �$�����<� � ��������>�� ¡ ����� � �������<	 � ���@�� �   �=����� ¡ �/�����.� � ���-����� � � ¡ ��¤ ��� �����h%¬���=��� � ���7� � ���   � ��� ¡ �(� � � ����� «�� ���(�*��� �è� � Ý#�������7���   � ��Ý � Ý#�)���*����£S��,��(���e£S���%� � ���=��� � ���   ����/¹O��Ý#��� ¡ ���<� �'�������   � ¦ 	:�.�T� � 	�	   � ¡¢� ��� � � ¤

Z\[ON P �RQ�d�S@`E�>� c7�@`E�@aB� g�_7g�� `E�>�
0E�)¡   � �����J����������£-��,�������2 ò È�. ® H Õ F Õ é È�. é �����
�(�  �  ��£-���"ø � ¡ ¥ � £-���J�=���8� � ���¢øE�  C¦ ��� ��	   ���
����������   � «��   � � �(� � �Ì	 � ����� !   �e	 � ��� ¡ ¥ �"¡ �����*����� «�� ��� �"!   �������j	 � ���������3���)� �#! �   ����"¤ 0 ���J����£-��,��������/�(�����\�����=�8�(���Q� � ���<��p%����=����	 � �   � 	�� � 	��������A����� «"� �-����m

Ó ß � �³û â û þ �UT Ô�Ö w À á�*�â7w ú Þ³ß�â7w ÿ â û �1û×ú â7w ú8Ø t Ù F . ® . ô�õ ,/È�. q(P, C)
. é È ��/�(�������=�������(� é|é Õ ∀u, v ∈

(Σ ∪ V)∗, ∀
_Ra
∈ V, u.

_Ra
.v ∈ L(P )⇒6 ∃α ∈ domq(

_Ra
), 6 ∃w ∈ (Σ ∪ V)∗, u.α.w ∈ L(P ) Ö

0 �+���-��������� � �9�����1£S�T�+�   �����B���� � ��� � ���;	 � ����� !   �C� �'�=���8� � � ¡ �=���E����� «�� ��� �"!   �M����� � ���   � � � �  h¦ ���C� �+������(� �÷ö � ¡ � � �����@��� ¡ �/���(�Q��� � ��������� � �&�����   �Q�����   ¡ ¥ � � ¹�	 � ����� !   �"¤ ¼ �   � �������   �'�=���8� � � ¡ � � ��� � �.����� «�� ��� �"!   �����/�(�����\�����=�8�(�@�/� � ���������>£-���"ø�	 � �������\� � ��� � ����"ø"�  �¦ � �����>���C�����>�����   �<	 � ����� ! �   �h�(D� �'�=���8� � � ¡ �=�������� «�� ��� �"!   �"¤

Ê#Ê
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à{á wXâ ¼ ý w 
 t õ . é . ï ./H{Û0ºÝ. é$é õOÕ ¹©Ç F È é Õ ºæº õ é È ® . F È 2 . éÅ® . ô�õ ,/È�. é 2 ò È�. ® H Õ F Õ é È�. é Ö

Z õ Ç ® . ô�õ ,/È�. q( ëuï ?A@ ï\[�ô^]pò�_ ï ?A@ ï�ë , ∅) . é È 2 ò È�. ® H Õ F Õ é È�. ÖL9 ¯ç Ç ô�õ . q I Õ é ô�õ Þ õ Fpé ê H�K/I8ºÝ. ë Ç
ò È ò º õ î ºÝ. é . õ º ¯ç I Õ ï Û¬I é|é Õ K3ºÝ.�. é È 2HÞ Õ F�é È�Ç F�¯ Õ . ® ?A@PÇ õ é ê H�K/I8ºÝ. ô�õOÕ é õSÕ È Õ H�H ò 2 Õ Ç"È�./H-. F È ë Ö

Z õ Ç ® . ô�õ ,/È�. q( [ ð�] ; _ + ï ?A@ ï�[ð`] ; _ +, ∅)
. é È F I Flý 2 ò È�. ® H Õ F Õ é È�. Û õSÕ é ô�õ .	ºÝ. é HJI©È é�ð�ï ?A@ ï3ð�ï ; ./Èð�ï ; ï ?A@ ï ; ÇhÛRÛ�Ç ® È Õ . F¬F . F È@È�I õ é ºÝ. é 2 . õ ï .
L(P ) Ö 6 .�Ûl. F 2 Ç F È q′( [ ð`] ; _ + ï ?A@ ï\[ ð`] ; _ +, {

?a@
6= ð , ?A@ 6= ; }) . é È 2 ò È�. ® H Õ F Õ é È�. Ö

� ÿ©þ ¼ þ ú¢û â û þ � � tb� º . ï Õ é È�. õ F ÇIº ì I ® Õ È ç H-.�Û¬I õ ® ¹ ò ® Õ ã . ®%é ÕMõ F . ® . ô�õ ,/È�.(. é È 2 ò È�. ® H Õ F Õ é È�. Ö

� ÿ wSá��0w mRg � �=����� q
�����>����£S��,��(��ø

P   �Q	 � ���������\���>� �#! �   ����?��� q
���

NΓ

��� � ��� � � � �(�@��/�(�������=�������(�£-������� ¡�� ��� �:s �
L(P )

¤ | ���=��£S���
NΓ

���8�L����(�������=���������"ø�	 � ���C� �'�=��	 � �8�(�Q£-���  =  � ¡ ¥ �8s ���<��� ¡¢� � �"¡ ��Æ�������������-������7� � ��� � ���(���=Ý#� � ��� � �N� � �=�������N/� � �
s
���

NΓ

¤vgO�   � � ��	:��������� � � « �������N�� � �
s
�¢« � ¡�����O¹e�(� � ��� ��¡ �(� � ���9m

δ(s,
_Wa

) = s′
�/�

δ(s, α) = s′′
ø �¢« � ¡

α ∈ domq(
_Ra

)
ø �   � ���Q�   ����R������ « �����%�������'�   �/¹O�=�8�(�A�����O¹7� � ��� @x.u

�/�
α.v

£-���T	l�����������������Q� � ���@�����O¹7� � � ���(�����������%���e�� � �	%¬� �   ��� s
¤UgO�

¡ �'���8�   � ¡¢� ��ø �   � ��� q
� �'���8�<	 � �>����������\�����=�8�(�"¤

2

� ÿ©þ ¼ þ ú¢û â û þ � � t é I Õ È q(P, C) õ F . ® . ô�õ ,/È�. 2 ò È�. ® H Õ F Õ é È�. Ö+9 º=I ®|é î Û¬I õ ®�¯ç Ç ô�õ .�HJI©È w
2 .

Σ∗ î Õ º. ï Õ é È�.
Ç õ Û0º õ é õ F È ò HJI Õ F 2 .
w
2 Ç F�é L(P ) Ö

¼ � �����=���� � ��� � � � � « � � �   ��������£S��,��(���J���   �+�G¹����\	   � b ¤Cº � ���   �7	��������=�����/¹O����	   �e���®� � � �"¡ �
¡ ��	��(.	:����� �¢«#� ���<�����   ���������<���)�����=£-���9�(�� � ��� ø�� � ��� À?Ð _Ra Ð�Å?Ð _Ra Ð�À � � �h� À?Ð _Ra Ð Ã Ð _Ra Ð�À ¤ º � ���   ������O¹O�=Æ������G¹O����	   ��ø �¢« � ¡   ��� ¡�� ���(� � �=���(��� { _Ra 6= ¿ , _Ra 6= � } øl� �'�=��	 � �8�(�.£-���   �(�� � ���)����� �\¡�� ��	 � �����9�����O¹�� � �(�Q���

{
¿
,
�
}+
ø¬���	 � ����<	 � �Q����� ¦ � !l�   �A���=�8�(��� ¡ �>���
¿ � � �l¤

0E� 	�� � 	 � ������� � � '��=��	   �=£-���*£-���p���
q(P, C)

�����������ª����£S��,��(�p����������\�����=�8�(�"ø �   � ���   �'����	 �"¡ ����� � �=���<�� ¡ ����� � �=���A	 � ��� « ����e%¬���@���l���7� � �?� � �(�=��� � ���
q
�����
|P |+ |var(P )|

ø �#5
|P |

����	�����������(�   �� � � ! ���%���A� ¦ � !:�   ���@��� P
¤U°��e��ql���>� � ��� �Â«"� ��� ! ��� � �=�7� �'��� � ��� � � � �(� ¶ É 	 � ���

q
� �=�����T£-� �'�������	 �"¡ �%	 � ���?�8� �S¡¬ ���   �A«��   � � �(� � ����� ¡ ¥ � £-��� «"� ��� ��!   �Q�/�@� � ���L	 � � «#� ��� ¡�� ���������������<��� � �O� � � � �(�¶ É �¢« � ¡ ����� � � ! ���.�T�+/� � ���<�Ý �   � ��� � � ! ���A���.� ¦ � !l�   ���>� � ���   �'�/¹O	���������� � � ¤0;� ����£S���   � � �N «��   ���7�����7����£-��,���� ¡�� ���(�=�-����øM� � ������� «#� ����� � �����(�����=��	 � ��� ¡ ¥ � £-��� �#!Sö ��� o  �'��������� !   �\�����&/� � ��� ¡�� ��� � �-���&� � ���   � � ��� � � � �(� � �=�����D£S���   �����=����� � � ¡ � � �(� � ���9����� «"� ��� ��!   ���
�/�¡ �/�����$�=�[� � ��� � �(� � �����8�@���OR\� � ���(�%	 � ���?����������\��������ø � ¡ ¥ � £-���%� � � « �    « �������������» | glø-��� o ���������� �e���������
� � ���   �A������   � � �>���   � ����£-��,/�(��ø � �   �A£-�������(�"¤

0 ����	������ « ������� ¡ ���
	�� � 	����=/�(�� ¡�� � ¡ ����� � ���   ���
	 � �����������
���\� �"! �   ���(��$����	 � �����-�������   ��� Ç õ ýÈ�I©H�Ç"È�. é 2 . è º õ éç�c I8¹ �T�+�G¹�	���������� � ���$���Ý#�   �=Æ������æU XÂV ø:6 W�Y ¤ ¼ � �����=���� � ���>�����.�/¹O	���������� � �����Ý"�   ��Æ����
E
ø¬� � ���>�=���(� � �����=� � ���L� � ���<� � �"!l� ���   ���<��p%¬���h�(� � ���@����� «�� ���(���nm
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o first(E) ä-d α | �   �/¹O�=�8�(�.����� � � w
�(�   £-��� α.w ∈ L(E) e

o last(E) äfd α | �   �/¹O�=�8�(�9����� � � w
�(�   £S��� w.α ∈ L(E) e

o follow(E, ω) ägd α | �   �/¹O�����(�$�����O¹\� � �(� v
���

w
�(�   �L£-��� v.ω.α.w ∈ L(E) e 	 � ��� ¡ ¥ � £-���� ¦ � !l�   � ω

¤
0 �+���������� !�� ���%�����L£S�T�+��� � ��� � � � �������A»   ����¥ ¬��Â« 	 � ����Æ���� � ��� � ���@� �'�� � �(�@£-� �'�  �¦ � ����� ¦ � !:�   ���� � ��£-����L� � ���   �+�G¹�	���������� � �i���Ý#�   �=Æ����>£S�T�+�   ����	�����������(��¤ ¼ ¥ � £-���$��� � ��������� � � πi

�����(� � ���(�$�T�+���J�� � ����8�.��(��£-���������	 � �   ��� ¦ � !l�   ��� � �X��� � ��£-�� π
¤ 0³� ��h%¬���h�(� � �ª�T�+��� � ��� � � � �(�&���J»   ����¥ ¬��÷« 	�����

�������(��.	 � �8h �S�5¬y./È@ÇIº Ö U XÂV©Y �����   � ����� «�� ���(��m
Ó ß � �³û â û þ � �oÔ	i áEâ þ â ü â7w&Þ?wkj ý á ú ¿�l�þ � Ø t õ Þ Ç õ È�I©H�Ç"È�. 2 . è º õ éç�c I8¹ 2 .²º Þ . ï Û ® . é|é Õ I F(® ò ì"õ º Õ 4h® .
E
. é Èfº Þ Ç õ ÈzI©H�Ç"È�. GE = (Q′, Σ, δ′, qI , F

′)
ÇI¹I. ¯m/

å�Ö qI

º Þ ò È�Ç"È Õ F Õ È Õ ÇIº
�SÖ Q′ = sym(E ′) ∪ {qI}

ä Ö å I õ ® α ∈ Γ, δ′(qI , α) = {x|x ∈ first(E ′), x\ = α}

n Ö å I õ ® σi ∈ sym(E ′)
./È

α ∈ Γ, δ′(σi, α) = {x|x ∈ follow(E ′, x)
./È

x\ = α}

o Ö F ′ = last(E ′)/%��� � 	�	:�  �  �$£-��� \
������=Ý#���   � � 	l�� � ��� � �i��� « �������9���e� � ��£-� � Ý"�%� �'�����A�/¹O	���������� � �����Ý#�   �=Æ���� # ¡ ���h%¬������� � � WR) ¤0 � � �O� � � � �(�����ª»   ����¥ ¬"�Â« GE

��� ¡�� ��� �:s �   �   � ��Ý � Ý#�)����	�����������(Ä	 � �
E

U XÂV�Y ¤ 0 �*� � � ! ���� �'�� � �(�>� � ���
GE

�������Ý �   � ��� � � ! ���A���9� ¦ � !:�   ���>� � ��� E
¤

à{á wXâ ¼ ý w $ t õ Ç ã ì"õ ® . ä Ö äkÛ ® ò é . F È�.kº Þ Ç õ È�I©H�Ç"È�. 2 . è º õ éç�c I8¹ GE
¯ I ®�® . é Û¬I F 2 Ç F Èp."º Þ . ï Û ® . éhýé Õ I F ® ò ì"õ º Õ 4h® . E =

¿ ÐIûXû _Ra Ð ¿lü ¡ û � Ð _RaÈüWü ∗ Ð � î 2 I F È¾ºÝ.�H�Ç ® ô�õ Ç ì . 2 I F¬F .Õº Þ . ï Û ® . é|é Õ I F E ′ =¿
1
ÐIûXû _Ra

2
Ð ¿

3

ü ¡ û �
4
Ð _Ra

5

üWü
∗ Ð �

6
Ö

q a

b

b

x

ax 3

4

2

5

6I
a

b

x

x

b

a

x

x
b

b

b

1

´?µ·¶Q¸ '�¤ ' o É$��� � � � �(�A���
»   ����¥ ¬"�Â«e� ��� �S¡ �� � ¿ ÐIûWû _Wa Ð ¿Uü ¡ û � Ð _Ra0üWü ∗ Ð �

Ê#²
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°C�������� }M� � ��� � ���(���=���(�Q� � ���
NΣ

½ � � ��������� � ���Q� � �[� � ��� � ���=������
ü < S1,

_Ra
=⊥>

ü Ë Î�Ô < S1,
_Ra

=⊥> < S3,
_Ra

=
¿
>
¡¢� �<¿

6∈ dom(@x)¿DË Î#Ô?Ð à < S2,
_Ra

=⊥> < S3,
_Ra

=
�
>
¡¢� ���

6∈ dom(
_Ra

)¿DË Î#Ô?Ð à Ë Î#Ô < S2,
_Ra

=⊥> < S3,
_Ra

=
�
>
¡¢� ���

6∈ dom(
_Ra

)¿DË Î#Ô?Ð �QË Î#Ô?Ð ½ < S3,
_Ra

=
Ã
>¿DË Î#Ô?Ð �QË Î#Ô?Ð Ã Ð ü < S4, J á = ½ >

Û?ÙLK ¸ '�¤ 6 o } «"�   � � ��� � �J� �+�����
����£-��,/�(�.������������=���=�����
0 ����������   � � �(������� «�� ���(��	:��� « �����i� � ���-����� � �-��,/�(����/� �"!   �=� � 	 � �8�(���&��� ¡ �����(�e��h%¬������� � �������

� ��� � � � �(���Q���
»   ����¥ ¬��Â« ¤

� ÿ©þ ¼ þ ú¢û â û þ � ÿ t é I Õ È P õ F Û�Ç"È×È�. ®GF 2 .iHJI"K Õ º Õ È ò Öq9 º=I ®|é Û¬I õ ®JF Þ Õ H{Û¬I ® È�. ô�õ .hº ¯ I õ Û0ºÝ. 2 .iHJI©È éY
1 î Y 2

2 .
L(P ) î ºÝ. é ¹©Ç ® Õ Ç�K3ºÝ. é H�Ç ® ô�õ ò . é ÇhÛRÛ�Ç ® Ç Õ é|é . F È 2 Ç F�é ºÝ..H-,/H-.&I ® 2 ® . 2 Ç F�é Y 1

./È Y
2
Ö

� ÿ wSá��0w mRgO��	�	 � � � ���   �'�/¹O�=�8�(��� ¡ �>���Q�����O¹�� � �(� �"¡�¡ ��	��(�� Y 1

��� Y
2

�(�   ��£-��� Y
1

�I\
1
Ð _Ra

1
ÐOr

1
Ð _Ra

2
Ð Q

1���
Y

2

�I\
2
Ð _Ra

2
ÐOr

2
Ð _Ra

1
Ð Q

2

�/�Å_Wa
1

���Å_Ra
2

� � � 	�	 � � � �=�������-�9	 � �A� � ���{\
1

���+\
2

¤�gO��_Ra
1

�T� � 	�	 � � �8s �A	 � �� � ��� Q
1

ø�	����=��£-��� Q
1

�����\��� ¡ ¥������=�����   �+/� � � _Ra
2

���   � � ��� � � � ���i����»   ����¥ ¬"�Â« � ���Ì/� � �(%[�� �   ø �   � ���³\
2
Ð _Ra

2
Ð Q

1

�����\���3� � � �"¡�¡ ��	��(�¤ ¼ � ¡ �>������� �:s ��������� ¡�� ���(� � ��� ¡ �(� � ��	�������£-��� ¡ ��� � ���� ¡�� ���(�=�����\	 � �   �)«�� ��� �"!   �¾_Ra
1

¤ 0 �7�\,��\�J� � ��� � ��������������� � ��� ¡�� ��������� � ����� ¡�� ���(� � ��� ¡ �(� � ������\�   � �����<��������	�	 � � � ���<£S���³_Ra
1

� 	�	 � � �:s �Q� � ����Q
1

¤
2

�   ���+���������h��£-���"ø"��� P ���8������	 � ���(�����&���@� �"! �   ���(��T�+�����Q����£-��,/�(�Q��/�(�������=�������(��ø÷	 � ���M� �'�=��	 � �8�(�£-���  �  � ¡ ¥ �:s ���L��� Σ∗
���&�����(����"ø��   �/¹O�=�8�(�@�����L�����   � «��   � � �(� � �
	 � ����� !   �D	 � ��� ¡ ¥ ��¡ �����Q����� «�� ��� �"!   ������

P
¤ °C� ¡�� �����£-����� ¡ ��ø   �+����	 ��¡ �i���� � �=������ ¡ ����� � �=���i	 � ��� « �����%¬���&���?���N� � ��� � �(����� � �h�

P
���8�

|states(NΓ)|+ |var(P )|
ø �#5

NΓ

�����   � � �O� � � � �(�$���
»   ����¥ ¬��Â« ��� P
¤°��*��ql����ø   � � ��� � � � ��� NΓ

������� � �[������������\�����=�8�(�9����� � � ¡ � � ���   �9	������.����� ¡¢� ��ø¬� � ���   ����/� � ���	:��� « �����),/�(��� � ���(���=���(�7���=�&�   � � ����������¢¤Lº$�p	   ���7� � ���e��� «"� ���)�8� �S¡¬ ���   ���7�=����� � � ¡ � � �(� � ���i�����«�� ��� �"!   ���J��� P
¤ | ���=��£-���   ��� «�� ��� �"!   ���\� � ���e�=����� � � ¡ ������7� � ���7��� � ������� ¡�� ���-� øQ�����   �=�8�(�����

|var(P )|
����������Q���.���� � �=���$���8�<����R�� � �-���"¤

0 �+�G¹����\	   �$����� «�� ���?�  �  ���8�(��� ¡ �����(�$	�� � 	����=/�("¤X°��i�/qT�/�¢øS�   � � �-�����<£-���$	 � ���D���J� � �?� � ����"øS��������   �� � �L	:��������,/�(��� � ���������-�D�/�@£-���$� � ���D� � �¢«"� ��� ! ��� � �=�\���$�8� �S¡¬ ���?£-� �+�����%�����   � «��   � � �(� � ��	 � ���_Ra�¤
à{á wXâ ¼ ý w , t36 I F�é Õ 2 ò ® I F�é . F I õ ¹I.�Ç õ ºhÇ ® . ô�õ ,/È�. q(P, C) î ÇI¹I. ¯ P = [ð`] ; _ + ï ?A@ ï\[ ð`] ; _ + ./È
C = {

?A@
6= ð , ?as 6= ; } Ö{õ Þ Ç õ È�I©H�Ç"È�. 2 ./H-. õ ® . Õ F�¯ç Ç F ì ò í�¹"I Õ ® 7CÕhì"õ ® .oä Ö���ð H�Ç Õ é º Þ ò ¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F 2 .º Þ . F È ® ò . ð�ïpð�ï ; ï ; ï;ô`ïpð . é È?H�Ç Õ F È�. F Ç F È�Û ® ò é . F È ò . 2 Ç F�é ºÝ. · Ç�K3ºÝ.�Ç õ ä Ö��SÖ

0 ����	�� � 	�������(�������������£-��,/�(������/�(�����\�����=�8�(����Ý � � � �-���=����������£-���   � £S� � ���(����7���7���� � �=���J����
¡ ����� � �=���\�����
�=�����	l����� � �����\���   � � � �  =  ����� Σ

�/��� � � ¡ ���   � 	 � �������(� � �P� � ����� ö��"¡ ���-���\���   �+����	 �"¡ �
Ê V
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�����   ������.	 � ���<�� ¡ �������   ���<�(� �÷ö � ¡ � � �������<����� �#!Sö �/�(�$� �#! �   ����¤ ¼ �����(�&	�� � 	����=/�(.	l�����%��� �¢« ������A	 � �����e�¡ �   �=Æ������\���-���=������������ � ���(��� � ���   ����������� � ��� � ��� �#5   �'����	 �"¡ � ¡�� �����=�����
���8�%	 � �8�(� ¡ �   �=Æ������������ «�� ������ �\���   �<� � � ! �������$����£-��,������ � � � �����(�����=�����8�L���   £S���   �'�����   ��� � ��� � �����   � ���� � �=���Q��� « �������@� � ��� ¡ ����9	�� �#!   Æ��\����¤
��� �9�G¹�	���������� � ���9��������£-��,������.������������=���=�������A� � ���9���=��	   ���%�/�9	l��� « ���-�
� � � ¡ � �"¡ �   ���������$,��(����=����� � �����������@� � ���>���   � ��Ý � Ý#�%�T�+���-������� � Ý � �(� � �i��� � 	�	�� ¦ � ����������gUÄ 0 ¤È/%�e	l�����<	 � �Q�/¹O���\	   �A�����A�	   ���������.��(���������¾gUÄ 0j�¢« � ¡ ��� � 	:�� � �(����� !l�S�   �����^¬¿IP:ÃatU!�OSø ¡�� �\���   �'�  �  ���8�(�������   ���9�/¹O����	   �������� «�� ���(�9m

o�~j� t ½ � � � « ���A� � ���   ��� �"!Sö �����.£-��� � ��� «#� ¦ � Ý"�����¿ � À ø � � �-�.���������� � �P� � �=���96J�\���-���(������ À �/� � ���<������������� «"� ¦ � Ý#.��� À ���ªÃS¤

�I� � �[ 5�vuwR� ��xyx T �£�zW� � � PXQO¿ { ^¬¿IP�Ã|tU!�O û ¿ Ð�ÀOÍ-Î c ÏCÐ ÃXü?�
0E� � � � ¡ �(� � � ^¬¿5P�ÃatU!�O « �����%¬�>£-���   �L����R�¹O���T�+��� � ���(��� ! ���M��	 � ��� � ���(���\	 � ���   traj

�T�+��� �#!Sö �/�
o
ø��=���8� � � ¡ ��� �'�����
���   � ��� � � Mob

øT� � �(����� � �h�   �.	 � ���(�����*���.� �"! �   ���(A¿ Ð�À?Ð ÃS¤ ¯���� ¡�� �-��� � �����(�������	 � ���  �  � � �������(� � �����  =  �i�� �"!   �h��£-���   � �"!Sö ���\� � �h��	 � ������� � �3� � �=����6ª�����h�(��\���e�(���\	��
# �"¤'Ý�¤�ø:6&���=�-������� ) ��� À ¤

o�~�� t ½ � � � « ���.� � ���   ��� �#!Sö �/�(�9£-����� � �-�.����������A� � ���   �&������	��A���n¿ � �o�Ä� � ���?���������=�-���(�
�#5 �   � � ���<���9� � ���>�����9�(� � �=���=Æ��\� ù�� ���9���������=� ¡ �(�9���
¿��/���l¤

�I� � �[ 5�vuwR� ��xyx T �£�zW� � � PXQO¿ { ^¬¿IP�Ã|tU!�O û�}Wû ¿ ¡ �`ü:÷ Ð _Ra Ð5û ¿ ¡ �`ü:÷ } ü� ��� _Ra���� } ¿ } � � � _Ra���� } � } �

0 �'���(�   �=� � �(�����<�����������9� ¡ �B� �'����� «�� ��� �"!   ��_Ra)£-���B�/¹O	������\�����Ä���	   �"¡ ���\�����9����¿ � �o� « ������ �'�=��	 � ������£-���  =  � � ������� ù�� ���%���   �.¡¢� �8�(�"¤ 0 ��� ¡�� ���(� � �=���(���@�����   ���@�=���8� � � ¡ � � �(� � ���C	 � ����� !   �������� «"� ��� ��!   ���%� � ���9�G¹�	����=������ �   � � �=���
� �+�Ý �   ���(�� � �Ä� �'�=���Ý �   ���(���¤ 0 �'�����   ��� � ������������� � ������ � ��� ¡ ���<�G¹����\	   �9£-���   � �#!Sö ���>£-���h������¿ � �¾�e	 � ���Q�����A�(� � �=���=Æ��\� ù�� ����¤
o�~�� t ½ � � � « ���Q� � ���   ��� �#!Sö �/�(�Q£-��� � � ���>	 � ������Q	 � � À 	 � ��� �  =  ���?� � ���Q����� � ���(��� ù�� ���"ø�� � ����  �  ��@�������������9��� Å � �PÃ����<� � ������� « ���-���$��� À ����	 � ��� � ���$	 � �   � ��,���� ù�� ���.£-� � �   � �  =  ����¤

�I� � �[ 5�vuwR� ��x x T �£�zW� � � PXQO¿ { ^¬¿IP:ÃatU!�O û:}zÀ?Ð _Ra[÷ ÐIû8Å ¡ ÃXü8÷ Ð _WaX÷ Ð�Àq} ü� ��� _Ra���� }zÀq} �
§ Á
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��� ��� �Â«"� ���7� � � ¡ 	�����������(Ä� � ��� ¡ � ¡ ¥ � 	����(���)�����P� � � « �  =  � � 	�	�� �S¡ ¥��P	 � ���J�����(����� � Ý"���i�/������ « ���>�����(���\	���������   ����� !¬� �������Q� � ��������D� � �#!Sö �����?� �#! �   ��� � ��� � ¦ �������>	 � ���(�������C���>� �"! �   ���(�¤¼ �����(�?	�� � 	 � �����(� � �.����� !¬� ����@�����B���
� � ��Æ   �C���L� � ��������M£-���S	l���������B���D��� � � « ���   ��� �#!Sö �/�(�1� � ���   ��(� �÷ö � ¡ � � ������� � ���=��� � ���?����� ¡ ����� � �=���%���£S����� ¡ �.	 � � � ���������$���%���	   �"¡ ���\���-���@�/¹O	����=����@���¾� � � ¡ �(� � �� �'���N��������� !   �i��� ù�� ����������=£-���/�(�����¤ �<� ���&������������% � �����Ý �   ���\���-�����=�è� � Ý#�\�����&��� ¡ �   � ��Ý � Ý#�� �'�=���(����� � Ý � ��� � �$���   £-���   � £-� � �-�������� �+����	 ��¡ �D�� ¡ ����� � �=���C	 � ���;� � �����(�����=�   ��������   � � �;�T�+�����D����£-��,/�(����8��� � � !   �"¤ ¼ ��	l����� � ���   � ����£-���   �+ «��   � � �(� � �7� �+�����.��� �÷ö � ¡ � � �=��� ¡�� ��������� � �����
�����(� � �(� � �e� �+ ¡ ¥�� ¡ ø� � ������� � ��Æ   ���=��	 � ����������� ¡¢�   ¡ �   ���   � � � � « �  �  ��	 � ������� � �Ä� � ���   � � �O� � � � �(� � ��� �O¡ �="¤ ¼ �   � 	:���O�¡�� ����������� � �����A����� ¡�� �����9�=��	 � �8� � �����$���P���� � ����� ¡ �����(� �   ��ø ������� � ���   � � 	�	   � ¡¢� ��� � ��	l���Ä��R ¡¢�"¡ �� � ���   � ¡¢� �����p�T�+��������� « �A�(����	���������   � �'��� Ý#� � ��� � � � ! ���P�T� �#!-ö ���(� �   � � �=���P���p� � � ! ���������������£-��,�������¤Cº � ���   � ¡ ¥ � 	��h�(���7����� «"� �-�&� � ���&	�� � 	 � � � ������� �   Ý � ���h�(¥�����	l����������� � �������J� � ���=��� � �=���
  ���A�/¹O�=Ý"��� ¡ ���9� �'����� � 	�	   � ¡�� �(� � �)�(���\	���������   Ý#�� � ��� �   � � � ���A���ÄÝ#� � ���ª� � � ! ������������£-��,/�(���
�/�� � �#!Sö �/�(��¤
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º � ��� ¡ � ¡ ¥ � 	����(����� � ���.� � ���.	   �"�� ���A� � ���   � ¡¢� ���������p� � ��Æ   ��	���������-�� � � ¡ ¥ � 	����(��� '��/�� � ���\� � ��� ¡�� � ¡ �����(� � ���i�����\���Ì� � ��������������� !   �)�����J����£-��,������i��/�(�������=�������(����	 � ���   ��£-���   � � ���	�� � 	 � � � ���.�������(� ¡ ¥�����£S���J� �' «��   � � �(� � � � 	����=���=����"¤ 0 � ! ���
���8�����\	:�����\�/���(�������n����� « � ¡�� �����=�-�����������	�������   � � �#!Sö �/�(��� �#! �   ����¤ |1� ��� ¡ �   � � � ���&� � �-��� � ����£-���i� � �(�����(� ¡ ¥����=£-���7Ý � � � �������
���! ��� � �=�i� �'����	 �"¡ �%�\�� � �=���>�/�@���$������	�� ¼ | ¯ � � � !   �   � ���D���   �' «��   � � �(� � �����@� � ����� � ����������� � ���L�����������   � � ���
�G¹O	l����=������� � �O¹ª£-���C�  �  ���8�(�������   ��Ý � ���ª��� ¡ �������\� �   �O�(� � � � 	��(���\�������¤ ¼ ���.�(� �Â«�� �S¹ � ������ �"¡�¡ ��	����� � h@ºQÉ
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0 ����¥ ¦ 	 � �(¥�Æ������������   ��� � ��Æ   �����\� � ���������� � ���   ���9�\,��\���
£-� � � � ¡ ¥ � 	��h�(��� '�ø � � �¢«#� �=�.�������	 �"¡ �P6"ºó	 � �8�(����� � ���� � �=�����Q£-� �'������Ý#� � �-�   � ���h�(i������	 � ���  �  �-%�¹O��)����� «�� ���\���e��p�è������ ¡ ��	 � ����� ¡ �������   � ��� �÷ö � ¡ � � �=���Q����� �#!Sö �/�(�D� �"! �   ����¤ ¼ �����(�<����	����������� � �(� � � � ����� � 	�	   � ¡¢� �(� � ���M� � ���   ����� ¦ ����(Æ��\���@��� ¡�� ���(��ù   �����$��� � % ¡ ø   ��� � � �  �¦ �����@	 � ����� �"¡ £-���=�����(� � � ø   ������Ý#� � ��	:���������Q���   ��¡   � �����e% ¡¢� ��� � ����.�(� �Âö � ¡ � � �=������¤Tº�� � ���������%����������&U b V ø X '#6 Y � � � 	�������� ¡ �����(������	����������� � ��� � �P���=� ¡ ��Æ/�(��	:�����\�/��� � ������������������������Ý#���e% ¡¢� ��� « ���������   �i¡�� �\	   �/¹O�h�(&����� � 	l�� � ��� � ���$	 � �A� � 	�	 � ��� � ����������	���������-� � �(� � �¡�� �-���=�-�������   �'����	 �"¡ ��¤ ¼ � ���(� � �=�����\����� � �O¹ � �8�(� ¡   ���A	��� ¡ ��������\���-� ¡ �h�(���ø;� � ���
������������������Ý#� � ���	 � �   � 	 � ��������� � �����   �+����	 ��¡ � � �����&Ý#���  �  �A���Ý#�   �=Æ����"¤ � �'�=��	 � �����.£-���  =  ��	 � �8�(�h�(� � ��� � ���   � Ý#� � �S�X�  � ������%���   � � � 	 �   � Ý#�=� ¡�� ��������	 � ��������� � �O¹ ! ��� � �=���Q���   �'���(�   �=� � �(�����L	:���O��,/�(��� ¡�� �����=��������¤

��� ����� � 	�	�� �O¡ ¥�� « �=��� � � � �������=�E���   � ��Ý � Ý#�����?����£-��,/�(��� !¬� ��L�����   ���³	 � ���(������� �   � � � ����i¬�/¹O� !   �"ø	�������� � ���L�/�?�/R ¡¢�"¡ �"¤X�   �G¹O�=�������T� � �O�(�����D� ¦ 	:���?� � � 	�	   � ¡¢� ��� � ���M	 � ���   ����£-���  �  ���   �<� � ��Æ   �Q£S����� � ���	�� � 	 � � � ���9	:�����.,/�(���������   �����¤ 0 ��	 � ����� ¡�� ���&��� � ¡ ��� � 	�	   � ¡¢� ��� � ���$�����
������� �O¡¬ ���.� � ���Å� � ���\���� é ò ô�õ . F�¯ . é   �' «"�   �O�(� � �i����� «��   �������L	����=�����Q� � ���@���e� � � � �=��������� ¡ �����>	 � ���?����� ¡�� � �"¡ �(����=�8�(��£S���� � �������ø����C� �'�=���(����� � Ý#�����/�C� � � � �  h¦ ����� ¡ ���C���£-����� ¡ ����¤Oº$�� � �  �  � ���B� � 	��=�����\�����C£S���   £-�����C�/¹O����	   ������A�(�  =  ��� � 	�	   � ¡�� �(� � ����¤
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0 ��� � 	�	   � ¡¢� �(� � ���$£-���M��� � �h�(�����   �+É$º � � �Ä�����9	�� � �(��=�����.����	 � �������������9����� !¬� �������\� � ��������£-���$�8� �S¡¬ �*�����i���  �  � � �������)���£-����� ¡ ���ªU+²#² Y ¤ ¼ � �����=���� � ���i	 � ���/¹O����	   �)����� !¬� �������*� � ���������������£S����� ¡ ���&����	�� � �(��=������¤E¯����\	�� � �(��=��������� ¡�� ��	 � ������ �'��������� X¢Á#Á ���&6 Á#Á �"¡ ������� � ���=�����¤��  �/¹O�����(�i6 Á �"¡ �=����� � ���=����9���=�8�(��� ¡ ����£-���D� � ��� ¡�� �\��������������
������=Ý#����&	 � �
�����i����=£-�������(�\� �+�����

  �/�������"¤lÉ$��������ø:	 � �%�/¹O���\	   �"ø   �  h¦ � �#ù ¦ ���"ø ¡�� ��	 � �������� X ' Á ��¡ �=����� � ���=����$�����9����	�����������(���	 � �
  � ���£-����� ¡ �&����� «�� �����Ìm
�#4 ¶ ° ñ ¼ ° 0 É ñ ½ 0 � ñ 0 » Á º »�� ñ » ��g 0 É ��� Á ¼ 0 Ég� � ° g�»��
� ½ ñ É ½ � � � É » º ñ g ½ º�� » � ¶ Ä � � g ñ � � ¼ � º »�� ½ | » É"4 � É
¼y� 0 g ¼ geÉ 0p0 Ä º � �?É º É�4 É ¼ É"� ñ 4�4 ñ º | Äæ» � ñ É � 4 É � ñ �ñ ¼ Ä � ñ º�4 ñ Ä"�"4 Ä » ¼ »#4
�#5n� 	 � �
�G¹����\	   �������   �'����=£-�������(����� � ��� � ���n	 � ���.������=Ý#�����   � �"¡ ����� � �\���� � 	�	:�   �É���	 � � � Ý#�����"¤°��n	   ���9���   � ������ ¡ ��� � �ª����	 � ���(�����n�����
�������  =  ���9���£-����� ¡ ����øB� � �����   � ��Ý � Ý#� « �=��� � 	:�����������(������������ ¡ ¥���� ¡ ¥�����	 � � � �\/�(������ �¢«"� � ¡ �����¤ |B� �.�/¹O���\	   �   ��	 � ���������n	 � � � ����(�� ¦ Ð _Ra Ð � Ð ε Ð ¦ Ð _Ra Ð �¡¢� 	��(�����   ���C���£-����� ¡ ��� �"5   � � � ����� ¡ ¥ �:s ��� ¦ Ð _Ra Ð �������D�(� � � « ��<�����O¹ � � ����øR_Ra�/� � ���   ���� �   ��H-,/H-.«��   �����J� � ���   ���J�����O¹ �O¡�¡ ��������� ¡ ��� # ε �������Ý#���*�T�+���\	 � ������£-���  =  �)� � ���������£-����� ¡ � ) ¤>º$�P	   ��� � �	 � ����� � ���>��� « ��� � Ý"���<� �+�G¹O	������\���<����� ¡�� ���(� � �=������� � �����h�(� � �����  �  ���@�����   ��� «�� ��� �"!   ����ø���� ¡�� � ! �=� � �-�	 � �>�G¹����\	   �   �9	 � ���(�����W� Ð � Ð _Ra �¢« � ¡   ��¡�� �-��� � �����(� ¥ TWV ¿��*Q�! û _RaÈü �#5 ¥ TWV ¿��*Q[!e���������)	������� ¡¢� �£-��� « ����e%¬�9���   �'�=����� � � ¡ � � �(� � �i���Å_Ra � 	�	 � �����=����� �   ��¡   � �����9����� �"¡ �=����� � �\������ ¥ TWV ¿��8Q[!�¤
� ©q� Ë³©�ÌX��+� �ªf�KÏ��r�{ª �&�[«�Ñ�«��[ÎZ�[���Ì �X��Ì �{ª �X«��[��"`�

¯�� � �������$� ¦ 	:�A� � � 	�	   � ¡¢� �(� � �J	 � ����� � ���L,������A����� � 	�	   � ¡¢� �(� � � « �=� � ��� � � � �  h¦ �����   � ¡�� �\	 � �8�(�h��������Q� �'���(�   ��� � ��������� M � ! �����Q����������� � %¬�e� � � ��   � � �����   �'����Ý � � � ���=�>��� ¡ �   ���e� ¡ � � �7��� ¡�� ��� � %��7���� �¢«"� �=��£S���   �$� � ���   �����\���  =  �������>����	   �"¡ ���������(��	 � ���$�����%	�� !   � ¡ �������¤0°��*����	�	 � � � ���A£-��� ¡ ¥ � £-���	 � Ý"� M � ! �����?��h�è������ ¡ ��$����� � ���=Æ����Q������£-����	 � �?����� õ ® º ø   �A!¬� ���$���<� � ��������?	l����� �   � ������� �O¡¬ ���
  �������£S����� ¡ ���D���>	 � Ý#�������   o � � ç Õ é È�I Õ ® . é o �"¡�¡ �������D��� ¡�¡ ������� « ���������L	 � �M���������   �=� � �(�����@U W#W ø�§ V�Y ¤¯����i����£S��,��(�J���=��	   ��� � ���&���p�(�   ¡�� �����/¹S�(�i������	 � ���G¹����\	   �   � ��� ¡ ¥���� ¡ ¥��e�����&�����   ��� � ���������9£S���� � �-�>��� « ���-��� �   � 	 � Ý"� � � 	���Æ�� �¢«#� �=� « �=�����($����� � �������A	 � Ý#�"¤ ¼ � ¡ �;	:�����>���+�G¹O	������\��� �¢« � ¡   �$	 � ����(����� � Ð _Wa Ð � ¤ 0³��«��   �����Q���z_WaJ	l��������,��(���A�� ¡ ��	:�����9���;�� ¡ ����� � �=���9£-� � ���   � ¡�� ��	 � �������������Q� �'��������   ��� � ������� � � � �(����� � �h� ¡ �9	 � ���(����� ¤0 ��	 � ���(����� � Ð _Ra Ð ε Ð � Ð _Ra ¡¢� 	��������e� � ���(���   �������£S����� ¡ ���i	 � ���   ����£-���  =  ����������	 � Ý#�j_Ra����8�
�"¡�¡ �����%��� ¡�¡ ������� « ���������>	 � �D�����S¹J	 � Ý#���?���=�8�(��� ¡ ������ø-������	:� ¡ �(� « ��������� � �/�u�:¤�gO��� � ���?���$�������� � ���	 � �?�\�����(� � �������D�/¹O	   � ¡ ���(���\����� � ���u��� � ���   �'�/¹O����	   �<	��� ¡ ���������ø�� � ���L	 � � «#� ���?� � �������@	   ���D���
  � ! ������ � �Ä	 � ���������p���   �' ¡ ��� «"� �-�Å_RÉ Ð _Ra Ð ε Ð _RÊ Ð _Ra�ø �¢« � ¡   ��� ¡�� �-��� � �����(���Å_Ra ���n_WÉP�/� _WÉk���n_RÊ�¤
¼ ��	 � ��������� ¡¢� 	��������.� � �O�(���   ���$���£-����� ¡ ��� �"5   � 	 � Ý"��_Rae����� �"¡�¡ �����&��� ¡�¡ ������� « ���\�����9	 � �<�����O¹	 � Ý"���>���=�8�(��� ¡ ������ø¬£-���  =  �A£S���.� � ���   �����Q���   ¤

��� ���D� � ���D�����8�(�����=����� � ��� �   �+/�(�����>����� �"!Sö �����D� �#! �   ���M	 � ��� � � ¡ ���C��� ¡�� ¥������� ¡ � �Â« � ¡   �Q������������*��� �¢«�� �   �� �   ����&	:����� � ���   � ��¥�Æ����"ø;��� � 	�� � �-�%	 � ���   ���%�\,��\���%¥ ¦ 	 � ��¥�Æ������9£-� � ��� � �P� � ��Æ   �
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£-���$� � ���   � ¡ ¥ � 	��h�(���<	��� ¡ ��������¢¤ �<� �(���?£-���<� � ���?���>�(� � ������� � ���C	 � �D� � ���   � ���������   � ¡�� �D�����?	 � ����(������� �Â« � ¡ �����9°1�(� � ����± ¡�� �\���$	 � �L�/¹O���\	   �$�(� � � « ���   ��� �#!-ö ���(�L£S��� � � ��� �  =  ��L���   �
ù�� ���9¿�øO���
Å ø�	������D� � ��� �  =  ������eÃSø�	�������	   ����� � ����� � ��� �  �  ��B��� À ��� Å « � � ����� � ������� ù�� ���"¤X°��\�/qT�/�D	����=��£-���
  ���9	 � �����������
��� ¡�¡ ���������è�
� �'�����\���  �  ������£-��,����J� � � « ���-�.,/�(����� � �(�=��� � ���9� � ���   � � �������"ø   � ���� � ���(��£S���� �'�����9�(�  =  �$����£-��,/�(�.���8�$��������h�(�9���=��� ¡ �(���������<��� ¡ �  =  �A� �+����	 � ���(�����æ�����9���£-����� ¡ �
� � ���=��� � ���Q������(�  =  �\���£-����� ¡ � �¢« � ¡ °1��� � ����±#øB���?�  �  ��� � ���=��� � ���
��� ¡�¡ ������� « ��������� ¡ ¥ �"¡ ����������� � ������	 � ���(��������¤ |B� �
¡�� �����£S�������%� � ���>� �+/�(�����=��� � ���>� � ���   � �����h�(�A£-���   ���Q	 � �����������<� � ����°1�(� � ����±#¤

0 �A� � ��Æ   ��	�����������(9� � �=������� � ���L����	�	 � �8�(�A���7� � ��������������� !   �A�����Q	 � �����������Q���%� �#! �   ����>	������������(�� � � ¡ ¥ � 	��������u'�¤ ��� ���1� � ��� ¡�� � ¡ �����(� � ���B�����   �+ «��   � � �(� � � ¯ I F È Õ F õ . �����B����£-��,������ ¡�� ���8�(�������(���
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t1.t2 . . . tn
2 Ç F�é (Σ ∪ V)n

È�.hº ô�õ . ti 6=
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� ¦ � !:�   ��� ) � � ��� Σ∗

���   ��£-���"ø:	 � �<�/¹O����	   � ¡ ���O¹������$�����O¹�	��������=Æ������<����£-��,����������/¹O����	   ����ø Q1 =¿ Ð�ÅLÐ ÃJ��� Q2 =
� Ð Ã Ð ! Ð�À ¤ 0 �+�����(����	���/� � ��� � �)� �+���ª	 � ���������

P é Ç F�é ¹©Ç ® Õ Ç�K3ºÝ. é �����A� � �(�����  =  �Jml������(� �÷ö � ¡ � � �����
T
� � �(�=��� � �������P	 � ���(�����

P
���

P
���8�A���Ä����R�¹O�����

T
¤ 0 ������R�¹������

T
����	�����������(��� ¡ �

  � 	 � ���(���   � 	   ���>�� ¡ �������
��� i � �<� �' « ������\�����(�A» | gl¤�¯����.����	:����	 � �����(� � �e� �'����	 � ���������������<������(� �÷ö � ¡ � � �����.	l�����%,/�(���� « ���������\�����%	 � ����� !   �
	 � ���<��� �#!-ö ���¢ø �#! ����� «  � ���*�=���8� � ���
t
øl�/�%���
	   ���,������9	 � ����� !   � � �e	�� �S¡ ¥ � ����������� � ���<� � �"! ����� «�� �(� � � ¤

à{á wXâ ¼ ý w � t�6 I F�é Õ 2 ò ® I F�é . F I õ ¹I.�Ç õ ºÝ. é 2 . õ ï I"K�Ú;./È é 2 .ÅºhÇ 7CÕhì"õ ® . ä Öæå /
Z Û õSÕ é ô�õ . o1.traj = ëuï ü thÞft ½ = ë .Q1

ÇIº=I ®(é o1

ÇhÛRÛ�Ç ® È Õ . F ÈLÇ õ ® ò é õ ºëÈ�Ç"È 2 .zºhÇ ® . ô�õ ,/È�. Q1
Ö

Z Û õSÕ é ô�õ . F Õ Q1
F Õ Q2

F . é I F È 2 . é�é õ'¢ ï . é 2 . o2.traj î o2
F Þ ÇhÛRÛ�Ç ® È Õ . F È0Û�Ç é .AºÝ. õ ®+® ò é õ ºëÈ�Ç"È Ö

0 ��� «"� ��� ��!   ���Q� � ���<���(�   ���Q	 � ��� ¡�� 	����������<�����<���£-����� ¡ ���A	   ���QÝ#����� �   ��� �#5   ���<���	   �"¡ ���\���-������D� � ���B	 � �³�/¹O	   � ¡ �h�(��������� � ��� �S¡ ���� � �����D����=£-���/���(�D��	: ¡ ��%¬£-����¤ 0 ���³�/¹O���\	   ��� ¡ �x�������������B� � ���(�������
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£-���   ���<� ¦ � !:�   ���>����� ù�� ��������� �¢« ����������%����� � �-��	 � �>� � � ö�� �������G¹�	   � ¡ ��������������� � ���&�   ��>� � �������������£-��,����"¤ |B� �³�/¹O���\	   �   � ����£-��,���� Q3

	 � �   ���T�+�����$° � ���(��� ù�� ���E±9���   � ����£-��,���� Q4

�T�+�����%° ¡ ����� � �=���
ù�� ���A���A���	 � ����±�¤ |³� ���   �+���-������� � Ý � �(� � �   � � � �(� � �7���A	 � ���(�����e� � �h�Q,������A	 � � ¡�� �����£-�������$/�(���������	 � ���Q�=�����Ý#����� ¡ ��� ù�� ������°B� � �X����	: ¡ ��%¬�����±#¤ 0 ���<	 � ���(�������>	 � ��� ¡ ���>�����O¹�����£-��,������$� � ��� �   � ���   �������� «�� ���(�9m

o Q3 = À?Ð _Ra Ð�Å
o Q4 =

_Ra Ð ¿ Ð _Ra Ð _RÉ
0 �+�����(����	���/� � ��� � �P�����.	 � ����������� # �¢« � ¡�«�� ��� �"!   ��� ) ���8�
�������/¹S�(������� � �p���   � ���� � ���(��£-�������   � ���X�	:����	 � �����(� � �e�����<���OR�¹O���$	�����������(���� � ���   � ¡�� �����.������	 � ���(�������<� � ��� «�� ��� �"!   ���Am¬�����.��� �÷ö � ¡ � � �=���
T
� � ���=��� � �������P	 � ���(�����

P
���   � � �)	:�����A��� ! �8�(��������� ¡ ¥ � £-��� «�� ��� �"!   �
� � ��� P

	 � �%���*� ¦ � !:�   �
���
Σ
���   £-���   �A	 � ����������������   � � ���<� � ���Q�������OR�¹O�
��� T

¤ |   ���²� � �����  =  ���\�����%m
Ó ß � �³û â û þ � �X�nÔ£& áEà ú â û âÂáEâ û þ � w�â¤� ü¬ý á ü â û þ �ZØ t-Ù F . ��� ! ���(�h�(����� � � ν

. é È õ F . F�é ./H�K3ºÝ. ã F Õ 2 .ºhÇ q I ® H-.
{x1/t1, x2/t2, . . . , xn/tn}

I8Ü
xi ∈ V, i = 1, . . . , n î ./È ¯ç Ç ô�õ . ti

. é È é I Õ È õ F .�¹©Ç ® Õ Ç�K3ºÝ. 2 Ç F�é V é I Õ È õ F . ò È Õ×ô�õ ./È×È�. 2 Ç F�é Σ Ö
ν
. é È õ F .>«��   � � ��� � � é Õ ti ∈ Σ î Û¬I õ ®³¯ç Ç ô�õ . i ∈ [1, n]

ν(P )
�������Ý#���   �N	 � ���(����� �#! �����-� � 	 � �8�(���*���

P
��� �����\	   �"¢� �-��ø%	 � ��� ¡ ¥ � £-���

xi/ti ∈ ν
ø

  � �S¡�¡ ��������� ¡ �Ä���
xi

� � ���
P

	 � �
ti
¤ ¼ ¥ � £-���ª   �������� xi/ti

����� � 	�	:�   ª����� Õ F�é È�Ç F�¯ Õ Ç"È Õ I F ���
xi

���   �'��������� !   �7����� «�� ��� �"!   ��� {x1, x2, . . . , xn}
���8� � 	�	:�    bound(ν)

¤fgO��øM	 � ���/¹O���\	   �"ø P =¿ Ð � Ð _Ra Ð _WÉ Ð � Ð _WÊ Ð �����
ν = {

_Ra�¥OÃHc�_WÊ�¥I_Ra
}
ø �   � ��� ν(P ) =

¿ Ð � Ð Ã Ð _RÉ Ð � Ð _Ra Ð �³¤u/A�3������=Ý#���
  �'��������� !   �A����� «�� ��� �"!   ���L� �+����	 � ���(����� P

	 � �
var(P )

¤
ñ ��� � ��£-� � ���A£S���\���

ν
�����
����� «��   � � �(� � �*�/�

var(P ) ⊆ bound(ν)
�   � ��� ν(P )

�����.���ª� � �%� � ���
Σ∗
¤¬º�� �#5   � ��h%¬������� � �Pm

Ó ß � �³û â û þ � �X�nÔ§¦ � â;w ÿ ¼ ÿ ß-â ü â û þ � Þ �há � ¼ ü â¢â7w ÿ ��Ø t¾Ù F .�È ® Ç�Ú;. ¯ È�I Õ ® . T é Ç"È Õ érq Ç Õ È õ F Û�Ç"È�È�. ®GF Pé|é ÕMÕ º�. ï Õ é È�. õ F .Å¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F ν
È�.hºæºÝ. ô�õ . ν(P ) é I Õ È õ F)é õ¨¢ ï . 2 . T Ö

¼ ¥ � £-���m� � ���@£-���   �%	 � ��������� P
� �+�����A����£S��,��(� ¡�� ���(�=�����>����� «�� ��� �"!   ����øO��� �#!-ö ��� o

� 	�	 � �8�(�������
� ��������   � � �C���   � ����£-��,/�(�<��� � ��	l�����C�(� � � « ���C����� «��   � � �(� � � ν

£-����	:�����\�/���(�Q���<����	:����	 � �����
ν(P )���M��������R�¹O�>���

o.traj
¤ | ���=��£-���   � ����	����������� � ��� � �����   � ��� �÷ö � ¡ � � �=���L «#�   ���   � ����£-���Q���@� � � « � � �O¹ « ������\�����(�D� � ���D���  ����ø   � ����	l����	 � ���h�(� � �&� �'���\	 � �������������Q����£-��,/�(�>���D� �'�����@��� �÷ö � ¡ � � �=���Q� � ���B,��(����(��������>	l���� � ����£-����������� o 	�� � ���=£-���������������Q� � ���=Æ���� ¡�� �-���=�-��� o 	 � ��� ¡ ¥ � £-��� �#!Sö �/�¢¤ ��� �(��� ! ���C���8����.�� �   ������� ¡ �
�(��������������	:����	 � �����(� � � �Â« � ¡ ����� ¡�� ��� � �\� � ��� � �7���)�(���\	��<�������)����	 �"¡ �
�\�� � ��������=����� �   �"¤
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&^( âPà þ:ý w & û¬0�³û � ½#ü â û þ �
P

¯���	 � ���(�����
m

0E�   � ��Ý#�������Q� �'����	 � ���(����� ¤
l

¯����
	 � ���h�(� � � �   �'�=���(����=�����@� �'����	 � ���(����� # 0 ≤ l ≤ m− 1 ) ¤
e, e1, e2, · · ·

º$��� !:� ������¤
ν, σ

ñ ����	 ¤Em������ «��   � � �(� � � øO�����9��� ! �8�(�h�(����� � � ¤
t1, t2, · · ·

g ¦ � !:�   ��� � � «"� ��� ��!   ���@��� Σ ∪ V
a, b, c, · · ·

g ¦ � !:�   ���>��� Σ
@x, @y, @z, · · ·

g ¦ � !l�   ���>��� VÛDÙ®K ¸ W ¤ X oi½ �"!   � � �e������� ¦ � !l�   ���Q�O�(�   �=����@� � ��� ¡ � ¡ ¥ � 	��h�(���

N7[�Z ¯±°A�9��d��A`Eg/b�_ c7�>� a1�RQ�d3S@`E�>�
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� ������
 ²�� Î�Ë�Ë{ÌU©²¨Y³{´ª�Îµ´a2v
0 �+�G¹�	���������� � �n��������£-��,������.� � ���9� � �(����� � ��Æ   �&���(� � �h�A� � � ¡ � � ���   � � � ���\������	 � �����������9	������������(�� ¡ �e��������������¤ 0 � �#!Sö � ¡ �(�e�����.� � �(����� ¦ �8�(Æ��\�
�����$��� � � ��������� � � � ���$������� � ���   �   �=�����9����� �#!Sö ������ � ���   � �(� �÷ö � ¡ � � �����>� � �(�=��� � ���   �Q	 � ���(�����J� �'�����<����£-��,����"¤[°C�   � �"! ����� ¡ ����� «�� ��� �"!   ����ø   �²� � ��� �   �=���������� � ������� � ��Æ   ��� � ��� ¡�� ��������� « �����   ���9��� ¡ ¥����=£-�����.��� ¯ I©H{Û�Ç ® Ç Õ é I F 2 . ¯ç Ç� F . é 2 . ¯ Ç ® Ç ¯ È 4h® . é��� � ��� � ���®���\� � � � �\�������   ��� �   Ý � ������¥�������	:�����\�/��� � ���\������/�(� ¡ �(���   � �S¡�¡ ��������� ¡ ���T�+���Ì	 � ���(������ � ���<����� ¡ ¥ �:s ���.��� ¡�� � ��¡ �(Æ������ ¡�� �\���   �A� � �������   �'�/¹O���\	   �A����� «�� ���
m

à{á wXâ ¼ ý w ��� t¶6 I F�é Õ 2 ò ® I F�é ºÝ.&Û�Ç"È�È�. ®GF P1 = a.c.b.a
./ÈLÈ ® I Õ é È ® Ç�Ú;. ¯ È�I Õ ® . é Ti

2 .�È ® I Õ é I"K�Ú;./È é oi î.JÈ ® I Õ é Õ F�é È�Ç F È é 2 Õ · ò ® . F È é¸/
È�./H{Û é È ® Ç�Ú;. ¯ ÈzI Õ ® . é ® ò é õ ºëÈ�Ç"È
t T1 = ð�ï ; ï3ð�ï;ô`ï ; T2 = ð T3 = ô`ï ; ï3ð�ï ; ∅
t + 1 T1 = ð�ï ; ï ü t ½ t àft ü T2 = ð�ï;ô T3 = ô`ï ; ï3ð�ï;ô`ï ; o1

t + 2 T1 = ð�ï ; ï3ð�ï;ô`ï ; ïpð�ï ; T2 = ð�ï;ô T3 = ô`ï ; ï ü t ½ t àft ü o3

õ .³Û�Ç"È×È�. ®GF P1

ÇhÛRÛ�Ç ® Ç�·È 2 Ç F�é ºÝ. é È ® Ç�Ú;. ¯ ÈzI Õ ® . é T1

í�.
t + 1 ð ./È T3

í�.
t + 2 ð"Ö¹� I©È�. ® ô�õ .kºhÇÈ ® Ç�Ú;. ¯ È�I Õ ® . T2

® . é È�. Õ F�¯ç Ç F ì ò .m. F È ® .{ºÝ. é Õ F�é È�Ç F È é t+1
./È

t+2 Ö 6 .hºhÇ é Õhì F Õ ã . ô�õ .+º Þ I"K�Ú;./È F Þ Ç+Û�Ç é¯ç Ç F ì ò 2 .�ß©I F .³. F È ® . t + 1
./È

t + 2 Ö¯������(� ¡ ¥����=£-���J���=��	   ��	 � ��� « ����e%¬���
���D���n	 � ���(������	:���O�&,������\����	:����	 � �� � �����\��� �÷ö � ¡ � � �=���¡�� ���������(��� � �h� � 	 � �����(� � �������   ��	 � ���(�����P�����   �
	������\������� ¦ � !:�   �
���   � �(� �÷ö � ¡ � � �������/� � ¡�� �\	 � �����
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� ¦ � !:�   ���<���)	 � ���(����� �Â« � ¡   ��� k
���������=�����

� ¦ � !:�   ���<���   � ��� �÷ö � ¡ � � �=���"¤È°�� ¡¢� ��� �' ¡ ¥�� ¡ ø � �)����� � ¦ �&���.����	:����	 � �����   ��� k − 1
	������\�������>� ¦ �(�!:�   ���%���Ä	 � ���(����� �¢« � ¡   ��� k − 1
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� � ���>	�� � 	 � � � ���>���8�$� � � ¡ �����9�����\	   �%�/¹S��������� � �������>�(� ¡ ¥�����£S�����<���¡�� �\	 � � � ��� � ����� ¡ ¥ �:s �����%��� ¡¢� � �"¡ ��Æ������%	 � ���<	l���������������.������� � �h�(���>�����%	 � ���(������� �Â« � ¡�«�� ��� �"!   ������<����	 � ���9�����   ��� � 	:�� � �(� � ���@����� «�� ���(���9m

X ¤>����� È�. F È�Ç"È Õ ¹I. 2 . é õ Ûl. ® Û¬I é Õ È Õ I F ���������9����	 � ��������� P
���<�����A�(� �÷ö � ¡ � � �����

T �   � 	 � ������� � � i
r

6O¤>���n2 ò ¯ ÇIºhÇ ì . ��� P
¡ ¥ � £-���z� � ���Q£S�T�+���� ¡ ¥�� ¡ ���9	�� � �����h�¢¤

ñ ��Ý � ��� � ���Q	   ���@	��� ¡ �=����\����� ¡�� ���������Q���'��ql� ¡ �(������� ¡ ���Q�����O¹ � 	:�� � �(� � ���?£S���A� � ���Q� � �\���h�� � ���>	 � �   � ����������»<¼®½p¾�Ù1Ü�¿e���pÀ�Á5Â Ù®Ã�¿ ¤
Ä � þ ¼ ß ÿ÷ü â û þ � »<¼®½p¾�Ù1Ü�¿

¯������������ � ��� « ����������	:����	 � �����(� � � �   � 	 � ���h�(� � � i
���   � �(� �÷ö � ¡ � � ����� ¡�� �\	 � ����ø ���Ä	 � �9��� øT���

  � Ý � � ¡ ¥�� « �����   � ��� � �����"ø   ���Q� ¦ � !l�   ��� P [0], P [1], . . . , P [m− 1]
����	 � ���(����� �Â« � ¡   ���Q��(��£-�������(���

T [i], T [i + 1], . . . , T [i + m − 1]
���   � �(� �÷ö � ¡ � � ������¤ | ����� � ���   � �(����� � �(� « �����\����	:����	 � �����(� � � ø   ���«�� ��� �"!   ���D� � ��� var(P )

� � ���Q	�� � Ý#��������� « ���\�����   �=���� � �O¹\����=£-�������(���Q� � ��� Σ
�/� ¡ ���Q�=���8� � � ¡ � � �(� � �����h%¬���=�������-�>����� «��   � � �(� � � ν

� 	�	:�   ��   � ¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F�¯ I õ ® Ç F È�. ¤ ν ���8�Q�=�����(� �   ���\����� « �����"¤UgO� P [j]
�����

����� «�� ��� �"!   �"ø   ���Q��Æ�Ý   ���>� �'�=���8� � � ¡ � � �(� � �i����� «�� ���(���<� � � « ���-�<,/�(��� � 	�	   ��£S������Am
X ¤>��� _Ra 6∈ bound(ν)

ø   ��¡�� ��	 � � � �=� � � � � � � ö�� �����   �=��� �Â« � ¡ ��� ¡�¡ Æ������ ν := ν ∪ {
_Ra�¥ � ËÅ�8÷�{ Ô }��¤+��¤�ø�_Wa����8�   �=�� �   �'����=£-���/���(� T [i + j]

¤ 0 �+������� � � ¡ � � ��� � �������8�(� «��   ��!   � ö ����£-� � �   � %¬�Ä���   �������� � ��� « �.���.����	:����	 � �����(� � �Pr
6O¤>���=� � �Tø�����_Ra

∈ bound(ν)   �
¡�� ��	 � � � �=� � �7���8� ¡�� ��� � ������.���A��� ¡�¡ Æ��<���;�/�>�����   ���\���-�<��� T [j]�����<�Ý �   � ν(
_Ra

)
¤

°��)� � � ���������<�(����������ø   � ����	:����	 � �����(� � �e��� P [j]
�����

T [i + j]
����� � ��� � ��������9£-� � ���   �&«�� ��� �"!   �� � � 	 � �Q���A��� ¡�� ���A������� � � ¡ �=�� � �e£S� � ���e�  �  � � /�(A�=����� � � ¡ ���� �¢« � ¡   �'��(��£-�������(�   ��� �"¡ �����  �  ���\���-����   � �(� �÷ö � ¡ � � �����"¤�º � ���   �9	������\����� ¡¢� �<� � ���   � � ���   ��«�� ��� �"!   � �   �+/�(��£S��������� ¡�� ��� � ���(�.���   � ��� � �ö � ¡ � � ������¤

¼ � �����=���� � ����	 � �Q�/¹O����	   �   � ������� � �(� « �9���9����	:����	 � ������� � �e��������� P =
¿ Ð _Wa Ð � Ð _Wae�/� T =

¿ Ð Ã Ð �T¤0 ��� ¡�� ��	 � � � �=� � ���C� � ���Q�� �   �=������ �Â« � ¡ ��� ¡�¡ Æ��Q	 � ��� j = 0, 1, 2
¤XÄA� � ���

P [1] =
_Ra����8� ¡�� �\	 � �� �

T [1] =
ÃSø   �%«�� ��� �"!   ��_Ra&���8�L�� ö �   �=�� �   �'����=£-���/���(�%ÃS¤ 0E�9«��   � � ��� � � ν

���8�¢ø � ¡ ���?�=����� � �-��ø { _Ra\¥SÃ } ¤
² Á
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0E�$¡�� �\	 � � � ��� � �.����� «�� ���(�@���-�����
P [3]

���
T [3]

	l����� �   � ���³����������=�1���   � 	�� �O¡ ¥ � �=���?����=£-�������(� �÷ö�� ���������o%��*���   � ����	����������� � ��� � �P���   � �(� �Âö � ¡ � � �=���������&ÃSø   �'�=���8� � � ¡ � � ��� � � ¡�� ��� � �-���&���³_Wa�¤`�   ���+���������h�£-����� � ������� «#� ���\� � �=���(�����=��ø1	 � ��� ¡ ¥ � £-��� �#!Sö �/�¢ø   � ��� ! �8�(�������(� � � ¡�� ��� � ���(��ø ¡ �'������� � �����=���"øM�����  �������%�����<�=����� � � ¡ � � �(� � ��� ¡�� ��� � �-�����>����� «�� ��� �"!   ���@����	 � ���(���������   � ����£-��,����"¤gO�O� � �������   ��� ¡�� �\	 � � � ��� � ��� � ����/�(@�� �   �=������ �¢« � ¡ ��� ¡�¡ Æ���ø �   � ���   � �(����� � ��� « �L���@����	l����	 � ���h�(� � �� �����������ø����=� � �i�   ��� � Ý#�h�@� �'���7 ¡ ¥�� ¡ ¤¬É � � �����@£-� �'�����A����	l����	 � ���h�(� � �i����������=�%���\	   �=£-���<£-���$� � ���(���
  ��� «"� ��� ��!   ���i��� 	 � ��������� � �������ª������� � � ¡ �=�����¤>º � ���   ���e�����O¹ ¡¢� ��ø   � � 	:�� � �(� � ��À�Á�Â ÙLÃ�¿����8�
�� �   ������"¤

Ä � þ ¼ ß ÿ÷ü â û þ � À�Á�Â ÙLÃ�¿
º � ����� � � � ���\�   � 	   ���7���=��	   ��ø=À�Á5Â Ù®Ã�¿ � � �h�7Ý   �=�������   �P	 � ��������� �����   � �(� �÷ö � ¡ � � �����P� �'���

� ¦ � !:�   � « �����   � ��� � �������/�Q����=���h�(� �   �=���   � �(����� � �(� « �%��� ¡�� ��	 � � � �=� � �\����	������   ���� ! ���Q���7	 � ���(����� ¤º � ���   � ¡¢� �>� �'���)	 � ���������e� � ��� «"� ��� ��!   ����ø ¡ �������A�(� ¡ ¥����=£-���.	l�����<,������ � 	�	   �=£-����A���=��� ¡ ����������� � �	�� �O¡ ���������<� �+ «��   � � �(� � � ¡�� ���(���-���"¤¯���� � 	:�� � �(� � �v»Æ¼µ½p¾�Ù1Ü+¿ ���8�p�� �   �=���� ¡ ¥ � £-���K� � �=�P£-� �'��� � � � « �    « ������������p���8�n���  �T¤
¼ ¥ � £-���j� � �=��£-� �'���j ¡ ¥�� ¡ ����	�� � �����h� # ����� � ��� � ������	 � ������� � � l

ø �¢« � ¡
0 ≤ l ≤ m − 1 ) øÇÀ�ÁYÈ

Â ÙLÃ:¿i�� ¡¢�   �   �%	 � ���(�����7� �'�����9	 � ���h�(� � �J�/�>����� ¡�� �\	 � � � ��� � � �Â« � ¡   ��� l− 1
���������=Æ������Q/�(�=£-���/�������

���   � �(� �Âö � ¡ � � �=���7� � �h�&,������e��ql� ¡ �(����"¤ugO�   � ����	l����	 � ���h�(� � � �"!l� ���(�h� � ������� ¡�¡ Æ���ø � � � ���������   �� ¦ � !:�   ������� «�� ���¢¤`°�� ¡¢� �����&� � � « �    ¡ ¥�� ¡ ø ���P� � � « � � �P�� ¡¢�   � Ý#�
�����%�� ¡ ����� � �=���"¤ 0³� %¬Ý#����� W ¤ X� � ���(���A�����G¹����\	   �"¤

ÉËÊfÌÎÍ ÉÏÊ-Ì-Í ÉÐÊÑÌÎÍ

ÉÏÊ-Ì-Í ÉÐÊÑÌÎÍ

ÒYÓXÔ�Ô§Õ£Ö	×
Ô§ÖØÓ¨Ù«Õ'Ú£Ô	ÛaÜDÖ	Õ Ó ÝÓÝ

Ó-ÝÞÓßÚ
Ó ÝÓÝ

ÓfÝÏÓfÚ
ÝÝÓ

ÓßÝ
Ó

ÓßÚ

Ú
Ú

Ó
ÓÝ

ÝÓ
ÓÝÓ

ÚÓÝÓ
ÓfÝÏÓfÝÏÓÔ§ÖØÓ¨Ù«Õ'Ú£Ô	ÛaÜDÖ	Õ

ÒYÓXÔ�Ô§Õ£Ö	×

instant t

à Óâáµã'ÚØä�Õ'Ú=åpæ�Ó�Ò�Û|ç'è Í à ÚXáéÚ'Û|ê¸ÒYÓXÖ§ÕRÕ£ÔbÓGÔ§Ô§Õ'×Yë¶ì�×�Õbã£Ô	Ü�íîì�Õ£Ô�Ô§Õ

instant t + 1 instant t + 2

ë�ã'ÚGÓAæ�ÓAïaÕ ë�ã'ÚGÓAæ�ÓAï|Õ

à ë:á®ì�×�ÕR×�Û|ì�ðâÕ'æVæVÕRã£Ô§Üñíîì�Õ£Ô�Ô§Õ=ò�Õ'ç�Ô¹ÓGÙ«Û|ì Ô§ã'Õ

à Ý�áLã'ÚØä�Õ'ÚÆåpæ�Ó�ÒYÛ|ç'è É

à ÕXá¹óÆÕ'çOÔbÓGÙ«Ûaì Ô	ãLô ç§ì Ò�Õ£Ö§Ò�Û|ç�ÜDÔ	ÜVÛ|×õÖ§ã'ì�ç�ç�ÜöÕ
´?µ·¶Q¸ W ¤ X o ½ ����� � �(� « �9���9����	:����	 � ������� � � �¢« � ¡ ����	 � ���(������� � ��� «�� ��� �"!   ���

Ä%� � ���   �<	 � ��������� ¡�� �-���=���-�?����� «�� ��� �"!   ����ø   � �   Ý � ������¥��\�?���8� � ����� ù ����� !   ��!   �>� � ���;£-� �'�   	����������� ¡�� �\	O�(�   �'�=����� � � ¡ � � �(� � ������� «�� ��� �"!   ����¤ ¼ ¥ � £-���(� � ���%£-� �+���p ¡ ¥�� ¡ ����	�� � �������   � ��� ! �������(�O�(� � �¡�� ��� � �����*���8�i��q �"¡ �� mC� � �������   ���\�=���8� � � ¡ � � ��� � ����� � ��� � ���S�   �����¤ 0 �)	 � ���������j���8�i�� ¡¢�   )� �'���� ¦ � !:�   � « �����   � ��� � ���(�<��� � �\�������� � �����������$� � � « �  �  �>�(���-� � �(� « �<���$����	:����	 � �����(� � � ¤ 0E� %�Ý#����� W ¤¨6
² X



CSt sSt%©8ª/w��ºH�w�x×�×�÷}���y|~<{/yXFYH�IÂxzy(~ �B��w��T��x×{/y�CSt0���Mx����\��~|w�x×�×�÷}

�  �  ���8�(��� ¡ �/� �   Ý � ������¥��\��¤

ÉÐÊÑÌÎÍ ÉÏÊ-Ì-Í ÉÐÊÑÌÎÍ

ÉÏÊfÌßÍ ÉÐÊÑÌÎÍ

÷¹ø Ý Ó
ÝÚÝÓ

Ó÷ÇøÝ÷¹ø

ÓÚÝÚÝÓÚÝÚÝÓ

÷Çø Ý ÷Çø Óù�ú�ûØûÅüAý£þ
ûÅý¨úîÿ§ü��¨û����ñýÅü

ûÅý¨úîÿ§ü��¨û����ñýÅü
ù�ú�ûØûÅüAý£þ

ÝÚÝÓ
Ý ÷Çø Ó

ÝÚÝÓ

÷¹ø Ý ÷Çø Óinstant t

instant t + 1 instant t + 2

à Óâá��	��ð|ÓAì ÔÇòã'ÚØä�Õ'ÚÆå"æ�ÓpÒ�Ûaç¨è Ì
à Ý�á��	��ð|ÓAì�Ô�
ã'ÚØä�Õ'ÚÆå<æ�Ó�ÒYÛ|ç'è Ê

à ÚXá®Ú'Ûaê�ÒYÓXÖ§ÕRÕ£Ô¹ÓXÔ�Ô	Õ'×:ëì�×�ÕR×�Ûaì�ðâÕ'æöæVÕ8ã£Ô§Üñíîì�ÕÅÔ§Ô§Õ

à ÕXá®ì�× ò�Õ'çOÔbÓ¨ÙOÛaì Ô§ã�à ë:á®ì�×�ÕR×�Û|ì�ðâÕ'æVæVÕ=ã£Ô§Ü�íîì�Õ£Ô�Ô	Õ<ó<Õ'çOÔbÓ¨Ù«Û|ì Ô§ã'Õ ç�ì�Ò�Õ£Ö§Ò�Ûaç§ÜDÔ§ÜVÛ|× Ö§ã'ì�ç�ç�ÜVÕ

÷¹ø ÷¹øë�ã'ÚGÓAæ�ÓAï|Õ ë�ã'ÚGÓXæñÓXï|Õ

´?µ·¶Q¸ W ¤¨6 oó½ ���-� � �(� « �.���9����	:����	 � ������� � � �¢« � ¡ ����	 � ��������� �¢« � ¡.«�� ��� �"!   ���
|B� � ¡�� �����£-�������   � �   Ý � ������¥����.�T�+ «"�   � � ��� � �)� �+���p	 � ���(�����

P
	 � ���A�����&�(� �÷ö � ¡ � � �����

t
� � ���������8�   �A����� «�� ���.m

Û�¿��������L¾5¿�Ü+¾�¼�� µ � µ ¼��
(t, P )�����������m��(� �÷ö � ¡ � � �����

t
ø�	 � ���������

P
�¢« � ¡.«�� ��� �"!   ���� � ���(����m !l�S�   ����7£-��� «�� ��� « � � �;���   � � �7	:���O������	:����	 � �����ÞEßSà1á;â

i := 0����������Cm ä � � �O¹â ü � â À áHw ���������� ä � � �S¹ w�â
i < t.longueur � ü û ÿ wã#ã � ��� � ��¥ � �����%�(�����(���Q� � ���   ���>� ¦ � !:�   ���Q����	 � ���������

ν = ∅
ã#ã � ���=���h�(� �   �=���   �&«��   � � �(� � � � « �����

j := 0â ü � â À áHw j < P.longueur � ü û ÿ wú¢û t[j] ∈ Σ ü¬ýèþ�ÿ úú¢û t[i + j] = P [j] ü�ý×þ�ÿ ú j := j + 1ú¢û � þ �
i := i + 1� � ���(���� �1ú¢û� �1ú¢û� �

ú¢û j = P.longueur ü¬ýèþ�ÿ ú �����������m ä « � � � � �³ú¢û
²�6
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� �
ÿ w�â þ á ÿ � w ����������� �

¼ �����(�P�(� ¡ ¥�����£S���P���������=��	   ��� � ��� ¡�� ���(�������Ä	����=��£-���   � �   Ý � ������¥��\�e���+�G¹� ¡ �����p���
O(m × |T |)

¤
¼ ¥ � £-���.����=£-���/���(�.���   � ��� �÷ö � ¡ � � �=���A������	 � �(�������=�  �  ���\���-� ¡�� ��	 � ����9	   �����=�������²� � ��� �¢« � ¡ ����� ¦ �(�!:�   �A����	 � ���(����� ¤0/%��� � �(��� � � � ���(�h� � �=�Q£-���   � ����£-� �'���� ¡ ¥�� ¡ ���9	�� � ������� �   � 	 � ���h�(� � � i

ø¬� � ���>���� � �\�����Q	 � � �"!   ��Ý#��Q���   �=���   � �(� �÷ö � ¡ � � �����9	 � ������"¤0°��j� � �h�   �A����R�¹O�����   � ��� �÷ö � ¡ � � �=���.	:���O����,/�(������ ¡�� �����(������� � 	 � �����=�����   � 	 � ���h�(� � �
i
���Ì�����\	   �"¢� �-�   ��� «�� ��� �"!   ����� � ���   ��	 � ���(�����Ì	 � �   ������=����� � � ¡ � � �(� � � ¡�� ��� � �����"¤|B� �D�/¹O���\	   �>� � ���   � %¬Ý#����� W ¤ 6 # � ) � � ���?� �¢«#� ����øO£-� � ���   �+ ¡ ¥�� ¡ �=���(��� « �=���-��ø�£-���   ���D�����S¹�	���������=������� ¦ � !:�   ���C���J	 � ���(����� øW_Ra Ð �løS	:��� « �����L,��(��������	:����	 � ����L�����   ���D�����O¹\	��������=������� ¦ � !:�   ���C���
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  � � � � ����	:����	 � �� ¡�� ��������	 � ��������� � �O¹\�(� � �=�D	������\�������L� ¦ � !:�   ���L���   � ����£S��,��(��¤¬º � ��� ¡ �/�Q�/¹O����	   �� ��	 � ����� � ���C�� ¡¢�   ���   �>	 � ���(�����J� � �\	 � �?�T�+���J� ¦ � !:�   ��ø�� � ���   �²� � �����QÝ   �=�������C	 � ���C����	:����	 � �����   ������������������A� ¦ � !l�   ���A���   � �(� �÷ö � ¡ � � �����   ��� �¢«�� ���   �' ¡ ¥�� ¡��Â« � ¡   ���A	������\�������%� ¦ � !:�   ���A���Ä	 � ���(��������@����	������������   �+ «"�   � � ��� � ����� ¡�� �\	 � � � ���   �$� ¦ � !l�   �A¿����   � �(� �÷ö � ¡ � � �����������   ��£-���  l  �' ¡ ¥�� ¡9� ���¡�� ����� � �( �¢« � ¡   �A£S� � �(���=Æ����A� ¦ � !:�   �A����	 � ��������� # ¡ �z¤�%¬Ý#����� W ¤ b 	 � �����=� # ! )ú) ¤

² b
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?

5 6 5 60 0

a b c a b c bPattern

(a) échec de la tentative à la position
position 6 du pattern. Un suffixe du
pattern est préfixe du pattern.

a c ab b c a

a b c a b c b

(b) on décale le pattern afin de superposer
le suffixe de la trajectoire avec le prefixe
du pattern. On repart du 3eme symbole.

a c ab b c aTrajectoire

2 31 4 2 3 41

´Dµ·¶Q¸ W ¤ b o ¯<���   ��� � ��� � �\�����>� ¦ � !l�   ��� «��   ������ �Â«�� ���<���� ¡ ¥�� ¡ 	 � ���>���e	 � ���(������� � ��� «�� ��� �"!   �

º � ���   � 	:������	l� ¡ ��� « �7�T�+�����i�(����� � �(� « �i���7����(� ¡ ��� � �N����� �O¡�¡ ��������� ¡ ����� �+���®	 � ��������� � �N�������
� �'�����C�(� �÷ö � ¡ � � ������� � ��� ö�� � � �=� ���   ���������.� ¦ � !:�   �����   � �(� �÷ö � ¡ � � �����C�� ö �   �9��� ¡�� ��	 � ��"ø   ��� � �����������	�� � 	 � �������   �'���(�   ��� � ��� � ��� �'�����9� �"!   �A��� �O¡¬©� ���>� � ���   ���Q�� ¡¢�   � Ý#��� ¡�� ��������	 � ��� � ��� � �S¹e����ql��������(���	 � ���h�(� � ����� � ���   �e	 � ���(����� ¤ ¼ �����(��� �"!   ������� ¡¢�   ¡ �   �� �   � �¢«�� � ¡ �"ø   � �������   �ª¡�� ��	��   � �(� � � ¤ 0 ����� ¡¢�   � Ý#����ø � 	�	:�   �� K/I ® 2 é ø�� � �-�<��h%¬����� ¡�� ���\�A�������9m
Ó ß � �³û â û þ � � 
 Ô�� þ�ÿ Þ Ø t b

. é È õ F K/I ® 2i2HÞ õ F Û�Ç"È×È�. ®/F P î é|é Õ
i) Õ º�. ï Õ é È�. (u, v) ∈ Σ∗ × Σ∗ È�.hº é ô�õ . P = b.u = v.b �
ii) é Þ Õ º . ï Õ é È�. b′

./È
(u′, v′) ∈ Σ∗ × Σ∗ È�.hº é ô�õ . P = b.u′ = v′.b

ÇIº=I ®(é |b′| < |b| Ö
°��)� � � ���������>�(����������ø   � !l� ����� �+���)	 � ���(�����������   � 	   ���   � ��Ý#���A� � ����� ¡ ¥ �:s ���
£-���E� � ��� �   � � � �=�	���p%�¹O�.���<����R�¹O�.����	 � ���������T¤
0 � ¡��   ¡ �   ���   � � �"!   �A����� !:� �����>	�����������(�.�����S¹ ¡¢� � �"¡ ������������=£-�����>���\	 � ��� � ���(���%m

o �   ���+�/qT� ¡ �����   � �����T�+�����&	�¥ � ���&��� � �(��£-����	��� �   �"!   � �   � ������� � �(� « �&���
������ ¡ ��� � �)���P	 � ���(������ � ���   � �(� �÷ö � ¡ � � ������¤v°C�®��ql�����   ���e�� ¡ ������������£-���   �*¡�� ��� � �=��� � � ¡ ������	 � ���(�����®£-���   � � �� � ��¥ � �h�(�A��/�(� ¡ �(����ø

o   �+����� � ��� � ��� � � ¡�� ���(���-���$� � ��� ¡ �����(�$� �"!   �<���8�@�����   �=����   � ���D���   � 	�¥ � ���$���$����	l����	 � ���h�(� � �J�/�	:�����\�/�����.�� �   �=�����Q������� ¡ �(���\���-�   � !:� ���� ¡��   � Ý#�9� � ��� �¢«#� ��� � ��� « ����������� � �����=Æ�����ø ¡ �'���8��� � ��������>� � ���?���   �=���Q�����D� ¦ � !:�   ���D���   � ��� �÷ö � ¡ � � �=���"ø�Ý � � � ���(����� � �-�C	 � �   � �\,��\�Q������ «"�   � � ��� � �  �=�� � �=���$����� � � ! ���9��� ¡�� �\	 � � � ��� � ����¤
��� �(���Q£-��� ¡ ����6 � ��	:� ¡ ��� � ��� � ���   �����Q���\	 � ��� � � ¡ �%	 � ���Q� � ����� � 	�	   � ¡�� �(� � � �#5   � � �7��� « ��� � Ý"�.�������/�(� ¡ �(� � � �   ��«"�   ��9�����<	 � ���(������� � ���������������Q�(� �÷ö � ¡ � � ��������¤ ��� ���<	����������� � ���$� � �=������� � ��� ¡�� �A�������� ¡ �����(�A� ��!   �A����� !l� �����>���8� ¡�� ���8�(�������(� � �������T£S���
� � �e���(�   �=� � �(� � � ¤

²#Ê
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 þ �1ú â ÿ á ½ â û þ � Þ?w ý×ü â ü à ý w*Þ?w ú à þ�ÿ Þ ú
gO��	�	 � � � ���.£S���   � � �P� � ��¥ � ��������������Ý#�����(�����A���ª� � � « � � �p	 � ���(�����

P
���   � ��Ý#������� m

¤ 0;� ���A���
  �'��������Ý"�=���������\���-����� ¡ �&	 � ���(����� ø   � �   Ý � ���h�(¥���� «�� /� �"!   �=�>	 � ���>� � ���   ���$� ¦ � !:�   ���$���*	 � ���(�����   ��� ¡¢�   � Ý#� � �� �   �=�����%��� � � �#! ���=�����9������������� � ��� � �*�T�+ ¡ ¥�� ¡ ����� ¡ ��� ¦ � !:�   ��¤�gO���   � %¬Ý"����� W ¤+ÊOø � �����	���������-���   ��� !l� �����C	 � ���?69	 � ���h�(� � ����� � ���   �Q	 � ��������� ¤ |1� ���   � 	 � ���h�(� � � l

� � � ��/�(� ¡ �(���� !l� ������   � ��Ý#������� i + 1
�   � ���Q£S���
	 � ���   � 	 � ���h�(� � � k

� � � ��� !:� �������   � ��Ý#������� j + 1
¤ ¼ �   � ���=Ý#���e%¬�£-���   � � � � P [0 . . . i] = P [l− i . . . l]

���D� � � ¡ £-���>	 � ���C���\ ¡ ¥�� ¡ �   � 	 � ������� � � l+1
����	 � ���(����� � �	:�����>�� �   �=�����L���e�� ¡¢�   � Ý#�%��� l− i

� ¦ � !:�   ��� � %������A����	:����	 � �����   ��� i + 1
���������=�����Q� ¦ � !:�   ���@���

  � ��� �÷ö � ¡ � � �=���   ��� # �Ý � �O¹ � �S¹ i + 1
���������=�����<����	 � ���������   ��� ) �¢« � ¡   ��� i + 1

	��������=�����>� ¦ � !:�   �������	 � ���(����� ¤

pattern P

0 i l−i

P

bord(k)

0 j kk−j

P[0...l]

P[0...k] bord(k)

bord(l) bord(l)

0 m

l

´?µ·¶Q¸ W ¤+Ê o °B¹����\	   ���>��� !:� �����<	 � ���Q����	 � ���(����� |j� �O¹i	 � ������� � ���   ��� ¬
/%�J��/�(�����\����� � �=�����¬	 � ��� ¡ ¥ �"¡ ���J�����?� � ������	 � ���(�������?���

P   �<	   ���CÝ#� � ��� !l� ���J	 � ����� !   �>��� � �
  �'��������Ý"�=�������<� � ���D�����<� �"!   �>£-���l����� � �����   ������   � ���C���   � 	�¥ � ���$� �' «��   � � ��� � � ¤ ��� �����D£S���   ��� � �h�C���	������������   � Û0º õ é ì ® Ç F 2�����R�¹��A���=Ý#����%¬�>£-���   ���� ¡¢�   � Ý#�������L�\�����=� �   �/�@Ý � � � ���(�h�D£S���   � �   Ý � ���h�(¥�������9� � ��£-��� � � ¡ �����9� �   ���(� � � ¤

¯���	������\����� �   Ý � �����(¥��\��	 � ��� ¡�� �����(�����=��� ¡ �����(�P� ��!   � ¡�� ������������� � ��� � ������ ¡ �(���   � !l� ���¾���
¡ ¥ � £-���C� � ������	 � ���(�����
�������	l����� � ���\�����¢¤ ¼ �/� �   Ý � ���h�(¥����1� � øN� ¡�� ��������� � �h� ¡ ��	l����� � ��� � ����� ¡�� ��������� ¡ ��(� � �����   � � �"!   �Q£-� � ��� � �(��£-���>���J� � � ! ���<��� ¡�� �\	 � � � ��� � ����¤ 0 ��� � �����������C����U'Ê V�Y ¡�� ���8� � �������L£-� �'�  �/¹O�����(�\���=� � �h�.�����i���   � �(� � �p���\�� ¡ ������� « �h�(   � � ���   ��� !:� ���������i�����O¹n� � ������	 � �����������

P [0 . . . l]
�/�

P [0 . . . l + 1]
�T�+������,����A	 � ���������

P
¤ ¼ � �����=���� � ���   � %¬Ý#����� W ¤¨§O¤gO��	�	 � � � ���M£-� �'��� !:� ���

bord(l)
ø � 	�	 � � � ����� � ���B����Ý#������D�����   � %�Ý#����� W ¤ §-ø����   � ��Ý#������� i+1

ø � �h����Q�=�������(��%�@	 � ���   �L� � ������	 � ���(����� P [0 . . . l]
���

P
¤ ¼ �   � ���=Ý#���e%¬�@� � � ¡ £-���   ��� i+1

	��������=�����M� ¦ �(�!:�   ���?��� P [0 . . . l]
� � ���@�����������=£-����� � �O¹

i+1
���������=������¤ ¼ � �����=���� � ���L� � �=���(��� � ���   �>� � ������	 � ���������

P [0 . . . l + 1]
¤�º � ���   �+¥ ¦ 	 � �(¥�Æ���� �#5   �%� ¦ � !:�   � β = P [i + 1]

�����>�Ý �   � �7� ¦ � !:�   � α = P [l + 1]
ø

�   � ���@� � ��� �¢«#� ��� P [0 . . . i + 1] = bord(l).α = P [l − i . . . l + 1]
¤ ¼ �������9� � ����� ¡ ¥ �8s ���9���   � ��Ý#�������

i + 1
¡�� ��������	 � ��� ! �=��� � �Ä	   ���   � ��Ý7����R�¹������ P [0 . . . l + 1]

£-���������.�Ý �   ���������A	���p%O¹���¤EÉ$�=��������
α = β

� � ���%	 � � «#� ���$��������=����������� ¡ �(���\�����   � !:� ������� P [0 . . . l + 1]
����� � � ¡ �(� � �)��� ¡ �   ���E���

P [0 . . . l]
¤�°�� « ��� � Ý"� � ���$���� � ��� � �=�   � ¡¢� � �"5 α 6= β

¤0�   � �'�/¹O�=�8�(�&� � � ¡ 	 � �%��� !:� ���)���   � ��Ý#�������
i + 1

	 � ���
P [0 . . . l]

¤lgS��	�	 � � � ���Q£S�T�+�   �/¹O�����(�   � !:� ��� bord(l + 1) = ω.α
	 � ���

P [0 . . . l + 1]
�¢« � ¡

²�§
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α

bord(l+1)

ω

0

0

0 k
α

α

ω ω

β

l m

bord(l+1)

ω

bord(l) bord(l)
i

´?µ·¶Q¸ W ¤ § o �  �  ���8�(� � �(� � �i���   � ���   � �(� � �7���9�� ¡ ������� « �h�(9�����(���   ��� !:� �����

|ω| < bord(l)
¤�/%� �7�   � ��� ω

	���p%�¹O�����
P
	�������£-����	���p%�¹O�����

P [0 . . . l + 1]
¤ º$��	   ��� ω

���8�9���
���OR�¹O�i���

P [0 . . . l]
	����=��£S���

ω.α
��������� !l� �������

P [0 . . . l + 1]
¤ ¼ � �����

|ω| < bord(l)
� �p���

�����������ø ¡�� ���\�   � %¬Ý#����� W ¤¨§   �'�  �  ���8�(���"ø�£-��� ω
����� �   � � � �=�D	���h%�¹O�A���@����R�¹O�A��� bord(l)

¤ ¼ � �\����   �����L���   � ��Ý#�������D� � ¹O��� �   � �¢« � ¡%¡ �/���(��	�� � 	�������(�ø-�   ��� � Ý#�h�L��� !:� ���\��� bord(l)
¤ ¼ �����(�%�����(� � �(� � ����8�@�  =  �����(���� �¢« � ¡   � 	 � �����=� !¬� �����%���   � %¬Ý#����� W ¤¨§S¤�gO�   � � �J����	l�����@	 � �?��� � � « ���?���J�(�   � � � ω

ø � ��������Æ���� �¢« � ¡   � !:� ������� ω
¤

¼ �����(�<���   � �(� � �&���>�� ¡ ��������� ¡ �<��������� !l� ������	 � ��������	 � ���(����� P
	:�����C���+�G¹�	����=�����C� � ���   � � � ���\������ «�� ���(��m

bord(P [0 . . . l + 1]) =

{

bord(P [0 . . . l]).P [l + 1] si bord(P [0 . . . l]).P [l + 1] préfixe de
|

bord(bord(P [0 . . . l]).P [l + 1]) sinon

à{á wXâ ¼ ý w �È� t õ Ç ã ì"õ ® . n Ö"! 2 ò ¯h® Õ È õ F . ï ./H{Û0ºÝ.fÛ¬I õ ® ºÝ. ô�õ .hºEI F Ç Õ 2 . F È Õ ã@ò õ F K/I ® 2\2 .{º=I F ì"õ . õ ®o Û¬I õ ® ºÝ. é I õ éhý Û�Ç"È�È�. ®GF P [0 . . . 12] î . é ÇI¹"I Õ ® bord(12) = ð�ï ; ï;ô`ïpð�ï ; = P [0 . . . 4] Ö å I õ ® 2 ò È�. ® H Õ ýF . ® ºÝ.$K/I ® 2�2 õ é I õ éhý Û�Ç"È×È�. ®GF P [0 . . . 13]
I F ® . ì Ç ® 2 . 2 Ç F�é õ F Û ® ./H Õ . ® È�./H{Û éQé Õ bord(12).P [13] =ð�ï ; ï;ô`ïpð�ï ; ï;ô . é È õ F K/I ® 2 Ö å I õ ®k¯ .hºhÇ Õ º é õ'¢ È 2 I F�¯ 2 .�È�. é È�. ®�é Õ P [13] = ô ./È P [5] = ðeé I F È

ò ì Ç õ ï�î ¯ . ô�õSÕ F Þ . é È�Û�Ç é ºÝ. ¯ Ç é Ö ç
Ç F�é õ F . ò È�ÇhÛl. Û ® ò ¯ ò 2 . F È�.�I F ÇI¹©Ç Õ È ¯ ÇIº ¯ õ º ò ºÝ.<K/I ® 2
2 . P [0 . . . 4] /
bord(4) = ð�ï ; Ö$# F ¹ ò ® Õ ã . Õ ¯ ÕLô�õ . bord(4).P [13] = ð�ï ; ï;ô . é È õ F K/I ® 2 Ö õ .�K/I ® 2 bord(13) é . ® Ç2 I F�¯¸/ bord(bord(12)).P [13] = ð�ï ; ï7ô Ö

¼ ��� �   Ý � ���h�(¥����L�� ¡ �������e� 	:�����\�/�?�T�+/� �"!   �=�   � � �"!   �Q����� !:� �����C���\�(���\	�� O(n)
ø ¡�� ���(� � �=�����������

�   � �   Ý � ���h�(¥������ � øN�1£-���;���8������������	��>£-� � ��� � �(��£S���"¤
% â û ý û×ú ü â û þ � ÞHw ýèü â ü à ý w)ÞHw ú à þ�ÿ Þ ú¯���� � 	�	   � ¡�� �(� � �e���=��� ¡ �(�.��� ¡ �������
��� ¡ ¥�����£-���&	:�����$,��(���   � ��/�(� ¡ �(� � �)�T�+���)	 � ��������� � �)�������)� �'���i¬�O¹l¤�°C�)��ql���¢ø � �*	:���O�$��� « ��� � Ý#���%£-� � � �   ��������� ¡�� ��� �:s �(���   � ��� �÷ö � ¡ � � �=��� �   � �¢«�� � ¡ �"ø � �*�� �   �=���

²#²
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bord(13)

l0 m

i0

0 k

bord(12)

ω ω ω ω

a ab bc a b c b ca c b

a b c a b a c b a b c a b

a

a b c a b a c b a b c b ca

bord(12) = a.b.c.a.b

bord(13) = a.b.c

b a b c b

´?µ·¶Q¸ W ¤+² o °M¹O���\	   �9��� ¡¢�   ¡ �   ��� bord(13)
��� � � � ¡ ��� � �7���

bord(12)

  � ������� � ��� « ����������	:����	 � �����(� � � � �y�è���A��� � �\����������£-���   � � �P��� �� ���.���ª� � � « � � �p� ¦ � !:�   �����   ��(� �÷ö � ¡ � � ������¤ ¼ �����(�>������ ¡ �(� � ��	:���O�?���+�/qT� ¡ �������D������ql���C����������	��C����   Ý#��& ¡ � �   �%¡�� ��� � ����� � � ¡ �>�����!:� �����D	:����������� � ���D���<�� �   �������   �>�� ¡��   � Ý"�<���J	 � ���(�����J� � ��� �¢«#� ��� � ���   �����Q�������/�(�����(���L����� ¦ � !:�   ����   � ��� �÷ö � ¡ � � �=���"¤ 0 �C� � � ! ������� ¡�� �\	 � � � ��� � ���T����� º Õ F ò Ç Õ ® . ���   � � � �  =  �B���   � �(� �Âö � ¡ � � �=�������.�����(�����¤

 þ � ½�ý á ú�û þ �(' ü ¼ ¼ ý û ½#ü â û þ �*)"� þ â ÿ w ¼ ÿ÷þ à ý ßXâ ü â û À á?w
º � ���<� � �����A� � ��Æ   �   � �   Ý � ������¥��\�8� Á�|3� qT���.�����>	l������	l� ¡ �(� « ���$�=������������ � ���(����ø � � �Â«"� �=�Äm

o 	����=��£-���   ���<�(� �÷ö � ¡ � � �������$� � ���%����	�����������(���� ¡�� ���\�.�����%���£S����� ¡ ���.��� ù�� �����$��� �¢« ����������9�/�
  ���<����£-��,/�(���A� � ���%�G¹O	������\���� �   � � �=���.����	 � ���(��������ø ¡ ���$��� ¡ ¥�����£-�����%��������	l����	 � ���h�(� � ��� � ���	:�����\�/���(�����A���&��/�(�������=�����$���&� � ����Æ���� � 	O�(�=���=����.���P� � � ! ���
��� ¡�� �\	 � � � ��� � ��� # �/�A� � � ¡������	��>��� ¡¢�   ¡ �   )?  �A������   � � �>�����>����£-��,�������r

o �   �����9	:��� ¡�� �O�(���S¹P� �'�� �"!   ���$�����&� �"!   ������� !l� �����   � �������   �J¡�� ��	��   � �(� � �e� �+����������£S��,��(��ø������� � ���
��� � �ª���(�   �=������� �   Ý � ������¥���� � 	����=���=������ ¡�� ���8�(��� ¡ �(� � �n���   � � �"!   � ¡�� ���\��� � ���� Á�| r

o ���
����¥ � ���³���   � 	�¥ � ���?�8� � ���=£-������� ¡�� ��������� ¡ �(� � �
���   � � �"!   ������� !:� ������ø   �+�����   �=� � �(� � ����� ¡ �������� �"!   �
���8�9	 � ����� !   � ¡�� ���\� � �   � �\« �Ä	��� ¡ ��������\���-�9	 � ���$������ ¡ �����A����� �O¡�¡ ��������� ¡ ��� �'���	 � ���(������� � ���D��� i¬�S¹����Q� � ���������ø-� � ��� �¢«"� �=� � ���   �����@���Q� ¦ � !l�   �������   � �(� �÷ö � ¡ � � �����"¤ ¼ �������	�� � 	����=���J������	 � �8�(� ¡ �   �=Æ������������.�=���(�������� � �-���e	 � ����� � �
�(� �Âö � ¡ � � �=�����&£-���?� � ��� ¡�� ���8�(�������(���� �k�è���>�/� � ������������ø   ���Q� � � « �  =  ���>	 � ������� � ���@���  �����&� � ��� � �-�>���ji¬�S¹e���9� � ���������¤

0E� ���hR ¡ �   �(%������� � � � � 	������ ¡ �/� �   Ý � ������¥��\� � � � �>	 � ���(�������>£-���;	 � ����Æ�������������� «�� ��� �"!   ����¤
² V
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i ý ¬ þ�ÿ û â ¿ â weÞHw+��� � ß�â7w � Þ³á
¼ � �����=���� � ���   ��	 � ��������� P =

¿ Ð � Ð _Ra Ð ¿ Ð � Ð ¿ Ð � �¢« � ¡ �����������=£-��� «�� ��� �"!   ��_Wa)���   �'�/¹O����	   ����   � %�Ý#����� W ¤ V ¤

?
b

à Ý�á®Û|×¤ë�ã'ÚGÓAæVÕÆë�ÜVÖ§Õ'Ú£Ô§Õ'ê¸Õ'×�ÔBë�Õ Í ç-,�ê�ÝYÛ|æVÕ'çÇåë�Ö§Û|ÜDÔ§Õ8Õ£ÔÇÛ|×õÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVÕ.�	�¶å�ò

Ó-Ý ÓfÝÏÓfÝ÷¹ø

Ó-ÝÎÚÞÓ-ÝÞÓßÚ

ÊfÌÎÍ0/2143É

i i + 6

ÒYÓXÔ�Ô§Õ£Ö§×
Ô�ÖØÓGÙ«Õ'Ú£Ô§Û|ÜDÖ§Õ

ÝÓÓÝÓ ÷¹ø

ÓßÝßÚÏÓ ÓÝ Ú
à Ó|áéì�×õã'ÚØä�Õ'Ú8ç�Õ=Ò Ö§Û�ë�ì�ÜDÔ¹åpæ�ÓpÒ�Û|ç'è 3

�	��Õ'çOÔÇÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'Õpå�ó

ÊÑÌÎÍ0/2143É

i i + 6

´Dµ·¶Q¸ W ¤ V o ¯��e�� ¡¢�   � Ý#�A	 � ���>����	 � ��������� �¢« � ¡ ����� «"� ��� ��!   ��¤
Ä%� � ���p���n ¡ ¥�� ¡ ����	�� � �����h�   � ���.���   � ������� � �(� « �\��� ¡�� �\	 � � � ��� � �Tø �   � 	 � �����(� � �ÄÊ�ø?_RaP���8�

�=����� � � ¡ ���� � ÃO¤lgO�;� � ��� ¡�� ���������� � ���   ��¡ ¥ �8s ���
¿ Ð � Ð Ã Ð ¿ Ð � Ð ¿�ø   �A	   ���   � ��Ý�	���p%�¹O�.£-���;���8� � ���������������R�¹O�&���8�A¿ Ð �l¤ ¼ ��	l����� � ��� ¡ �
�� ¡¢�   � Ý#� � ���-�   �   �'�=���8� � � ¡ � � ��� � �7����_Ra7����� � ����	 � � «#� ���   �����¡ �/����� «�� ��� �"!   ������ � ��� � �=� � ��� � ���(���L� ¦ � !:�   �"¤8°��&��ql���B�   ���8��� � �=���(��� � ���B	 � ����� !   �D���L����	l����	 � �����  ���D��� � ���?	��������=�����D� ¦ � !:�   ���?��� P [0]. · · · .P [5]
�Â« � ¡   ���D�(� � �=�C����������������øO���i�� �"!   �=��� � ���L£-���{_Ra������

  ���� � ¿ ÇhÛ ®(4|é   �A�� ¡¢�   � Ý#��¤

?
ÓßÝ ÷ÇøA÷ ,õÝ ÷65 Ý

ÝÓÝÓÚÝÓ
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i i + 6

ù�ú�ûØûÅüAý£þ
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i + 6ià Óâá®ã'ÚØä�Õ'ÚÆå�æ�ÓpÒ�Û|ç'è 3:9 �	��Õ'çOÔÇÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'Õ<å�ó 9
��;�å�ò 9 Õ£Ô6�	<¶å�ò à Ý�áéë�ã'ÚGÓAæVÕÆë�Õ Í Ò�Ûaç'è�ðâÕ£Ö§çqæ�Ó�ë�Ö	ÛaÜVÔ§Õ 9 ���¸Õ'çOÔÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'Õ<å�ò 9 �	;�Õ£Ô=�	<�×?> Õ'çOÔÇÒYÓXçBÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'Õ

´Dµ·¶Q¸ W ¤ XÂÁ o ¯<���� ¡¢�   � Ý#�A���\	   �=£-� � ���L�����.��� ! �8�(�h�(����� � �
¼ � �����=���� � ���e���������h�(�P��� ¡�� �7	   ��� ¡�� ��	   �/¹O� �#5   ���7�=����� � � ¡ � � �(� � ��� ÇhÛ ®|4|é   �*�� ¡��   � Ý#�*����

	:�����������>�����@������� � � ¡ � � ��� � ��� ÇI¹©Ç F È   �' ¡ ¥�� ¡ # %�Ý#����� W ¤ X¢Á5) ¤[� ¡ �l���i ¡ ¥�� ¡ �=������� « ������� �   � 	 � ���h�(� � �JÊ�ø_Ra�/� � ���A������� � � ¡ �=�� � ÃSø�_RÉ � ¿7���m_RÊ � ¿�¤ 0 �&�����  =  �����Q�� ¡¢�   � Ý#������	:����	 � ���   ���<�(� � �=�<	������\�������� ¦ � !:�   �������3	 � ���(����� �¢« � ¡   �����(� � �=�����������������\� ¦ � !:�   ���\���   � ��� �÷ö � ¡ � � �=����ø �Â« � ¡ ������� � � « �  =  ��=����� � � ¡ � � �(� � �i���Å_Ra � ¿�� � �������Q£-���Å_WÉJ���&_RÊi���9� � �-�>	   ���Q������� � � ¡ �������¤ ��� � � ���Q£-���9� � ���   � ¡�� �	�����������   � � � � « �  =  �A�=���8� � � ¡ � � ��� � �J���Å_Wa «�� �O�   � � � ¡ ���������A�=���8� � � ¡ � � ��� � �7��� _RÊ�¤l� ¡ �;��� ¡�� ���   � � � � �
 �¦ ���
����	 � ���(�����   � ���>���   ��¡�� �\	��   � �(� � �-� � ���������>� � ���(�   �'�=�[� � ��� � �(� � �i�� ¡ ����� � �=���.	 � ���<�� �   �=�����   ���� ! �������(�O�(� � ������� «��   �������   � ���Q���   �' «��   � � ��� � � ¤

¶ ��� �   ���\�����Q���)���������=���>�G¹����\	   � # %¬Ý"����� W ¤ X#X*) � � ���(���A£-���   � !:� �������	l�����)	 � ��� � ���Q���   �+������� � �[�¡ � � �(� � ������� «"� ��� ��!   ��� ÇI¹©Ç F È   �
�� ¡¢�   � Ý#��¤lº � ����%�Ý#����� W ¤ X#X ¤ � ø����* ¡ ¥�� ¡ ���-����� « ������� �   � 	 � ������� � �Ê�¤�gO�   � � � ¡�� �����=��Æ����&��� !l� ���P���   � ��Ý#������� W ø   �
����R�¹O�\¿ Ð Ã Ð _RÉ Ð _Ra*	:���O�A,������&����	l����	 � ��������   �

V#Á
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	���p%�¹O�J¿ Ð _Ra Ð ¿ Ð Ãe���v_Wa)�����   �= � Ã �¢«�� ���9£-� � � ���   �=���   ���� ¡��   � Ý#�"¤ ¼ ��� �'���8�.	 � �   � ¡�� �9� � ���   �%¬Ý#����� W ¤ X#X 	����=��£-����_Ra
�����C������� � � ¡ �=�� � �T¤5gO��� � ��� ¡�� �����=���� � ������� !:� �������   � ��Ý#�������C6Sø   �?����R�¹O�_RÉ Ð _Ra\� � ���L,������%����	l����	 � �� � �7	���h%�¹O�.¿ Ð _Ra�¤ ¼ � ¡ � ���8�>	 � ����� !   �������   ���\���-�@����_RÉ������>������� � � ¡ �=�� �¿�¤l� ¡ �   � 	 � ����� ! �   ���(�� � � 	�	   �=£-�����Q��� !:� ���e���	l�����)���   ��«��   � � �(� � � ¡�� ��� � ���(��¤

?

i i + 6

ÓßÝ ÓßÚ ÓßÝÎÚ
Ó ÷Çø Ó-Ú ÷ , ÷Çø Ý
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à Óâáµã'ÚØä�Õ'Ú=åpæñÓpÒYÛ|ç'è 3P9 �	��ÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'ÕpåQ
 9 �	;¶å
ë�Õ8æöÛa×�ï|ì�Õ'ì Ö / ×�> Õ'çOÔqÒYÓAçqÒ�Û|ç�ç�ÜöÝ æöÕ|èò�Ò�ì Üöç	íîì�ÕR�	��Õ'çOÔBÜö×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'ÕÆåQ
 9 æVÕ8Ý�ÛaÖØë
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i i + 6 à Ý�á®Ò�ì�ÜVç	íîì�ÕR�	;�ã£ÔØÓAÜDÔÇÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'Õpå�ò 9 ÓAÒ Ò�æöÜ�íîì�Õ£ÖæVÕ8Ý�ÛaÖØë ë�ÕRæöÛa×�ï|ì�Õ'ì Ö Ì Õ'çOÔBÒ�Û|ç�ç�ÜöÝ æöÕLôYÓXæVÛaÖ§ç6���Õ'çOÔÇê�ÓAÜV×�Ô§Õ'×YÓA×�Ô ÜV×�çOÔØÓA×�Ú'ÜVã'ÕpåQ
Yè

Ó ÷¹ø ÓßÚ ÷ , ÷Çø Ý
ÓßÝ ÓßÚÞÓ-ÝÎÚ

´?µ·¶Q¸ W ¤ X#X o ¯����� ¡¢�   � Ý#�A���	l����� � ���<���   �'�=���8� � � ¡ � � �(� � � ¡�� ��� � ���(�9����� «�� ��� �"!   ����¤

Ä ü â ü à ý w*Þ?w ú à þ�ÿ Þ ú
¼ � ���\�
� � ���   � �¢«"� ��� « �P� � ���   ���%�/¹O���\	   ����	��� ¡ ��������(��ø   � ¡��   ¡ �   ����� !:� ����� � �����   �=�����   � ���� �'�������(����� � ��� « ���T�+ «"�   � � ��� � �)�����z� � �8�(���\���-�   �= � �O¹P������� � � ¡ � � ��� � ��������� «�� ��� �"!   ����¤Tº$��	   ����øT����� ¡¢�   � Ý#��	:���O�%��/�(�����\�������<��������� ! �8�(�h�(����� � ������� «�� ��� �"!   ���<£-���³���	:�����Tø 	 � �8�(�=�  =  ��������� � �)� � � � �

  ���\�����¢øS���   � ��� ! �������(�O�(� � � ¡�� ��� � ���(�   � ���L���   �' ¡ ¥�� ¡ ¤ ��� ���L��p%¬���=��� � ���@� � ���-����� � �-�   � � � �(� � �����K/I ® 29	 � ���Q�����<	 � ����������� �Â« � ¡9«�� ��� �"!   ����¤
Ó ß � �³û â û þ � � $ Ô�� þ�ÿ Þ Þq�há � ¼ ü â¢â7w ÿ ��Ø t é I Õ È P õ F Û�Ç"È×È�. ®/F 2 .¾º=I F ì"õ . õ ® m Ö Ù F K/I ® 2ª2 .

P. é È õ F È ® Õ Û0ºÝ./È (length, νmin, σshift) î I8Ü νmin

. é È õ F .�¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F ./È σshift
õ F . é õ K é È Õ È õ È Õ I F î ô�õSÕé Ç"È Õ érq I F ÈfºÝ. é Û ® IÛ ® Õ ò È ò é%é õOÕ ¹©Ç F È�. é¸/

Z νmin(σshift(P [0]. · · · .P [length− 1])) = νmin(P [m− length]. · · · .P [m− 1])

Z Õ º F Þ . ï Õ é È�.	Û�Ç é õ F K/I ® 2 e′ = (length, ν ′
min, σ′

shift)
ÇI¹I. ¯ ν ′

min ⊆ νmin
Ö

¯�� !l� ���
e = (length, νmin, σshift)

�� ¡ ���������*�� ¡¢�   � Ý#�.���.� � �  �  � m− length − 1
¤ 0E��«��   � � �(� � �

νmin

�/¹O	����=���   �i¡�� ��������� � �Ä�� ¡ ����� � �=���\���.���OR\� � ���(�\	 � ��� � 	�	   ��£-�����A��� !l� ��� ¤?°��ª��ql���¢øE���   � � �¡�� ��������Æ���������� «��   � � �(� � � ¡�� ��� � ���(� ν
ø   � !:� ��� e

���8� � 	�	   � ¡��"!   �A���E���$�����   ������������� νmin ⊆ ν # � ������ � 	 � ��� � �=��£S���
ν
���8� ¯ I©H{Û�Ç"È Õ K3ºÝ.��¢« � ¡ νmin

) ¤ ¶ �=� �   ��������� σshift

�����   � ��� ! �����������(� � �N���(�   ������	 � ���Q�=����� � � ¡ �����   ��� «"� ��� ��!   ���@��� !l� ��� � 	���Æ��   �A�� ¡¢�   � Ý#�"¤
gO��	�	 � � � ���)£-���   � ���e� �+�����p������� � ��� « �p���p����	:����	 � ������� � �¾� �'��� 	 � ���������

P
�����������ª�(� �÷ö � ¡ �� � �=���

T
����	�� � �����h�J���3 ¡ ¥�� ¡ �   � 	 � �����(� � �

l
���

P
¤�gS�

(length, νmin, σshift)
�����J��� !:� ���Ì���

P [0]. · · · .P [l − 1]
���

νmin

���8�9���Ä� � ��������������� !   �����   �J«��   � � �(� � � ¡�� ��� � ���(� ν
ø �   � ���%� � ���A	 � �X�«#� ������ ¡��   ��� P

���
l − length − 1

� ¦ � !:�   ��� « �����   � ��� � �h�(�7������� ¡�� �\����� ¡ ���   � �(���-� � �(� « �7���
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����	l����	 � ���h�(� � � �   � 	 � ���h�(� � � length+1
���

P # «#� ���v%�Ý#����� W ¤ X 6 ) ¤ 0E� � � � « �  =  � «��   � � ��� � � ¡�� ��� � �-������8�
ν ◦ σshift

¤ �<� ���>�  �  ���8�(� � ��� ¡ ��� ¡�� � ¡ ��	���� �¢« � ¡   �+�G¹O����	   �%����� «�� ����¤

ú�S�ú�þ�ûT �NU5ü��

ù^úîûØûÅüAý£þ
ûÅý¨ú�ÿ§ü��¨û����ñýÅü

ù^úîûØûÅüAý£þ
ûÅý¨ú�ÿ§ü��¨û����ñýÅü

ú�ù5ý�V�WT �NU5ü�� X

l
Y

Y
l

e e

e e

e e

ee

´?µ·¶Q¸ W ¤ X 6 o °B¹����\	   �A��� !:� ��� ¤

à{á wXâ ¼ ý w �[� tb6 I F�é Õ 2 ò ® I F�é ºÝ. é I õ éhý Û�Ç"È×È�. ®GF ?A@ ï ; ï ?as ï;ô`ï ?�Z ï ?A@ ïpð Ö � º�. ï Õ é È�. õ F K/I ® 2 e(3, νmin, σshift)2 .zº=I F ì"õ . õ ® äeÇI¹I. ¯m/
Z νmin = {

?a@\[ ; }
Z σshift = {

?A@\[�?�Z
,
?as�[ ð }

õ I ®(é 2HÞ õ F 2 ò ¯ ÇIºhÇ ì . 2 .7È�Ç Õ ºæºÝ.kä î ºÝ. é I õ éhý Û�Ç"È�È�. ®GF ?A@ ï ; ï ?as 2 I Õ È³,/È ® . é õ Ûl. ® Û¬I é ò ÇI¹I. ¯ ?�Z ï ?A@ ïpð Ö?A@ ® ./H{Û0ºhÇ ¯ .eÇIº=I ®(é ?�Z î¶; ® ./H{Û0ºhÇ ¯ .>?a@ ./È ?as ® ./H{Û0ºhÇ ¯ . ð Ö 6 ./È�È�. é õ Ûl. ® Û¬I é Õ È Õ I F . é È�Û¬I é|é Õ K3ºÝ. é Õ./È é . õ ºÝ./H-. F È é Õ ºhÇ ¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F$¯ I õ ® Ç F È�. 2 .k?A@=. é È ;Âî Û�Ç ®(¯ I F�é ò ô�õ . F È	ºhÇ¾¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F H Õ F Õ H�ÇIºÝ.(. é È
νmin = {

?a@\[ ; } Ö¸ F�é õOÕ È�. î Û õOÕ é ô�õ . ?a@ ® ./H{Û0ºhÇ ¯ . ?�Z î .hºæºÝ.kÛ ® . F 2 ºhÇ�¹©ÇIºÝ. õ ® Ç · . ¯ È ò . .�?�ZFÛ�Ç ® ºhÇ ¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F¯ I õ ® Ç F È�. Ö³õ Ç ¹©Ç ® Õ Ç�K3ºÝ. ?as Û ® . F 2 ÈzI õ Ú¢I õ ®(é ºhÇ ¹©ÇIºÝ. õ ®$ð Ö³õ Ç é õ K é È Õ È õ È Õ I F . é ÈÅÛ�Ç ®K¯ I F�é ò ô�õ . F È
σshift = {

?A@\[�?�Z
,
?as�[ ð } Ö]# F ¹ ò ® Õ ã . q Ç ¯ Õ ºÝ./H-. F È ô�õ . /

νmin(σshift(
?A@ ï ; ï ?as )) = νmin(

?�Z ï ?A@ ïpð ) =
?�Z ï ; ïpð

é õ ÛRÛ¬I é I F�é . F ã F ô�õ .-ºÝ. é õ'¢ ï . 2 .-ºhÇªÈ ® Ç�Ú;. ¯ ÈzI Õ ® . é I Õ È ô�ï ; ïpð ô�õ Ç F 2 º Þ ò ¯ç . ¯ Õ F È�. ® ¹ Õ . F È Ö	õ Ç¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F�¯ I õ ® Ç F È�.". é È ν = {
?A@\[ ; , ?�Z7[ ô } Ö å õSÕ é ô�õ . νmin ⊆ ν î ¯ .ÄK/I ® 2 . é È�ÇhÛRÛ0º Õ ¯ Ç�K3ºÝ.�./È�ºÝ.2 ò ¯ ÇIºhÇ ì . 2 . º=I F ì"õ . õ ® ä�Ûl. õ È&,/È ® . ® ò ÇIº Õ é ò Ö õ Çk¹©ÇIº õ Ç"È Õ I F ÇhÛ ®|4|é ºÝ. 2 ò ¯ ÇIºhÇ ì . î I"K�È�. F õ . . Û�Ç ® È Õ ® 2 .ºhÇ é õ K é È Õ È õ È Õ I F î . é È /

?A@
= ν(σshift(

?A@
)) = ν(

?�Z
) = ô î ./È8?|s = ν(σshift(

?as
)) = ð Ö

0E� �(����� � ��� « �����&����	l����	 � ���h�(� � �*���8�A�� �   ������
	 � �   � �   Ý � ������¥����^�?�L¾5¿�Ü+¾5¼_�|¿Ä	�����������( ¡ �e��������� � ����¤�?��¾5¿:Ü+¾5¼_�|¿)���8�%��� «"� £-��   � ����£-� �'�����
� � � « �  =  �
/�(��£S��������� s
����� ¡�� � ¡�� �(����� � �����9�(� �÷ö � ¡ � � ����� T

¤

V 6



�B��w��l��x�{GypCSt��C�Bx��=���=~(w�x��è�÷} C-tësSt%©Rª/w��«H�wOx��×�Â}���y|~<{/yGFYH�I÷x�y|~

�   	�������� ¡�� �\���7	 � � � ��Æ��(������� �'�����(����   �e� ¦ � !:�   � s
ø   �P«"�   � � ��� � � ¡�� ��� � �-���

ν
���   � 	 � ���h�(� � �

¡�� ��� � �����
l
� � ���

P
¤`���L¾5¿�Ü+¾�¼��â¿e�(�������   � ����	:����	 � ������� � �e��������� T

���   �A����R�¹O������	 � ���(����� P
���

�� ! ��� � �-�$���   � 	 � ������� � � l
¤È�   ����� � �������   � � � � « �  =  � «��   � � �(� � � ν ′

�/�   � � � � « �  =  �.	 � �����(� � � l′
� � ���

P
¤

acb�d�e\fgd�hjikegl
s, l, ν mn8ocprqksutwv

s
l"x�y-z|{�}�~�y-y�~$�7~$���Qy-�H�k��~N��y���z���~ m�� l l����	�-z�y-z|�����N��}7�H���uy�~�������� P m�� ν l�������}\��y-z|���w�N��}7�H����y�~ m�g� qkpK��twv

ν ′ l�����}7��~����|~$�	����}\��y-z|�����c��}7� P m�� l′ l��7���P���\��z���~��c�	��z�y-z|�����Qy�~N�-y�~���������� P m� s��`��p
� � l P [l] ∈ V

t�p
P [l] 6∈ bound(ν) m¡ �¢ � q �R£	£ P [l]

~N��y�}7��~6�����-z���¤7�|~$�\����~����N����~$z����-yH������z|xN~
ν ′ := ν ∪ {P [l]/s}
l′ := l + 1� �"o � o � � l P [l] = s

� � l
{P [l]/tl} ∈ ν

t�p
tl = s m¥ �¢ � q �R£	£ P [l]

~N�-y�x�¦����j�§l"��}w�7xB�-�Qz����-yH������z|xN~$�\��� m s
ν ′ := ν
l′ := l + 1� �"o � o £	£ �-}7��~��-�c�	�-z�y-z|���§z�¨.���	���-z�¤7�|~�~���y-��~ P [l]

~�y
s
v ����}7y-z���z|��~8�|~6¤������

� � l l = 0 m¡ �¢ � q �qkt�p � �jq�ojt l
∅, 0 m £	£ª© �����7~8¤����������7�7��z|�r��¤7�|~ v �����7xN�r���|~��|~8�\��y-y�~��-�w~��uy-z|~��� ��o � o l

ν ′, l′ m v¬«®ª¯�°²±j³ e\´=hµfg¶·l
ν, l mqkt�p � �jq�ojt acb�d�e\fgd�hjike�l

s, l′, ν ′ m¸ o
¸ o � �
£	£.¹ z?�����º��y-y�~�z���y��|~6�7~��-�7z|~��]�-»u¨R¤c���|~��7~ P

�H�������N����z��=�g¼½xN����~N� � ���Qy-�H�k��~N��y���z���~R~N�-y��k����}7y�xN~R��}���xN�-}7��yH��y� � l l′ = m + 1 m¡ �¢ � q ��k�-��}7y�~N¾��H�k�-~N��y���z���~N¿]}�À�~N�-}7��yH��yKl m£	£ ���w�7xN�r���|~6�|~8�\��y-y�~��-������}7���7x�y�~N��y�~���}7��~6����}7��~����|~��u�N��}7�-��~����N~��c�	����z�¤7�|~8�7��}���yH�����l
ν ′, l′ m v¬«®ª¯�°²±j³ e�´8hµfg¶·l

ν ′, l′ m¸ o � �q�t�p � �?q�o?t
(ν ′, l′)¸ o

gO�
l′
�������Ý �   �   � � � �  =  �%��� P

ø �   � ���   �9	 � ��������� � ��(.�������=Æ���������������� ¡�� ���-�*�/�   � ��� �÷ö � ¡ � � �=������8� �÷ö�� ���(�� � �i������   � � �L���   � ����£-��,����"¤lgS�=� � �Á�?��¾�¿�Ü+¾5¼_�|¿i����� � �������   � � � � « �  =  �<	 � ���h�(� � � l′ < m� � ���
P
¤ 0;� �������   � �� ¡ ��	��(� � ��� �'���N� � � « � � �®� ¦ � !:�   � T

øB�����7����	:����	 � ������� � ������� � � � � � « � � ��(�����(��.���������   �A����R�¹��
���e	 � ���(����� P
�� ! �O� � ��� �   � 	 � ������� � � l′

���   � �(� �Âö � ¡ � � �=��� T
¤

�?��¾5¿:Ü+¾5¼_�|¿ � 	�	l�  =  �   � 	�� �S¡ ��������>À�Á5Â ÙLÃ:¿jÂ=¼MÜÄÃ £-���Q	��������   �7	   ���   � ��Ý !l� ���
e
���   £-���   �«��   � � �(� � � νmin

� � ���>����� � ��������������� !   �9��� ν
¤�¯����m� � ���

e
��� � � « �� # � � ���   �A	������A����� ¡¢� �>�   ��� � Ý#�=� ���� !l� ���e	 � �>��h� � ���>£-���;�� ¡¢�   �   � � � � �   �h�(%����	 � ���(����� ) ø   �A�� ¡¢�   � Ý#�A�������� �   ���� ¡�� �\���A�������9m

o P
���8�%�� ¡¢�   ���� l − length − 1

� ¦ � !l�   ��� « �����   � ��� � ���(�9�/�   � 	 � ������� � � ¡�� ��� � ������� � ��� P��� « �=����� �   � ��� e.length + 1
r

o   � � � � « �  =  � «��   � � �(� � � ¡�� ��� � ���(� ν ′
���8�$�Ý �   � � ν ◦ σshift

¤
À�Á5Â Ù®Ã�¿jÂ=¼MÜÄÃ�	��������)���*����������   �&«��   � � �(� � � ¡�� ��� � ���(�.���   � 	 � ������� � � �"¡ �(���  =  �A� � ���   �9	 � ���(�����
P
�/������� � �������   � � � � « �  �  � «��   � � �(� � � ¡�� ��� � ���(�9�/�   � � � � « �  �  �A	 � ���h�(� � �7� � ��� P

¤

V '
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ª¯�°²±j³ e\´=hµfg¶¡l
ν, l m� s��`��p

£	£Q© ��~������|~N��¤������7���������P��z|xN���ª���Q���	�-z�y-z|���w����y-}�~����|~$������� P � �-y��u�HÅ�xN���\���������:��~$�7~$�|���7¦	}�~�}7���7xN������z|���H���uy�~
ν ′ = ∅Æ � �?qºÇ�È  7É �?t e

�   o � Bords[l] ÊË  ��q�t� � l e.νmin ⊆ ν m¥ �¢ � q �£	£QÌ �§¤�������~N�-y�y-����}7��x � x���~��uy-}�~����|~�¨Í~���y8�|~8¤������§�\�����7x�ÎÏ��}7y]�7����y����Q�|���7¦	}�~�}7�=~N�-y 0£	£QÐ xN�r������¦�~��N���-��~N��y]�:}§�\��y-y�~��-�
l′ := e.longueur£	£QÑ zLÒ7~8���ª����}7��~����|~$��}7¤��-y-z�y-}7y-z|�����N��}7�H����y�~
Æ � �jqÍÇ�È  7É �jt {xj/t}

�   o � σshift ÊF  ��qkt� � l t ∈ Σ m¡ �¢ � q � ν ′ := ν ′ ∪ {xj/t}� �"o � o ν ′ := ν ′ ∪ {xj/ν(t)}¸ o
qkt�p � �jq�ojt l

ν ′, l′ m¸ o � �¸ o
¸ o

¼=Ó:Ô�Õ×Ö�Ø�ÙkÚ�Ó:ÔcÕQÛ � Ú$Ü ¹ Ü � Û   Ü   ÜºÛ �uÝ�Ý Ü�Ú×Ô P =
¿ Ð _Ra Ð � Ð ¿ Ð _Ra Ð _RÉ Ð Ã Ð�Å ¤ ¼ ¥ � £\Þ Ü � Ó:Ö�Õ £�Þ`ß¬Þ Ô�Ù ¡ ¥ Ü ¡ Õ�ÜÛ�Ú×Ó²Ø Þ Ö Ý �   � Û?Ó:Õ�Ö Ý Ö�Ó:Ô l = 6

Ø Þ Û �uÝ�Ý Ü�Ú×Ô ø Ô�Ó Þ Õ �¢« Ó:ÔcÕºà?Ü�Õ×Ó:Ö�ÔáØ�Ü ¡ ÓPÔ�Õ�Ö�Ø�Ù�Ú×Ü�Ú   ÜkÕºà?Ó:Ú×Ø�ÕÍÕ Þ Ö «"� Ô Ý ÕÛ?Ó Þ Ú   Ü.Õ×Ó Þ Õ � Û �uÝ×Ý ÜkÚ�Ô P [0]. · · · .P [5] =
¿ Ð _Ra Ð � Ð ¿ Ð _Ra Ð _RÉáâ

ã (0, ∅, ∅)   Ü.à?Ó:Ú�ØäÛ � Ú�ØcÙ � � Þ Ý £�Þ Ö ¡ Ó:Ú�Ú×Ü�Õ�Û?Ó:Ô�Ø � Þ Ø�Ù ¡¢�   � Ý Ü.Ø Þ Û �uÝ×Ý Ü�Ú×Ô�ÜkÔ Ý Ö�ÜkÚ`å
ã (1, {

_RÉ
/
¿
}, ∅)

ø Û � Ú ¡ Ü £�Þ Ü§Õ�Ö
ν
Ü�Õ Ý9¡ Ó � Û �uÝ Ö�à   Ü �¢« Ü ¡ { _WÉ / ¿ } # ¡ ß Ü�Õ Ý � � � Ø�Ö�Ú×Ü ø   � ØcÜ�Ú�ÔcÖ Æ Ú×Ü^Ü�Õ ÝÞ ÔæÕ×Ó Þ Õ � Ü�Ô�Õ×Ü � à   ÜçØ�Ü   � ÛcÚ�Ü � Ö Æ Ú�Ü ) ø �   Ó:Ú×Õ   Ü+Õ Þcè�¹ ÜçØ�Ü   �¥Ý Ú �Âö Ü ¡kÝ Ó:Ö�Ú×ÜéÜ�Õ Ý Ø�Ü   � � Ó:Ú � Ü

ü Ð _Ra Ð � Ð ¿ Ð _Ra Ð ¿�ø Ü Ý Þ Ô�ØcÙ ¡¢�   � Ý Ü.Ø ßêÞ ÔÁÕ ¦ � à?Ó   Ü.Ü�Õ Ý Û?Ó:Õ�Õ×Ö�à   Ü_å
ã (2, {

_Ra
/
¿
}, {
_Ra

/
_RÉ
})
ø Û � Ú ¡ Ü £�Þ Ü�Õ�Ö

ν
Ü�Õ Ý
¡ Ó � Û ��Ý Ö�à   Ü �¢« Ü ¡ { _Ra / ¿ } ø   Ü�Õ Þ²è�¹ ÜwØ�Ü   �ëÝ Ú � �ö Ü ¡kÝ ÓPÖ�Ú�Ü.ÜkÕ Ý Ø�Ü   � � ÓPÚ � Ü ü t ü Ð � Ð ¿ Ð ü t ν( J ( )

¤`ì Ó Þ Õ$ÛjÓ Þ « Ó:ÔcÕ�Ú×Ü � Û   ��¡ Ü�Ú ¿ Ð _RÉ Û � Ú ¿ Ð _Ra:ø   �Ô�Ó Þ « Ü  =  Ü.Ö�Ô�Õ Ý(� Ô ¡ Ö �uÝ Ö�Ó:ÔëØcÜ _Ra Ù Ý|� Ô Ý   ß � Ô ¡ Ö�ÜkÔ�Ô�ÜÍÖ�Ô�Õ Ý|� Ô ¡ Ö ��Ý Ö�ÓPÔëØ�Ü _RÉ å
ã (3, {

_RÉ
/
�
}, {
_Ra

/
_Ra
})
Ü�Õ Ý Þ Ô�à?Ó:Ú×Ø ø Û?Ó Þ Ú$Ø�Ü�Õ$Ú � Ö�Õ×Ó:Ô�Õ6Õ�Ö � Ö   � Ö�Ú�ÜkÕ ¤

ì Ó Þ Õ$Ô�ÜÍÛjÓ Þ « Ó:Ô�Õ Ý Ú×Ó Þ « Ü�Ú � Þ ¡ Þ Ô�à?Ó:Ú×ØÁØcÓ:Ô Ý   �   Ó:Ô ÝPÞ Ü Þ Ú6Õ×Ó:Ö Ý8í Ó Þ b ¤
¼=Ó:Ô�Õ×Ö�Ø�ÙkÚ�Ó:ÔcÕ � � Ö�Ô Ý Ü�Ô � Ô Ý Þ Ô�Ü Ý Ü�Ô Ý(�uÝ Ö « Ü�Ø�Ü�Õ Þ Û?Ü�Ú×ÛjÓPÕ�Ö Ý Ö�Ó:Ô.Ü Ý Þ ÔºÙ ¡ ¥ Ü ¡ Õ×Ü]Û�Ú×Ó²Ø Þ Ö�Õ � Ô Ý �   � ÛjÓPÕ�Ö Ý Ö�Ó:Ô
5
Ø Þ Û �uÝ×Ý Ü�Ú×Ô ø �Â« Ü ¡

ν = {
_Ra�¥#¿

,
_WÉ�¥SÃ

}
¤cî �
«��   Þ �uÝ Ö�Ó:Ô ν

Ô ß Ü�Õ Ý Û � Õ ¡ Ó � Û �uÝ Ö�à   Ü �¢« Ü ¡ νmin

Ø Þ àjÓ:Ú×Ø
(3, {

_RÉ
/
�
}, {
_Ra

/
_Ra
})
¤ ¼=ÜkÛjÜkÔ�Ø � Ô Ý Ü  =  Ü6Ü�Õ ÝL¡ Ó � Û �uÝ Ö�à   Ü �¢« Ü ¡<¡ Ü  �  Ü6Ø Þ àjÓPÚ�Ø (2, {

_Ra
/
¿
}, {
_Ra

/
_RÉ
})
¤

|B� Ú ¡ Ó:Ô�Õ×Ù £�Þ Ü�Ô Ý ø Ü�Ô Þ Ý Ö   Ö�Õ � Ô ÝA¡ Üwà?Ó:Ú�Ø ø Ó:ÔïØcÙ ¡¢�   Ü   Ü�Û �uÝ×Ý ÜkÚ�ÔáØ�ÜwØcÜ ÞO¹ Õ ¦ � àjÓ   Ü�Õ « ÜkÚ�Õ   � Ø�Ú�ÓPÖ Ý ÜÜ Ý Ö�ÔcÖ Ý Ö �   Ö�Õ�Ü Þ Ô�ÜÁÔ�Ó Þ « Ü  �  Ü Ý ÜkÔ Ý(�uÝ Ö « ÜÁØ�ÜÁÕ Þ Û?Ü�Ú×ÛjÓ:Õ×Ö Ý Ö�Ó:ÔðØ�Ù � � Ú×Ú � Ô Ý �   �éÝ Ú×Ó:Ö�Õ×Ö Æ�� ÜëÛ?Ó:Õ�Ö Ý Ö�Ó:ÔðØ Þ
Û �uÝ×Ý ÜkÚ�Ô �Â« Ü ¡   � Ô�Ó Þ « Ü  =  Ü «��   Þ �uÝ Ö�Ó:Ô ¡ Ó Þ Ú � Ô Ý Ü ¤

ñ í
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 þ �1ú â ÿ á ½ â û þ � Þ?w ý×ü â ü à ý w*Þ?w ú à þ�ÿ Þ ú
¯ Ô�Ü Ý Ü��	��Ô�Ö�
 Þ ÜRàcÚ Þ Ý��� Ü6Û?Ó Þ Ú���ÓPÔ�Õ Ý Ú Þ Ö�Ú�Ü ���ªÝ� à � Ü=Ø�Ü�Õ�àjÓPÚ�Ø�Õ�Ø�Ü

P
�kÓ:Ô�Õ�Ö�Õ Ý Ü � �kÓ:Ô�Õ�Ö�Ø�Ù�Ú×Ü�Ú ø ÛjÓ Þ Ú�	� � 
 Þ Ü�Õ�Ó Þ Õ � Û �uÝ�Ý Ü�Ú�Ô

P [0 . . .m − 1]
ø Ý Ó Þ Õ � Ü�Õ�à?Ó:Ú�Ø�Õ�Û?Ó:Õ�Õ×Ö�à � Ü�Õ�Ø�Ü � Ó:Ô Ý:Þ Ü Þ Ú

i < m − 1 ��� Ü Ý��� Ý Ó:Ú�Ö Ý ����ÜQÕ ß Ü��²Ù�� Þ Ý Ü ÜkÔ
O(m3) # Ü�ÔÁÔ�Ó��^àcÚ�ÜÍØ�Ü���Ó���Û � Ú � Ö�Õ×Ó:Ô�Õ ) �� Ô���Ü�Ö ��� Ü Þ Ú ��� Ý Ó:Ú×Ö Ý ���wÜ Þ Ý Ö � Ö�Õ�Ü � Ü�Õ6à?Ó:Ú×Ø�Õ6Ø�Ù ö � � ��� � Þ � ÙkÕ � ��� Û?Ó:Õ�Ö Ý Ö�Ó:Ô l− 1

Û?Ó Þ Ú8Ø�ÙkØ Þ Ö�Ú�Ü � ÜkÕ
à?Ó:Ú�Ø�Õ � ��� Û?Ó:Õ×Ö Ý Ö�Ó:Ô l ��� Ü Ý���� Ý Ó:Ú�Ö Ý ����ÜQÚ×Ü�Û?Ó:Õ�ÜÍÕ Þ Ú ��� Û�Ú×Ó:Û�Ú�Ö�Ù Ý ÙºÕ Þ Ö�� � Ô Ý Ü # �:ÓPÖ�Ú ¶ Ö Ý:Þ Ú�Ü í �� ' ) â
Ä w[âÕâÕw � t é"!$#&% e = (i + 1, νmin, σshift) õ('*) ! ®,+ Û ! õ ® P [0 . . . l] - � ºf. ï�# é % ./.Iº ! ®(é õ('*) ! ®,+ e′ =
(i, ν ′

min, σ′
shift)

Û ! õ ® P [0 . . . l − 1]
.I¹I. ¯

{

ν ′
min = νmin|var(P [l−i...l−1])

σ′
shift = σshift|var(P [0...i−1])

! Ü σ|var(q)

í ® . é Û - νmin|var(q)

ð + ò é # ì�' .zº0. ® . é % ® # ¯ %1#2! ' + . σ
í ® . é Û - νmin

ð . õ ï ¹$. ® # . ) ºÝ. é3+ . ' é q -

P

P [0 . . . l − 1]

P [0 . . . l] α

α

ml − 1

β

0

0

0

e′

e

e′ ∈ Bords[l − 1]

e ∈ Bords[l]

4�5&687�í �� ' ã � ��� � Þ � Ø�Ü Bords[l − 1] � Û � Ú Ý Ö�Ú=Ø�Ü Bords[l]

� ÿ w(9��0w â�g Ó:Ö Ý e = (i + 1, νmin, σshift)
Þ Ô+à?Ó:Ú×ØéØ�Ü

P [0 . . . l] �": ß � Û�Ú,;�Õ ��� Ø�Ù % ÔcÖ Ý Ö�Ó:ÔéØ ß¬Þ Ô+à?Ó:Ú�Ø=<
νmin(σshift(P [0 . . . i]) = νmin(P [l − i . . . l]) = ω.α

< � �PÜ��
ω.α ∈ (Σ ∪ V)∗ × (Σ ∪ V) � |>� Ú��ÓPÔ�Õ�Ù?
 Þ Ü�Ô Ý Ô�Ó Þ Õ � �PÓ:Ô�Õ

νmin(σshift|var(P [0...i−1])
(P [0 . . . i− 1])) = νmin|var(P [l−i...l−1])

(P [l − i . . . l − 1]) = ω

° Ô Ø ß � Þ Ý Ú�ÜkÕ Ý Ü�Ú,�wÜkÕ�<ªÕ×Ó:Ö Ý
ν ′

min = νmin|var(P [l−i...k−1])

Ü Ý
σ′

shift = σshift|var(P [0...i−1])

< ��� Ó:Ú�Õ
(i− 1, ν ′

min, σ′
shift)

Ü�Õ Ý Þ Ô�à?Ó:Ú×Ø
e′
Û?Ó Þ Ú � ÜQÛ �uÝ�Ý Ü�Ú×Ô

P [0 . . . l − 1] � 2

� Ü � Ü?�@��ÜA��Ó:Ô�Ø Þ Ö Ý � Þ Ô ����B Ó:Ú�Ö Ý ����Ü Ó:Û Ý ÖC��Ö�Õ×Ù »Æ¼_� �	�EDµ��Â`� 5 ¼_�_Â8¼FDÄÃ�� 
 Þ Ö���Ó:Ô�Õ Ý Ú Þ Ö Ý Ø�Ü� � Ô�ÖC;kÚ�Ü8Ö Ý ÙkÚ �uÝ Ö��:Ü ���QÝ	� à � Ü8ØcÜ�Õ�àjÓPÚ�Ø�Õ?<7Ø�Ù�Ø Þ Ö�Õ � Ô Ý
Bords[l]

ØcÜ�Õ�àjÓPÚ�Ø�Õ�Ø�Ü � ß ÜkÔ�Õ�Ü?�^à � Ü
Bords[l−1] �� � � 
 Þ ÜºÙ Ý� Û?ÜºØcÜ � ß ���CB Ó:Ú×Ö Ý ���wÜ�Ü�Õ Ý Ø�Ü ��� � Ó:Ú,�wÜ â

ñRb



C\úG�\ú%©8ª ô�� H ôc÷ËöËý�ÿ��cùNü�øKù FYH�I ÷�ù�ü ò�ó�ôkõµö�÷ËøKù C\ú0� õ_÷Fö�ûwö�üNôc÷ËöËý�ÿ

H8h=I�i�Jgf²b ° J�K�h=I�´8hjfg¶ji v
Etape[l]

Bords[l] := (0, ∅, ∅)Æ � �?qÍÇ�È  7É �?t (i, νmin, σshift) ∈ Bords[l − 1]� � P [i] ∈ Σ  �¢ � q �£	£ �r���]�ML§�|~N���7~�}:Ò��-»u¨R¤c���|~N�]�ª�N��¨.�\����~��]�����uy�x�¦���}:Ò
£	£ → }7��¤��������N��~N��¨�N�¨Í~

νmin
~�y

σshift

~N�-y�y-����}7��x
� � P [l] ∈ Σ

t�p
P [l] = P [i]  �¢ � q � (i + 1, νmin, σshift) ∈ Bords[l]� ��o � o � � P [l] ∈ V  �¢ � q �£	£ �r�����ML��|~6�-»P¨�¤����|~$�:}��-}�O.Ò7~6~N�-y�}7��~6�	���-z���¤7�|~6z����-yH������z|xN~6�\�����|~6�-»u¨R¤c���|~��:}§�7��xQP7Ò:~

£	£ → }7��¤c�������r��~N�$¨�N�¨Í~
νmin

~�y
σshift

~N�-y�y-����}7��x
� � P [l]/P [i] ∈ νmin  �¢ � q � (i + 1, νmin, σshift) ∈ Bords[l]£	£ → }7��¤c�����§~N��y�y-����}7��x � ¨º��z|�����w�k�-��}7y�~8}7��~6z����-yH������z���y-z|��� ������� νmin� �"o � o (i + 1, νmin ∪ {P [l]/P [i]}, σshift) ∈ Bords[l]¸ o � �¸ o � �

� �"o � o £	£ �r�����ML§�|~$��»u¨R¤c���|~6�:}��7��xQP7Ò7~$~N�-y�}7��~$�����-z���¤7�|~
£	£ �r�����ML��|~N���7~�}:Ò��-»P¨�¤����|~N�_Î"���-¨Í~��uy��7xB���ª}7��~6�-}7¤��-y-z�y-}7y-z|���
£	£ → }7��¤c�������r��~N�$¨�N�¨Í~

νmin
~�y

σshift

~N�-y�y-����}7��x
� � P [i]/P [l] ∈ σshift  �¢ � q � (i + 1, νmin, σshift) ∈ Bords[l]£	£ �-z�������}7�§¤�������~N�-y�y-����}7��x � ¨º��z|�]�����k����}7y�~6}7��~��-}7¤��-y-z�y-}7y-z|����������� σshift� ��o � o (i + 1, νmin, σshift ∪ {P [i]/P [l]}) ∈ Bords[l]¸ o � �¸ o � �¸ o

à{á wXâ ¼>R w �X� t 6 ! 'TS # +(Uh® ! 'TS ºÝ. ÛT. %1% . ® ' ð�ï ?A@ ï ; ïpð�ï ?A@ ï ?as . % SWV ÛRÛ ! S ! 'TS�X�V . ' ! VYS .�Z ! 'TS +(U ÚG.¯ .Iº ¯ V º U ºÝ. S[) ! ®,+ S .-º0.zÛ ! S #&%\#2! ' n /
Bords[4] = {(0, ∅, ∅), (1, {

?A@
/ ð }, ∅), (2, ∅, { ?A@ / ?A@ })}

] ! V ®-¯ç . ¯ V(' + . ¯ . S/) ! ®,+ S + .(º ! '(^�V . V ®(® . S Ûl. ¯ %\# ¹I. 0, 1
. % 2 _ ' ! VYS ¯ .Iº ¯ V º ! 'TS ºÝ. S`) ! ®,+ S Û ! S ýS # ) ºÝ. S + .zº ! '(^�V . V ® 1, 2

. % 3
Û ! V ® Bords[5]

. % .�Ú ! V %a! 'TS ºÝ. ) ! ®,+ ÛT. ®3+(Urq . V % (0, ∅, ∅) -
Z (0, ∅, ∅) ∈ Bords[4] et (P [0], P [5]) ∈ Σ× V
⇒ (1, {

?as
/ ð }, ∅) ∈ Bords[5]

Z (1, {
?A@\[ ð }, ∅) ∈ Bords[4] et (P [1], P [5]) ∈ V2

⇒ (2, {
?A@²[ ð }, { ?A@\[�?as }) ∈ Bords[5]

Z (2, ∅, {
?A@\[�?A@

}) ∈ Bords[4] et (P [2], P [5]) ∈ Σ× V
⇒ (3, {

?as\[ ; }, { ?A@\[�?A@ }) ∈ Bords[5]

] ! V ® ã ' # ® ' ! VbS .�Ú ! V %a! 'TS ºÝ. ) ! ®,+ ÛT. ®c+(Urq . V % (0, ∅, ∅)
.

Bords[5] -
�cd$e ¼ e�fMg&higjelk 
"mon Þ .Iº ^ ! ® #&% ç(prq »Æ¼_� ���EDj�LÂ`� 5 ¼��_Â=¼sD Ã � q S % + . 'TS º q Û #&t q@+(q Svu . S@X�V . + t . %1# X�V qq ' º0. % . # ºæº q[+ V ÛT. %1% q t ' -

ñ�w
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�cd$x 9�� x ây Ü?� � ÚQ
 Þ Ó:Ô�Õ Ý Ó Þ Ý Ø ß � à?Ó:Ú�Ø�
 Þ ÜºØ � Ô�Õ � ÜQÛ�Ö�Ú×Ü.Ø�Ü�Õz� � Õ$Ô�Ó Þ Õ � �:Ó:Ô�Õ
l
à?Ó:Ú�ØcÕ6Ø � Ô�Õ

Bords[l − 1]Ø ß¬Þ Ô Û �uÝ×Ý ÜkÚ�Ô
P
< � �PÜ��.Ø�ÜkÕ � ÓPÔ B Þ Ü Þ Ú�Õ ���C�C� Ô Ý ØcÜ

0 { l− 2 � î�ß ���CB Ó:Ú×Ö Ý ���wÜ »Æ¼_� �	�EDµ��Â`� 5 ¼_��Â=¼FDÄÃ��� ��� � Þ � Ü Þ ÔÍà?Ó:Ú�Ø.ØcÜ
Bords[l]

Ø�Ü � Ó:Ô B Þ Ü Þ Ú
i+1 { Û � Ú Ý Ö�Ú`Ø ß¬Þ ÔÍàjÓPÚ�Ø�Õ Ø�Ü Bords[l−1]

ØcÜ � Ó:Ô B Þ Ü Þ Ú
i
Õ�Ö��� Õ Þ Û?Ü�Ú�Û?Ó:Õ×Ö Ý Ö�Ó:Ô§Ü�Ô Ý Ú�Ü

P [l]
Ü Ý

P [i]
ÜkÕ Ý Ú�Ù ��� Ö�Õ � à � Ü ��| Ö�Ô�Õ�Ö � ß ÜkÔ�Õ�Ü?�^à � Ü Bords[l]

Ü�Õ Ý � ��� � Þ � Ù { Û � Ú Ý Ö�ÚØ�Ü � ß ÜkÔ�Õ�Ü?�^à � Ü
Bords[l− 1]

ÜkÔÁÜW}µÜ?� Ý Þ � Ô Ý Þ Ô�Üo�kÓ��wÛ � Ú � Ö�Õ�Ó:Ô ÛjÓ Þ Ú~�	� � 
 Þ ÜÍà?Ó:Ú�Ø Ø�Ü
Bords[l− 1]� ÔcÓ Þ Õ ��� Ó Þ Ý ÓPÔ�ÕÙ Bb��� Ü���Ü�Ô Ýc� Ü�àjÓ:Ú×Ø¥Û � ÚØ�ÙW� � Þ Ý { Bords[l] �W��� � Úc��ÓPÔ�Õ�Ù?
 Þ Ü�Ô Ý Ø � Ô�Õ � Ü�Û�Ö�Ú�Ü�Ø�Ü�Õ� � Õ�<

l
�kÓ���Û � Ú � Ö�Õ�ÓPÔ�Õ Õ×Ó:Ô Ý ÔcÙ���ÜkÕ�Õ � Ö�Ú×Ü�Õ�<8�kÜ�
 Þ Öo��Ó:Ô�Ø Þ Ö Ý { Þ Ô Ý Ó Ý	��� Ø�Ü ∑m−1

l=1 l = (m−1)(m−2)
2��Ó��wÛ � Ú � Ö�Õ�Ó:Ô�Õ=ÛjÓ Þ Ú �C� Ý	� à � Ü.Ø�ÜkÕ�à?Ó:Ú×Ø�Õ���Ó���Û � ; Ý Ü � 2

���T� R 9 � higje�k
: � Ô�Õ � Ü�à Þ Ý Ø�Ü Ú×Ù ��� Ö�Õ×Ü�ÚÍÔ�Ó Ý Ú�Ü ÙW� ��� Þ ��Ý Ö�ÓPÔáØ ßêÞ ÔcÜ Ú�Ü?
 Þ�� Ý ÜëÜ�Ô Ý Ü���Û�Õ��-Ú�ÙkÜ � Õ � ÔcÕ Ú�ÙkÙ?� ��� Þ Ü�Ú � ÜkÕÕ,�(�^à?Ó � Ü�Õ�Ø�Ù � { Ý Ü�Õ Ý ÙkÕ�<?Ô�Ó Þ Õ Þ Ý Ö � Ö�Õ×Ó:Ô�Õ6Ø�ÜkÕ � Þ Ý Ó�� �uÝ ÜkÕ$Ü Ý����§Ý	� à � ÜÍØ�Ü�ÕRàjÓ:Ú×Ø�Õ ��| Û � Ú Ý Ö�Ú$Ø ß¬Þ Ô�Ù Ý	��Ý

Ö�ÔcÖ Ý Ö ��� Ô�Ó Þ Õ���Ú×Ù�Ó:ÔcÕ Þ ÔcÜ Ý Ú � Ô�Õ×Ö Ý Ö�Ó:Ô�
 Þ Ö��kÓ:Ú�Ú×Ü�Õ�Û?Ó:Ô�Ø � Þ Û�Ú�Ü?�wÖ�Ü�Ú8Õ���� àjÓ � ÜÍØ Þ Û �uÝ�Ý Ü�Ú�ÔÁÜ Ý�� Ö�Ô�Õ�ÖµØ�Ü
Õ Þ Ö Ý Ü � Þ ÕQ
 Þ`ß { ��Ü�
 Þ Ü$Ô�Ó Þ Õ ��Ý�Ý ÜkÖ B ÔcÖ�Ó:Ô�Õ � Ü6Ø�ÜkÚ�Ô�Ö�Ü�Ú�Õ,�(�^à?Ó � Ü8Ø Þ Û �uÝ�Ý Ü�Ú×Ô �Y: Ü$Û � Þ Õ�Ô�Ó Þ Õ � Õ×Õ�Ó(��Ö�ÓPÔ�Õ {�	� � 
 Þ ÜÍÙ Ý	�uÝ Ø�Ü � ß � Þ Ý Ó�� �uÝ Ü Þ ÔcÜ��þÓPÔ�� Ý Ö�Ó:ÔëØcÜ.Ú�Ü Ý Ó Þ Ú

h
��Ó:Ô�Õ Ý Ú Þ Ö Ý Ü { Û � Ú Ý Ö�Ú]Ø�Ü ���Ý� à � ÜªØ�Ü�Õ$à?Ó:Ú�ØcÕÜ Ý 
 Þ Ö�ÔcÓ Þ Õ.Û?Ü�ÚQ��Ü Ý ØcÜ§Ú�Ü Ý Ó Þ Ú×Ô�Ü�ÚÍØ�Ö�Ú�Ü�� Ý Ü?�wÜkÔ Ýc� Þ àjÓ:ÔçÙ Ý	�uÝ�� Ó:Ú�Õ,
 ÞµßêÞ ÔçÙ?�	��Ü���Õ�Ü�Û�Ú×Ó²Ø Þ Ö Ý �l� Ó Þ Ú�þÚ � Ô��	��Ö�Ú Þ ÔcÜ Ý Ú � Ô�Õ×Ö Ý Ö�Ó:Ô Ù Ý ÖC
 Þ Ü Ý ÙkÜ � �:Ü?� Þ ÔcÜc� � Ú×Ö � à � Ü�<���Ü Ý×Ý Ü�� � Ú�Ö � à � Ü.ØcÓ:Ö Ý � Ý Ú�ÜºÖ�ÔcÕ Ý	� Ô���Ö�Ù�ÜÍÛ � Ú � Ü� � ��Ü Õ,�(�^à?Ó � Ü�
 Þ Ü � ÜÕ,�(�^à?Ó � Ü^ØcÜ ���wÝ Ú �i� Ü?� Ý Ó:Ö�Ú×Ü � Þ <?Ó Þ ��� Ó:Ú�ÕRÔ�Ü^Û � Õ � Ý Ú×Ü^Ö�ÔcÕ Ý	� Ô���Ö�Ù�Ü � Ø � Ô�Õ��kÜ� � Õ ��� � � Ú�Ö � à � Ü�Ü�Õ Ý Ö�Ô�Õ Ý� Ô���Ö�Ù�Ü � Ó:Ú×ÕQ
 Þ Ü � ß ÓPÔ@�þÚ � Ô��	��Ö Ý����ÍÝ Ú � Ô�Õ�Ö Ý Ö�ÓPÔ �W� î �3��B Þ Ú�Ü í �� í Ö ��� Þ Õ Ý Ú×Ü Þ Ô Ý Ü �� Þ Ý Ó�� �uÝ Ü �

4
Ó

ä ä
÷Çø Ý

ä ä
ÓÍÌÊ 1 3

ää
÷Çø ÷ , �

ä

4�5&687?í �0 í ã�� �²Ü���Û � ÜÍØ ß � Þ Ý Ó�� �uÝ Ü � Õ×Õ�Ó(��Ö�Ù � Þ Û �uÝ�Ý Ü�Ú�Ô����a b¡��1¢~������ b¡��a b£

� Þ Ö�Õ,
 Þ Ü Û?Ó Þ Ú Þ Ô�Ü Û?Ó:Õ×Ö Ý Ö�Ó:ÔäØ�Ó:Ô�ÔcÙ�Ü Ø � Ô�Õ � ÜÛ �uÝ�Ý Ü�Ú�Ô�Ô�Ó Þ Õ � �:Ó:Ô�ÕRÛ � Þ Õ�Ö�Ü Þ Ú�Õ�à?Ó:Ú�Ø�Õ�Û?Ó:Õ�Õ×Ö�à � Ü�Õ�<Ô�Ó Þ Õ8Ü�Õ×Õ � �:Ó:ÔcÕ6Ø ß � àjÓ:Ú×Øv��Ü � Þ ÖjØ�Ó:Ô Ý~�C�3� Ó:Ô B Þ Ü Þ Ú=ÜkÕ Ý8�C� Û � Þ Õ B Ú � Ô�ØcÜQÜ Ý 
 Þ Ö=�kÓ:Ú�Ú×Ü�Õ�Û?Ó:Ô�Ø Û � Ú��kÓ:Ô�Õ�Ù��
 Þ Ü�Ô Ý[� Þ Û � Þ Õ.ÛjÜ Ý Ö Ý ØcÙ�� ������B Ü �E¤ Ö �C� � ��� Þ ��Ý Ö�ÓPÔ � � Ý Þ Ü ��� Ü§Ô ß Ü�Õ Ý Û � Õ���Ó���Û �uÝ Ö�à � Ü � �:Ü?� νmin

< ��� Ó:Ú�Õ
Ô�Ó Þ Õ�Ü�Õ�Õ � �:Ó:Ô�Õ � Ü8Ø�Ü Þ �cÖ�;���Ü8à?Ó:Ú�Ø � Ü8Û � Þ Õ � Ó:Ô B <uÜ Ý � �Y� Ü Ý×Ý Ü6Õ Ý Ú �uÝ Ù B Ö�Ü Bb� Ú � Ô Ý Ö Ý 
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�Yó�Ú�ï,ï ì?í ó�Ø ì�íQôe« ÚCÛ�Ø îlÛ�ó írì ØYï íQì?ívð�� Ø�Ù@ó�Ø ì í,ô#« Ú�Û�Ø ª Û�ÚCÙ,ÚCØ ì-, õ ì ¨ ô � � Ø�Ú�Ù ¨ ì�ð�ì`«�ô Ø ô�í � ïÚ�Û�Ø ð�ì Ùï í � � ì �WïÛ�Ú íQì Ù ì Ù�ï � ÙQÙ ì É î í ÛO��" ì´ðTì � ì *Có�Ú ð�ì Ù�î � ïQï ì?í Ø�Ù�î íQô Ù ì Øbï ô �?Ú � ðTì ÙQÙ,ó�Ù , | ��" � �Yó ì ó�Ø�Ú0ï ô�ð�ìï ì ¨@îTÙ#©�îlÛ�ó í Ù,Ú�¨�ó�* ì�í * ��íQô � ì îTïÚ�Û�Ø ð"ö ó�Ø Ø�Û�ó ª ì * ô ª ô Ø ì ¨ ì Øbï@÷ ��¤ ©EØ�Û�ó�Ù3ïQÚ í Û�Ø�Ù3óTØ Ø�Û¬¨�ø íQì �(óTÚð�ô ï ì�í ¨@Ú�Ø ì Ù,Ú* ì ª ô "�Ú���ó�* ì �Yó�Ú�ï,ï ì Û�ó*ØTÛ�Ø^* �Èí,ô#« Ú�Û�Ø*îlÛ�ó í ó�Ø ì�� óTï í,ì © ì ï/ÙQÚ~Û�óTÚ¢�Yó ì *�* ìvì Ù,ï=� ì ïQï ìíQôe« ÚCÛ�Ø , ò Û�ï ì?í �Yó ì ��Û�Øbï í�� Ú íQì ¨ ì Øbï { * �%«�ô Ø ô�í � ïÚ�Û�Ø ð�ì Ù~ï í�� � ì �?ïQÛ�Ú í,ì Ù~î íQô Ù ì Øbï ô?ì�ð�� Ø�ÙY* ì î í Û�ïÛ�ï � î ì� ó`��" � î�Ú�ï íQì w ©lØ�Û�ó�ÙoØ ì�«�ô Ø ô�í Û�Ø�Ù�î � Ù�ó�Ø ì îlÛ�Ù,Ú�ïQÚCÛ�Ø�î íQô ��ÚCÙ ì ÙQó í * � � ��í ï ì Ê ¦%©�¨ � ÚCÙ�ó�Ø�Ú��Yó ì ¨ ì Øbï
* ö ô ïQÚ��Yó ì ïQï ìÖðTì * � É Û�Ø ì`ð�� Ø�Ùb* � �(ó ì *�* ì Ù ì ï í Û�ó ª ì * ö Û�ø(� ì ï , ¦ ì � ì ïQï ì � � × Û�Ø�Ø�Û�óTÙ ô ª Ú�ïÛ�Ø�Ùb* ì Ùb��Û¬®TïQÙÚ�¨`î�Û í ï � ØbïÙ ð óTÙ � ó § Û�î ô?í�� ïQÚCÛ�ØTÙ ð�ì îlÛ�Ú�Øbï ô�ð�� Ø�Ù�ó�Ø�îlÛG* � « Û�Ø ìoì ïzîlÛ�ó ª Û�Ø�Ù�ï í � Ú�ï ì�í î�*�ó�Ù ð"ö Û�ø(� ì ïQÙ

ù�ù
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ì ï ð�ì�í,ì �Yó � ï ì Ùe© ì Ø í,ì ª � Ø���" ì Ø�Û�ó�Ù/Ø ì îlÛ�ó ª Û�ØTÙ@î�*�ó�Ù ª ÚCÙ,ó � *CÚ�Ù ì?í ÙQó í ó�Ø ì � ��í ï ì Ê ¦¯* � îlÛ�ÙQÚ�ïQÚCÛ�Øî í,ô ��Ú�Ù ì�ð�ì Ù�Û�øY� ì ïÙ ,
.0/ x�132±°jx²4�³ mq´ R K p N W r t R K p=x#o�q K R o7p { r K r t R K pqXG;�r X PµRtN t qWprq K P ;Cq : t qWp N q t pB��p TBR ;Cq W @ o K q P t X DfMq uBPhRtN t qcq P x#o�q K R o7p RGT#P q K NSR K p�q K u�R t q0;|X t r {GNSR K : X t N p N q K�K q�} W @~r P�N x#o�q P�P q0I u n X : t RGT X T#N ; NQP r&x#ow@ o KL r 9�N2u o�;CqiX uBP o�qB;Q;CqWprq K P W X K p&;|X t r {GNSR K�W q � X t N p t q�p P q W X K p u q P�P q t r {GNSR K q�p P W q·¶ Z�\ u ´ qB;Q;Cq W @ q K DP t q t q K t r {GNSR K3] R o t {�R K q�q�p P ��<¸\ }oq Pau#u � u�9 X7x#o�q K R o L qB;Q;Cq=o K NQP r W q P qWp : p W qy;|XHp N pqoO;|X P�NSR K }
R K P�N t q%XG;�r X PhRtN t qWprq K P o KmK R p T t q�q K P t q%zAq P z Z7Z uAvsN�u q K R p T t q�q�p P!N K a$r t N qBo t�E ¶ Z }!;Cq L r 9�N2u o�;Cq
t q�p P q[q K t r {GNSR K : X t N p N q K�K q u 55 } 27 q P 66 p R K PwP�N t r�p0pBo u	u q�p�p N L qWprq K P XGo-c N K p P X K P p 2 } 3 q P 4 u¸� X tu�R K p�r x#o�q K Pcu q L r 9�N2u oO;Cq t q�p P qAq K t r {GNSR K : X t N p N q K�K q :�R o t 3 o K NQP r�p W q P qWp : p�}�q P q K P t q E ; @ N K p DP X K P 4

W X K p�o K q K R o L qB;Q;Cq t r {GNSR K x#o N q�p P } W @ X : t � p%;Cq�p : t RGT X T#N ; NQP r�p�}�;|X t r {GNSR Km] R o t {�R { K q u � N K p No K q K R o L qB;Q;Cq·r P�N x#o�q P�P q � q�p P Xdf R o P r	q E ;|X t q : t r�p�q K P X P�NSR K�W qb;|X P t XdfMq uBPµRtN t q u q�x#o N W r u ;Cq K u�9 q W q�p
P t X NQP qWprq K P p�XGo K N L q XGo W q u�9 X u o K q W q�p t q x#o �BP q�p u�R K�W o N p#X K P E W q :�R p�p N�T ;Cq�prp N p�q�p E f R o t W q�p
t r�pBoO; P X P p u
ÜzÝ\ÜzÝS¹ º�»¼[à"ãTæ�é�â�½=é�ê

õ ö ô ª � *Có � ïQÚCÛ�Ø ð�ì Ù ð�ì ó §=� * « Û í Ú�ï "�¨ ì Ù ì Ù,ï�ø � Ù ô�ì Ù,ó í * ì Ø�Û¬¨�ø í,ì ïÛ�ï � * ð�ì ��ÛG¨@î ��í�� Ú�ÙQÛ�Ø�Ù ì Øbï í,ì ó�ØÙ � ¨�ø�Û¬* ì8ð órî � ïQï ì?í Ø ì ï�ó�Ø`Ù � ¨�ø�Û¬* ì�ð�ì * � ï í�� � ì �?ïQÛ�Ú í,ìG, � Û�ó í Ø�Û�ÙÁï ì Ù,ïÙ�Ø�Û�óTÙ � ª Û�Ø�Ù�� §Tô * ì ØTÛ¬¨�ø í,ìð�ì ª ô "TÚ���ó�* ì Ù {C¾ Å�Å , Å�Å�Å ì ï0* ì Ø�Û¬¨�ø íQìcð�ì�íQì �Yó � ï ì Ù&�?Û�ØbïÚCØYó ì Ù�ÙQóTî�îlÛ í ï ô?ì Ù�î ��í * ì Ù � Ù�ï�¿e¨ ì {v« Å�Å ,ò Û�ó�Ù[Û�øTÙ ì�í ª Û�ØTÙ�* ì ��Û¬®�ï ì ï�* � ��Û�Ø�ÙQÛ¬¨?¨ � ïÚ�Û�Ø ð�ìrí,ì ÙQÙ,Û�ó í � ì Ù ðTì Ù ðTì ó §k� * « Û í Ú0ï�"�¨ ì Ù ð ó í�� Øbï Ê�Åó�Ø�Ú0ï ô Ù ðTì ï ì ¨`î�Ù#© ì ï ô ª � *�ó�Û�Ø�Ù)* ì ó í Ù8î ì�í � Û í ¨ � Ø�� ì Ù ì ØAî í,ì Ø � Øbï ì ØH��Û�Ø�ÙQÚ ð�ô�í � ïÚ�Û�Ø�* ì Ù8î ��í�� ¨?¿?ï íQì ÙÙQóTÚ ª � ØbïÙiÀ
Á * � *CÛ�Ø « ó ì ó í8ðTì Ùzî � ïQï ì�í Ø�Ù�Â
Á * � î í Û�î�Û í ïÚCÛ�Ø�¨@Û � ì Ø�Ø ìcð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù ð�� ØTÙ+��" � �Yó ì î � ïQï ì�í ØbÂ
Á * ì Ø�Û¬¨�ø í,ìoð�ì�íQôe« ÚCÛ�ØTÙ ð�� Ø�Ù)* � î ��í ïÚ0ïÚ�Û�Ø ð�ì * ö ì Ù,î � � ìG,

õ � � « ó íQìb(�, ¾ w Ú�*�*�ó�Ù,ï íQì * ö Ú�¨@î � �?ï ð�ì * � î í Û�î�Û í ïQÚCÛ�Ø ð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù~ÙQó í * ì Ø�ÛG¨�ø íQì ïQÛ�ï � * ð�ì �?Û¬¨ �î ��í � ÚCÙ,Û�Ø�Ùe©7*CÛ í Ù �Yó ì * ì Ø�Û¬¨�ø í,ì�ð�ì�í,ô#« Ú�Û�Ø�Ù � ð Û�Ø���* � ï � Ú�*�* ì�ð ó ª Û�� � ø�ó�* � Ú íQì8ð=ö ô ïÚ��Yó ì ïQï ì Ù � ì Ù�ï ô#«¬� * {Ê ¾ , ò Û�ó�Ù!��Û�Ø�Ù,Ú ð�ô?í Û�ØTÙ�ÙQó��#� ì ÙQÙ,Ú ª ì ¨ ì Øbï)* ì Ù�î � ï,ï ì?í Ø�Ù ð�ì *�Û�Ø « ó ì ó í
4
©
6
©
8
ì ï

10
, õ ì Ù�î � ï,ï ì�í Ø�Ù�î�*Có�Ù��Û�ó í ïQÙ � í,ì Ù,î , î�*Có�Ù!*CÛ�Ø « Ù � � � î�ïó í,ì Øbï�ï í Û�î � íQì ÙQî , î � Ù � ÙQÙ ì É � ð�ì ª ô "�Ú���ó�* ì Ù ì ï�ÙQÛ�Øbï~î ��í �?Û�Ø�Ù ô �Yó ì Øbïð"ö ó�Ø±Ú�ØYï ô�í,� ï?*CÚ�¨@Ú0ï ôG, õ ì ÙV�Yó � ï íQìH«�í � î�" ì Ù ð�ì * � � « ó í,ìC(�, ¾ w î í,ô Ù ì Øbï ì Øbï�* ì Ù íQô Ù,ó�*�ï � ïÙ/î�Û�ó í * ì Ùî � ï,ï ì?í Ø�Ù ð�ì *CÛ�Ø « ó ì ó í8íQì ÙQî ì �?ïQÚ ª ì Ù 4

©
6
©
8
ì ï

10
,

Ã Û¬¨?¨ ì�� ïQï ì Ø ð ó[©FØ�Û�ï íQì�� * « Û í Ú0ï�"�¨ ì`ð�ì Õ Æ � ô ï ì Ø ð ó ì Ù,ï/î�*�ó�ÙÖî ì�í � Û í ¨ � Øbï ð�� Ø�Ù�ïQÛ�ó�Ùq* ì Ù�� � Ù
�Yó ì * ö'� * « Û í Ú�ï "�¨ ì Ø � Ï � ,sÄ Ø � Ù,î ì �?ï�Ú�Øbï ô�í,ì Ù,Ù � Øbï�Ù,Û�ó�*�Ú « Ø ô î ��í � ì Ù ì�§ î ô�í Ú ì Ø�� ì Ù ì Ù�ï&�Yó ì * � î í Û�î�Û í �ïÚ�Û�Ø ðTì ª ��í Ú � ø�* ì Ù ð�� Ø�Ù·* ì Ù[î � ï,ï ì?í Ø�Ù � ó�Ø ì ÚCØ�Å�ó ì Ø�� ì Û�î�î�Û�Ù ô�ì Ù,ó í * ì Ù[î ì�í � Û í ¨ � Ø�� ì Ù ð�ì Ù ð�ì ó §� * « Û í Ú0ï�"�¨ ì Ù , | *CÛ í Ù?�Yó ì * ì Ø�ÛG¨�ø íQì�ð�ì ��ÛG¨@î ��í�� Ú�ÙQÛ�Ø�Ù ð Ú�¨`ÚCØYó ì î�Û�ó í ÐÑÌ�ÒEÓ�Ô *�Û í Ùd�(ó ì * ì ï � ó §

¾ Å�Å
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Æ�Ç ÈQÉ�Ç ÉQÆ�Ç ÊQÉ�Ç Ë�Æ�Æ�Ç

Ì Í�ÎFÏSÐFÑQÐFÒ¬ÓµÐ�ÔdÕ�Ö×Ö|ÑØÒ|ÎÚÙ)ÛÜ ÍSÝ�ÔdÕSÒ|ÕSÞ ß×ÍSÎdßÎFÍ�Ý�àFÒ|Ñ�ÓµÑ
15.108

12.108

9.108

6.108

3.108

á�â�ãåäæ
âµç�è é

ÓµÑOê�Õ�Ò|Þ ÕSàFÌ ÑQßÔFÒ|ÍSÔ Í�ÒëÖ|Þ Í�Î Æ�Ç ÈQÉ�Ç ÉØÆ�Ç Ê�ÉQÇ Ë�Æ�Æ�Ç

Ì ÍSÎFÏ�ÐFÑØÐFÒ¬ÓµÐ�ÔdÕ�ÖëÖ|ÑQÒ×ÎÚÙ�ìÜ Í�Ý�ÔdÕ�Ò�Õ�Þ ß×ÍSÎdßÎFÍSÝ�àdÒ×ÑOÓµÑ
15.108

12.108

9.108

6.108

3.108

á�â�ãåäæ�âhç�è é

ÔFÒ×Í�Ô ÍSÒ×Ö|Þ ÍSÎÓµÑ�ê�Õ�Ò|Þ Õ�àFÌ Ñ�ß

Æ�Ç ÈQÉ�Ç ÉQÆ�Ç ÊQÉ�Ç Ë�Æ�Æ�Ç

Ì Í�ÎFÏSÐFÑQÐFÒ¬ÓµÐ�ÔdÕ�Ö×Ö|ÑØÒ|ÎÚÙ+íá�â�ãåäæ
âµç�è éÜ ÍSÝ�ÔdÕSÒ|ÕSÞ ß×ÍSÎdßÎFÍ�Ý�àFÒ|Ñ�ÓµÑ
15.108

12.108

9.108

6.108

3.108

ÓµÑOê�Õ�Ò|Þ ÕSàFÌ ÑQßÔFÒ|ÍSÔ Í�ÒëÖ|Þ Í�Î Æ�Ç ÈQÉ�Ç ÉØÆ�Ç Ê�ÉQÇ Ë�Æ�Æ�Ç

Ì ÍSÎFÏ�ÐFÑØÐFÒ¬ÓµÐ�ÔdÕ�ÖëÖ|ÑQÒ×ÎÚÙiîQïá�â�ãåäæ�âhç�è éÜ Í�Ý�ÔdÕ�Ò�Õ�Þ ß×ÍSÎdßÎFÍSÝ�àdÒ×ÑOÓµÑ
15.108

12.108

9.108

6.108

3.108 ÔFÒ×Í�Ô ÍSÒ×Ö|Þ ÍSÎÓµÑ�ê�Õ�Ò|Þ Õ�àFÌ Ñ�ß
ð�ñQòYó (�, ¾ w Á ò ÛG¨�ø íQì�ð�ì ��Û¬¨`î ��í � ÚCÙ,Û�Ø�Ù�ÙQó�Ú ª � ØYï* � *�Û�Ø « ó ì ó í�ð ó�î � ïQï ì�í Ø ì ïY* ì ï � ó §�ð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù

ð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù � ó « ¨ ì Øbï ì ©�Ú�* � ó « ¨ ì Øbï ì îlÛ�ó í ËoÌEÍ1Î , ¦ ì î�*�ó�Ù#©�î�*�ó�Ù�* � î í Û�î�Û í ïÚCÛ�Ø ð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù ì Ù�ï«�í � Ø ð�ìÖì ï�î�*Có�Ù0* � *�Û�Ø « ó ì ó í�ð ó�î � ïQï ì?í Ø ì Ù�ï�î ì ïÚ0ï$©=î�*Có�Ùb* ö'� * « Û í Ú�ï�"�¨ ì ÐÑÌ�ÒEÓ�Ô î ì?í ¨ ì ï ð=ö ô ��Û�Ø�Û �
¨`ÚCÙ ì?í�ð�ì Ù·�?Û¬¨@î ��í�� Ú�ÙQÛ�ØTÙ , � ��í�ìB§�ì ¨`î�* ì=� ª ì � Ê «¬ô ð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù ì ïcó�Ø ì *�Û�Ø « ó ì ó íoð�ì=( îlÛ�ó í * ì Ùî � ï,ï ì?í Ø�Ùe© ÐÑÌTÒEÓ�Ô Ø ô � ì Ù,ÙQÚ�ï ì ¾ Ä ô ð�ì ��Û¬¨`î ��í � ÚCÙ,Û�Ø�Ù ì ØC¨@Û�ÚCØ�Ù , õ Û í Ùd�(ó ì * ì î � ïQï ì�í Ø ì Ù�ï0�?Û¬¨@î�Û�Ù ôÙ ì ó�* ì ¨ ì Øbï ðTì ª ��í Ú � ø�* ì Ù � ï � ó §�ð�ì ¾ Å�Å ô`� ©�* ìb«¬� ÚCØ�î � ÙQÙ ì { ú «¬ô ,

õ ö'� * « Û í Ú�ï "�¨ ì ËoÌEÍ1Î ð�ô � � * ìY� ª ì ó « * ô ¨ ì Øbïw* ì î � ïQï ì�í Ø ð=ö ó�Ø ì îlÛ�Ù,Ú�ïQÚCÛ�Ø ì Ø � ª � ØYï�*CÛ í Ù �Yó ì Ù,ó í ª Ú ì Øbï�ó�Øô ��" ì �G©�Ù � Ø�Ù&��" ì�í ��" ì�í { ð�ô ï ì�í ¨@Ú�Ø ì�í ÙQÚ
� ìÖð�ô � � * �-«�ì î ì óTï�îlÛ�ï ì ØbïÚ ì *�* ì ¨ ì Øbï���Û�Ø ð ó�Ú í,ì { ó�Ø´Ù,ó��#�e¿�ÙÛ�ó@Ø�Û�Ø ,�õ ó � Ø ð * ì î � ïQï ì�í Ø ì Ù�ï � Û í ï ì ¨ ì Øbï�Ù ô * ì �WïÚ � � N�u�ö#u © � î ì ó ðTì ��" � Ø�� ì�ð"ö � ï íQì ÙQó�î ì�í îlÛ�Ù ô { óTØ ìï í � � ì �WïÛ�Ú íQì � ©Eó�Ø ô ��" ì � � ó�Ø ìV«�í � Ø ð�ì î í Û�ø � ø�Ú�*CÚ�ï ôÖð�ì Ù ì î í Û ð ó�Ú í,ì ÙQó í * ì î íQì ¨@Ú ì�í Û�ó ð�ì ó § Ú�¿#¨ ìÙ � ¨�ø�Û¬* ì © ì ï¥* ì �?Û¬¨@î�Û í ï ì ¨ ì Øbï ð�ì * ö÷� * « Û í Ú0ï�"�¨ ì ËoÌEÍ1Î í,ì Ù,ï ì î í ÛO��" ì�ð�ì � ì *Có�Ú ð�ì ÐÑÌTÒEÓ�Ô î ��í � ì �Yó ìð�� ØTÙ!� ì � � Ùw* ö ÚCØ � Û í ¨ � ïÚ�Û�Ø ð Û�Ø�Ø ô?ì î ��í * ì ÙÁø�Û í,ð Ù�Ø ö'� î�îlÛ í ï ì î � Ù�ø ì#� ó���Û�ó�î ðTì ª � * ì ó íw� �,Û�óTï ô?ìG, � Ø� � Ú0ï$©�* �cð Ú } ô�í,ì Ø�� ì�ì Øbï í,ì * ì Ù ð�ì ó §�� * « Û í Ú�ï "�¨ ì Ùw�Yó � Ø ð * ì ï � ó §rð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù ì Ù�ï � � ÚCø�* ì ��Û í,íQì ÙQî�Û�Ø ð� ó «7� Ú�Ø ð�ì * ö÷� * « Û í Ú�ï "�¨ ì Õ Æ � Û í Ú « ÚCØ � * � ØTÛ�Ø � ô ï ì Ø ð ó � ÙQó ízðTì Ù+��" �-ø Ø ì Ù ð�ì � ��í � �?ï ¿ í,ì Ù ,

õ ��ð Ú } ô�í,ì Ø�� ì�ì Øbï í,ì * ì Ù ð�ì ó §�� * « Û í Ú0ï�"�¨ ì Ù ô ª Û¬*�ó ìi� ª ì �b* ì Ø�ÛG¨�ø íQì�ð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù�î ��í � ì �Yó ì * ì Ù
ª ��í Ú � ø�* ì Ù í,ì Ø ðTì Øbï0* ì î � ï,ï ì?í Ø�î�*CóTÙ «�ô Ø ô?í Ú��(ó ì © ì ï ð Û�Ø�� � ó « ¨ ì Øbï ì ØbïzÙ � î í Û�ø � øTÚ�*CÚ0ï ôzð"ö � ï í,ì ÙQó�î ì�í �

¾ Å ¾
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î�Û�Ù � ø�* ì © � ó�¨`Û�Ú�Ø�Ù>î ��í ïQÚ ì *�* ì ¨ ì ØYï#© � ª ì � ðTì Ùsï í�� � ì �?ïÛ�Ú íQì Ù , Ã ö ì Ù,ï ð Û�Ø�� ð�� ØTÙ
� ì � � Ù��Yó ì * ö óTïÚ�*CÚCÙ � ïÚ�Û�Øð�ì * � ï � ø�* ìoð�ì Ù�ø�Û íQð Ù � î�î�Û í ï ì ø ì#� ó���Û�ó�î�© ì ï)�Yó ì * ì ÙY��ÛG¨@î�Û í ï ì ¨ ì ØbïÙ ð�ì Ù ð�ì ó §C� * « Û í Ú0ï�"�¨ ì Ù ð Ú �
ª ì?í «�ì Øbï , ¦ � Ø�Ù+* ì � � Ù ð�ì Ë�Ì�Í1Î ©s* ì Ø�ÛG¨�ø íQì�ð�ì ��ÛG¨@î ��í�� Ú�ÙQÛ�Ø�Ù ì Ù,ï�î í Û�î�Û í ïÚCÛ�Ø�Ø ì * { * � ï � Ú�*�* ì�ðTì * �ÙQóTî ì?í î�Û�ÙQÚ0ïÚCÛ�Ørî ��í ïÚ ì *�* ìG, � Ø ì } ì ï$©O�(ó � Ø ð ó�Ø ô ��" ì �oÚCØbï ì?í ª Ú ì ØYï { * � î�Û�ÙQÚ0ïÚ�Û�Ø

l
©YïÛ�óTÙ¢* ì Ù ð�ô � � * �G«�ì Ùî�Û�ÙQÙ,ÚCø�* ì Ù ì Øbï íQì

0
ì ï

l
ð Û�Ú ª ì Øbï � ï í,ì ÙQó��e� ì ÙQÙQÚ ª ì ¨ ì ØYï ô ïQó ð Ú ô ÙFî ��í Ë�Ì�Í1Î © ì ï¥��" � �Yó ì8ðTô � � * �G«�ì�íQô îù¿Wï ìð�ì Ù¥��Û¬¨`î ��í � ÚCÙ,Û�Ø�Ù ì Øbï íQì * ì Ù�¨ � ¨ ì ÙFÙ � ¨�ølÛG* ì Ù ð�ì * � ï í�� � ì �?ïQÛ�Ú í,ì~ì ï ð Ú } ô�íQì ØbïÙÁî í,ô � §�ì Ù ð ó/î � ïQï ì?í Ø ,

¦ ì ÙQÛ�ØH��¥�ï ô © ÐÑÌTÒEÓ�Ô ïÚ íQìb� ª � Øbï �G«�ìcðTì * � ï � ø�* ìoð�ì Ù�ø�Û íQð Ù8îlÛ�ó í *CÚ�¨`Ú�ï ì�í * ì Ø�Û¬¨[ø íQìoð�ì �?Û¬¨ �î ��í � ÚCÙ,Û�Ø�Ù , õ Û í Ùd�Yó ö óTØ ô ��" ì ��Ù ì î í Û ð ó�Ú0ï { * � îlÛ�Ù,Ú�ïQÚCÛ�Ø
l
©�ó�Ø ì � Û í ï ì î í Û�î�Û í ïQÚCÛ�Ø ðTì ª ��í Ú � ø�* ì Ù ð�� Ø�Ù* ì î � ïQï ì�í Ø � � ª Û í ÚCÙ ì * ö ìB§ ÚCÙ�ï ì Ø�� ì/ð"ö ó�Ø Û�ó ð�ì î�*CóTÙQÚ ì ó í Ùoø�Û í,ð Ù#© ì ï ð Û�Ø��/Ú�* ì Ù�ï3î�Û�Ù,ÙQÚCø�* ì�«�í ú � ì { * �ï � ø�* ìÖð�ì Ù�ølÛ í,ð Ù ð�ì/íQô#� *CÚ�Ù ì�íoð Ú íQì �?ï ì ¨ ì Øbïi* ì ø�Û�Ø ð�ô � � * �G«�ì Ù � Ø�Ù � � Ú íQìÖð�ì �?Û¬¨@î ��í�� Ú�ÙQÛ�ØTÙ�ÙQó�îTî�* ô �

¨ ì Øbï � Ú íQì Ù , õ � � « ó íQì¢(�, ¾ ¦ ¨@Û�Øbï íQì * ì Ø�ÛG¨�ø íQì ¨@Û � ì Ø ð�ì ø�Û íQð Ùsî ��íFí,ì �Yó � ï ì ÙQó�Ú ª � Øbï¥* � î í Û�î�Û í ïQÚCÛ�Øð�ì ª ��í Ú � ø�* ì Ù ,
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¦ � Ø�Ù¥� ì ��" � î�Ú0ï í,ì Ø�Û�ó�ÙÁî í Û�î�Û�ÙQÛ�ØTÙFó�Ø=¨@Û ð ¿e* ì�ðTì �#* � ÙQÙQÚ76�� � ïÚCÛ�Ø[î�Û�ó í * ì ÙFï í �98,ì �WïÛ�Ú íQì Ù ð"ö Û�ø 8,ì ïQÙ
¨`Û�ø�Ú�* ì Ù , ò Û�ó�Ù�Ù,ó�î�î�Û�ÙQÛ�Ø�Ù=�(ó ì * � �e* � Ù,ÙQÚ76�� � ïQÚCÛ�ØÑÙ ö÷� î�î�óTÚ ì Ù,ó í ó�Ø ì � ��í ï ì ¨�ó�*0ïÚ;: ô ��" ì *�* ì/ì ïÖØ�Û�ó�Ùð�ô 6�Ø�ÚCÙ,ÙQÛ�ØTÙ�ÙQÚ�¨@î�* ì ¨ ì Øbï�ó�Ø@î � ï,ï ì�í Ø ð�ì ï í �98,ì �WïÛ�Ú íQì ��Û¬¨?¨ ì î íQô � ô�ð�ì ¨y¨ ì Øbï#©=<cÙ � ª Û�Ú í ��Û¬¨?¨ ì óTØ ìÙ ô �Yó ì Ø�� ìoð�ì É Û�Ø ì Ù¢�Yó ö ó�ØvÛ�ø 8,ì ï�ï í�� ª ì�í Ù ì�ð ó í � Øbï~Ù,Û�Ø ð�ô î�* � � ì ¨ ì Øbï , õ � î í Ú�Ø���Ú�î � * ì8ð Ú?> ô�íQì Ø�� ì ª ÚCÙ@:<A: ª Ú�Ù ð�ì * � ¨`Û ð�ô *�ÚCÙ � ïÚCÛ�Ø ð�ì Ù�ï í��98,ì �?ïQÛ�Ú í,ì Ù8ÙQÛ�ó�ÙCBjÛ í ¨ ì�ð�ì î � ï,ï ì?í Ø�Ù8î í,ô Ù ì Øbï ô?ì[ð�� ØTÙ+* ì ��" � îTÚ�ï í,ì Ä
ª Ú ì ØYï ð�ì * � Ø ô � ì Ù,ÙQÚ0ï ô´ð�ì 6 §�ì�í ó�ØáØTÚ ª ì#� ó ð"ö ô ��" ì *�* ì ð�ô 6�Ø�ÚCÙ,Ù � Øbï�* � î ��í ïÚ0ïÚ�Û�Ø �?Û�Ø�Ù,Ú ð�ô?íQô�ì îlÛ�ó íô ï � ø�*�Ú í * �Öí,ì î í,ô Ù ì Øbï � ïQÚCÛ�Ø ð=ö ó�Ø ì ï í��98,ì �?ïÛ�Ú íQì <=* ö÷� Ú ð�ìoð=ö ó�ØÈî � ïQï ì�í Ø , ò Û�ó�Ù ð�ô 6�Ø�ÚCÙ,ÙQÛ�ØTÙ ô#«¬� * ì ¨ ì ØYïó�Øm* � Ø «7�G«�ì3ð�ì[íQì �YóEDWï ì Ùcø � Ù ô Ù,ó í * ì Ù�î � ïQï ì?í Ø�Ùoî ì�í ¨ ì ïQï � Øbï�ó�Ø ì �#* � ÙQÙQÚ76�� � ïÚCÛ�Ø ì Ø ï ì ¨`î�ÙF: íQô�ì * ì ï
��Û�ØYïQÚCØYó ì�ð�ì Ù�Û�ø 8,ì ïÙ)¨`Û�ø�Ú�* ì Ù , Ã ì ¨`Û ð ¿e* ìb�/ô ï ô î íQô Ù ì Øbï ô3ð�� Ø�ÙHG ( ÅAI ,
JLKNM O�¹Öº�µs¼QPSRST�ºE¶?¼3¹

¦ � Ø�ÙV* ì Ùy��" � î�Ú0ï í,ì Ù Ä ì ï ( Ø�Û�ó�Ù � ª Û�Ø�Ùvî íQô Ù ì Øbï ô �?Û¬¨?¨ ì ØYï@î í,ì Ø ð�í,ì ó�Ø ì Ø�Ù ì ¨�ø�* ì ð�ì ï í�� :8,ì �WïÛ�Ú íQì Ù ì Ø � î�î ��íQì Ø�� ì �Yó ì *���Û�Ø��Yó ì Ù ì ï/Ù � Ø�Ù=*CÚ ì Ø ì Øbï íQì�ì *�* ì Ù ì ï=* ì ÙÖÛ í «¬� Ø�ÚCÙ ì�í�ì ï=* ì Ù��#* � ÙQÙ,Ú?6 ì?íÙQóTÚ ª � Øbï ð�ì Ù+�#* � ÙQÙ ì Ù ð�ì : X P�Phö�U K p �WV7� Øbïzï�" ô ¨ � ïÚ��Yó ì ¨ ì Øbï�óTØ ì ÙQÚ « Ø�Ú?6�� � ïÚ�Û�Ø , Ã " � �Yó ì î � ïQï ì�í Ø ð�ô :
� í Ú�ï¢* ì �?Û¬¨@î�Û í ï ì ¨ ì Øbï ð=ö ó�Ø ì �#* � ÙQÙ ì ï V îTÚ��Yó ìoð"ö Û�ø 8,ì ïÙ ì ïY* ì î í ÛO� ô�ð�ôoð"ö÷� Ø � * V Ù ì Ù ö ì > ì �?ïQó ì <�* ö÷� Ú ð�ìð"ö Û�î ô�í�� ï ì ó í Ù&�Yó�Ú±� íQô?ì Øbï ð�ì Ù�Ø�Û�ó ª ì$� ó § î � ïQï ì?í Ø�Ùe©[�Yó�Ú±��Û¬¨`î ��í,ì Øbï&* ì Ù�ï í��98,ì �?ïQÛ�Ú í,ì Ù � ó § î � ïQï ì�í Ø�ÙìB§ Ú�Ù,ï � ØYïQÙ ì ï%�Yó�Ú íQô#� *CÚ�Ù ì Øbïcó�Ø ì �#* � ÙQÙ,Ú?6�� � ïÚ�Û�ØX<C* � ª Û¬* ô?ìG, ¦ � Ø�Ù·� ì Ù ð�ì ó § ��" � î�Ú�ï íQì Ù3Ø�Û�ó�Ù � ª Û�Ø�Ù��Û�Ø�ÙQÚ ð�ô�í,ô ó�Ø ì î ��í ïÚ0ïÚCÛ�Ø o K N x#o ö ð�ì * ö ì ÙQî � � ì ��Û¬¨?¨ ì ø � Ù ì î�Û�ó í Ø�Û�Ù�ï í �98,ì �WïÛ�Ú íQì Ù ì ï~Ø�Û�Ù�î � ï,ï ì?í Ø�Ù ,

Ã ì î ì Ø ð�� Øbï�óTØ � óTï í,ìY� Ù,î ì �?ïÁÚ�¨@î�Û í ï � ØbïY<�î íQì Ø ð�íQì8ì Øq��Û¬¨`îTï ì ©�î í,ô Ù ì Øbï ô8ð�� Ø�Ù¥� ì ��" � î�Ú�ï íQì © ì Ù�ï
* ö ÚCØOÅ�ó ì Ø�� ì8ð�ì * ��íQô Ù,Û¬*Có�ïÚCÛ�Ø�©�Û�ó r[Z 9�ö ;Q; ö ©�ÙQó í * ��ð�ì Ùd� í Ú�îTïÚ�Û�Ø ð�ì Ù�ï í��98,ì �?ïQÛ�Ú í,ì Ù ,�\ Ø ì > ì ï#©�î í,ì Ø ð�í,ì�ì Ø
��ÛG¨@îTï ì ó�Ø�Ø�Ú ª ì$� ó ð"ö ô ��" ì *�* ì ÙQî ô �?Ú?6 ô î ��í * ö ó�ïÚ�*�ÚCÙ � ï ì ó í �?Û�Ø ð óTÚ�ï]< ð�ì ÙzÚ�Øbï ì�í î íQô ï � ïQÚCÛ�ØTÙ ð ÚCÙ�ïÚ�Ø��?ï ì Ù ,
õ ì Ù ð Ú?> ô�í,ì Ø�� ì Ù ì Øbï í,ì�ðTì ó § ï í �98,ì �WïÛ�Ú íQì Ù�Ø ì Ù,Û�Øbï�î�*�ó�Ù�ÙQÚ � î�î ��íQì ØYï ì Ù�<cóTØ^B � Ú�ø�* ì ØTÚ ª ì#� ó ð=ö ô ��" ì *�* ì ©ì ï�* ì Ùzï í��98,ì �?ïQÛ�Ú í,ì Ù � ó í Û�Øbï�ï ì Ø ð�� Ø�� ì <QDWï íQì Bjó�ÙQÚ�Û�Ø�Ø ô?ì Ù ì Ø�Ù ì ¨�ø�* ìcð ó í�� ØYï�* ì î í ÛO� ì ÙQÙ,ó�Ù ðTì �e* � Ù,ÙQÚ7:6�� � ïÚ�Û�Ø ,�_ ó���Û�ØYï í�� Ú íQì ©�ó�Ø¿Ø�Ú ª ì#� ó ð=ö ô ��" ì *�* ì`ô * ì ª ô î ì?í ¨ ì ï,ï í���ð�ì`ð Ú�Ù,ïÚ�Ø « ó ì?íoð�ì ó § ï í��98,ì �?ïQÛ�Ú í,ì Ù#©î�Û�ó í ï � Øbï�ï í ¿?Ù�Ù ì ¨[ø�* � ø�* ì Ùe©7* ö ó�Ø ì�ð�ì * ö÷� óTï íQì-, ¦ ì î�*Có�Ù�Û�Ø`îlÛ�ó íQí � Ú�ï ª Û�ó�*�Û�Ú íÁð�ô � í Ú íQì ó�Ø ì ï í��98,ì �?ïQÛ�Ú í,ì

¾ Åa`



¥��cb���dfe ��2þ�ý�§e�hg����ji[kli������H§e� ûsü�ý�þ=ÿS���B� ¥7� û�¨�ý- ,ÿnmH§�ý��1ÿ������[©�¨S�1ÿpoqiE§�üù�k¨
¨��rg��%���ýts#�E§��µ�iÿ��B��
� ª ì �cóTØ ì�íQô Ù,Û¬*Có�ïÚCÛ�Ørï í ¿�Ù ô * ì ª ô?ì îlÛ�ó í � ì?í ï � ÚCØ ì Ù íQô#« ÚCÛ�Ø�Ù ì ï � ª ì �3ó�Ø ìoíQô Ù,Û¬*Có�ïÚCÛ�Ø�î�*Có�Ù�ø � ÙQÙ ì îlÛ�ó í* ì Ù � óTï íQì Ù íQô#« ÚCÛ�Ø�Ù ,vu±��íoìB§�ì ¨@î�* ì Û�Ø � Ú�¨ ì?í�� Ú0ï+��Û�Ø�Ø �-ø ï íQì * ì Ù�î ì�í ÙQÛ�Ø�Ø ì Ùi�Yó�ÚsÙ,Û�Øbï�î ��í ïQÚCÙ ðTì Â ì�í :Ù � Ú�*�* ì Ùe©�î�ó�Ú�Ù�ÙQÛ�Øbï�î � ÙQÙ ô Ù�î ��íwu
��í ÚCÙe©bÛ�Øbï�ï í�� ª ì�í Ù ô * ��íQô#« ÚCÛ�ØQx�Û�ó í « Û « Ø ì ©bî�óTÚCÙwy+"{z�Ø ì : _ *�î ì Ù#© � ª � Øbïð�ì ï í � ª ì�í Ù ì?í * ìoðTô î ��í ï ì ¨ ì ØYï ð�ì * öc_ *�*CÚ ì�í ©�î�Û�ó í8ì Ø{6�Ø�ï í�� ª ì?í Ù ì�í Æ ô Ø ô ï í Û¬* ì ï ��íQí Ú ª ì�í <LyzÚ�Û¬¨ ,�| Ø
ª Û�Ú�ï ð�� Ø�ÙA� ì ï ì�§�ì ¨`î�* ì �Yó ì * ö Û�Ø~} 8 Û�Ø « * ì���ì ØYï íQì î�*CóTÙQÚ ì ó í ÙEØ�Ú ª ì#� ó §cð"ö ô ��" ì *�* ì ©�ï � Øbï�z�ï ª Ú�*�* ì Ù#©?ï � Øbï�z�ïð�ô î ��í ï ì ¨ ì ØbïÙe©�ï � Øbï�z�ï íQôe« ÚCÛ�ØTÙ#©YÙQó�Ú ª � Øbï* ì Ù�î�Û í ïÚCÛ�Ø�Ù ðTì ï í �98,ì �WïÛ�Ú íQì Ù�î�Û�ó í * ì Ù �Yó ì *�* ì Ù�Û�Ø@ÙQÛ�ó�" � Ú�ï ìD?ï íQì î�*CóTÙcî íQô �?ÚCÙ ,�_ ÚCØ�Ù,ÚÁÙQó�Ú ª � Øbï3Ù ì Ùcø ì ÙQÛ�Ú�Ø�Ù#©Ú* ö óTïQÚ�*�ÚCÙ � ï ì ó í�ð óÑÙ V Ù,ï ¿#¨ ì@ð Û�Ú�ïcîlÛ�ó ª Û�Ú íi��ð�� î�ï ì�í * ìØ�Ú ª ì$� ó ð"ö ô ��" ì *�* ì <�* � ª � * ì ó í�� î�î í Û�î í Ú ô�ì © íQì Ø ð�� Øbï ð Û�Ø��=* ì Ù V Ù�ï�¿#¨ ì øTÚ ì Ø î�*�ó�Ù3îTó�ÚCÙ,Ù � Øbï , ò Û�ï í,ì¨`Û ð ¿e* ì î íQì Ø ðÈì ØH��ÛG¨@îTï ì � ì ø ì ÙQÛ�ÚCØ ,

¦ � Ø�Ù�* � ÙQóTÚ�ï ìÈð�ì � ì ��" � î�Ú�ï íQì ©�Ø�Û�óTÙ�ÚCØbï í Û ð óTÚCÙQÛ�Ø�Ù ð"ö÷� ø�Û íQð�� Ù ì �?ïÚ�Û�Ø ` , Ê�� * � ¨`Û ð�ô *CÚ�Ù � ïQÚCÛ�Ø
¨�ó�*0ïÚ;: ô ��" ì *�* ì~ð�ì * ö ì Ù,î � � ì �Yó�Ú ì Ù�ï�ó�ïÚ�*�ÚCÙ ô�ì ��ÛG¨y¨ ì ó�Ø ì ø � Ù ì î�Û�ó í * �oð�ì Ù � í ÚCî�ïÚCÛ�Ø ðTì Ù�î � ïQï ì�í ØTÙ , õ ì¨`Û ð ¿e* ì�ð�ì �#* � ÙQÙ,Ú?6�� � ïÚ�Û�Ø ì Ù,ï�î í,ô Ù ì Øbï ôzð�� Ø�Ù¥* � Ù ì �?ïÚ�Û�Ø ` , Ä ì ïw* ì Ù í,ì �YóED?ï ì Ù�ÙQÛ�ó�ÙYBjÛ í ¨ ì�ðTì î � ïQï ì�í Ø�Ùð�� ØTÙ+* � Ù ì �?ïÚ�Û�Ø ` ,÷(�,�\ Ø{6�Ø�©s* � Ù ì �WïÚCÛ�Ø ` , ` ��Û�Ø��#*Có�ï)* ì ��" � îTÚ�ï í,ì�ì ïzî íQô Ù ì ØYï ì3ðTì Ùzî ì?í ÙQî ì �WïÚ ª ì Ù ,

JLK�� ���a¸�½��A»hT�¸�P�¸ µs³C�$³~µ>¸�¹�T�¸
ò Û�ï íQì ø�ó�ï ì Ù�ï ðTìvð�ô ï ì�í ¨@Ú�Ø ì�í ©sî�Û�ó í ó�Ø ì î�Û�î�ó�* � ïQÚCÛ�Ø ð Û�Ø�Ø ô?ì ©�� ì�í ï � Ú�Ø�Ù�}sî � ï,ï ì�í Ø�Ù �*íQì î íQô :Ù ì Øbï � ïQÚ?BjÙ ð ó��?Û¬¨@î�Û í ï ì ¨ ì ØbïY�Yó�Ú=î íQì Ø�Ø ì Øbï ì Ø��?Û¬¨@î�ï ì * ö Û íd«7� Ø�Ú�Ù � ïQÚCÛ�Ø`ÙQî � ïÚ � * ì�ð=ö ó�Ø ìoíQô#« ÚCÛ�Ø�Ù,î ô :

��Ú76��Yó ì
A ⊆ R

2
ì Ø É Û�Ø ì Ù , ¦ � Ø�Ù�* � ÙQóTÚ�ï ì`ð�ì � ì ��" � î�Ú�ï íQì ©�ØTÛ�ó�Ù ðTô 6�Ø�Ú�ÙQÙ,Û�Ø�Ù�� ì ïQï ì Û íd«7� Ø�Ú�Ù � ïQÚCÛ�ØÙQî � ïÚ � * ì �?Û¬¨y¨ ì�ô ï � Øbïsó�Ø ì : X U�P�NQP�NSR KQ� oO; P�N D r[Z 9�ö ;Q; ö ð�ì A

ì ï>ÚCØbï í Û ð ó�ÚCÙ,Û�Ø�Ù�BjÛ í ¨ ì *�* ì ¨ ì Øbï¸* ì �?Û�Ø�� ì îTïð�ì Ø�Ú ª ì$� ó ð"ö ô ��" ì *�* ì �(óTÚ�Ù ì�í � óTïQÚ�*�ÚCÙ ô î�*Có�Ù�ï ��íQð î�Û�ó íoð�ô 6�Ø�Ú í * ì Ùoî � ï,ï ì?í Ø�Ù ð�ì ï í �98,ì �WïÛ�Ú íQìG, Ã ì ïQï ì
¨`Û ð�ô *CÚ�Ù � ïQÚCÛ�Ø ð�ì * ö ì ÙQî � � ì�ì Ù�ï�î ��í ïQÚ ì *�* ì ¨ ì ØYï ì ¨`î í óTØYï ô <�G ù�ú I ,u Û�ó ízí � î�î ì *�ó�Ø ì î ��í ïQÚ�ïÚ�Û�Ø ð�ì

A
ì Ù�ï�óTØ ì Ø�Ù ì ¨�ø�* ì 6�Ø�Ú ð�ì É Û�Ø ì Ù

{z1, z2, . . . , zn}
ï ì *¸�Yó ì À

⋃

n zi = A
ì ï

zi ∩ zj = ∅, i 6= j
,

õ � 6 « ó í,ì ` , ¾ ¨`Û�Øbï í,ì ó�Ø ì�íQôe« ÚCÛ�Ø � ó�Ø ì~íQì î íQô Ù ì Øbï � ïÚ�Û�Ø�Ù ��" ô ¨ � ïÚ�Ù ô�ì�ð�ì * ö�_ ó ª ì�íd« Ø ì � � ª ì � ð�ì ó §î ��í ïÚ0ïÚCÛ�Ø�Ù ð ÚCÙ�ïÚ�Ø��?ï ì Ù , õ � î íQì ¨`Ú�¿ íQì�� î ��í ïÚ ì=«7� ó���" ì � �?Û íQí,ì ÙQî�Û�Ø ð <H* � î ��í ïÚ0ïÚ�Û�Ø ��ð ¨`ÚCØ�Ú�Ù,ï í � ïÚ ª ìì Ø (/ð�ô î ��í ï ì ¨ ì ØbïÙ � *CÛ í Ù�Yó ì * � Ù ì ��Û�Ø ð�ì�� � ì *�* ì�ð�ìi«7� ó���" ì � �?Û�Ø�Ù,Ú ð ¿ íQì * ö óTïÚ�*CÚ�Ù � ïQÚCÛ�Ø ð�ì * ö ì Ù,î � � ì-,

À * � î�î ��í��-ø ï¥�#* � Ú í,ì ¨ ì Øbï¥�Yó ì * � î ��í ïÚ0ïÚ�Û�Øq��Û�ØTÙQÚ ðTô�íQô?ì�ì Ù,ï�BjÛ í ï ì ¨ ì ØYïw*�Ú ô?ì <�* ö Ú�Øbï ì�í î íQô ï � ïQÚCÛ�Ø3ï�" ô :
¨ � ïÚ��(ó ì ÙQî ô ��Ú76��Yó ìrðTì * ö ì ÙQî � � ì �(óTÚ í,ô Ù,ó�*�ï ì@ð ó���"�Û�Ú §�ð�ì * ö óTïÚ�*CÚ�Ù � ï ì ó íe, ò Û�ó�Ù�Ø ì ��" ì�í ��"TÛ�Ø�Ù�î � Ùð�� ØTÙ+� ì ï í�� ª � Ú�*v< ðTô 6�Ø�Ú í �(ó ì *�* ì î ��í ïÚ�ïQÚCÛ�ØTÙ~ÙQÛ�Øbïzî ì�í ïQÚCØ ì Øbï ì Ù ì ï+* ì Ù �Yó ì *�* ì Ù�Ø ì * ì Ù,Û�Øbï�î � Ù ,�\ ØC� ì
�Yó�Ú�ØTÛ�ó�Ù��?Û�Ø�� ì?í Ø ì ©ÁÚ�*�ÙQó=�`ï ðTì Ù � ª Û�Ú í �Yó ö ó�ØëÛ�ø 8,ì ïÖÙ ìrð�ô î�* � × � ØYï ð�� Ø�Ù�* �ÈíQôe« ÚCÛ�Ø¿î ��í ïÚ0ïÚCÛ�Ø�Ø ô�ìï í � ª ì�í Ù ì?í�� ó�Ø ì Ù ô �Yó ì Ø�� ì�ð�ì É Û�Ø ì Ù ð Ú�Ù,ïÚ�Ø��?ï ì Ù�À�ØTÛ�ó�Ù¥��Û�Ø�Ù,ï í ó�Ú í Û�Ø�ÙsØ�Û�ÙÁî � ï,ï ì?í Ø�Ù�<�î ��í ïÚ ísð�ì ï ì *�* ì ÙÙ ô �Yó ì Ø�� ì Ù , À *�B � ó�ï�Ù,Û�ó�*CÚ « Ø ì?í �Yó ì ©=î�óTÚCÙ �Yó ì * � î ��í ïQÚ�ïQÚCÛ�Ø���Û�Ø�Ù,ïQÚ�ïó ì * � ø � Ù ì î�Û�ó í * �/ð�ô 6�ØTÚ�ïÚ�Û�Ø ð�ìØ�Û�Ù�î � ï,ï ì�í Ø�Ù�ØTÛ�ó�Ù~Û�ø�ï ì ØTÛ�Ø�Ù ðTì Ù�e* � Ù,ÙQÚ?6�� � ïQÚCÛ�Ø�Ù ð�ì ï í �98,ì �WïÛ�Ú íQì ÙwBjÛ í ï ð Ú7> ô?íQì Øbï ì Ù~Ù,ó�Ú ª � Øbï�* ö÷� ÙQî ì �Wïï�" ô ¨ � ïÚ��(ó ì �(ó ì ØTÛ�ó�Ùq��Û�Ø�ÙQÚ ð�ô�í Û�Ø�Ù ,wÄ Ø ì î ��í ïÚ�ïQÚCÛ�ØÑï�" ô ¨ � ïQÚ��Yó ì ¨ ì ØYïS}sØ ì óTï íQì�� ��Û�ØTÙQÚCÙ�ï ì?í�� Ú0ïL<
��Û�Ø�Ù,ï í ó�Ú íQìvð�ì Ù�î � ï,ï ì?í Ø�Ù�Ù,ó í ó�Ø ì î ��í ïQÚ�ïQÚCÛ�Ø íQô ÙQó�*0ï � Øbï ð"ö ó�Ø ð�ô ��Û�óTî �G«�ìví,ô#« ó�*CÚ ì?í3ðTì * ö ì Ù,î � � ìrì Ø«�í Ú�*�* ì © � ª ì � ð�ì Ù+� ì *�*Có�* ì Ù ð�ì ï � Ú�*�* ì�ôe«7� * ì �?Û¬¨?¨ ì î íQô Ù ì Øbï ô?ì[ð�� Ø�ÙHG ú ( I ,
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Allier

Puy de Dôme

Cantal Haute−Loire

a. Partition administrative b. Utilisation de l’espace 

Elevage
Culture
Industrie
Résidentiel

ð�ñQòYó ` , ¾ Á u *?«E¬�?®N«E¯°¬C± � ¯°²�?²�n³�´E¬¶µE®i* � ¨^De¨^®r¯�· « n³�´ ,
¸h*�®N¬°²¹· «7� *n®#¨Q®N´a²H�¨Q±�³�¯°² � ´a²,µE®^±{¯�·#�tn¬°®N¯��º«{®V*n®t¬h»t³�´E®t¬%�N³¼´E¬�?µE·N¯°·N®N¬h´E®Q¬�³�´a²½± � ¬HB¾³¼¯ �N·e¨^®t´a²

�N³¼´E´E® § ®t¬ ,�| ´k*?® ª ³�?² � n´{¬��¬�«E¯%* � 6 « «E¯°® ` , ¾ ³�¿[©À± � ¯¹® § ®e¨^±�*?®G©�´E³�«E¬h´$Á � ª ³�´E¬½± � ¬¹«E´{®~«E´E��º«{®»N³¼´E®,¯�·N¬°nµE®t´a²�n®e*�*?®&¨ � n¬�Â« � ²�¯�®-©�µ{n¬ 8 ³¼n´a²�®t¬ ,
yÃ® «7� ¯°µE³�´E¬HµE·N¬°³�¯ ¨ � ?¬Hµ{®4±�*?«E¬h±{¯ ¿N¬�*n®Q±E¯°³�ø�*�¿e¨^®LµE®?* � ¯�®t±E¯�·t¬�®t´Â² � ²�?³�´3¨¹«�*?²�7:q·e��"E®#*�*n® ,$Ä ³¼«E¬µE® ª ³�´E¬Å��NÚ�N³¼´E¬�?µE·N¯°®N¯f±�*?«E¬r¬°±�·e�N � *n®e¨^®t´Â²�*n®�� � ¬f³�¿Æ±�³�«E¯Ã± � ¬°¬�®N¯rµ$Ác«{´.´E ª ® � «ÆµvÁc·e��"E®#*�*n® S1

<^«E´´E ª ® � «-µ$Á�·#��"E®e*�*n®)±�*n«{¬ « ¯°³�¬�¬°n®N¯
S2

´E³¼«E¬ X {¼U r {�ö�R K p *?®N¬4»t³�´E®t¬4µ$Á�«E´E®Æ± � ¯°²�?²�?³�´
p1

©�B¾³�¯ ¨ � ´a²QµE®´E³�« ª ®#*�*n®t¬r»N³¼´E®N¬e©$±�*n«{¬�* � ¯ « ®t¬#©��Â«E
�t³�´E¬°²�?²�«E®N´a²f«{´E®½± � ¯F²�7²�n³¼´
p2

, ¸h*�¬NÁ �G« ?²Çµ$Á�«E´E®½¬°?²�« � ²�?³�´ � ¬�¬�®t»´ � ²�«E¯�®e*�*?®f®t²)�t³�«E¯ � ´Â²�® ,E_ n´E¬°$¬�[*lÁ�³�´��N³�´{¬�nµ�¿N¯�®H<½´E³¼« ª ® � «C* � ¯�· « n³�´�µ{®b* � 6 « «{¯�® ` , ¾ ®t²]¬�®t¬]µE®N« §± � ¯F²�7²�n³¼´E¬#©�± � ¬°¬�®t¯ÅµE«È´E ª ® � «.µ$Á�·#��"{®#*�*?®�W r : X U�Pµö � ö K P p � «.´E ª ® � «.µ$Á�·#��"E®e*�*n® U r {GNSR K p �t³�´EµE«{n¯ � ®N´
*lÁ �G« ¯°· «7� ²�n³¼´ÆµE®N¬ ( µE·N± � ¯°²�®#¨Q®N´a²�¬,®N´X«E´E®Q»N³¼´E®L«E´E��Â«E®L¯°®N±E¯°·N¬�®t´a² � ´a²H²�³�«{²�®=* � ¯�· « n³¼´ ,�| ´5±�®N«=²�¨ �G« ?´E®N¯¶µ$Ác«{´ � «{²�¯�®��Nz¼²�·G©s�Â«E®�*lÁ�³�´ � ?²]«E´)´E ª ® � «)µ$Ác·e��"E®#*�*n® : ;ëo�p U K^µE³�´E´ � ´Â²Ç«E´E®H± � ¯F²�7²�n³¼´�µE®
* � ¯°· « ?³�´S®N´ ª �*�*?®N¬ ,É�®N¬%¨QD#¨Q®N¬H±E¯°n´��tn±�®N¬H±�®t« ª ®t´Â²LD�²�¯°® � ±{±�*n��º«{·N¬¹±�³�«E¯�* � ± � ¯F²�7²�n³¼´Xµ{®V* � ± � ¯F²�?®^µE¯°³�?²�®LµE®V* �6 « «{¯�® ` , ¾ Àa´E³¼«E¬�±�³�« ª ³�´E¬w¯ � ¬°¬�®e¨�ø�*n®t¯w*n®N¬�»t³�´E®N¬ �)r�p N W ö K P�NSö ;Q; ö p � ª ®e��*?®N¬�»N³�´{®N¬ 8 K�W o7p PÊU�NSö ;Q; ö p ±�³�«{¯B¾³�¯d¨^®t¯�*?®N¬H»N³�´{®N¬ ´ R K p PËU o NQPhö p ©�®t²·*n®t¬h»t³�´E®N¬hµE® ´ oO; P o U�ö � ª ®e�V*?®N¬H»N³�´E®t¬¹µ$Á�Ì ; ö L X {�ö ±�³�«E¯,B¾³�¯ ¨Q®N¯*n®t¬f»N³¼´E®N¬ � {¼U�N Z R ; ö p , ¦ � ´{¬b*n®N¬rµE®N« § � � ¬e©$³�´.³�ø=²�n®t´a²ÅµE®N¬Å± � ¯°²�?²�?³�´E¬Ã±�*n«{¬ {¼U�R p�p NS��U�ö p �t³�´E¬F²�?²�«E·N®t¬µE®Í±�*?«E¬�?®N«E¯°¬Å»N³�´{®N¬#©¸¨Q³�?´E¬rµE7>v·t¯�®t´��N?·N®N¬ , Ã ®#�tÎ´E³�«E¬i�t³�´EµE«E7² � ?´E¬�Ï<�* � ¯�®e* � ²�n³�´�¬�«E ª � ´Â²�®Í®N´a²�¯°®µE®t« § ± � ¯F²�?²�n³�´{¬mÀ
¬°

p1, p2

¬°³�´a²rµE®t« § ± � ¯°²�7²�?³�´E¬ÐµE®
A

©�³�´SµE?²)�Â«E®
p1

®N¬F² : ;ëo7p U K ö �º«{®
p2

©�´E³¼²�·
p1 v p2

©�¬°¬�
∀z ∈ p1, z

′ ∈ p2, z ∩ z′ ∈ {∅, z}
,

\ ´Æµ$Á � «{²�¯°®N¬&¨Q³¼²�¬#©s��" � �Â«E®½»t³�´E®hµE®%* � ± � ¯°²�7²�?³�´�* � ±�*n«E¬]6�´E®h®N¬°²r¬�³�7²r®t´a²��¿t¯�®e¨^®t´Â²0�N³�´a²�®N´Â«E®¬�³¼?²C®t´Â²��¿t¯�®#¨Q®N´a²Ã<�*ÊÁc® § ²�·N¯°n®N«{¯Cµ$Ác«{´E®Å»N³�´{®ÅµE®b* � ± � ¯°²�7²�?³�´V* � ±�*n«E¬ « ¯�³�¬°¬��¿N¯�® ,E_ «��N«E´E®,»t³�´E®ÅµE®b* �± � ¯F²�7²�n³¼´
p1

´E®i��"E® ª � «���"{®¹± � ¯F²�?®#*�*?®#¨Q®N´a²Ð«{´E®h»t³�´E®,µE®i* � ± � ¯°²�?²�?³�´
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Σ
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� ¯0�N³¼´E¬�·e�º«{®N´a²$©�µ � ´E¬��N®�¨^³ºµ�¿#*?®G©�«E´)³�ø 8 ®�²&¨Q³�øE�*?®f®N¬F²f¯°®N±E¯°·N¬�®t´a²�·½± � ¯Ç«E´)nµE®t´a²�?6 � ´a²r®�²«E´E® PÊU Xdf ö Z PhRtNñU�ö ,�Ä ´E®Ç²�¯ �Ò8 ®#�t²�³�n¯°®r®t¬°²]¬��¨^±�*n®#¨Q®N´a²�«E´E®f¬°·#�Â«E®t´��N®,µE®&*?³O� � *n?¬ � ²�n³�´{¬ ,�O ³�¯ ¨Q®#*�*n®e¨^®t´Â²#©´E³�«{¬Ã¬°«E±E±�³�¬�³¼´E¬�*ÊÁc® § n¬°²�®N´��t®,µ$Ác«{´)®t´E¬�®e¨�ø�*n®Å6�´{�®t²]µE·t´E³¬¨�øE¯ � ø�*?®
Obj
±�³�«E¯)*?®N¬Cnµ{®N´a²�76 � ´a²�¬ , É�®N¬

*n³�� � *nn¬ � ²�?³�´E¬w¬�³�´a²ÃµE®t¬Ç±�³�n´a²�¬Cµ � ´E¬)*lÁ�®N¬°± � �t® \ «��e*n?µEn®t´
R

2
,Õ�Öa×YØ�Ù¾ÚÒÙËÛ�Ø-PRQ ä°æ~ç�2�è Öºé ç Ø�ÚWê{Ú9Ù¾Û�Ø ë ç éÍÛRSUT ç Ú9é 1 ÛRSÀÙ °¾ç é ð9Ý ¤ K RGT f öBP � RGT#N ; ö p ö Z R � :�R p ö W @ o K

N W ö K P�N U X K P o X N K p N x#o¥@ o K ö ; N p Phö o.traj =< l1, l2, . . . , ln >
W ö ; R Z XG; N p#X P�NSR K p u¸h* � ±E± � ¯ �-ø ²¥�#* � n¯°®#¨Q®N´a²¥�Â«E®)* � µE®t¬ �N¯°n±{²�n³�´ÍµvÁc«E´{®Ã²�¯ �98 ®e�t²�³¼n¯�®C±�®N«=²�Dt²�¯°®]³�ø{²�®t´Â«E®r<Å± � ¯°²�?¯Yµ$Á�«E´·#�Â«E?±�®e¨^®t´a²�÷ uIV �º«{�B¾³�«E¯°´E?²�±�·N¯�?³=µ{��Â«E®#¨Q®N´a²�* � *n³�� � *?n¬ � ²�n³¼´Íµ$Ác«{´~³�ø 8 ®�² , ÉÎÁ � ¬�±�®#��²Y�N³¼´Â²�n´Â«~µE®t¬²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®t¬½®N¬F²L<�´E³�« ª ® � «ø « ´E³�¯°·^±{«En¬d�º«vÁc�*¶´$Á�®N¬F²Í± � ¬½±�®N¯F²�?´E®N´a²Í±�³�«E¯h´E³�¬½³�ø 8 ®#�t²�?B¾¬ ,Yu «En¬d�Â«E®´E³�«{¬4±E¯°³ 8 ®t²�³�´E¬?��" � �Â«E®`*?³O� � *n?¬ � ²�n³�´îµ � ´E¬4«{´E®)»t³�´E®)µE®�* � � � ¯°²�®G©w´E³�«E¬QµE® ª ³�´E¬ 8 «E¬°²�®�±E¯°®N´EµE¯°®±�³�«E¯Y" V ±�³¼² "�¿N¬°®i�º«{®�*ÊÁc·e�Â«En±�®#¨Q®N´a²�÷ uIV B¾³�«{¯�´E?¯ ��� «�¨Q³�n´{¬Ð«E´E®b*?³O� � *n?¬ � ²�n³�´Q±�³¼«E¯Y��" � �Â«E®,»N³¼´E®²�¯ � ª ®N¯°¬�·t®¹± � ¯C«{´)³�ø 8 ®t² o ,Ä ³¼«E¬ÅµE·t6E´En¬°¬�³�´E¬,µE®q¨ � ´E�¿N¯°®¹¬��¨^±�*n®¹«{´ : X P�Phö�U KkW öqPËU Xdf ö Z PµRtNñU�ö �N³¬¨?¨^®h«E´E®Í¬°·#�Â«E®N´��N®QµE®Í¬ V ¨Í:ø�³¬*n®t¬ÍµE®�»N³�´{®�µvÁc«E´ø´E ª ® � «øµvÁc·e��"E®#*�*n®�¬�±�·#�t?6��Â«E® , ¦ � ´E¬=* � µ{·t6�´E7²�?³�´ ¬�«E ª � ´a²�®G©
*lÁ�³�±�·t¯ � ²�®N«E¯¹µE®

�N³G¨^±�³�¬�7²�?³�´
P.P ′ µE·N¬° « ´E®·*lÁ�³�±�·N¯ � ²�n³¼´

réduire(concat(P, P ′))
³�¿

concat
®t¬°²&* � �N³�´�� � ²�·N´ � ²�n³�´µE®���" �-ø ´{®N¬¶µ{®0� � ¯ � ��²�¿N¯°®N¬�®t²

réduire
®N¬°²¶«E´E®ÃB¾³�´��t²�n³�´?�Â«E�¬�«E±E±{¯��¨Q®Ãµ$Ác«{´E®&��" �-ø ´E®ÃµE®0� � ¯ � ��²�¿t¯�®N¬²�³¼«{²�®t¬+*?®N¬]¯�·t±�·�²�7²�n³¼´E¬�N³¼´E¬�·e�N«{²� ª ®t¬rµE®,¬ V ¨[ø�³¬*?®N¬ �  , ® , © réduire(′

âÂâXW�W�Y�Y�Y�W�W�Z�Z ′) =′ â+W�Y[W�Z ′ � ,Õ�Öa×YØ�Ù¾ÚÒÙËÛ�Ø�P 4�ä8\ ê{ÚNÚ çÂè Ø�éfë ç Ú è ê�T ç í¼ÚÒÛ�Ù è9ç�ðÒÝ v�RtNQP S o K�K N L ö XGo W @~r[Z 9�ö ;Q; ö W X K p (Σ,�) u � ; RAU pm 
� p N�ý ∈ S }�XG; RAU p>] ý�^3ö p P o K : X P�Phö�U K�W öiPËU Xdf ö Z PhRtNñU�ö ü
� p N P1

öBP P2
p R K P W ö p : X P�Phö�U K p W ömPËU Xdf ö Z PhRtNñU�ö W X K p S }?XG; RAU p P1.P2

ö p P o K : X P�Phö�U K W ö
PËU Xdf ö Z PhRtNñU�ö#u

j R o�p W r�p N|{ K ö�U�R K p : X U PΣ
; @ ö K p ö � T ; ö W ö�PµR o7p�; ö p : X P�Pµö�U K p W ö�PËU Xdf ö Z PµRtNñU�ö W X K p (Σ,�) uÉ � ¯ � n¬°³�´=�Â«EE´E³�«{¬w±�³�«E¬°¬�®Ã<Å¬�«E±{±E¯��¨^®t¯¥*n®N¬Î¯°·N±�·t²�?²�?³�´E¬Yµ{®Ã¬ V ¨�ø�³G*n®N¬ÎµvÁc«E´Q± � ²°²�®t¯�´LµE®C²�¯ �98 ®#�j:²�³¼n¯�®]®t¬°²��º«vÁc«E´{®Ç²�®e*�*?®C¯�·N±�·t²�?²�n³�´L´E®]B¾³�«E¯°´E?² � «��N«E´E®Çn´{B¾³¼¯ ¨ � ²�?³�´½«{²��*n®C±{«En¬d�º«{®r´E³�«{¬�´E®Ã±�³�« ª ³¼´E¬«7� ¯ � ´a²�?¯��Â«E®�*?®N¬�· ª ·N´{®#¨Q®N´a²�¬�*?n·t¬�<Ã«{´h³�ø 8 ®t²�¬�³�´a²�¬�·t± � ¯°·N¬�± � ¯�µE®N¬�?´Â²�®N¯ ª � *�*n®t¬�µE®Î²�®e¨^±E¬Ú�t³�´E¬°² � ´a²�¬ ,
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.0/ ç�132±°¾ç34ºã$Ý ûÚö p·x#o�X PÊU�öY: X P�Pµö�U K pbpBo N L X K P pbp R K P W ö p ö c ö � : ; ö p W öY: X P�Phö�U K p W ö�PÊU Xdf ö Z PhRtNñU�ö  

P1 = ] , � ( � � � ��^ P2 = ] � � , � � � " ^
P3 = ] � � � � ��^ P4 = ] � � � � � ^Ä ³�¬)¨Q³¼²� ª � ²�?³�´E¬!�N³�´��t®N¯°´ � ´a²+*lÁ�n´a²�¯°³=µE«��t²�?³�´~µE«��t³�´��N®t±{²ÃµE®,± � ²°²�®N¯°´E¬C¬�³¼´Â²+*?n·N®t¬C<q* � ª ³¬*n³�´a²�·µE®~¯°® « ¯°³�«E±�®N¯·*n®N¬H²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®N¬·�Â«E¶±E¯°·N¬°®N´a²�®t´Â²L«{´��N³¬¨Q±�³¼¯°²�®e¨^®t´a²¹¬°�¨Q�* � n¯�® ,�Ä ´ ± � ²�²�®N¯°´îµE·#�t¯�7²«E´E®i�e* � ¬°¬�®,µE®f²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®t¬ ,�u
� ¯C® § ®#¨Q±�*n®Å¬°�´E³�«E¬)�t³�´E¬�?µE·N¯°³�´E¬)* � 6 « «E¯�® ` ,àß ©�*n®Å± � ²°²�®t¯�´#`baBcbdecgf�h¯�®t±E¯�·t¬�®t´Â²�®Ã²�³�«{²�®N¬w*n®t¬Y²�¯ �Ò8 ®#�t²�³�n¯°®N¬¥�Â«E ª ³�´a²�µ{®+* � a{âXi	jlknm�oqp�r�s�k½®N´tfqu�u�r+k�s�©a®t´Q²�¯ � ª ®t¯�¬ � ´a²¢*?®edvilw

Z�kyxqz[{qk ,�u ³�«E¯C«E´S´E ª ® � «Sµ$Ác·e��"E®#*�*n®ÅµE³¼´E´E· S
©E«E´E®f²�¯ �98 ®e�t²�³�n¯°®Å®N¬°²]±{¯�³ 8 ®�²�·N®,®t´�«{´�± � ²�²�®N¯�´Sµ � ´E¬

S
¬°«E ª � ´a²�ÀÕ�Öa×YØ�Ù¾ÚÒÙËÛ�Ø|PRP Ý v�RtNQP t =< l1, l2, . . . , ln > ;|X PËU Xdf ö Z PhRtNñU�ö W @ o K RGT f öBP � RGT#N ; ö o } öBP p RtNQP S o KK N L ö XGo W @~r[Z 9�ö ;Q; ö#u�ûÚö ± � ²°²�®t¯�´^W ö t

W X K p S } W r�p N|{ K r : X U pattern(t, S) } ö p P  
[réduire(étiquette(S, l1).étiquette(S, l2) · · · étiquette(S, ln))]

RAò étiquette() öBP réduire() p R K P ; ö pwa R K Z P�NSR K p N K PÊU�R W o NQPµö p :�U r[Z�r W ö �Í� ö K PSu
Ä ´E®S²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®

t p#X P�N p�aeX NQP «E´ ± � ²°²�®N¯°´ P
<�*ÊÁc·e��"E®#*�*n®

S
¬°

pattern(t, S) = P
,}V «E ª � ´a²?*n®´E ª ® � «�µ$Á�·#��"E®e*�*?®G©s*n®t¬Ã± � ²�²�®N¯�´{¬r¬�³¼´Â²Ç¬ � ²�n¬FB � ?²�¬C± � ¯Ã±�*n«{¬Ã³¼«�¨Q³�n´E¬Cµ{®H²�¯ �98 ®e�t²�³¼n¯�®t¬#©�®t²Ç± � ¯)�t³�´E¬�·j:

�Â«E®N´a²H�N³¼´E¬°²�?²�«{®N´a²�µE®N¬�³�«=²��*?¬~µE®m�e* � ¬°¬�?6�� � ²�n³�´-±�*n«E¬�³�« ¨Q³�n´{¬4±E¯°·#�N?¬ ,]u ¯�®t´E³�´E¬S«E´ì® § ®e¨^±�*n®G©²�³¼« 8 ³�«E¯°¬H®t´ ´E³¼«E¬ � ±E±E« V¬� ´a²½¬�«{¯·* �>O  « «E¯°® ` ,óßO, É�®^± � ²�²�®t¯�´!`�~<cb�ecbdec��Icb�	h5µ{« ´E ª ® � « µ$Á�·#��"E®e*�*?®
Sfeuilles

®N¬F²½¬ � ²�n¬FB � ?²H± � ¯·*?®N¬h²�¯ �98 ®e�t²�³�n¯°®N¬��º«{ ª ³�´a²½µE®t¬ ª �*�*?®N¬�~[©�±E«En¬��X®N´%fnu�u�r+kvss© � « § ª �*�*n®N¬�È±E«E?¬L�X®N´�aEâ+i	jlknm1onp�r�s�k�©Î®t´ ²�¯ � ª ®N¯°¬ � ´a²q*?®tdvi�w�Z�k$xRz[{qk , ¸h* � ±E± � ¯ �-ø ²·�e* � ?¯�®e¨^®t´Â²��Â«E®~´vÁc�¨L:±�³�¯°²�®·�Â«E®e*�*n®Å²�¯ �98 ®e�t²�³¼n¯�®i�Â«E�¬ � ²�n¬FB � ?²)�t®h± � ²�²�®t¯�´)¬ � ²�n¬°B¾®t¯ �y� «E¬�¬°Ú*n®,± � ²°²�®N¯°´�`gfIcbdBcba	h � «�´E ª ® � «µ$Á�·#��"E®e*�*?®
Sdept

®t²#©�n´ ª ®t¯�¬°®#¨Q®N´a²$©�¬��«E´{®L²�¯ �98 ®e�t²�³�n¯°®Í´E®^¬ � ²�?¬°B � 7²Å± � ¬�`gfIcbdBcba	h[© � *n³�¯°¬f®#*�*n®Í´E®L¬ � :²�?¬°B¾®t¯ � ± � ¬�`�~�cb�Bcbdecg�Icg�	h ,�u
� ¯0�N³¼´E¬�·e�º«{®N´a²H³�´Æ±�®N«{²0�N³�´E¬°nµE·t¯�®t¯0�Â«E®��t®N¯°² � n´{¬r± � ²°²�®t¯�´E¬f¬°³�´a²fµE®t¬« ·t´E·N¯ � *n?¬ � ²�n³�´E¬¶µ$Á � «{²�¯°®N¬#©�®�²+�N®#�t�´E³�«E¬)�N³¼´EµE«E7²Ã<=* � ¯�®#* � ²�?³�´~¬°«E ª � ´a²�®,¬°«E¯ PΣ

ÀÕ�Öa×YØ�Ù¾ÚÒÙËÛ�Ø$PR� ä°æ4çO° ê{Ú9Ù¾Û�Ø0ë çÆè êl� Ø ç�1 ç Ø�Ú4éW÷ è�°Ëç é 2 ê{ÚNÚ çÂè Ø�é ð9Ý û X ¯�®#* � ²�?³�´�µE®,¯ � �^´{®#¨Q®N´a²¬�«{¯+*?®N¬]± � ²°²�®t¯�´E¬ }
�

} ö p P W r U K NSö: X UbN K�W o�Z P�NSR K Z R �Í� ö pBo NQPSu
z u p N P öBP P ′ p R K P W ö o-c : X P�Phö�U K p W ö ;|X¢a RAU � ö P = ]��

1.
�
2. · · · .

�
n
^�öBP P ′ = ] ý�^ }�X L ö Z��

i � ý:�R o U i = 1, . . . n }¢XG; RAU p P � P ′ u

� u p N P öBP P ′ p R K P W ö o-c : X P�Phö�U K p W ö ;|X�a RAU � ö P1.P2
öBP P ′

1.P
′
2
}�X L ö Z P1 �P ′

1
öBP P2 �P ′

2
}�XG; RAU p

P � P ′ u
vsN P � P ′ } K R o�p W NñU�R K p·x#o ö P ö p P ±�*?«E¬Ð6�´ x#o ö P ′ u
.0/ ç�132±°¾ç	4ºô$Ý ûAö¢: X P�Phö�U K ] , � ) � � � ��^kö p P¸: ;ëo7p U K x#o ö ] � � � � � ^ } : X U Z ö x#o ö ] , � ) ^ �

] � ^ }L] � ^
�
] � ^3öBP ] ��^ �

] � ^�uÉ � ±E¯°³�±�³�¬�7²�n³¼´~¬�«E ª � ´a²�®,¬�® ª ·t¯�76�®ÅB � �N�*n®#¨Q®N´a²bÀ
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\Hè Û 2 Û�éWÙñÚ9Ù¾Û�Ø ÿ$Ý û X U�ö ;|X P�NSR K � ö p P o K RAU W U�öY: X U�P�NSö ;ùpBo U PΣ

u
\HèAç ÷�ö ç À=É � µE·e¨^³�´{¬°²�¯ � ²�?³�´4µ{®0* � ±E¯�³¼±E¯�?·t²�·ÇµE®f¯°·eÅ�® §  ª ?²�·Ç®t²CµvÁ � ´a²�7:q¬ V ¨^·�²�¯�?®Ç®t¬°²Ð²�¯� ª  � *n® ,au ³¼«E¯* � ²�¯ � ´E¬°?²� ª ?²�·-©$�*�¬°«{�L²½µE®Q¯�®e¨ � ¯d�Â«E®N¯��Â«E®

P � P ′ ¬�¬°¢��" � �º«{®�â
∈ P ′ �t³�¯�¯°®N¬�±�³�´Eµî<)«E´î¬°³�«E¬@:± � ²°²�®t¯�´EW

1.
W

2. · · · .
W

n

µE®
P

� ª ®e��W
i �
â�©

i = 1, . . . n
,

V ³�7²¥¨ � n´a²�®t´ � ´a²
P1

©
P2

©á®t²
P3

²�¯�³�?¬Y± � ²°²�®t¯�´E¬ � ª ®e� P1�P2

®t²
P2�P3

,au ³�«E¯¥��" � �Â«E®Çâ
∈ P3

�*® § ?¬°²�®Ã«E´Q¬�³�«{¬F:q± � ²�²�®N¯�´
B =

W
1.
W

2. · · · .
W

n

µE®
P2

� ª ®#�<W
i �
â�©

i = 1, . . . , n
©a®�²¶±�³�«E¯w��" � �º«{®<W

i

©a�*® § ?¬°²�®�«E´Í¬�³¼«E¬F:Ô± � ²�²�®N¯°´
Ci =

Y
i
1.
Y
i
2. · · · .

Y
i
mi

µ{®
P1

� ª ®#�HY i
j �

W
i

©
j = 1, . . . , mi

,XV ³�7²
C

*n®�± � ²°²�®N¯°´
C1.C2. · · · .Cn

, Ã * � n¯°®#¨Q®N´a²���" � �Â«E®>Y
∈ C
®N¬F²¹²�®e*w�º«{®>Y

�
â�©�®t²h´E³�«E¬ � ª ³�´E¬ � *n³¼¯�¬Å²�¯°³�« ª ·^«E´¬�³¼«E¬F:Ô± � ²�²�®N¯°´ÍµE®

P1

�Â«E��t³�¯�¯°®N¬�±�³�´EµL<râfµ � ´E¬
P3

,A_ *n³¼¯�¬�³�´ �
P1�P3

®�²��N®e�NO�N³�´��e*n«{²
* � ±E¯�®t« ª ® ,
2É�®N¬�± � ²°²�®N¯°´E¬ÎµE®]µE®t« § ²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®t¬Î±�®t« ª ®t´Â²wD�²�¯�®]µE?¬°²�n´���²�¬Î<Å«E´L´E ª ® � «QµvÁc·e��"E®#*�*n®C®t²�¬°�¨Q�* � n¯°®N¬<Ç«{´ � «{²�¯�®w´E ª ® � « ,áu±� ¯�® § ®#¨Q±�*n®wµE®t« § ²�¯ �Ò8 ®#�t²�³�n¯°®N¬�µE³�´a²±*n®N¬�± � ²°²�®t¯�´E¬ � «¹´E ª ® � «¹µ$Á�·#��"{®#*�*?® Sfeuilles¬�³¼´Â²^¯�®t¬�±�®#��²� ª ®#¨Q®N´a²�`g�IcbdBcb�	h!®t²�`b�Bcbdec�~lh[©�± � ¯F² �G« ®t´a²V*?®H¨QD#¨Q®S± � ²°²�®N¯°´�`baecbdBcgf�h � «0´E ª ® � «µ$Á�·#��"E®e*�*?®

Sdept

,=\ ´^B � ?²#©º³¼´~±�®t«{²Y¨Q³�´a²�¯°®N¯!�º«{®ÅµE®N« § ± � ²°²�®t¯�´E¬Ðµ{®Ç²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®Ç³�´a²Ð«E´�«E´{��Â«E® : ;ëo7p
:�öBP�NQP X K Z �BPËU�ö Z R �Í� o KXµ$Á � ±E¯d¿N¬V* � ¯�®#* � ²�?³�´

�
, Ã ®t² � ´��ND�²�¯°®)¯°®N±E¯°·N¬�®t´a²�®�*?®S´E ª ® � « ¨^?´E�¨ � *�µE®µE®t¬ �N¯°n±{²�n³�´SµE®t¬Ã²�¯ �98 ®e�t²�³�n¯°®N¬ � «��Â«E®e*A�t®N¬C²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®t¬Ã´{®H±�®N« ª ®N´a²r±�*n«E¬]D�²�¯�®,µE?¬°²�n´ « «{·N®N¬)*ÊÁc«E´{®ÅµE®

*lÁ � «{²�¯�® ,
Ã ³�´E¬°nµE·t¯�³�´{¬Î± � ¯Y® § ®e¨^±�*n®

P1 =
`g�Icg�ecbdecgf	h¹®t²

P2 =
`baBcbdec�~�cg�	h , É�®N¬ÎµE®t« § ± � ²�²�®t¯�´E¬Î¯°®N±E¯°·N¬°®N´a²�®t´Â²«E´5µE·N±�* � �N®e¨^®t´a²hµ{« µE·t± � ¯°²�®#¨Q®N´a²�a{âXi	jlknm�oqp�r�s�k � « µE·t± � ¯°²�®#¨Q®N´a²Lfnu	u�r+k�s ª  � *?®ÍµE·N± � ¯°²�®#¨Q®N´a²

dvi�w�m�Z�knm[xRz[{qk , ¸h* � ±E± � ¯ �-ø ²)�º«{®
P1

³¼>�¯�®,«E´E®h¯�®N±{¯�·N¬°®N´a² � ²�n³¼´�±�*?«E¬Çµ{·t² � �*�*?·N®Å±�³�«E¯)* � ± � ¯F²�?®Hµ{®·* �
� � ¯°²�®b�t³�¯�¯°®N¬°±�³�´{µ � ´a²Ã<q* � ¯°· « ?³�´Efnu	u�r+k�s ,�Ä ³�«E¬C´vÁ � ª ³¼´E¬]´E P1 � P2

´E
P2 � P1

©��t®N±�®N´Eµ � ´Â²Ç<�* �B¾³�?¬
P1

®t²
P2

¬�³¼´Â²Ã?´{B¾·N¯°n®N«{¯�¬]<
P3 =

`baBcbdecgf�h�µ$Á � ±E¯ ¿t¬�* � ¯�®#* � ²�?³�´
�

,
\Hè Û 2 Û�éWÙñÚ9Ù¾Û�Ø Ü�Ý v�RtNQP D = {P1, .., Pn}

o K ö K p ö � T ; ö x#o ö ;nZ R K x#o ö W ö�: X P�Pµö�U K p W ö�PËU Xdf ö Z PµRtNñU�ö#u
v�RtNQP U ; @ ö K p ö � T ; ö W ö�PhR o7p%; ö p : X P�Phö�U K p P Phö ;'p%x#o ö Pi � P, i = 1, 2, ..., n u � ; RAU p U XVo K o K N x#o örB;�r � ö K P � N K N � XG;'}!x#o ö K R o�p%X :7:�ö ;Q; ö�U�R K p ppac(D, �) _ :�R o U p ;ëo7p p öBP�NQP a

K Z �BPËU�ö c R �Í� o K gGu
\HèAç ÷�ö ç ÀyÃ®e¨ � ¯ �Â«E³�´E¬]µ$Á � ø�³�¯�µH�Â«E®

U
®N¬°²Ç´E³�´ ª nµE®-©�±E«E?¬ �Â«$Á��*¸�N³¼´Â²�n®t´Â² � «H¨^³¼n´E¬

racine(TΣ)
,��C� n´=:²�®t´ � ´a²H¬�³�7²

P = [
â

1.
â
2. · · · .

â
p]
®�²

P ′ = [
â ′
1.
â ′
2. · · · .

â ′
q]
µ{®N« § ·e*n·#¨Q®N´a²�¬b¨^?´E�¨ � « § µE®

U
,�Ä ³¼«E¬¬ � ª ³�´E¬&�Â«$Á � «`¨Q³�n´{¬Ã«{´Æ·#*?·#¨Q®N´a²0¨Qn´{�¨ � *$® § ?¬°²�®h± � ¯d�N®%�Â«E®

�
®N¬°²r«E´Æ³�¯°µE¯�®H± � ¯F²�?®#* , É � ±E¯�®t« ª ®�N³¼´E¬°²�¯�«E7²Ï«E´¹·#*n·e¨^®t´a²

P⊥

²�®e*O�Â«E®
P⊥�P

®�²
P⊥�P ′

, ¸q´a²�«E?²� ª ®e¨^®t´a²$©A´E³�«E¬±¨^³�´a²�¯�³�´E¬A�Â«E®�t®N¯°² � n´{¬¬ V ¨�ø�³¬*?®N¬ÐµE®
P
� ¯°®N¬°± ,

P ′
� ¬°³�´a²)*n®N¬¶±�*n«E¬¶±�®�²�?²�¬ � ´��tDt²�¯�®N¬Y�t³¬¨?¨½«E´E¬Ðµ{®f¬�³�«{¬F:h��" �-ø ´E®t¬]µE®

P ′
� ¯°®N¬�± ,

P
� , É � �N³�´�� � ²�·N´ � ²�n³�´SµE®i�t®N¬Ã¬�³�«E¬@:h��" �tø ´E®t¬ÇµE³¼´E´E®

P⊥

,

...

P A1

P ′ � ′1 � ′2

P1 C1 P2 C2 Pn Cn

ð�ñQòYó ` ,�� Á Ã � *��t«�*$µE«�±E± � �,µE®
{P1, P2, . . . , Pn}

¾¬¾ ß



ûsü�ý�þlÿ������ ¥�� û�¨&ý-dQÿnm�§Wý��\ÿ������[©P¨��1ÿno@iU§�üù�f¨�¨��rg������	ýts#�U§��h�iÿ����� ¥7�_2��Sd ���þ�ý��d�µ��� ��fg��%���ýts#�E§��µ�iÿ��B��
Ã ³�´E¬°nµE·t¯�³�´E¬hµ$Á � ø�³¼¯�µ â

1

®t²½â ′
1

,�Ä ³�«E¬ � ª ³�´E¬ Pi[1] �
â
1

®t²
Pi[1] �

â ′
1

©�±�³¼«E¯
i = 1, · · · , n

,u «En¬d�Â«E®
TΣ

®N¬F²¶«E´ � ¯QøE¯°®G©��N®e* � ¬� « ´E?6�®)�Â«E®Ç¬�³�7²Ðâ
1 �
â ′

1

¬�³�7²Ðâ ′
1 �
â

1

,nV «{±E±�³¼¬�³�´E¬ � ¨ � n¬¥*?®���"{³� §n´ ª ®N¯�¬°®��N³¼´EµE«E?¯ � 7²¹<)«E´E®4µ{·#¨Q³�´E¬°²�¯ � ²�n³�´X¬��¨^�* � ?¯�® � �Â«E®Sâ
1 ≺
â ′

1

©�®t²¹¬�³�7²
C1

*n®Q±E¯�·�6 § ®�µE®
P1�Â«EY®t¬°²^}
�N³¼« ª ®t¯°² � ± � ¯,â

1

,vu «{n¬ �Â«E®
P1 � P

©��*�® § n¬F²�®Í«E´È±E¯°·t6 § ®
A1 =

â
1.
â

2. · · · .
â

i

µE®
P

�º«{}
�N³¼« ª ¯�® � C1

· «¬� *n®e¨^®t´Â² , ¦Ç®~±�*n«{¬ � ¾ � ��" � �Â«E®�¬ V ¨�ø�³G*n®�â ∈ A1

®N¬F²½²�®e*¢�Â«E®Sâ
≺
â ′
1

©�±E«En¬d�Â«E®¬�?´E³�´
P

�t³�´a²�?®N´EµE¯ � ?²ÃµE®t¬f¬ V ¨�ø�³¬*?®N¬ÃµE®¹´E ª ® � « § µ$Á�·#��"E®e*�*n®hn´��t³¬¨Q± � ²��ø�*n®t¬#©E®�² �Êß � �*�´$Á�® § n¬F²�®½± � ¬«E´Æ±{¯�·t6 § ®
C ′

1

µE®
P1

±�*?«E¬ « ¯ � ´EµC�º«{®
C1

�Â«E�®N¬°² � «E¬�¬°
�t³�« ª ®t¯°²r± � ¯ A1

±E«E?¬ �Â«E®�*?®h¬ V ¨�ø�³G*n®��º«{¬�«{?²
C1

µ � ´{¬
P1

®N¬F²Ð?´��#*?«E¬�µ � ´E¬Ðâ ′
2

� ª ³�n¯ O  « «E¯�® ` ,�� � ,=u±� ¯w«E´~¯ � n¬�³¼´E´E®#¨Q®N´a²w¬��¨^�* � ?¯�®�³�´^²�¯�³�« ª ®
C2, . . . , Cn

©�*?®N¬]±E¯�·�6 § ®N¬ÃµE®
P2, . . . , Pn

©��Â«E�¬�³�´a²��N³�« ª ®N¯F²�¬Ã± � ¯ A1

,¸h*�¬NÁ�®N´{¬�«E7²±�Â«E®¥*?®Y± � ²°²�®t¯�´
[A1.
â

i+1. · · · .
â

p]
� ±E± � ¯F²�n®t´a²�<

U
®t²Ú�Â«$Á��*¼¬ � ²�n¬°B � ?²

[A1.
â

i+1. · · · .
â

p]�
P ′ ©)�N®	�º«{��t³�´a²�¯°®NµE7²�*ÊÁ÷" V ±�³á²�"�¿t¬�®îµE®�¨Qn´E�¨ � *??²�·)µE®

P
, ¦Ç® ±�*?«E¬#©)* � ¨QD#¨Q®X²�®#��"E´E��Â«E® ¬tÁ � ±º:±�*?��Â«E®L<�*lÁ�®N´E¬°®#¨�ø�*?®LµE®L± � ²�²�®N¯°´E¬

{Q1, Q2, . . . , Qn}
© � ª ®#� Pi = Ci.Qi

©�±�³�«E¯
i = 1, . . . , n

,�V ³�7²
Q = [

W
2. · · · .

W
q]
®�²

Q′ = [
â

i+1. · · · .
â

p]
,{_ *?³�¯�¬¶³�´4²�¯°³�« ª ® A2

µE®rB �X� ³�´�¬��¨^�* � ?¯�®]<
A1

, É � �t³�´�� � :²�·t´ � ²�n³�´SµE®
A1.A2. · · · .Ar

®N¬F²
P⊥

,
2ÉÎÁc® § ?¬°²�®N´��t®)µ$Á�«E´!±�*?«E¬Í±�®�²�7² � ´��tDt²�¯°®��N³¬¨?¨½«E´ � ±E± � � � ®N¬°²Q�¨^±�³�¯°² � ´a²�®-©Ï<m* � B¾³¼n¬½±�³�«E¯Í´E³¼¬³�ø 8 ®e�t²�?B¾¬�µE®w�#* � ¬�¬°?6�� � ²�?³�´f®�²�±�³�«{¯¸*lÁ�³�±{²��¨^?¬ � ²�n³�´+*n³¼¯�¬$µE«Å²�¯ � 7²�®#¨Q®N´a²�®t´H²�®#¨Q±E¬F:Ô¯�·t®#*�µE®w* � ¯�®e�º«{Dt²�® ,

¦r«~±�³�?´Â²wµE® ª «E®rµE®�* � �#* � ¬�¬°?6�� � ²�?³�´�©7* � ¬°²�¯�«���²�«E¯°®rµE®Ç¬�®e¨^;:Ô²�¯°®N�*�*n?¬ÏµE®Ç´E³�¬w± � ²°²�®N¯°´E¬ «¬� ¯ � ´a²�?²!�Â«E®´E³�«{¬¶±�³�« ª ³¼´E¬¶²�³¼« 8 ³�«E¯°¬¶³�ø{²�®N´E?¯#©Â±�³�«E¯w«E´�®N´E¬°®#¨�ø�*n®rµ{®Ç²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®t¬#©º«E´~´E ª ® � «~µ$Á�·#��"E®e*�*n® � «��Â«E®e*²�³¼«{²�®t¬+�t®N¬]²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®N¬C¬°®N¯°³�´a²r¯°®N±E¯°·N¬�®t´a²�·N®t¬r± � ¯Ã«{´)«E´{��Â«E®,± � ²°²�®N¯°´ ,ÉÎÁ � ¬°±�®e�t²L³�±=²��¨Qn¬ � ²�?³�´X®N¬°²=¨Q³�?´E¬%�t³�«E¯ � ´Â²#©søE?®N´��Â«$Á � «E¬°¬�C�¨Q±�³�¯°² � ´a² , ÉÎÁc?µE·N®~®t¬°²=�Â«E®�´E³¼«E¬¬ � ª ³�´E¬)�Â«E®Å¬��«E´E®f²�¯ �98 ®#��²�³�?¯�®Ç´E®Å¬ � ²�n¬FB � ?²�± � ¬Y*?® :7: XºZ µ$Á�«E´S®N´E¬°®#¨�ø�*n®fµE®Å± � ²�²�®N¯�´{¬#© � *?³�¯�¬�®#*�*n®Ã´E®¬ � ²�n¬FB � ?² XGo�ZBo KÍµ{®&�N®t¬Ð± � ²°²�®N¯°´E¬ , Ã ®t²°²�®r±{¯�³�±E¯°n·�²�·r±�®N¯d¨^®�²Ðµ$Á�· ª 7²�®N¯�µE®f´E³G¨�øE¯�®t« § � � *��N«�*?¬�?´Â«{²��*n®N¬µ � ´{¬·*?®N¬H¬ V ¬°² ¿#¨Q®N¬½µE®Q´E³¼²�?6�� � ²�?³�´ÈµE® « ¯ � ´{µE®^·e��"E®#*�*n® � ª ³�n¯H± � ¯,® § ®e¨^±�*?®�G ¾ ßX� © ß Ó Ip� ©�®N´	�N¯�· � ´a²µE®t¬ ZB;ëo7p Pµö�U p µE®]± � ²�²�®N¯°´E¬�µvÁc?´Â²�®N¯°¯�³ «7� ²�n³¼´Í®t²�®N´L6�*?²�¯ � ´a²!*lÁ�· ª � *?« � ²�?³�´½µE®)�t®N¬¶¯°®#�Â«ED�²�®N¬ « ¯ ú �N®Ã<b*n®N«{¯±E± � � , Ã ®t² � ¬°±�®e�t²Ç¬�®t¯ � µE· ª ®#*n³¼±E±�·,µ � ´E¬)* � ¬�®e�t²�n³�´�¬�«E ª � ´a²�® ,
Ä ³�«{¬ � ª ³�´E¬�ø�®N¬�³¼n´ìµ$Á�«E´ � * « ³¼¯�?² "�¨Q®)±�³�«E¯�� � *��t«�*n®t¯�*n®�±�*n«E¬�±�®t²�?² � ´��ND�²�¯�®m�t³¬¨?¨½«E´�µ$Á�«E´®N´{¬�®#¨[ø�*n®ÈµE®X± � ²°²�®N¯°´E¬ ,]u±� ¯ � �*�*n®N«{¯�¬#©�¬�Å´E³¼«E¬S±E¯�®t´E³�´E¬�®N´M�N³¬¨Q±{²�®m* � ¨^³¼²� ª � ²�n³�´-±{¯�·#�t·NµE®t´a²�®� «=²��*?n¬°®N¯Ð«E´)±E± � �i�t³¬¨y¨Q®Å«E´�6�*?²�¯�®Å±�³�«E¯]«E´�®N´E¬°®#¨�ø�*?®hµ{®H± � ²�²�®N¯�´{¬ � ©��*vB � «{²+�Â«E®��N®t² � * « ³�¯�7²�"�¨Q®¬�³¼?² N K Z U r � ö K P XG; ± � ¯ �t®��Â«E®È´E³¼«E¬ � �¨Q®N¯°n³�´{¬4±�³�« ª ³¼n¯ �98 ³�«=²�®N¯�«{´3´{³�« ª ® � « ± � ²�²�®N¯�´ìµ � ´E¬S«E´�#*?«E¬°²�®N¯Q® § n¬F² � ´a²^¬ � ´{¬ � ª ³�?¯Q<X²�³¼«{²4¯°®#� � *��t«�*n®t¯ , É � ²�®#��"E´E��Â«E®�±E¯°³�±�³�¬�·t®C�t7:qµ{®N¬�¬°³�«E¬^¯�®N±�³�¬°®)¬°«E¯

*lÁ�³�øE¬°®N¯ ª � ²�n³¼´Æ¬�«E ª � ´a²�®�Àv²�¯�³�« ª ®N¯b*?®½±E± � �ÍµvÁc«E´X®N´{¬�®#¨[ø�*n®ÍµE®Í± � ²�²�®N¯�´{¬Å®N¬°²,·e�Â«E ª � *?®N´a²H<4²�¯°³�« ª ®t¯*n®H´E ª ® � «�µ$Á�·#��"E®e*�*?® S
±�³�«E¯+*n®#�Â«E®e*�²�³�«E¬�*n®t¬Ç± � ²�²�®t¯�´E¬ÇµE® ª ?®N´E´E®t´a²Å¬��¨^�* � ?¯�®N¬ ,�Ä ´E®hB¾³�?¬ S ²�¯�³¼« ª ·-©�*v¯�®N¬F²�®H<ÍµE·t²�®N¯d¨^?´E®N¯)*lÁ � ´��tDt²�¯�® � «{´E��Â«E® � µ{®N¬]± � ²°²�®N¯°´E¬Ãµ � ´E¬

S
,ÉÎÁ � * « ³�¯°?²�"�¨^®��B�+�&��±{¯�®N´{µ�®t´�®N´a²�¯°·N®Å«E´{®Å± � n¯°®rµE®r± � ²�²�®N¯°´E¬

(P1, P2)
®t²Ð¯�®t²�³�«E¯°´E®&*n®Ç±E± � �rµE®

{P1, P2}
, ¸q´a²�«E7²� ª ®#¨Q®N´a²#©±*ÊÁ � * « ³�¯°?²�"�¨^®q�t³�«E±�®���" � �Â«E®�± � ²�²�®t¯�´ ®t´

n
¨Q³�¯ �t® � « §ù, Ã ®N¬q¨Q³�¯ �t® � « §¬�³¼´Â²��N³¬¨Q± � ¯°·N¬YµE®t« § <ÇµE®N« § ®N´Í¬tÁ � ±{±E« V7� ´Â²w¬°«E¯�* � B¾³�´���²�n³¼´

ppp(a, b)
�Â«E=¯�®�²�³�«E¯°´E®Y*n®�±�*n«{¬Ï±E¯°³O��"E®± � ¯°®N´a²Cµ$Á�«E´E®r± � n¯°®Çµ{®f¬ V ¨�ø�³¬*n®t¬

(a, b) ∈ Σ2 µvÁ � ±{¯ ¿N¬¢* � ¯°®#* � ²�?³�´
�

©º®t²Y* � B¾³�´���²�?³�´
ancêtre(S, a)�Â«EÂ¯�®�²�³�«E¯°´E®!*lÁ � ´��ND�²�¯°®wµ{«h¬ V ¨[ø�³¬*?®

a
µ � ´E¬Ú*?®w´{ ª ® � «¹µvÁc·e��"E®#*�*n® S ,A| ´H¯ � ±E±�®e*�*?®¥�º«{®

couverture(σ)� � *��N«�*n®b*n®Å´{ ª ® � «Sµ$Á�·#��"E®e*�*n®i¨Qn´E�¨ � *
S

�º«{w}
�N³�« ª ¯°® � σ ⊆ Σ
,

¾¬¾ �



¥��32���d ���þ�ý�� �h���d��fg��%���	ý�s#�E§��h�iÿ����� ûsü�ý�þ=ÿS���B� ¥7� û�¨�ý- ,ÿnmH§�ý��1ÿ������[©�¨S�1ÿpoqiE§�üù�k¨
¨��rg��%���ýts#�E§��µ�iÿ��B��
� °�� Û è ÙñÚ9ú 15ç �B�1�&�.ÅØ�Ú è Ö ç À Ä ´{®H± � n¯°®ÅµE®,± � ²�²�®N¯°´E¬

P1, P2� Û è Ú9Ù ç À
ppac({P1, P2}, �)ë�Ö	SÀ÷�Ú

Á ·t² � ±�® ��� � À�³�´�� � *��N«�*?®b*n®Å´E ª ® � «)µvÁc·e��"E®#*�*n® Sppac

µE«�±�*n«E¬]±�®t²�?² � ´��NDt²�¯�®��N³¬¨?¨½«E´ Á��� ¸q´E7²� � *nn¬°®
Sppac

±�³�«E¯CDt²�¯�®i*n®Å±�*n«E¬Ð6�´�´E ª ® � «)µ$Á�·#��"{®#*�*?®,±�³�¬°¬��ø�*n®-© Sfeuilles

Sppac := Sfeuilles��� u
� ¯ �N³¼«E¯�¬ÃµE®
P1

®t²
P2

©E®t²Ã³�´SµE·�²�®N¯d¨^?´E®H<q��" � �Â«E®H·t² � ±�®,¬��«{´C��" � ´ « ®#¨Q®N´a²Ãµ$Á�·#��"E®e*�*?®H®t¬°²Ã´E·e�N®N¬°¬ � ?¯�®
i := 1, j := 1

�X� u ³�¬�7²�?³�´E¬Y�N³¼«E¯ � ´Â²�®N¬]µ � ´{¬
P1

®t²
P2

,ÚÒê�Ø�Ú �v÷ ç � i ≤ longueur(P1)
®t²

j ≤ longueur(P2)
� ïÔê�Ù è9ç��� u ¯�®t´Eµ�*?®Å±�*n«E¬C±�®t²�?² � ´��NDt²�¯�®i�N³G¨y¨½«{´�µ{®

P1[i]
®t²

P2[j]
µ � ´E¬

(Σ,�)
l := ppp(P1[i], P2[j])��� V�� «=²�®i* � ± � ¯°²�?®Q}
�N³�« ª ®N¯F²�® � ± � ¯Y�N®H±E±E±�µ � ´{¬+*?®N¬CµE®t« § ± � ²°²�®t¯�´E¬ÚÒê�Ø�Ú �v÷ ç P1[i] � l

ïÔê�Ù è9ç i := i + 1
ÂSÚÒê�Ø�Ú¡�$÷ ç P2[j] � l

ïÔê�Ù èAç j := j + 1��� Ã � *��N«�*?®b*n®Å´E ª ® � «)µ$Á�·#��"{®#*�*?®b¨^?´E�¨ � *��Â«E¸�N³�´a²�n®N´a²
l

Sppac := couverture(Sppac ∪ {l})×ÏØ
���

P1

³�«
P2

´$Á � ± � ¬]·t²�·,®t´Â²��¿t¯�®#¨Q®N´a²Ã± � ¯d�N³�«{¯�«£¢ _ *n³�¯°¬
Sppac

®N¬°²�*n®Å´{ ª ® � «Sµ$Á�·#��"E®e*�*n®i*?®Å±�*n«E¬ « ¯°³�¬�¬°n®t¯#©
SracineéWÙ �

i ≤ longueur(P1)
³�«

j ≤ longueur(P2)
� ê ° Û è é Sppac := SracineÁ \ ² � ±�® � ø � À�¯°®#¨Q±�* � �N®b��" � �Â«E®H¬ V ¨�ø�³¬*?®ÅµE®

P1

± � ¯C¬�³¼´ � ´��NDt²�¯�®,µ � ´{¬
Sppac

Á
2 Û�÷ è íáú�êq�$÷ ç � i ∈ [1, longueur(P1)]

�
Pppac[i] := ancêtre(Sppac, P1[i])Á \ ² � ±�® � � � À�� � *��N«�*?®b* � ¯�·tµE«���²�n³¼´)µE®

Pppac

À�³�´S³�ø{²�?®N´a²+*n®Å¯°·N¬�«�*?² � ² Áè9ç ÚÒÛ�÷ è Ø ç réduire(Pppac)×ÏØ
ð�ñQòYó ` ,å( Á É�Á � * « ³�¯�7²�"�¨Q®L�B�1�&� ,

ÉÎÁ � * « ³�¯°?²�"�¨^®¤�B�1�&�5±�®N«{²ÇDt²�¯�®¹«=²��*?n¬°·Å±�³�«{¯+� � *��t«�*n®t¯]µE®%¨ � ´E�¿N¯�®,?´��N¯°·#¨Q®N´a² � *?®i*n®,±E± � �Hµ$Á�«E´®N´{¬�®#¨[ø�*n®
{P1, .., Pn}

© � ª ®e� n > 2
ÀWµ$Á � ø�³¼¯�µ,³�´b� � *��N«�*n®I�B�+�U� �

P1, P2

� ©N®N´E¬°«E?²�®e���1�&� � �B�1�&� �
P1, P2

� ©
P3

� ©�®t² � ,�Ä ³�«E¬,²�®N¯d¨^?´E³�´E¬b�t®t²°²�®L¬�®e�t²�?³�´X®N´X�*�*?«E¬°²�¯ � ´a²b�t³¬¨?¨^®t´Â²ÅB¾³¼´��t²�n³�´E´{®q�N®t² � * « ³�¯�7²�"�¨Q®H®N´
*lÁ � ±E±�*n��Â« � ´Â²C<L«{´)® § ®e¨^±�*n®G©�®t´)´{³�«E¬]¯�·�B¾·N¯ � ´Â²]²�³�« 8 ³�«E¯°¬]<?* � 6 « «E¯°® ` ,àß�,
.0/ ç�132±°¾ç PqQ Ý ´ R K p N W r U�R K p·; ö p : X P�Phö�U K p P1 = ] ( � ) � � � � ^ öBP P2 = ] ( � , � � � � �  ^�u � U K3W ö Z XG; DZBo�; ö�U�B�+�&�

({P1, P2})
} K R o�p N K NQP�N XG; N p R K p Sppac

X L ö Z Sfeuilles �#� � �! ���"��y���¥�&�'(��¦)X�§,�� u ´ 9 X7x#o ö
:�RtN K P W X K pi; @~r K o � r U X P�NSR K pBo N L X K PµöHU�öh:�U r�p ö K Phö o K ö r P X :�ö W X K p TBR o�ZB; ö�¨8©Rª«¨¬v®«¯�u

z u > R o P W @ X TBRAU W l ö p P Xdn ö Z P r E ppp(P1[1], P2[1]) = ppp(X, X) = X u j R o�p·p#XGo PhR K p ö K pBo NQPhö;|X : X U�P�NSö Z R o L ö�U�Phöq: X U ( } E ;|Xya RtN p :�R o U P1
öBP P2

  i öBP j p R K P XG; RAU p U cOr�p E3� u SppacW ö � ö o U�öiN K Z 9 X K { r u
¾¬¾ (



ûsü�ý�þlÿ������ ¥�� û�¨&ý-dQÿnm�§Wý��\ÿ������[©P¨��1ÿno@iU§�üù�f¨�¨��rg������	ýts#�U§��h�iÿ����� ¥7�_°��Sd ���þ�ý��d�µ��� ��fg����B�²±/©	³��h��

� u�´ K pBo NQPµö l ö p P Xdn ö Z P r E ppp(P1[2], P2[2]) = ppp(Y, Z) = H u j R o7pmp#XGo PhR K p�;|X : X U�P�NSöZ R o L ö�U�PµöH: X U �   i öBP j p R K P�PhR o7p W ö o-c U cOr�p E 3 u¹ûAö K N L ö XGo W @~r[Z 9�ö ;Q; ö^ö p P Sppac =
couverture(Sppac ∪ { � }) = � � �/ ���"	�����¥������� u

� u P1[3] öBP P2[3] p R K P Z R � : X U r�p u�� o N p#x#o ö)PhR o�p); ö p W ö oGc L XG; ö K P � x#o N X :7: X U�P�NSö K P E Sppac
} K R o7pX L X KRµ R K p�p N � : ; ö � ö K P W ö o K�W X K p½Z 9 X7x#o ö: X P�Pµö�U K   i = j = 4 u

< u � N K XG; ö � ö K P l ö p P Xtp�p N|{ K r E ppp(P1[4], P2[4]) = ppp(U, A) = A u j R o7p�p#XGo PhR K p%;|X U K	W ö pW ö o-c : X P�Phö�U K p�} N�u�ö#u } i = 5 öBP j = 6 u Sppac
ö p P couverture( � � �/ ��y"��y���%�&�'��� ∪{ � }) =

���������%�&�%��� u
´ K pBo NQPhö ; @~r P X :�ö _ TFg�ö p P�U r XG; N p�r ö   R K :�U�ö K�W P1

öBPR K U�ö � : ;|XºZ ö Z 9 X7x#o ö pB� � TBR ; ö¢: X U p R K X K Z �BPÊU�öW X K p Sppac
öBPyR K RGT#P�NSö K P Pppac = ] � � � � � � � ^ x#o N o K ö a RtN p U r W o NQP Z R K�W o NQP XGo U r�pBoO; P X P U K XG;

ppac(P1, P2) = ] � � � � � ^ùu � K RtPµö�U x#o ö+:�R o U Z öBP�Phö r P X :�öqR K XGo U X NQPA: o :�U�ö K�W U�ö ; öY: X P�Phö�U K P2
öBP

RGT#Phö K NñU ; ö � � � ö,U r�pBoO; P X P U K XG;¸  Pppac = réduire( ] � � � � � � � � � ^ ) = ] � � � � � ^ùu\ ´^¯°·N¬�«�¨^·-©¬*n®B¶�·X¸¹¶t«n¸EµE«L±n¸?«E¬Y±�®t²�?²º·¼´l¶NDt²�¯�®<¶N³G¨y¨½«{´�©¼³�»=²�®N´Â«Q<@¸lÁ�·¼nµ{®¶µE®�¸ÊÁ¼·X¸ « ³�¯°?²¾½�¨^®B�B�+�&�
©B¾³�«E¯°´E?²¡¸n®.±q·á²°²�®t¯�´�¸n®.±n¸?«E¬~6�´�¶N³¬¨?¨½«E´3<î²�³�«=²�®N¬>¸n®t¬~²�¯¿· 8 ®�¶�²�³�?¯�®N¬>·¼« §lÀ «E®²¸¹¸?®N¬�³�´3¬NÁ�n´a²�·t¯�®t¬�¬�®+Á| ´!³�»{²�?®N´a²L®N´^¨QD#¨Q®4²�®e¨^±{¬�¸n®�±n¸?«E¬¹6�´ø´E ª ®�·¼«!µ$Á�·�¶Â½{®�¸¹¸?®�±�³¼«E¯�¸n® À «{®�¸B¸?®N¬½²�¯¿· 8 ®�¶�²�³�?¯�®t¬Í¬�®N¯°³�´a²¶N³¼´E¬�?µE·N¯°·N®N¬£¶N³G¨y¨Q®f¬��¨^Ã¸Ä·¼?¯�®t¬�Á
JLK�Å �:9<; �>=@?&?�9BA5CD; PE9FA«9<ÆQREÇB?�9<;Ä ³�«{¬Ç´E³¼«E¬Ç?´a²�·N¯°®N¬°¬�³�´E¬�¨ ·án´a²�®t´q·¼´a²Ã<t¸ÊÁ¼·á±E±n¸nÃ¶�·á²�n³�´4µE®h´{³¼²�¯°®H¯°®N±E¯°·N¬°®N´a²Â·á²�n³�´�<t»n·¼¬�®HµE®H±q·á²°:²�®t¯�´E¬�±�³�«E¯^¬�«E ª ¯�®ÆµE®t¬�³�» 8 ®�²�¬�¨Q³�»E¹¸?®N¬)G ¾G¾ � © ¾ ß ¾ © ���áI Á¦�·á´E¬¡¸Ä·5¬�«E7²�®ÆµE®È¶N®t²°²�®Æ¬°®�¶�²�n³¼´�©¶´E³¼«E¬µE·�6�´En¬°¬�³�´{¬C´E³�¬Ð¯°® À «EDt²�®N¬<»q·¼¬°·N®t¬Ã¬°«E¯B¸?®N¬Ð±q·A²�²�®t¯�´E¬¶®t²CµE·²¶N¯° ª ³¼´E¬C®N´E¬°«E?²�®f«E´�¨Q·�¶�·á´En¬d¨^®Ã¬��¨^±n¸?®r®�²®t�t¶�·X¶N®Å±�³�«E¯w²�®N¬F²�®t¯#©E<¤¶Â½q· À «E®Å´E³�« ª ®�¸v· ª ·t´E®#¨Q®N´a²#©�¬��¶Â½n· À «E®Å³�» 8 ®�²�·¼±E±n·¼¯°²�n®N´a²¶³�«�´E³�´E·á«~¯�·t¬�«n¸;:²Â·A²Åµ$Á�«E´E®L¯�® À «{Dt²�®+Á Ã ®=¨^·²¶�·¼´E?¬ ¨Q®¹±�®N«{²,D�²�¯°®Í«{²�Ã¸nn¬°·¹±�³�«E¯b¨É·¼n´a²�®N´E?¯ÇµE®q¨É·¼´E�¿N¯°®½n´n¶t¯�·e¨^®t´Â²¾·X¸n®
¸n®Å¯°·N¬°«n¸?²¾·á²]µE®�¸Ä·½¯°® À «EDt²�®¹®t´È· 8 ³¼«{²Â·¼´a²]³�«�¬�«{±E±E¯��¨ ·á´Â²]µ{®N¬]³�» 8 ®�²�¬�Á
ÊBË�Ì£ËÎÍ ÏÐºÑHÒºÐºÒ}Ó�ÔHÓ#ÕnÓ&ÖB×�Ø�ÙlÓ&Ú�ÛHÐ}Ú	Ü�Ú	×�Õ-ÝÞÓ&Ú ¼ Ð5Ù�ÙlÓUÕlÑHÚÉÎÁ¼·¼±{±n¸nÃ¶�·á²�n³�´¡¸¹·½±n¸n«{¬C¬��¨Q±n¸?®rµE®,´E³¼²�¯�®�·¼±{±E¯�³	¶Â½E®,µE®@¶�¸¹·¼¬�¬°?6q¶�·á²�?³�´E¶N³¼´E¬�?¬°²�®H<½µE·�6�´E?¯C«E´E®,¯�®j:À «EDt²�®�¶N³¬¨?¨Q®�«E´àßláXâ�â ö�UMã¡ä�ö â U á8å ö Z âÞæ1ç U�ö ©¼® § ±E¯��¨^·¶<r«E´Í´E ª ®�·á«Íµ$Ác·²¶Â½E®�¸Ã¸n®Ðµ{³�´E´E·-©¼®t²ÏµE®ÐµE·�²�®t¯ ¨Qn´E®t¯²�³¼«{²�®t¬e¸n®t¬Î²�¯¾· 8 ®�¶t²�³�n¯°®N¬ À «E�¬¿·á²�?¬°B¾³�´a²}¶N®Ç±q·á²°²�®N¯°´UÁ Ã ®N±�®N´Eµn·¼´a²$©{µn·¼´E¬w«E´¡¶N³¼´Â²�® § ²�®ÇµE®H¶²¸Ä·¼¬°¬�76q¶�·á²�n³�´®N´È¸n « ´E®G©�´E³¼«E¬@· ª ³�´{¬�»�®t¬�³�?´�µ$Á�·¼µq·á±{²�®t¯r´E³¼²�¯�®¤¸Ä·¼´ « · « ®,¬NÁ�·¼±E±E« V ·¼´a²,¬�«{¯H¸n®t¬r±q·A²�²�®t¯�´E¬H·á6�´Æµ{®¹µE·j:²�®²¶t²�®N¯£¸n®N¬]³	¶�¶t«E¯�¯°®N´n¶t®N¬rµvÁc«E´�±q·á²°²�®t¯�´�µq·¼´E¬Ã«E´éèeê+ë¹µE®�¸n³	¶�·+¸nn¬¿·á²�?³�´E¬²Á{É�®�¸Ä·¼´ « · « ®Åµ$Á�n´a²�®N¯�¯°³ « ·á²�n³�´®t²Ã¬¿·Q¬°·#¨É·¼´a²� À «E®Å¬°³�´a²rµ{·t6�´E?¬�¶N³¬¨?¨Q®Å¬�«E7²iÀÕ�Öa×YØ�Ù¾ÚÒÙËÛ�ØìPní äÎî Ø�Ú çºè9è Û � ê{Ú9Ù¾Û�Ø�ï ° ù;ê�ÙÊë ç ë ç¦ð ê{ÚWÚ çÂè Ø ð9Ý�ñ æ1çòâ M ê ã[ö Z á U â ö�ä�öÈU¾ó�ô�ó�U�öMã Z ö
(Σ,�) õLö ã[öÍU�ö¿÷ êqøMâ ö q ù ê U M ö ù âBê ã[ö ßláXç U�ö (S, Pq)

æ ò S ö ù âBê ã�ã çòú ö áXê ä�ûüó ZÂý öMþòþ�öä á ã ù M ö â
Pq

ö ù âIê ã ßláXâ�â ö�Uÿã:ä�ö â U á8å ö Z âÞæ1ç U�öàä á ã ù S õ
��� `
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É�·Sµ{?>�·N¯�®t´n¶N®L®t¬�¬�®t´a²�n®²¸¹¸?®Q®t´a²�¯�®é¶t®t²�²�®LµE·t6�´{?²�?³�´È®t²�¶t®�¸¹¸?®ÍµE®L´E³�¬,¯�® À «EDt²�®N¬HµE«�¶Â½n·¼±E?²�¯�® � ®N¬F²À «$Á�¹¸Y®t¬°²H25Q±�·t¯¾·á²�?BÎµ{®Í±E¯�·²¶Nn¬°®N¯�¸n®¹´E46¼®�·¼«Xµ$Á�·�¶Â½E®²¸¹¸n®�¶t³�´E¬°nµE·t¯�·XÁ \ ´È®t>�®t²�7&¶N³�585Q®½´E³�«E¬�·+¸¹¸n³¼´E¬�¸n®6�³¼n¯¶±l¸n«E¬I¸n³�?´97�¸n®r´{46�®�·¼«~µ$Á�·�¶Â½{®�¸¹¸?®fn´a²�®N¯�6º?®N´a²B¸?³�¯�¬�µE«�±E¯�³	¶N®t¬�¬°«E¬Cµ$Á�·:6+·X¸n«n·á²�?³�´UÁºÉ�·¹¯�·t±�³�´{¬�®Å<¹«{´E®¯�® À «EDt²�®

q(S, Pq)
®N¬F²4«{´ ®t´E¬�®:5»n¸n®�µ$Á�³�» 8 ®�²�¬QµE³�´a² ¸¹·Æ²�¯¾· 8 ®�¶t²�³�n¯°®

traj
®N¬F²^²�®�¸¹¸?® À «E®

Pq

®t¬°²^«E´¬�«=�<;=®HµE®
pattern(traj, S)

ÁÕ�Öa×YØ�Ù¾ÚÒÙËÛ�Ø�P�= ä°æ Ö ð Û�Ø�é ç ëwù7÷�Ø ç5èAç �$÷?>aÚ çEð9Ý û áQ¯°·N±�³�´E¬°®A@Dê ã�B¹U�B¿÷ êRøMâ B q(S, Pq C ù ê U ê ãDBMãFE
ù B �8G þ2BHä�û æ1G å B â ù O H ã æ1â ó�B ansO(q) H B ù â þ2B ù æ1ê ù E�BMã ù B �8G þ2B�ä�B O ä	ó,Iºã ç Z æA�Í� B ù ê�çòâ�J

o ∈ ansO(q)
ùÂù ç Pq

B ù â}ê ã ù êLK�ë Bàä�B pattern(o.traj, S) õ
ÊBË�Ì£Ë M NPONÐºÝÞ×HÐ5ÙRQTSºÑìÔHÓ�ÕlÓ&ÖB×HØ�Ù�Ó&ÚÉÎÁc·�6X·+¸n«q·á²�n³�´�µ{®H¯°® À «ED�²�®N¬Ã¯�®t±�³¼¬�®,¬�«E¯<¸¹·½¬�25Q±n¸?®@·¼±E±n¸?¹¶�·á²�?³�´~µE®f²�®�¶Â½E´E À «E®N¬Ç¬°²Â·á´Eµq·¼¯°µ�µ{®@ßláXâ Eâ B�UMã �táXâ ZÂý ç ã�U Á Ä ³¼²�¯°®¹±E¯°³�»n¸2V:5^®H¯�®�6ºn®N´a²Å®t´.®t>�®t²f<^²�¯°³�«�6�®t¯�¸n®t¬r³	¶�¶t«E¯�¯°®N´n¶t®N¬ÅµE®

Pq

� ¸n®¹±n·á²�²�®N¯�´ �µq·¼´{¬Ð«E´~²�®L;º²�®
t ∈ Σ∗

� ¸Ä·h¬�· À «E®t´n¶N®,µE®H¸n³	¶�·X¸?n¬¾·A²�n³¼´E¬ � Á Ä ³�«{¬CµE®:6¼³�´E¬Ð²�¯°³�«�6¼®N¯¶²�³�«E¬B¸?®N¬Ð±E¯°·t6�;=®t¬CµE®
t
À «E�¬�®L²�®t¯�5Qn´E®t´a²h±n·¼¯

Pq

ÁXW¶®²¶Nw±�®t«{²¹D�²�¯°®^¯°·�·X¸?n¬�·é·Y6¼®�¶4«{´%·¼«{²�³�5É·á²�®
A(Pq)

À «Ew¯�®²¶N³�´E´n·(Zn²L¸n®
¸Ä·á´�[v·1[�®

Σ∗Pq

Á�É�·t¶N³�´{¬°²�¯°«n¶t²�n³�´�µE®
A(Pq)

¬NÁ�·¼±E±E«{n®¹¬°«E¯H¸¹·QB¾³�´l¶t²�?³�´
h
À «E!7�±�³�«E¯Ã«E´Æ±n·á²�²�®N¯�´�µE®²�¯¿· 8 ®�¶�²�³�?¯�®ÅµE³¼´E´E·

t ∈ S∗ 7�¯°®t²�³�«E¯�´{®L¸?®f±n¸?«E¬<¸n³�´�[Í¬°«{�\;=®hµE®
t
À «E�®N¬F²�·¼«{¬�¬��«{´)±E¯°·t6�;=®,µE®

Pq

Á�É�®
¶�·+¸¹¶N«l¸$µE®

h
®t²ÃµE®�¸¹·¡âgá$G þ2Bàä�B ù GMæ U8ä ù ·Í·t²�·,±E¯°·N¬°®N´a²�·à·¼«]We½q·¼±E7²�¯�®#^nÁ\ ´_[�·N´{·N¯¾·+¸ 7R¸Ä·LB¾³�´n¶t²�n³�´

h
¶N³�´{µE«E?²r<É¸ÊÁc·�²Â·á²Ç¯�®t±E¯�·t¬�®t´Â²¾·¼´a²@¸n®H±n¸?«E¬H¸?³�´�[Q±E¯�·�6�;=®½µE®

Pq

À «E�®N¬F²
·¼«E¬°¬��«E´�¬�«=�<;=®hµE«S±q·á²�²�®N¯°´)µE®Å²�¯¾· 8 ®²¶t²�³¼n¯�®+Á
`Ç´�±�³�?´Â²425Q±�³¼¯°²Â·á´Â²^®N¬F² À «E® ¸lÁ�·¼«{²�³�5É·á²�®�®N¬F²SµE·t²�®N¯�5Qn´{n¬°²�®XÁaW¶®�¶tb[v·¼¯¿·¼´a²�?² À «E® ¸lÁ�³�´-±�®N«=²D¸n³á:
¶�·+¸nn¬°®N¯�«E´~±n·á²�²�®N¯�´4µ$Ác?´a²�®N¯°¯�³�[�·á²�?³�´Lµq·¼´E¬�«E´dc�«R;^®t´Â²�¯¾·¼´a²¶®N´e[v·á¯�µq·¼´a²�¬�45^±n¸?®�5Q®N´a²}¸lÁ�·t²¾·á²e¶t³�«E¯¿·¼´a²µq·¼´{¬¤¸ÊÁ¼·¼«=²�³�5É·á²�®¹µE®É¸ÊÁc³X» 8 ®t² À «Ef[�·N´�VN¯�®t¸n®\c�«�;�Á�ÉÎÁ�·:6+·X¸n«n·á²�?³�´ÈµE®É¸¹·�¯�® À «ED�²�®^±E¯�®t´Eµ¥¶t³�5g5Q®Í®N´º:²�¯°·N®t¸Ä·�µE·�6�´E?²�n³�´XµE®t¸Ä·�¯�® À «EDt²�®17�«E´ ³�» 8 ®t²

o
7�¬¿·)±�³�¬�7²�?³�´ ·X¶t²�«E®�¸Ã¸n®(7�®t²H¯�®�²�³�«E¯°´E®<h�s=ânr À «q·¼´Eµ

o·¼±E±n·¼¯°²�n®N´a²Ã<�¸Ä·Í¯°·N±�³�´E¬�®,µE®
q
³�«Pi=â+iRj�µq·¼´E¬<¸n®@¶�·¼¬<¶N³�´a²�¯¾·¼?¯�®XÁ

�/k � Û è ÙñÚ9úml ç/npo �mqrÅØ�Ú è Ö ç]s `Ç´{®H¯°® À «ED�²�® q(S, Pq)
7�«E´S³�» 8 ®�²

o
7�«{´E®�¸n³	¶�·X¸?n¬¾·A²�n³¼´

loc� Û è Ú9Ù çts `Ç´>»�³º³�¸n·t®N´ À «E�n´{µE À «E®Å¬°
o
·¼±E±q·á¯°²�?®N´a²³�«�´E³�´�<�¸Ä·Í¯�·t±�³¼´E¬�®,µE®�¸Ä·Í¯°® À «EDt²�®ë�Ö	SÀ÷�Ú

���\u ·�²�®N¯�5^?´E®@¸lÁ�·t²� À «E®�²�²�®�¶t³�¯�¯°®N¬�±�³�´Eµn·¼´a²r<
pos
µn·¼´E¬<¸n®Å´Ev6�®�·¼«)µvÁc·²¶Â½E®�¸Ã¸n®

Sâ
= étiquette(S, loc)���3w ·t¯�76�® À «{®

o
®N¬°²Ç®N´a²�¯�·,µq·¼´E¬]«E´{®h´E³¼«�6�®²¸¹¸n®Å»t³�´E®éWÙ � â^®N¬F²ÃµEn¬F²�n´l¶t²]µE®�¸lÁ�·t²� À «E®�²�²�®Å±{¯�·�¶t·NµE®t´a²�® � ê k Û è é��� _ ±{±n¸n À «{®@¸Ä·½B¾³�´n¶�²�n³¼´�µE®Å²�¯¾·á´E¬�7²�n³¼´�¬�«E¯Çâ�7

��� ®t²£¶�·X¸¹¶t«n¸n®@¸?®Å´E³�«�6¼®�¸�·t²¾·á²£¶N³�«{¯¾·¼´a²ÃµE®
o

o.scur = δq(o.scur,
â
)×ÏØÀéWÙ

���3w ·t¯�76�®,¬�
o
·¼±{±q·¼¯°²�n®t´Â²Ã<�¸¹·L¯°·N±�³�´E¬°®Hµ{®

qéWÙ �
o.scur

®t¬°²£¸lÁ�·t²¾·á²£·X¶²¶N®N±=²Â·¼´a² � èAç ÚÒÛ�÷ è Ø ç 6=¯¿·¼
��� �



������	*�x!�L�#"��y��&z�(����� m{) ��|�|+-�/./0(&x!� o@i:) �*��&4&|� g �}|��� s � ) �+-�2�L��� "$�_°��Sd����p	������������ g ����� ± 0 ³ ����

éWÙËØ�Û�Ø è9ç ÚWÛ�÷ è Ø ç B�·¼«R; ×YØ�éWÙ×ÏØ ÉÎÁ¼·X¸4[�³�¯°?²¾½�5^® nao �mq)µE³�7²,Dt²�¯�®t·¼±E±�®�¸?·�¶Â½q· À «E®LB¾³�n¬ À «$Á�«E´ ´{³�«�6�®²¸�·:6�·t´E®�5Q®N´a² � B õ U õ 7$«{´y5Q®N¬@:¬¾·([�®�~ u}V � ®t¬°²�¯°® � «-±�³¼«E¯^«{´-³�» 8 ®�²Y7w®t²~¬°³�´-¯°·N¬�«l¸?²Â·A²4±�®N«{²4Dt²�¯�®�«=²�¹¸?n¬°·�µn·¼´E¬ ¸?®)±{¯�³	¶N®N¬°¬�«E¬4µE®5É·¼n´a²�®t´q·¼´n¶t®¹µE«È¯°·N¬�«l¸?²Â·A²fµE®¸¹·4¯�® À «EDt²�®XÁ�¸�¸Ï®t¬°²Å?´a²�·N¯°®N¬°¬¾·¼´a²,µE®½¬°³�«n¸?2[�´E®t¯ À «E®Í´E³¼«E¬f´$Á�·Y6�³�´E¬,±q·á¬
»�®N¬�³¼n´ µvÁc®t´E¯�®:[�n¬F²�¯�®t¯¤¸ÊÁ�½{n¬°²�³�¯� À «E®Íµ$Á�«E´î³�» 8 ®�²

o
¸?³�¯�¬,µE®t¶N®^±E¯�³	¶N®t¬�¬°«E¬½µ$Á�·:6+·X¸?«q·á²�?³�´UÁ \ ´5®t>�®t²Y7�¹¸¬�«=�Q² 8 «E¬°²�®4µ$Á�®N´{¯�®�[¼n¬°²�¯�®t¯à¸n®Q¬°²¾·á²�«=²�·X¶�²�«E®²¸�µE®

o
µ$Á¼·á±E¯�Vt¬¸lÁ�·¼«{²�³�5É·á²�®

A(Pq)
Á�W¶®²¶Np5^?´E25Qn¬°®¸n®t¬

»�®N¬�³¼n´E¬C®t´]5Q·�5Q³�n¯°®r®�²]·:6º?²�®Åµ$Á¼·Y6¼³�n¯]<Í¯�®²¸n?¯�®fµE®t¬]¬ V 5»�³�¸n®t¬Cµ$Ác«{´)±q·A²�²�®t¯�´SµE®Å²�¯¿· 8 ®�¶�²�³�?¯�®�¸?³�¯�¬¶µE®
¸lÁ�·:6+·X¸?«q·á²�n³�´~µvÁc«E´{®H¯°® À «ED�²�®XÁ
ÊBË�Ì£Ë|� ����ÙRQT��QÞÚ�Ð5ÙRQ�S}ÑÄ ³¼²�¯�®£·¼±E±{¯�³	¶Â½E®Ç³á>v¯°®C±n¸n«E¬°n®t«E¯�¬�³�±E±�³�¯F²�«E´E7²�·t¬Îµ$Ác³¼±{²�45^?¬¾·á²�n³�´UÁ Ä ³¼«E¬º¶N³�´E¬°nµE·t¯�³�´{¬�®t´^±q·á¯°²�Ã¶N«=:
¸n?®N¯U¸?®N¬�¬ V ¬F²�V�5Q®N¬ À «E�6ºn¬°®N´a²Y<�¶²¸Ä·¼¬°¬�?6E®N¯�®N´,²�®:5^±{¬�¯°·N®²¸a«E´h®t´E¬�®:5»n¸?®wµvÁc³�» 8 ®t²�¬�µE³�´a²�¸n®t¬&¸n³	¶�·X¸?n¬¿·á²�?³�´E¬¬�³¼´Â²
5Qn¬°®N¬�< 8 ³�«E¯Î±�·N¯�?³=µ{ À «E®�5Q®N´a²�Á$�f«q·¼´Eµt¸n®C¬ V ¬°²�V:5^®]²�¯¿·¼?²�®Ð«E´L²�¯�VN¬f[�¯¾·á´Eµ^´{³�5»E¯°®CµE®]±q·á²�²�®N¯°´E¬µ$Á�n´a²�®t¯�¯°³�[v·á²�n³�´Q¬�«E¯�«E´4²�¯�VN¬p[�¯¾·á´Eµ4´E³15»E¯�®Çµ$Á�³�» 8 ®t²�¬�7º´E³�«E¬¶±�³�«R6�³�´E¬�¯�·tµE«En¯°®H¸¹·L¶Â½q·á¯�[�®ÇµE®Ç²�¯¾·Y6+·¼¹¸
·Y6�®²¶¤¸?®N¬�5Q³ V ®N´E¬Ã¬�«{46+·¼´a²�¬ s

� Á Iºþ â U á U�B�ä�ûüó ú óMã�B � BMã â ù s ¶N³�585Q®�5^®t´a²�n³¼´E´E·Ðµq·á´E¬6¸Ä·f¬°®�¶t²�n³�´Í±{¯�·�¶t·NµE®t´a²�®17º´E³�«{¬Î±�³�«R6�³�´E¬Î«=²�7:
¸?n¬�®t¯B¸Ä·Í¬F²�¯�«l¶t²�«{¯�®,µE®Å²�¯°®N¹¸Ã¸n?¬¶µ$Á�«E´�®N´E¬°®�5»n¸?®,µE®,±q·á²�²�®N¯°´E¬]±�³�«{¯]6n¸?²�¯°®N¯�¸?®N¬�¶�·+¸¹¶N«l¸n¬Cn´Â«{²�¹¸?®N¬b�

ß ÁBßlá U âbá U�B ä�BQU�B ùÂù æ1ê U Z B ù s ´E³¼«E¬h±�³�«�6¼³�´E¬�[�¯�³�«{±�®t¯H®t´E¬�®:5»n¸?®É¸?®N¬L·¼«{²�³�5 ·A²�®N¬,µ$Á�«E´5®N´E¬°®�5»n¸?®µE®,¯°® À «EDt²�®N¬²Á
�CÙ k Ú è ê ��ç ëwù;Öaö�ÖºØ ç l ç Ø�Ú9éÉ�®N¬¹µ{®N«R;X²�®²¶Â½E´E À «{®N¬¹±�®N«R6�®N´a²ÍD�²�¯°®É¶t³�5»E?´E·N®t¬�Á�É�·)±E¯°®�5Q2VN¯°®L®N¬°²h±n¸?«{²�z¼²H¬°±�·²¶N?6 À «{®~<)´{³¼²�¯°®¯�®t±E¯�·t¬�®t´Â²¾·á²�?³�´/5½«n¸7²�;:q·�¶Â½{®�¸¹¸?®XÁ \ ¸Ã¸n®£¶N³�´E¬°n¬F²�®Å<�[�¯�³�«{±�®t¯e¸n®t¬¶¯°® À «EDt²�®N¬C®t´ Z þ ê ù â B�U ù ®t²C<H6q¸?²�¯�®N¯:7Â±�³�«{¯¶Â½q· À «E®�¶²¸n«E¬F²�®t¯�7�¸?®N¬Ç·:6�·t´E®�5Q®N´a²�¬3~ u}VÈÀ «EÏ´E®¹±�®t«�6�®t´Â²H±q·á¬@·á>�®�¶t²�®N¯�¸?®h¯°·N¬°«n¸?²¾·á²ÅµE®t¬f¯�® À «{Dt²�®t¬,µE«
¶�¸?«E¬°²�®N¯²Á Ä ³�«{¬C¬¾·Y6�³�´{¬ À «$Á�«E´�®N´E¬°®�5»l¸n®ÅµE®,¯�® À «EDt²�®N¬

{q1, q2, . . . , qn}
µq·á´E¬C«E´D¶�¸?«E¬°²�®N¯CµE³�´{´E·,±�®t«{²Dt²�¯�®,¯�®t±E¯�·t¬�®t´Â²�·¹±q·á¯C¬�³�´�±E±q·X¶

qppac

®t² À «$Ác«{´E®H²�¯¾· 8 ®²¶t²�³�n¯°®Å´E®,±�®t«{²Ã±q·¼¬C¬¾·A²�n¬FB�·¼n¯°®Å«E´E®,¯�® À «EDt²�®
qi¬��®�¸Ã¸n®H´E®½¬¿·á²�?¬°B�·¼7²Ç±n·¼¬�·¼«{¬�¬�

qppac

Á \ ´ À «E®�¸ À «E®½¬�³¼¯°²�®(7�´{³�«E¬f±�³�«�6¼³�´E¬L}Ï?´EµE®�;=®t¯ � ¸lÁ�®N´E¬°®�5»l¸n®HµE®¯�® À «EDt²�®N¬Í®N´{¯�®�[¼n¬°²�¯�·t®N¬¹±n·¼¯à¸?®^¬ V ¬F²�V:5^®.G ��� 7 Ó `9I ®�²¹·�6=7²�®t¯à»�®�·¼«n¶t³�«E±îµ{®¡¶�·X¸Ã¶N«n¸?¬h´{³�´ ±�®N¯F²�n´{®N´a²�¬²Á¸�¸�B�·¼«{²½¬°³�«n¸?2[�´E®t¯ À «E®E¶t®t²¹n´EµE®L;î®t¬°²�»n·¼¬�·~®L;=±n¸nÃ¶N?²�®�5Q®N´a²h¬�«E¯¸?®N¬h¬�· À «E®t´n¶N®t¬LµE®¡¸n³	¶�·+¸nn¬¿·á²�?³�´E¬Å®�²µE³�´l¶Í¬�®�¶N³15^±�³�¯°²�®¹²�³á²Â·X¸?®�5Q®N´a²fµE7>v·t¯�®:5g5Q®N´a²ÅµE®t¬Ån´Eµ{®�;.¬°±q·á²�Ä·¼«R; ¶�¸¹·¼¬�¬° À «E®N¬ � B õ U õ 7$yÐ:Ô²�¯�®N® � Á u ®±n¸?«E¬�Ã¸�®N¬F²Ðn´a²�·N¯�®t¬�¬¿·¼´a²CµE®Ã´E³¼²�®t¯ À «E®(7�¸¹·H¯°® À «EDt²�®
qppac

·t²¾·¼´a²�·¼¬°¬�³	¶N?·N®Ç<h«E´~´{46�®�·¼«4µvÁc·²¶Â½E®�¸Ã¸n®�·á¬�¬�®t»[�¯°³�¬�¬°n®N¯:7n¸n®t¬]³�±�·t¯¾·á²�n³�´{¬ÐµE®^}Ï±�³¼n´a²]µq·¼´E¬]±�³�¸ V [�³¼´E® � ¬�³�´a²�5Q³�n´E¬e¶N³��{²�®N«E¬°®N¬ À «{®H¬°�³�´SµE®:6+·¼7²<¸n®t¬®t>�®�¶�²�«E®t¯�±�³�«E¯Î«{´^±q·á¯°²�7²�?³�´E´E®:5^®t´Â²Y±n¸n«E¬Y6E´97v¶N³�585Q®�¶¼Á�®N¬°²}¸?®�¶�·¼¬�±�³�«E¯6¸n®t¬�¯�® À «ED�²�®t¬
qi

7�±E«E?¬ À «$Á�³�´
·\5^³¼n´E¬CµE®,»t³�´E®N¬Ã<½²�®t¬°²�®N¯�Á
yÃ®:[�¯�³¼«E±�®t¯½´E³�¬h±q·á²°²�®N¯°´E¬½®t´�¶�¸n«{¬°²�®t¯�¬�·A6�´ µE®46q¸7²�¯°®N¯H®N¬°²L«{´î±E¯�³X»n¸2V:5^®^µ$Ác³¼±{²�45^?¬¾·á²�n³�´ ¶�¸¹·¼¬F:¬� À «E® À «E®�¸ÊÁc³¼´Q²�¯�³�«�6¼®fµq·¼´{¬¶µE®Ç´E³�5»E¯°®N«E¬°®N¬�·á±E±n¸nÃ¶�·á²�n³�´{¬�Á Ä ³�«E¬B·Y6¼³�´E¬Ð±E¯°·N¬°®N´a²�·fÃ¶N�´E³�¬w±E¯�®:5^?®N¯°¬

��� Ó



"��3°���d����
	������������ g ����� ± 0 ³ ���� ������	�� !���#"$�%��&'�(����� m*) ��!�,+-�/./01& !� oqi�) �*��&2&,� g �3!��� s � ) �+-�4�����
¯�·t¬�«n¸7²Â·á²�¬~µE®Æ¯°®�¶Â½E®t¯¿¶Â½E®È¬°«E¯E¶N®�²�²�®�nµE·t®XÁ _ ¶�²�«E®²¸¹¸?®�5Q®N´a²~´E³¼«E¬�¯�·�c�·�¶Â½E?¬�¬°³�´E¬S¬�«E¯ ¸n®N¬ ·X¸2[¼³�¯�7²¾½�5Q®N¬±�®N¯�5Q®t²°²Â·¼´a²HµE®é¶N¯°·N®t¯¤¸?®N¬,µE?>�·N¯°®N´a²�¬L¶�¸?«E¬°²�®N¯°¬h<S±q·¼¯F²�?¯Åµ$Ác«{´5®t´E¬�®:5»n¸n®QµE®L±q·á²°²�®t¯�´E¬HµE³�´E´{·N¬�ÁX`Ã´E®25Q±n¸¹·¼´a²Â·á²�n³�´X®t²LµE®t¬�¶N³�5Q±q·¼¯¿·¼n¬°³�´E¬h®N´a²�¯°®�´{³¼²�¯°®E·¼±E±E¯°³�¶Â½{®�®t²é¸n®t¬�·X¸4[�³�¯�7²¾½�5Q®N¬L»E?®N´'¶N³�´{´º«{¬ÍµE®
¶N¯°·�·á²�n³�´SµE®�¶²¸n«E¬F²�®N¯°¬]µE®:6º¯¾·án®N´a²Ã·�[�·X¸n®:5^®t´Â²]D�²�¯°®�5Q®N´{·N®N¬²Á
É�·¹¬°²�¯¾·á²�·�[�?® À «E®f´E³¼«E¬Ð±E¯°³�±�³¼¬�³�´E¬�±�³¼«E¯e¸ÊÁc·�6X·+¸n«q·á²�n³�´Qµ$Á�«E´¡¶²¸n«E¬F²�®N¯¶µE®f¯�® À «EDt²�®N¬C¬�®rµE·�¶t³�5^±�³�¬°®®N´�µE®t«R;�·t²¾·¼±�®t¬ s
� Á]·�6X·+¸n«q·á²�n³�´�®t´ ¸?2[�´{®fµE®�¸Ä·½¯°® À «EDt²�®à·á¬�¬�³	¶N?·N®L·¼«S±q·á²°²�®t¯�´�±E±q·X¶,µE«>¶�¸?«E¬°²�®N¯]µE®,¯�® À «{Dt²�®t¬��
ß Á]±�³�«E¯�¸?®N¬]³�» 8 ®�²�¬]µE³�´n¶�¸¹·¹²�¯¾· 8 ®�¶t²�³�n¯°®Å¬¾·á²�n¬FB�·¼?²�¸?®Å±E±q·X¶(7�³�´�·:6+·X¸n«{®@¸n®N¬C¯°® À «ED�²�®N¬ÇµE«>¶�¸n«{¬°²�®t¯�Á

�/k � Û è ÙñÚ9úml çÉ�·4±E¯�®:5^4VN¯°®h·�²Â·¼±�®à¶t³�¯�¯°®N¬�±�³�´EµÆ< ¸lÁ�·:6+·X¸?«q·á²�?³�´D¶�¸¹·¼¬�¬° À «E®¹µvÁc«E´{®½¯�® À «{Dt²�®+Á u ³�«E¯H¶Â½n· À «E®Í³�» 8 ®�²´E³�«{¬�[�·¼¯�µE³¼´E¬C¬¾·Í±�³�¬�7²�n³¼´�µq·¼´E¬<¸lÁ�·¼«{²�³�5É·á²�®H·¼¬�¬°³�¶tn·�·¼«S±q·á²°²�®t¯�´�µE«S±E±q·X¶,µE«D¶�¸?«E¬°²�®N¯²Á�É�³¼¯�¬ À «E®�¸¹·²�¯¿· 8 ®�¶�²�³�?¯�®�µ$Á�«E´¹³X» 8 ®t²�¬¾·A²�n¬FB�·¼?²�¶t®�±n·á²�²�®N¯�´H®t² À «$Á�³�´·A²�²�®tn´a²�µE³�´n¶}¸lÁ�·t²¾·á²�·X¶²¶N®N±=²Â·¼´a²ÀµE®I¸ÊÁ¼·á«{²�³�5É·á²�®17´E³�«{¬ÐµE®:6¼³�´E¬Ð²�®N¬°²�®N¯B¶Â½n·X¶N«E´{®fµE®N¬C¯°® À «ED�²�®N¬Cµ{«¡¶�¸?«E¬°²�®N¯Ð±�³�«E¯
6�³�?¯�¬°v¯�·t®�¸Ã¸n®�5Q®N´a²I¶N®�²C³�» 8 ®�²C¬¾·á²�n¬FB�·¼?²«E´E®hµE®N¬r¯�® À «ED�²�®t¬Å±�³�¬°·N®t¬�Áv¸�¸�¬NÁ�·1[�7²rµvÁc«E´{®¹·:6+·X¸?«q·á²�n³�´Eßlá U�B ùÂù B ê ù B s ³�´Æ´E®�[v·¼¯°µE® À «$Á�«E´.¬°®N«n¸À·t²Â·A²
¶N³¼«E¯¾·¼´a²�±q·á¯Y³�» 8 ®�²�®t²�±q·¼¯«¶�¸n«{¬°²�®t¯�7�®�²�³�´Í´$Á�·:6+·X¸?«E®B¸n®t¬Î¯�® À «{Dt²�®t¬ À «{®£¸?³�¯�¬ À «E®B¸Ä·r²�¯¾· 8 ®²¶t²�³�n¯°®Ð¬¾·á²�n¬FB�·¼?²
¸n®½6n¸?²�¯°®XÁ9W¶®�¶N�45^±n¸? À «E® À «{®t¸ÊÁc³¼´ ·S¬¿·¼«�6¼®�[v·¼¯°µE·t¸n®N¬Åµ{?>�·N¯�®t´a²�®N¬�¸?³�¶�·X¸n?¬¾·á²�n³�´E¬�ß U¾ó Z ç ù B ù 7vµq·á´E¬ R

2 7µE®�¸lÁ�³�» 8 ®�²C±�³�«E¯C±�³�«�6�³¼n¯�¶N³¼´E´q·(Z?²�¯�®H¸lÁ ½En¬F²�³�¯° À «E®fµE®@¸¹·¹²�¯¿· 8 ®�¶�²�³�?¯�®XÁ Ä ³�«E¬£·Y6�³¼´E¬]µE·t6�´{&¸n®f¯°·N¬�«l¸?²Â·A²µ$Á�«E´E®~¯°® À «ED�²�®¡¶t³�5g5Q®t¸lÁ�®N´E¬°®�5»n¸?®^µ{®N¬½³�» 8 ®t²�¬¹µE³�´a²¸¹·)±q·¼¯F²�?®É¸¹·Dß þ ê ù U¾ó Z BMã â B µE®¡¸¹·S²�¯¾· 8 ®²¶t²�³�n¯°®¬¾·A²�n¬FB�·¼?²}¸?®Ç±q·A²�²�®t¯�´97º¹¸�B�·¼«=²¶µE³¼´n¶�6¼·N¯�76�®N¯�¬��¸n®Ã¬�«{�\;=®fµE®�¸lÁ ½En¬F²�³�¯° À «E®ÃµE®H¸¹·,²�¯¾· 8 ®²¶t²�³�n¯°®ÇµE®�¸lÁ�³�» 8 ®�²À «$Á�³�´~¬�³¼«n½q·¼7²�®Ç²�®N¬F²�®N¯�¬¾·á²�n¬FB�·¼?²}¸n®Ã±q·á²°²�®t¯�´~µE®�¶Â½q· À «E®f¯°® À «ED�²�®XÁ u ³�«{¯e¶N®²¸Ä·H´E³�«E¬Ðµ{®:6�³¼´E¬Ð±q·¼¯8¶N³�«{¯�n¯
¸lÁ ½E?¬°²�³¼¯� À «E®HµE®t±E«En¬�¸n®HµE®N¯°´En®t¯r·�6�·N´{®�5Q®N´a²,¯�® � «.®t²r¬NÁ�·¼¯�¯°Dt²�®N¯f¬°³�?²�¸n³�¯°¬ À «E®¤¸lÁ�³�´�³�»=²�n®t´a²f«E´Æ·²¶Â½E®�¶(7¬�³¼?²<¸n³¼¯�¬ À «E®�¸ÊÁc³�´D·A²�²�®tn´a²<¸lÁ�·t²¾·á²£·X¶²¶N®N±=²Â·¼´a²ÃµE®�¸lÁ�·¼«{²�³�5 ·A²�®ç ã ú B�U ù ó µE«S±q·á²�²�®N¯°´)µ$Á�n´a²�®N¯�¯°³�[v·á²�n³�´�Á
ÉÎÁ¼·X¸4[�³�¯°?²¾½�5^® npo ��q���qR�X���?��� µE·�¶t¯�7²¸lÁ�·:6+·X¸?«q·á²�n³�´UÁv¸�¸¶±E¯°®N´Eµî®t´ ®N´a²�¯°·N®~«{´î®N´E¬°®�5»l¸n®~µE®^¯�®j:À «EDt²�®N¬:7�¸n®.±E±q·+¶.µE®�¶N®�²S®N´E¬°®�5»n¸?®17Ð«{´3³X» 8 ®t²

o
7Ð¬¾· ±�³�¬�7²�?³�´$·X¶�²�«E®²¸¹¸?®�µq·¼´{¬

R
2 ¯�®t²�³�«E¯°´E·N®.±q·á¯¸lÁ�· À «E?±�®:5^®t´a²�~ u}V Á�¸�¸$¯°®t²�³�«E¯�´{®¤¸ÊÁc®t´E¬�®:5»n¸n®Åµ{®N¬]¯�® À «{Dt²�®t¬rµE³¼´Â²£¸?®Å¯�·N¬°«n¸?²¾·á²<¶N³¼´Â²�n®t´Â²£¸ÊÁc³�» 8 ®t²�Á

�/k � Û è ÙñÚ9úml ç/npo �mqF��q��m���?���rÅØ�Ú è Ö ç]s `Ç´�®N´E¬°®�5»l¸n®,µE®,¯�® À «{Dt²�®t¬
qi(Si, Pqi

), i = 1, . . . , n
7¬�³¼´)±E±n·X¶

q(Sppac, Pppac)
7{«E´)³X» 8 ®t²

o
7�«E´E®�¸n³	¶�·+¸nn¬¿·á²�?³�´

loc� Û è Ú9Ù çts `Ç´�®N´E¬°®�5»n¸?®
Q
µE®,¯�® À «{Dt²�®t¬Çµ{³�´a²

o
·¼±E±q·¼¯F²�?®N´a²£·¼«S¯�·t¬�«n¸7²Â·á²ë�Ö	SÀ÷�Ú

��� ²�®t¬°²�®h¬°�³�´>·á²�²�®Nn´a²<¸ÊÁc·�²Â·á²£·X¶²¶N®t±{²Â·¼´a²ÃµE®
Pppac��� µE·�²�®N¯�5^?´E®@¸lÁ�·t²� À «E®�²�²�®@¶t³�¯�¯°®N¬°±�³�´{µq·¼´a²f<
pos
µn·¼´E¬<¸n®Å´Ev6�®�·¼«Sµ$Ác·²¶Â½E®�¸Ã¸n®

Sppacâ
= étiquette(Sppac, loc)��� 6�·t¯�76�® À «{®

o
®t¬°²Ã®N´a²�¯�·Hµq·¼´E¬]«E´E®,´E³¼«�6�®²¸¹¸n®,»t³�´E®

�����
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éWÙ � â^®N¬F²ÃµEn¬F²�n´l¶t²]µE®�¸lÁ�·t²� À «E®�²�²�®Å±{¯�·�¶t·NµE®t´a²�® � ê k Û è é��� ·¼±E±l¸n À «E®@¸¹·¹B¾³�´n¶�²�n³¼´�µ{®,²�¯¾·¼´{¬�?²�n³�´�¬°«E¯Çâ�7
��� ®t²£¶�·X¸¹¶t«n¸n®@¸?®Å´E³�«�6¼®�¸�·t²¾·á²£¶N³�«{¯¾·¼´a²ÃµE®

o
o.scur = δppac(o.scur,

â
)×ÏØÀéWÙ

��� 5QD�5Q®Å¬��³�´S´E®�¶Â½q·¼´�[�®h±n·¼¬]µE®,»N³�´E®,µq·á´E¬
Sppac

³¼´�¬¿·¼«�6¼®h±�³�¬�Áq¶t³�«E¯¿·¼´a²�®
o.traj = o.traj + pos��� 6�·t¯�76�®,¬�

o
·¼±E±n·¼¯°²�n®N´a²Ã<�¸Ä·½¯°·N±�³�´E¬°®hµE®

qéWÙ �
o.scur

´vÁc®t¬°²Ã±q·¼¬<¸lÁ�·t²¾·á²£·X¶²¶N®N±=²Â·¼´a² � èAç ÚÒÛ�÷ è Ø ç ∅éWÙËØ�Û�Ø
Q = ∅��� ³�´P6�·t¯�?6E®H±�³�«E¯�¶Â½n· À «E®h¯°® À «ED�²�®H¬�

o
·¼±E±n·¼¯°²�n®N´a²Ã<Í¬�³¼´)¯°·N¬�«l¸?²¾·á²

ð Û�÷ è íáú�êq�$÷ ç qi(Si, Pqi
)
ïÔêEÙ è9ç��� ³�´�n´$6�®t¯�¬°®¤¸?®f±q·á²°²�®N¯°´)µ{®L¸¹·Í¯�® À «ED�²�®

P ′
qi

= inverse(Pqi
)

o.scur = init(P ′
qi
)
7�·�¶Â½E®²¶}� B�·¼«R;��ÚÒê�Ø�Ú �v÷ ç ·²¶Â½E®�¶}� B�·¼«�; ïlê�Ù è9ç��� ³�´�¯�®:[v·¼¯�µ{®@¸n®ÅµE®t¯�´E?®N¯]¬ V 5»�³�¸n®Åµ{®L¸ÊÁ�½{n¬°²�³�¯� À «E®fµE®�¸Ä·½²�¯¾· 8 ®²¶t²�³¼n¯�®

l = dernier(o.traj)��� ¬��³¼´È·á²°²�®tn´a²<¸lÁ�·t²¾·á²<·X¶²¶N®N±=²Â·¼´a²ÇµE®
q′i

7R· 8 ³�«{²�®
o
<Í¬°³�´)¯°·N¬°«n¸?²¾·á²éWÙ npo �mq

(q′i, o, l) = vrai
ê k Û è é

Q = Q∪ qi·�¶Â½{®�¶\��6º¯¾·¼éWÙËØ�Û�Ø
��� ¬��³¼´)®t¬°²Ã¯�®�6�®N´Â«.<�¸ÊÁc·�²Â·á²C?´E?²�Ä·X¸!7Â³�´È·Í®t«)«E´�·�¶Â½{®�¶éWÙ

o.scur = init(P ′
qi
)
ê k Û è é,·²¶Â½E®�¶}��6º¯¾·á

��� ¬�?´E³�´S³�´>¶N³�´a²�n´Â«E®�¸n®Å±q·á¯¿¶N³¼«E¯�¬]n´$6¼®N¯�¬°®hµ{®L¸¹·¹²�¯¿· 8 ®�¶�²�³�?¯�®éWÙËØ�Û�Ø
o.traj = o.traj \ {l}

×ÏØÀéWÙ×ÏØÀéWÙ×ÏØ×ÏØè9ç ÚÒÛ�÷ è Ø ç Q×ÏØ
r�� ç l ð k ç P�� Ý/� æ1ç Z ç}ê ã�B ë B �Hß þ2B�÷ ê	ç}ç þòþ ê ù â U�B Z B â�â B â B ZÂý ã ç ÷ ê B H â�æ1êMå�æ1ê U ù ä�û áMß U�� ù þ á � ç U ê U�B\� õ2 �õñ ê[ßvßqæ ù æ ã ù ÷ ê B}þ¿û æ ã áXçòâ�ê ã Z þ ê ù â B�U áXú B Z þ2B ù ä�B êXëIßláXâ�â B�Uÿã ù ä�û ç ã â B�U�U æ U áXâ�çbæ ã ù ê�çòú1á ã â ù P1 = ¡�¢  ¢ � ¢ �B â P2 = " ¢ � ¢ , ¢ ( õ û?B ßvßlá Z ä�B Z B ù ßláXâ�â B�Uÿã ù B ù â ä æ ã Z � ¢ � ¢ � õ ñ ê[ßvßqæ ù æ ã ù ÷ ê BLþ¿û æ ã áXçòâIê ã æ1G å B â oä æ ã â þ áEâ U á8å B Z â�æ1ç U�B<B ù â o.traj =< (x1, y1), . . . , (xn, yn) > ä æ ã â þ¿ûüó âbáXâ Z æ1ê U á ã â ä á ã ù þ¿û áXê	â�æA�táXâ Bá ùÂù æ Z ç ó @ � ¢ � ¢ � B ù â þ¿ûüó âgáXâ Z æ UjU�B ù ßqæ ã�ä á ã âf@ þ átú1á þ ç ä áXâ çbæ ãÈä�B � ¢ � õa£ ã�U�B µ+æ1çòâºê ã�B�ã æ1ê�ú BMþòþ2B ßqæ ù ç Eâ�çbæ ãD¤p¥ ñ (xn+1, yn+1) ∈ R

2 H â BMþòþ2B¤÷ ê B étiquette(Sppac, (xn+1,
yn+1)) = � õ ¥ á U Z æ ã ù ó¿÷ ê BMã â þ¿û æ1G å B â BMã â U�BEä á ã ù þ¿ûüó âgáXâ�á Z[Z B ß�âbá ã â ä�B þ¿û áXê�â�æA�táXâ BDä ê ßvß Z á õ
¦ þ áä æ ã Z ù áXâ ç ù ô áXçòâ þ2B 6q¸?²�¯�® B â B ù â«ê ã Z á ã�ä ç ä áXâqßqæ1â BMã â�ç BMþ ßqæ1ê U áMßvßlá U â BMã ç U áXê U¾ó ù ê þ âgáXâ ä�B ZÂý á Z ê ã�B�ä�B ùU�B¿÷ êRøMâ B ù ä ê Z þ ê ù â B�U õ�£ ã ß U�BMã�äÉþ á�ß U�B ��ç ��U�B,U�B¿÷ êRøMâ B¤ä ê Z þ ê ù â B�U H ä ç ù æ ã ù Z BMþòþ2B¤ä æ ã â þ2B ßláXâ�â B�UMã%B ù â

����§



"��3°���d����
	������������ g ����� ± 0 ³ ���� ������	�� !���#"$�%��&'�(����� m*) ��!�,+-�/./01& !� oqi�) �*��&2&,� g �3!��� s � ) �+-�4�����
¡�¢  ¢ � ¢ � õ�£ ã ç ã ú B�U ù B Z B ßláXâ�â B�UMã H æ1G�â BMã á ã â P ′

1 = � ¢ � ¢  ¢Y¡�H B â£æ ã Z æ ã ù â U ê	çòâ þ¿û áXê	âÞæA�táXâ B á ùÂù æ Z ç ó õ£ ã ß U�BMã�ä á þ æ U ù ê ã�B ßlá U ê ã�BÈþ2B ù þ æ Z á þ ç ù áXâ�çbæ ã ù BMã�U�B U ç ù â U¾ó�B ù BMã ßlá U âgá ã â ä�B þ á ä�B�Uÿã ç ��U�B�U�B µ�ê B¨
(xn+1, yn+1) C õ ñ ç£æ ã áXâ â B ç ã â þ¿ûüó âgáXâ£á Z[Z B ß�âbá ã â ä�B P ′

1 = ¡ æ ã á8å�æ1ê�â B o
áXê U¾ó ù ê þ âgáXâ ä�B q1 H B âHæ ãU�B Z æA�Í� BMã Z B@þ2B � ø�� B ß U æ Z ó¿ä	ó áXú B Z q2 õ

rÅétÚÒÙ!l ê=Ú9ÙËÛ�ØøëÀ÷ � êEÙÊØÉ�·}5^³¼²�46+·á²�n³�´QµE®�¶t®t²�²�®©5^·�²¾½E³ºµE®fµvÁc·�6X·+¸n«q·á²�n³�´^®N¬F² À «vÁc³�´�®t¬°²�25Q® À «E®Å±�®t«�µ$Á�³�» 8 ®t²�¬C¬¾·á²�n¬FB¾³�´a²
¸Ä· â�æ1âbá þ çòâ ó µE«5±n·á²�²�®N¯�´XµE«È6q¸?²�¯�®(7�®t²,µE³�´l¶^±�®N«{²F:qD�²�¯�®L«E´{®Qµ{®N¬H¯�® À «ED�²�®t¬hµE«:¶�¸?«E¬°²�®N¯²Á _ n´{¬�Î±n¸?«{²�z¼²À «E®QµE®^¯°·�·X¸?n¬°®N¯ÅµE®Q´E³�5»{¯�®N«{¬�®N¬h³�±�·N¯¾·A²�n³¼´E¬ÅµE®�}Ï±�³�?´a²,µq·¼´E¬H±�³X¸ V [�³�´E® � ±�³�«E¯�¶Â½q·X¶t«E´E®^µE®N¬H¯�®j:À «EDt²�®N¬Í<>¶Â½q· À «E®~´{³�«�6�®²¸�·�6�·t´E®�5Q®N´a²Y7À³�´ ®t´î¯�·�·X¸n?¬�®L«E´E®^¬�®t«n¸n®(7«·¼«5´E46¼®�·¼«5µE® ¸¹·�±n·¼¯°²�?²�?³�´È±n¸n«{¬[�¯°³�¬�¬°2VN¯°®<¶N³�¯°¯�®N¬°±�³¼´Eµq·¼´a²e·¼«^´{46�®�·¼«Qµ$Ác·²¶Â½E®�¸Ã¸n®]µE«L6q¸?²�¯�®+Á V ·X¶Â½q·á´Â² À «$Á�«E´4³�» 8 ®t²w¬�®]²�¯°³�«�6�®Ãµq·¼´{¬w«{´E®»N³¼´E®

z
7 À «$Ác«{´E®,»N³�´E®L·Í®N´t5Q³ V ®N´E´{®

d
6�³¼n¬�?´E¬C®t² À «E®�¸ÊÁc³�´D¶t³�´E¬�?µ�VN¯°®Å«E´E®,· À «E;:q±E¯°³�»q·X»{¹¸n7²�·(7=µE³¼´n¶¬¾·á´E¬Ð²�®t´En¯I¶N³�5Q±{²�®ÇµE®@¸Ä·,²Â·¼Ã¸¹¸?®Ãµ{®�¸Ä·¹»t³�´E®�6¼³�n¬°n´E®(7{±�³�«E¯�µE·t²�®N¯�5Qn´{®N¯B¸¹·h»N³¼´E®ÅµE®f¬°³�¯°²�n®rµ{®�¸lÁ�³�» 8 ®�²5Q³�»E¹¸?® � µE³�´n¶

prob = 1/d
� 7¼³�´Í®t´^µE·tµE«E7² À «E®<¸Ä·f¬�·²¸n®²¶t²�v6º?²�·

γ
µ$Á�«E´L±q·á²°²�®N¯°´

P
µE®�¸?³�´�[�«{®N«E¯

l
®N¬F² s

γ = prob(P [1]→ P [2])× . . .× prob(P [l − 1]→ P [l]) = 1
dl−1_ ?´E¬��±n¸n«E¬e¸n®f±q·A²�²�®t¯�´�µE«�6q¸7²�¯°®r®N¬F²<¸n³�´�[½®t²C±l¸n«E¬�¸?®r´E³�5à»E¯�®b5Q³ V ®t´�µ{®�6�³�?¬�?´E¬Ðµ$Á�«E´E®,»N³¼´E®f®N¬F²[�¯¿·¼´Eµ97E±l¸n«E¬<¸n®f6n¸?²�¯¿·1[�®fµ{®N¬Ã³�» 8 ®t²�¬]®N¬°²Ã®��É¶�·X¶N®+ÁÄ ·�·¼´�5Q³�n´E¬�¶t®t²�²�®^²�®�¶Â½E´E À «E®4®t´�[�®N´{µE¯�®^«E´%[�¯¿·¼´EµX´E³�5»{¯�®QµE®É¶�·X¸¹¶t«n¸n¬�¸?³�¯�¬ À «{®É¸¹·�²�¯¾· 8 ®²¶t²�³�n¯°®µ$Á�«E´�³X» 8 ®t²Ç¬¾·á²�n¬FB�·¼?²<¸?®Å±q·á²�²�®N¯°´�µE«�6q¸?²�¯�®17�±{«En¬ À «vÁc³�´)µE³�7²]·:6+·X¸n«{®N¯£·X¸n³¼¯�¬<¸lÁ�®N´E¬°®�5»l¸n®,µE®N¬Ã¯�® À «EDt²�®N¬µE«%¶²¸n«E¬F²�®t¯h±�³�«E¯L¶N®�²½³�» 8 ®�²�Á u ³�«{¯·Y6�³�?¯h«{´î³�¯�µ{¯�®Qµ$Ác?µE·N®^µE«ª[v·án´X³�»{²�®t´Â«�·Y6�®�¶ ¶N®t²°²�®g5^·�²¾½E³ºµE®17´E³�«{¬¶®N¬F²�45^³�´{¬I¸?®Ç´E³15»E¯�®Ãµ$Á�³�±�·N¯¾·A²�n³¼´E¬f}Ï±�³�?´Â²�µq·¼´{¬¶±�³�¸ V [�³�´{® � <H¯�·�·+¸nn¬°®N¯²Á V «E±E±�³�¬�³¼´E¬ À «E®H¸ÊÁc³¼´

·¼7²C«E´>¶�¸n«{¬°²�®t¯<¶N³�´a²�®t´q·¼´a²
p
¯�® À «ED�²�®t¬r®t² À «E®L¸lÁ�³�´S¯�® � ³�v6�®

k
±�³¼¬�?²�n³�´{¬

posj, j = 1, . . . , k
7R·X¸n³¼¯�¬ s

i)
²�¯¿·¼?²�®�5Q®N´a²]¬�· À «{®N´a²�?®�¸�µE®N¬Ã¯�® À «EDt²�®N¬ s ¶t³��{²

seq = p× k
7®t´5®�>v®�²Y7�±�³�«E¯�¶Â½q· À «E®Q¯�® À «{Dt²�®

qi(Si, Pqi
)
¶N³�´E¬°nµE·t¯�·t®^¬°·N±q·¼¯°·�5Q®N´a²Y7�³�´XµE³�7²Å±E¯°³ 8 ®t²�®N¯

posjµq·á´E¬
Si

7�µE³�´l¶^±�³�«E¯@¶Â½q· À «{®4·:6¼·N´E®:5^®t´a²½³�´:·>·¼«{²Â·á´Â²Hµ$Á�³�±�·N¯¿·á²�?³�´E¬ÅµE®Q±�³¼n´a²�· À «E®QµE®L¯�®j:À «ED�²�®N¬��
ii)
«{²�¹¸?n¬¾·A²�n³¼´4µE«S6q¸?²�¯�® s ¶t³��{²

filtre = k + γ × p× k
7®t´4®t>�®t²�¹¸EB�·á«{²�B�·án¯�®C«{´E®r±E¯°³ 8 ®�¶�²�?³�´^µ{®H¶Â½q· À «E®

posk

µq·á´E¬
Sfiltre

7º®�²Y7	·Y6�®²¶H¸Ä·,±E¯°³�»q·X»EÃ¸n7²�·
γ®t¬°²�45^·t®Å±n¸n«{¬B½q·¼«{²�7q¸lÁ�³�» 8 ®�²C¬¾·á²�n¬FB�·¼?²e¸n®f6q¸7²�¯�®r®t²]µE³�´l¶H®t´a²�¯¾·«Zp´E®@¸ÊÁc·�6X·+¸n«q·á²�n³�´^µE®N¬

p
¯°® À «EDt²�®N¬µE«>¶�¸?«E¬°²�®N¯]¬�«{¯£¸ÊÁc®t´E¬�®:5»n¸?®ÅµE®N¬

k
±�³¼¬�?²�n³�´{¬Ð¯�® � «E®t¬�Áu ·á¯£¶t³�´E¬°· À «E®N´a²H¸n®©[v·¼?´

G
µE®�¶t®t²�²�®#5^·�²¾½E³ºµE®Å®N¬F² s

G = k+γ×p×k
p×k

= 1+γ×p
pu ³�«{¯�¶t³�´n¶�¸?«E¯�®@¶t®t²°²�®H·t²�«{µE®hµ{«][v·án´97=´E³�«E¬Ã®N´$6ºn¬¿·1[�®N³¼´E¬]µE?>�·N¯°®N´a²�®t¬�½ V ±�³á²¾½�Vt¬�®N¬Ç¬�«E¯

γ
®t²

p
®�²¯�®:[v·¼¯°µE³�´E¬<¸n®t¬�¶N³�´{¬�· À «E®t´n¶N®t¬f¬�«{¯£¸?®©[v·¼?´UÁ�É�®N¬]¯�·t¬�«n¸7²Â·á²�¬]¬�³�´a²Ã¯�·t¬�«�5Q·N¬]µq·¼´{¬£¸?®f²Â·X»l¸n®�·á« ` Á � Á

� ß Ñ



������	*�x!�L�#"��y��&z�(����� m{) ��|�|+-�/./0(&x!� o@i:) �*��&4&|� g �}|��� s � ) �+-�2�L��� "$�_°��Sd����p	������������ g ����� ± 0 ³ ����

6q¸7²�¯�®f²�¯�Vt¬Ç¬°·�¸n®²¶t²�?B �
γ � 1

� 6q¸7²�¯�®Å±�®N«�¬�·²¸n®²¶t²�7B �
γ ≈ 1
�

»�®�·¼«n¶N³¼«E±)µ{®H±n·á²�²�®N¯�´{¬
G ≈ 0 G ≈ γ

±�®t«)µE®,±q·A²�²�®t¯�´E¬
G ≈ 1

p
G ≈ 1

¬}��m® ` Á ��¯d° ·+»n¸n®�·¼«)¯°·N¬°«�5 ·á´Â²<¸?®©[v·¼?´�¬°«E46+·¼´a²
γ
®t²

p
Á

Ä ³¼²�®N¯�®N´�±�´ À «{®H¸n®�[v·¼?´É¶t³�¯�¯°®N¬°±�³�´{µ~·�[v·+¸n®�5Q®N´a²p²h«{´e[v·¼?´^®t´~®N¬°±q·X¶N®r±E«En¬ À «E®r±�³�«E¯w«E´4³X»�³°®t²�7³�´)´E®�5É·¼?´Â²�n®t´Â²]«{´�·t²¾·á² À «{®hµq·á´E¬H¸?®H±n·á²�²�®N¯�´)µE«]±n¸?²�¯°®,®t²Ç´E³�´�«{´�·t²¾·á²Ã±�³¼«E¯�¶Â½n· À «E®·¼«=²�³�5É·á²�®
¶N³¼¯�¯�®t¬�±�³�´Eµq·á´Â²�·¼«�;S¯�® À «�´t²�®t¬rµE«>¶�¸?«E¬°²�®N¯²Á
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